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Abstrakt

Bella Milo§: Unitarne matice a kontrakcie metrickych priestorov: [Ba-
kalarska pracal. Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta matematiky,
fyziky a informatiky; Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel:
RNDr. Maria Trnovska, PhD. Bratislava 2011.

Bakalarska praca sa venuje spracovaniu teérie unitarnych matic a ich
prepojeniu na kontrakcie metrickych priestorov. V prvych castiach sa venu-
jeme teérii unitarnych a ortogonélnych matic. V dalich ¢astiach prepajame
kontrakcie metrickych priestorov s unitdrnymi maticami a uvadzame aj kon-
krétnu aplikdciu kontrakcii a unitarnych matic. Cielom mojej bakalarskej
prace je teoretické spracovanie a prepojenie unitarnych matic a kontrakcii
metrickych priestorov.

Klacové slova: Unitarne matica, kontrakcia.

Abstrakt

Bella Milos: Unitary matrices and contractions of metric spaces: [Ba-
chelor’s work|. Comenius University in Bratislava. Faculty of mathematics,
physics and informatics; Department of applied mathematics and statistics;
supervisor: RNDr. Maria Trnovska, PhD. Bratislava 2011.

This bachelor’s work is devoted to the theory of unitary matrices and its
connections to contractions of metric spaces. The first part of this work is
devoted to the theory of unitary and ortogonal matrices. In the next parts of
this work we make a connection between unitary matrices and contractions
and allude the application of contractions and unitary matrices. The aim
of this bachelor’s work is to give a clear theory about unitary matrices nad
contractions of metric spaces.

Key words: Unitary matrix, contraction.



Zoznam skratiek a znaciek

e A* je komplexne konjugovana transponovana matica k matici A.
e A je komplexne konjugovana matica k matici A.

o AT je transponovana matica k matici A.

e A~!je inverzna matica k matici A.

e |A| je absolutna hodnota matice A.

o Ak A= A* tak A je hermitovska matica.

e (u,v) = u*v je skalarny sucin vektorov v C™.

o ||zl =/, [7:]%) = /(z,2) je norma vektora x.

e M, je matica n X n.

e )\(A) je vlastna hodnota matice A.

o A =diag(\,---,\,) je matica s vlastnymi hodnotami na diagonale.
® 0,4:(A) je najviacsia singularna hodnota matice A.

e adj(A) je adjugovana matica k matici A.

e A > 0 je pozitivne semidefinitna matica.

e A > 0 je pozitivne definitna matica.

e Az je odmocnina z pozitivne semidefinitnej matice.
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1 Uvod

Tato praca sa venuje teoretickému spracovaniu témy unitarnych matic a
kontrakcii metrickych priestorov. Prva kapitola sa venuje tedrii unitarnych
matic. Druha kapitola sa venuje teorii ortogonalnych matic, nakol'ko ortogo-
nalne matice st v redlnom priestore obdobou unitarnych matic v komplexnom
priestore. Tretia kapitola sa venuje teérii kontrakcii a metrickych priestorov.
V stvrtej kapitole uvadzame konrétnu aplikaciu kontrakcii a to vo fyzike,
kde sa kontrakcie vyuzivaju v radarovej interferometrii. Posledna kapitola je
venovana teoretickému prepojeniu unitarnych matic a kontrakecii metrickych
priestorov.

Charakter prace je zvicsa teoreticky, ako hlavny zdroj bola pouzita kniha
Matrix Theory od F. Zhanga, z ktorej boli pouzité hlavne definicie, vety
a dokazy. Praca je obohatena o rozlicné tvrdenia a priklady a spominani
aplikaciu.



2 Unitarne matice

V tejto kapitole sa venujeme unitarnym maticiam. Najprv uvadzame defini-
ciu unitarnych matic a niekol'ko prikladov s unitarnymi maticami. Dalej uva-
dzame zakladné vlastnosti unitarnych matic. Nakoniec uvadzame dve vety o
unitarnych maticiach. Prva z nich hovori o tom, kedy je matica s vlastnymi
hodnotami v absolutnej hodnote rovnymi 1 unitdrnou maticou a druhé veta
hovori o singularnych hodnotach unitéarnej blokovej matice. Ako vo vacsine
prace je ako hlavny zdroj pouzita kniha Matrix Theory od F. Zhanga.

Definicia 2.1. Unitarna matica je Stvorcova matica, pre ktord plati:
U'U=0U"=1I. (1)
Pozndmka 2.1. Vsimnime si, ze U¥=U"!, teda inverzna matica k unitarnej

matici je jej komplexne transponovana matica.

Komplexna (realna) matica A sa nazyva komplexna (realna) ortogonalna
ak splha
ATA = AAT = 1.
Unitarne matice a komplexné ortogonalne matice nie st vo vSeobecnosti tie

isté. Naopak realne unitarne a realne ortogonalne matice su tie isté. Viac sa
budeme ortogonalnym maticiam venovat v d’aldej kapitole.

Pozndmka 2.2. Determinant pre unitdrnu maticu je v absolitnej hodnote
rovny 1. Pre unitarne matice plati:
Uu=0U0"=1,
teda
det(U*U) = det(UU™) = det(I).
7 vlastnosti determinantu vyplyva:
det(U*) = det(U") = det(U) = det(U).
A preto:
1 = det(U*)det(U) = det(U)det(U) = |det(U))|>.

Teda determinant unitarnej matice moze byt Tubovolné ¢islo na jednotkovej
kruznici. Matematicky:
|det(U) = 1].
Priklad 2.1. Matica U = diag(e®, ..., e"") je unitarna pre 'ubovolné 6; €
R".
Kedze (e?)* = e7% a pre kazdé 0; plati (e'?') e ¥=e%=1, tak U je
unitarna.
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Tvrdenie 2.1. Nech je matica A € M, hermitovskd, teda plati A = A*.
Potom je matica U = (A — iI)"Y(A +iI) unitdrna.

Dokaz.

UU* = [(A— i)"Y (A+iD][(A — i) HA+il)]* =
[(A—iD) YA+ iD)][(A* —il)(A* +4il) ] =
[(A— i)"Y A+iD][(A—di)(A+4i) ) =1

0

Pozndmka 2.3. Stc¢in unitdrnych matic je unitarna matica. Majme unitarne
matice U a V. Plati:

(UVY(UV)* =UVV*U* = 1.

Veta 2.1. (Theorem 5.1, [1])Viastnosti unitarnych matic Nech UeM,,. Po-

tom:
1.

2.

|Uz]| = |l«][ V2 eCm
Viastné hodnoty pre unitdrnu maticu spliiaji

A = 1.

KaZdd unitdrna matica sa da rozloZit na sucin pomocou unitdrnej ma-
tice V', matice s vlastngmi hodnotami na diagondle a hermitovsky trans-
ponovane] unitdrnej matice V* teda

U=Vdiag(A\, -, \,)V".

. Stlpcové vektory unitdrnej matice U tvoria ortonormdinu bdazu C™.

Doékaz.

2]l = /U2, U2) = /@ 00) = /{w. 1) = |l

. Nech je z vlastny vektor jednotkovej dlzky matice U prislichajici vlast-

nej hodnote A¢ize plati Uxr = Az a b.un.v. nech ||z|| = 1. Potom
vyuzitim ||Uz|| = ||z|| dostavame

Al = [A[lz]] = [IAz]] = [|[Uz]| = [|2[] = 1.

. Ide o obdobu spektralnej vety pre unitarne matice. (— pozri Dodatok)
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4. Predpokladajme, Ze u; je i-ty stipec U, pre i = 1,---,n. Potom je
rovnost U*U = [ ekvivalentna

y 1 0 - 0
1 o1 0 -
Uy, o --- 0 1
Z toho vyplyva, ze (u;,u;) = 1 ak i=j, ina¢ (u;,u;) = 0.

]

Tvrdenie 2.2. Pre unitdrnu maticu A s redlnymi vlastngmi hodnotami plati
A*=1Ta A" = A
Dokaz. Podla Vety 2.1 plati
A=VAV* A =diag(\, -+, \n).

Pre A* plati
A" = (VAV* ) = VAV =VAV* = A
Kedze A = A*, tak
I =AA" = A*A = A%

Pozndmka 2.4. ([1]) VSimnime si, Ze pre unitarnu maticu U plati:

adj(U) = det(U)U ™" = det(U)U*.

u (6%
U:(ﬁ Ul),ueC.

(detiUl) i) .

det(Uy) = det(U)u.

Kazda unitdrna matica ma vlastné hodnoty v absolutnej hodnote rovné
1. Opacne to platit nemusi. Ak mé matica vlastné hodnoty v absolitnej
hodnote rovné 1, nemusi byt unitarna. Ako jednoduchy priklad si zoberme

maticu
10
(1),

12

Zvolme

Potom

adj(U)

Vidime teda, ze



Jej vlastné hodnoty st rovné 1. Ale

=01 ()= Ga) 7
()0 Y-6 )

Nato, aby bola unitarna, musi byt splnenéa tvrdsia podmienka, o ktorej hovori
nasledujtca veta.

Veta 2.2. (Theorem 5.2, [1]) Nech A € M,, mad vSetky vlastné hodnoty rovné
1 v absolitnej hodnote. Potom A je unitdrna matica, ak Vxr € C™ plati:

|| Az|| < |[[z]].

Dékaz. Tuto vetu dokdzeme dvomi sposobmi.
Doékaz 1. Pre kazdu spekrdlnu normu, teda najvacsiu singularnu hodnotu
komplexnej matice plati

A
Omaz(A) = sup ||Az|| = sup ! xH
ol =1 el [[]]

Spolu s nerovnostou
|[Az]] < [[z]|

dostavame, 7ze opq(A) < 1.
Rovnost

1 = det(I) = det(A*A) = det(A*)det(A) = |det(A)|?

implikuje, Ze stcin vlastnych hodnot v absoltitnej hodnote (|det(A)|?) je
rovny sucinu singularnych hodnot (det(A*A)). Kedze A mé vlastné hodnoty
v absolutnej hodnote rovné 1, potom najmensia singularna hodnota A musi
byt 1, ¢ize vSetky singuldrne hodnoty st rovné 1. Preto, A*A = I, teda A je
unitarna. [

Doékaz 2.Nech A = U*DU je Schurov rozklad matice A, kde U je unitéarna
matica a D je horna trojuholnikova matica:

Aot ot
0 Ao

: tn—l,n
0 --- 0 A,

13



pricom |\;| =1,i=1,2,--- ,n at;; st komplexné ¢isla.
Vezmime x = U*e,, = U*(0,0,---,0,1)T. Potom

[lz]] = [[U"enl] = [leal] = 1.

Dalej plati

|Az|| = \/(Az, Az) = \/(U*DUU*e,,, U*DUU*¢e,) = \/(U*De,,, U*De,,) =

=/ (Dey, De,,) = ||Dey||,

Cize )
14z]] = [|Denl| = (Jtinl* + - + [tn-1al” + [Aa]*)2.
Z podmienok ||Az|| < 1 pre vektor z, ||z|| = 1, a |\,| = 1 dostavame, Ze
kazdé t;, =0 prei=1,2,--- ,n—1.
Rovnako pre kazdé ¢+ = 1,--- ,n, x; = U*e; plati

| Azi|| = [|Deil] = ([tuil® + -+ + [timral® + N[22

Kedze pre vSetky vlastné hodnoty plati |[A\;| = 1, tak spolu s podmienkou
||Az|| < 1 pre vektor z, ||z|| = 1, dostavame, ze t;; = Opred,j =1,2,--- ,n—
1. Teda D je diagonélna matica. Preto plati

A"A=U"D*'UU*DU =U"D*"DU =U"U = I,

¢ize A je unitarna matica. O

Pozndmka 2.5. Singularne hodnoty unitarnej matice si rovné 1, lebo 1 =
det(I) = det(U*U).

Veta 2.3. (Theorem 5.3, [1]) Nech je U unitdrna blokovd matica:

(@ 0)

pricom A je matica m X m a D je n x n. Ak m = n, tak matice A a D
magu rovnaké singuldrne hodnoty. Ak m < n a ak singuldrne hodnoty matice
A st oy, , 0, potom singuldrne hodnoty D si o1, ,0,,1,-+- 1.

Doékaz. U je unitdrna matica. Preto pre U plati znama identita
U'U=0U0"=1.
Rovnosti
U — (A B) <A* C’*) _ (AA* + BB* AC* —i—BD*) _ (]m 0)
C D) \B* D* CA*+DB* CC*+ DD 0 I,

14



U — A C*\ (A B\ [(AA+CC A*B+C*D\ (I, O
- \B* D*)\C D) \B*A+D*C B*B+D*D) \0 I,
implikuju, ze
AA+C*C =1,

CC*+ DD* =1,,

¢o je ekvivalentné s

A*A =1, —C*C

DD* =1, —-CC".

CC* a C*C maja rovnaké nenulové vlastné hodnoty. Rovnako I,, — C'C* a
I, — C*C maju rovnaké vlastné hodnoty okrem pozicii n —m, ktoré su rovné
1. Ekvivalentne AA* a DD* maju rovnaké vlastné hodnoty.

Preto, ak m = n, tak A a D maja rovnaké singuldrne hodnoty. Ak m <
n a singularne hodnoty A su oy,---,0,,, potom singularne hodnoty D st
01, ,Om, Plus (n —m) kréat 1. O

Désledok 2.1. (/1))
|det A| = |detD|

(@ 5)

Doékaz. Ako sme uz dokazali, sucin vlastnych hodnot v absolutnej hodnote je
rovny suc¢inu singularnych hodnét. To pre blokovi unitarnu maticu

A B

C D
znamend, ze sucin vlastnych hodnét podmatice A je rovny sucinu vlastnych
hodnét podmatice D, ¢o znamené, ze

pre blokovi unitarnu maticu

|det A| = |detD|.

Inymi slovami komplementarne diagonalne podmatice maji vzdy rovnaky
determinant v absolutnej hodnote. O

15



3 Ortogonalne matice

V tejto casti sa budeme venovat redlnym ortogonalnym maticiam, pretoze
ortogonalne matice st v readlnom priestore obdobou unitarnych matic v kom-
plexnom priestore. Uvedieme definiciu a niektoré zakladné vlastnosti ortogo-
nalnych matic. V zavere sa budeme venovat 2 x 2 ortogonalnym maticiam
a ich zaujimavymi vlastnostami. Ako hlavné zdroje v tejto kapitoly boli po-
uzité od knihy Linear Algebra and Its Applications od G. Stranga a od P.
ZlatoSa Linearna Algebra a Geometria.

Definicia 3.1. Stvorcova matica Q je realna ortogonélna, ak:
QT =Q'Q=1.

Q7 splita podmienku pre inverznt maticu Q~'. Preto Q' = Q7 ¢ize pre
ortogonélnu maticu jej inverzna je jej transponovana.

Pozndmka 3.1. Ak je matica @) realna ortogonalna, Q € R, tak je zaroven
unitdrna matica, pretoze QT = Q*.

Pre ortogonalne matice platia podobné vlastnosti ako pre unitarne matice.

Veta 3.1. (/6]) Ndasobenie vektorov ortogondlnou maticou Q zachovdva uhly
a dlzky.

Dokaz. Najprv dokazeme dlzku:

1Qz|| = V(Qz,Qx) = /(2,QTQz) = /(z, ) = ||z]|.

V8imnime si, Ze nasobenie ortogonalnou maticou zachovava skalarny sucin:

(Qz,Qy) = (Q2)' Qy = z" Q" Qy = 2" Iy = (z,y).
Preto pre uhly plati:
(Qr, Qy) (z,9)

cos(a) = =

lQalll@yll = llllyll

Pozndmka 3.2. Determinant ortogonalnej matice je &1, lebo

1 =det(I) = det(QQ") = det(Q)det(QT) = det(Q)?
a teda det(Q) = £1.

16



Pozndmka 3.3. Vsetky vlastné hodnoty ortogonéalnej matice st rovné |1|, lebo
plati

l2]* = [|Qz|* = [|]Az|]* = (A2)" (Aa) = Aa" Az = NaTw = N?||[|”
=M=1=)=]|1].

Priklad 3.1. Mohlo by sa zdat, Ze vlastné hodnoty ortogonalnej matice budu
realne. AvSak to vo vSeobecnosti neplati. Majme ortogonédlnu maticu

o0 (cos(a) —sin(oz)) |

sin(a)  cos(a)
Vypoctom sa mozme presvedcit, Ze pre jej vlastné hodnoty plati, ze A\ o =
|cos(a) £ isin(a)| = 1.

Pozndamka 3.4. Ak je matica A ortogonalna a zaroven horna trojuholnikova,
tak je diagonélna.
Z rovnosti

AAT = ATA=1T

vyplyva, ze AT = A~1, Dalej plati, Ze ak je A horna trojuholnikova s A;; na
diagonéle, tak aj A~! je horna trojuholnikova matica s AL Spojenim tychto
vlastnosti dostavame, ze A musi byt diagonélna.

Ortogonalne matice rozmeru 1 x 1 st +1. Pozrime sa na matice typu 2 x 2.

Veta 3.2. (153.5.1 Veta, [4]) Nech A € R**2. Potom existujii iba dva typy
ortogondlnych matic. Prvou z nich je matica rotdcie okolo pociatku,t.j.

coso  —Sino
A= . =R,
sina cosa

pre nejaké o € R. Druhou ortogondlnou 2 X 2 maticou A je matica osovej
stimernosti podla 0si prechddzajicej pociatkom,t.j.

cos2B  sin2f _g
sin28 —cos2B) ~ °°

pre nejaké 5 € R.

D%w.mmA:<ab
c d

v, f(a ¢\ (a b\ (a*+c* ab+ed)
AA_Q(JC:J_<M+MbMd2_L

17
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teda podmienka AT A = I je ekvivalentna s rovnostami

a?+ =1,
ab+ cd = 0,
V' +d®=1.

Prva z nich je ekvivalentné s existenciou a € R takého, ze a = cosa, ¢ = sina
a tretia s existenciou o € R takého, Ze b = sinf3, d = cosf3. Podla druhej
rovnice musi pre ne platit

cosasin3 + sinacosfi = sin(a+ ) =0,

t.j. a+ B = km, kde k € Z. Pre k parne z toho dostdvame b = sinf3 = —sina,
d = cosf3 = cosa, teda A méa tvar

cosa  —sina
A= . = R,.
sinQ cosa
Pre k neparne mame b = sinf3 = sinfl, d = cosf3 = —cosf, ¢o vedie na maticu

tvaru
cosa  sina
A= i = Sa.
SN = cosw 2

Substiticiou § = 3 dostavame tvar v zneni vety

cos2p  sin2f _g
sin28 —cos2B) — 7F

]

Zaujimavou vlastnostou ortogonalnej matice R, je jej komutativnost.
Matice

A (cosa —sz’na) . B- (cosﬁ —sinﬂ) . BER

sina  cosa sinf3  cosf

komutuju, ¢ize plati, ze AB = BA.
Ap - [cos —sina\ [cosf —sinfB\  [cos(a+ ) —sin(a+f)
-~ \sina  cosa sinB cosfB ) \sin(a+p) cos(a+p) )’

BA— cosf —sinf\ [cosa —sina\  [(cos(a+ B) —sin(a+ B)
~ \sinfB  cosfB sinae cosa ) \sin(a+ ) cos(a+p5) )’
Naopak matica Ss vlastnost komutativnosti nesplia.

18



Majme matice

e cosa  sina
sinae  —cosa )’

Vynasobenim AB a BA zistime,

AB — (cosa smoc) (cosﬂ

sina  —cosq sinf

BA— cgsﬁ sinf coso
sinf3  —cosf ) \ sina

B <cosﬁ sinﬂ) a.B€R

sinf3  —cos3
7ze A a B nekomutuju.

R G S e O

) (i et )
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4 Kontrakcie metrickych priestorov

V tvode tejto kapitoly uvadzame zakladné definicie metrického priestoru a
kontrakcii. Potom uviadzame znamu vetu o pevnom bode. V dalSej ¢asti uva-
dzame vety spajajice kontrakcie so singularnymi hodnotami matice. Nako-
niec uvadzame vetu prepajajicu pozitivne semidefinitné matice s kontrakci-
ami. Prevazna cCast tejto kapitoly, teda aj ivodné definicie a tedria o met-
rickom priestore a kontrakciach, bola pouzita z knihy Matrix Theory od F.
Zhanga. [1]

Definicia 4.1 (Metricky priestor). Metricky priestor pozostava z priestoru
M a zobrazenia

d: Mx Mw— R.

Zobrazenie d sa nazyva metrika priestoru M a méa nasledujtce vlastnosti:

1. d(z,y) >0ad(xz,y) =0ibaak z =y
2. d(z,y) = d(y,x) Yo,y € M

3. d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) Vz,y,z € M

Cauchyho postupnost sa nazyva postupnost bodov x; v metrickom pries-
tore M taka, ze ak pre vSetky € > 0 existuje kladné celé ¢islo N tak, ze
d(z;, ;) < € pre vetky i,j > N.

Postupnost z; konverguje k bodu z ak pre vSetky € > 0 existuje prirodzené
¢islo N tak, ze d(z, x;) < € pre vetky ¢ > N.

Metricky priestor M sa nazyva dplny metricky priestor ak kazda Cau-
chyho postupnost konverguje k bodu z M.

Postupnost {¢"}, 0 < ¢ < 1 je Cauchyho postupnost tplného metrického
priestoru R s metrikou d(z,y) = |z — yl.

C™ je metricky priestor s metrikou

d(z,y) = lz—yll, =yeC” (2)

definované vektorovou normou

Definicia 4.2. Nech f : M +— M je zobrazenie metrického priestoru M
s metrikou d. Zobrazenie f sa nazyva kontrakcia, ak existuje konStanta c,
0 < ¢ <1, pricom plati:
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d(f(z), f(y)) < cd(z,y) Va,yeM. (3)

Ak 0 < ¢ < 1, tak zobrazenie f nazyvame ostrou kontrakciou.

Priklad 4.1. 1. V metrickom priestore R s metrikou
d(flf,y) = ’SC - y’7 T,y € R7

z

5) ostra kontrakcia.

je zobrazenie x — sin(
Pouzitim nerovnosti |sinz| < |z| a |cos(x)| < 1 dostavame

[sin(%) — sin($)| = [2cos (1) sin(*32)] < dla —y].

2. V metrickom priestore R s metrikou
d(z,y) = |z —y|, z,yeR,
zobrazenie x — sin(2x) nie je kontrakcia.
Pouzitim nerovnosti |sinz| < |z| a |cos(x)| < 1 dostavame
|sin(2x) — sin(2y)| = |2cos(x + y)sin(z — y)| < 2|z — y].
3. V metrickom priestore R s metrikou
d(z,y) = |lr —y|, z,y € R,
je zobrazenie x +— sin(z) kontrakcia, ale nie ostré.
Pouzitim nerovnosti |sinz| < |z| a |cos(x)| < 1 dostavame

|sin(z) — sin(y)| = |2cos(x + y)sin(z — y)| < |z —yl.
Teraz uvedieme vetu, ktord hovori o pevnom bode ostrych kontrakeii.

Definicia 4.3. Pevny bod zobrazenia f je bod x v metrickom priestore, pre
ktory plati f(z) = x.

Veta 4.1. (Theorem 5.6, [1]) Nech f: M — M je ostrd kontrakcia zobra-
zenia uplného metrického priestoru M do seba. Potom zobrazenie f md iba
jeden pevnyj bod. Naviac, pre hociktory bod x € M postupnost

T, f(x>a fz(x)v f3(l'), U
konverguje k pevnému bodu.

Dékaz. Nech x je bod v M. Ozna¢me d(z, f(z)) = J. Vyuzitim nerovnosti
(3) dostéavame:

d(f" (), [ (x)) <", n>1.
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Rad )7, ¢" konverguje k % pre kazdé pevné ¢, 0 < ¢ < 1.
Postupnost f™(x), n = 1,2,... je Cauchyho postupnost,pretoze plati
d(f™ (@), f*(x)) < d(f™(x), [N @) + -+ d(f 7 (2), fM(2) <
< ("4 TH

M je tplny metricky priestor, lebo limita lim, .. f™(z) existuje v M.
Nech X = limy 00 f"(z). UkdZeme, ze X je pevny bod. Z nerovnosti (3)
vidime, Ze kontrakcia je spojita funkcia. Preto
f(X) = fllimpoo f" (7)) = limnﬁwan(x) =X
Predpokladajme, ze Y € M je tiez pevny bod f. Potom musi platit
d(X,Y) =d(f(X), f(Y)) < cd(X,Y).

Z toho vyplyva, ze d(X,Y) = 0,pre 0 < ¢ < 1, teda X =Y, ¢o znamena, ze
zobrazenie f ma iba jeden pevny bod. O]

Nech A je m x n komplexna matica. Nech je A zobrazenie C" +— C"
definované pomocou maticovo vektorového nasobenia Ax, kde x € C". Potom
nerovnost (3) ma tvar:

|Az — Ay[| < cffz —yl]. (4)

V nasledujicej vete ukdzeme, ze A je kontrakcia iba ak ziadna singularna
hodnota nie je vac¢sua ako 1.

Veta 4.2. (Theorem 5.7, [1]) Matica A je kontrakcia prave vtedy ked o (A) <
1.

Doékaz. Nech A je matica m x n. Vz,y € C™ plati:
|Az — Ay[| = [[A(z = y)| < Omaa(A)||z = yl|-
7 toho vyplyva, Ze matica A je kontrakcia iba ak
Omaz(A) < 1.

Predpokladajme, ze A je kontrakcia. Potom pre niektoré ¢, 0 < c <1 a
Va,y € C™ plati:
|Az — Ay[| < cffz —yl].
ZjednodusSene plati:
|Az|| < ¢||z|| VzeC™

Odtial dostavame:
Omaz(A) < c < 1.
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Pozndmka 4.1. VSimnime si, Ze unitarne matice st kontrakcie, ale nie striktné,
lebo unitarna matica A splha

|| Az[] < [l]].

Tvrdenie 4.1. m x n matica A je kontrakcia prave vtedy ked je splnend
jedna z nasledujicich podmienok:

1. A*A< T,
2. AA* < I,

I A
<A* 1) 20,

4. 2¥(A*A)x <1 VxeC" kde||z|| =1,

o

)

|Az|| < Jl2||  Va e o,

Dékaz. 1. Ak plati A*A < I, tak potom vlastné hodnoty A*A, teda
singularne hodnoty st mensie ako 1, 0,,4:(A) < 1. Z Vety 4.2 vyplyva,
ze A je kontrakcia.

2. AA* < I, Vyplyva analogicky ako 1.

3. </{* /[1> >0<«<= 1> A*JA < I > A*A. (Schurov doplnok, pozri
Dodatok)
4. ¥V x € C", kde ||z|| = 1, plati:

o (A" A)r < 1 <= [|Az|]? <1 <= sup [|Az]]P <1 =

lzl|=1

<= sup ||Az|| €1 <= 0pa(A) < 1.

|z||=1
5. Vx € C" plati:
A A
[|Az]] <1< sup M <1 <= opa(A) < 1.
||| EeEl
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Poznamka 4.2. Ak je matica A € M, kontrakcia s vlastnymi hodnotami
A(A), tak

M) < 1.
Pre vlastné hodnoty plati
Axr = Az,
teda
| Az|| = [[Az|| = [All]z]| < [l]],

cize A(A) < 1.

Ttato kapitolu ukonc¢ime vetou o blokovych pozitivne semidefinitnych ma-
ticiach.

Veta 4.3. (Theorem 5.8, [1]) Nech L, M > 0. Potom plati

(5 2) =0 )

prdave vtedy ked existuje nejakd kontrakcia C takd, Ze X = L:CMz>.

Doékaz. Predpokladajme najskor, ze X = L:CM?:. Lahko sa da overit, ze

plati
L X\ (L 0 I C\(L: 0 ©)
X M) \o wmz)\C* I 0 M:)’

Z Vety 4.2 vyplyva, 7€ 0,,4.(C) < 1. Teda maximalne vlastné ¢islo A, (C*C) <
1 a teda

I—-C*C>0.
Podla Vety 8.6 plati
I C
(C* 1) 20
a teda z (6) mame, ze
L X
>
(5 )0

Dokaz v opacnom smere si rozdelime na dva pripady: na singularny a
regularny pripad. Najprv spravime regularny pripad.
Predpokladajme, ze L, M > 0, teda st regulédrne a nech

L X
>
(£ 2)=0
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Polozme

C=L"2XM":,
(kde L= je (L2)™* = (L7Y)2 a L2 je odmocnina z kladnej semidefinitnej
matice.)
Potom zrejme
X =L:CM?

a staci nam ukézat, ze C' je kontrakcia.
Zrejme plati ) )
C*C=M:X*L"' XM 2.

Pretoze plati (5) tak aj matica

(L X\, (L 0
P (X* M)P_<0 M—X*LlX)ZO’

I —L7'X
r=(p )

Teda aj M — X*L7'X > 0. A teda

kde

M 3(M—XL'X)M 2=I-M :X*L' XM 2>0=1—-C"C>0.

Analogicky ako v predchadzajicom, podla vety 8.6 musi byt C' kontrakcia.
O
Pre singularny pripad matic L, M mo6zme pouzit argument spojitosti (po-
zri dodatok Definiciu 8.5). Predpokladajme, Ze L je singularna (pripad sin-
gulérnej matice M sa ukaze analogicky). Potom existuje o > 0 také, ze L+el
a M + €l sa regularne (a teda kladne definitné), Ve € (0,0).
(Podla regularneho pripadu) Ak

L X Lt+el X
(X* M)ZO — (X* M+e[)20

— existuje C.-kontrakcia tak, ze:
X = (L+el)2C(M +€l)z.

Ak C. je kontrakcia = 0,,4,(Ce) < 1.

Nech postupnost €;;, konverguje — 0. Mnozina {C¢, 0yna:(Ce) < 1} je
ohrani¢ena. To znamena, ze pre vSetky € existuje konvergentna podpostup-
nost , ktora konverguje k C'.

Cet,Cey, C, -— C.

€519 T€j29 ez T
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Postupnost Cy, je ohranicend, tak C' je kontrakcia a zrejme

(NI

X = lime_yo(L + eI)2Co(M + el)2 = L

26
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5 Aplikacia kontrakcii

V tejto kapitole uvediem konkrétnu aplikaciu kontrakeii. Ide o koncept kohe-
rencie v radarovej interferometrii. Zdrojom tejto kapitoly je ¢lanok [2].

Radarové interferometria je spracovavanie dvoch a viacerych druzicovych
snimkov, sluziacich bud k vytvoreniu digitalneho modelu terénu alebo ku
sledovaniu deformacie zemskej kory. Vlnova dlzka radaru je radovo niekolko
centimetrov a koherentny radar je schopny merat okrem intenzity prijatého
signalu i jeho fazu, prave v ramei tychto niekol'kych centimetrov. Z vysledkov
mozno pri dobrej konfiguricii podmienok a za predpokladu dostato¢ného
mnozstva dat usudzovat deforméciu v ramci niekol'kych centimetrov.

V radarovej interferometrii si kontrakcie vyuzité na rozsirenie konceptu
koherencie zo skaldrneho na vektorovy pripad.

Skalarna interferometria je zalozené na koherencii medzi dvoma komplex-
nymi signalmi s a $3 a je popisanéd pomocou matice koherencie J =< ss* >,
kde § = [sq, so]7. <> reprezentuju strednt hodnotu. J je hermitovsky pozi-
tivne semidefinitna matica. Komplexna koherencia medzi s; a s, je definované

ako
J19 < 8183 >

J11J22 < 8181 >< 8282 >

Ve =

Pre (realnu) koherenciu v = |y.| plati 0 < v < 1. Spétny rozptyl v BSA
(Backscatter Alignment convention) je popisany tzv. symetrickou Sinclairo-

vou maticou.
S — Shh - She
Svh va

Sinclairova matica sa pouziva na konstrukciu vektora k (tzv. target vector,
ktorého zlozkami st linedrne kombinacie prvkov matice S),

lg = [Shh, \/§Shv7 va]T7
pricom ||k]|? je stopa S*S.

Definicia 5.1. Interferometrickd matica 7 pre symetrlcke rozplylove matlce
je definovana ako 6 x 6 kovarianéna matica formy 7 =< KK* > kde K T =

[kl k3]
S < klkﬁ > < klk}; >\ T 9
< koki > < kok} > O Ty
Matica 7 je hermitovsky pozitivne semidefinitna. Matice 17 a Ty st Stan-
dardné matice koherencie a st hermitovské, pozitivne semidefinitné. Matica
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0 =< k:ké‘ > nie je hermitovska. Nie je hned zrejmé ako moze byt skaldrna
interferometria rozsirena na vektorovy pripad.

Na rozsirenie skalarnej formulédcie interferencie na vektori pouzili pani
Cloude a Papathanassiou 2 normalizované komplexné vektory w; a ws a defi-
novali tzv. rozptylové koeficienty 1 a ps ako projekcie rozptylovych vektorov
k: a 152 na vektory wi a ws.

l\’)*l

i =wiks  po = wiks.

Tieto projekcie st pouzité na vytvorenie 2 x 2 hermitovskej, pozitivne se-
midefinitnej matice podobne ako v skalarnom pripade, J =< fip* >, kde

MT = [Mh M2]

J=WW W= (wl 9),
0 Wa
kde W je 6 x 6 matica.
Vektorova koherencia je definovana ako
)i
~ |wi Qo) <1

\/u]ilelwlngQQ’uTQ

Jeden z problémov v interferometrii je optimalizacia interferometrickej kohe-
rencie. Matematicky sa problém formuluje ako

max wi§laws

’LUITHU)l = Cl, w§T22w2 = CQ.

Na optimalizovanie interferometrickej koherencie 7 je vytvorené Lagrangeova
funkcia L definovana ako

L = wi oty + M (wiTiy — C1) + Ao (Wi Ty — Cs),

kde C a (5 st konstanty. Optimalizacia vedie k dvom rovniciam.

0L
: ngwg + )\1T11w1 =0.
ow;
5L .
6w>2k = Q12U}1 + )\2T22w2 =0.

Mﬂl?l = 1/1171 a M2U72 = VU?Q,

s 3 X 3 maticami

My = (T7'Q)(T5,'€%,), Mo = (T Q) (T Q12).
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Ak zvolime ) )
C =T730T5,
tak -1 1 -1 1
M, =17 CC*TH a My ="T,; C*CT,.

Cize plati Matice M; a M, st podobné hermitovskej pozitivnej semidefinitne;j
matici CC* a C*C s rovnakymi vlastnymi hodnotami, teda singularnymi
hodnotami matice C,pricom plati o; > g9 > 03 > 0. Maximalna koherencia
je dana maximélnou singularnou hodnotou matice C, teda maz{y} = 0y. O

Na rieSenie interferometrickej optimalizacie pomocou maticového pristupu
vyuzijeme kontrakcie. V nasledujicom odvodovani budeme vyuzivat Vetu 3.4
a vlastnost spektalnej normy pre kontrakcie, teda o,,4, < 1. Pouzitim Vety
3.4 pre interferometrickt maticu 7 dostavame, Ze matica

-1
C =17 Q7,3
je kontrakcia, ¢ize oq(C') < 1.

Uvazujme singularny rozklad matice C' t.j. C = V DU*. Ortonormélne
stlpce unitarnych matic V = [v,--- ,v,] a U = [ug,--- ,u,] st vlastné vek-
tory matic CC* a C*C, lebo

C*C =UD?U* a CC* =VD*V*.
A teda
CC*UZ' = 0;V; C*Cuz =ou; 1= ]_7 See .

Pre maticu C plati
CU=VD alebo Cu;=o;v;,
C*V=UD alebo Cuv; = o;u;.

V singuldrnom rozklade C' = V DU™ nie st matice V a U jednoznacne ur-
¢ené. Ak ma matice C' jasne dané singuldrne hodnoty, tak potom existuje
diagonalna matica E = diag(e’™,... e") taka, 7e V = VE a U = UE su
platné unitarne faktory pre singularny rozklad C' = VDU*.

Vsimnime si, ze plati VU* = VU*, teda ﬁl-uEf =ovuiVi,j =1,...,n.

1 1
— T2, — 2,7
V; = anli, U; = T22w2i.

Kedze singularne vektory st normalizované,t.j. ||u;|| = ||vi|| = 1, tak pre
maximalnu koherenciu plati

v7Cyy

*
= = . O
Toullar]] ~ Prenlon
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Pouzitim kontrakcii sa vyhybame explicitnej optimalizacii pomocou for-
mulacie Lagrangovej funkcie. Koncept kontrakcii sa zda byt kratsi. Tento
pristup priamo prepéja kontrakcie s tedriou singularneho rozkladu. Pouzitie
kontrakcii moze byt pouzité na interpretéaciu vysledkov.
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6 Kontrakcie a unitarne matice

Cielom tejto Casti je uviest dve hlavné vety spajajuce kontrakcie a unitarne
matice. Zamierame sa na Stvorcové matice, lebo kazda matica sa da pridanim
nulovych stipcov alebo riadkov previest na stvorcovit maticu. UkaZeme, Ze
matica je kontrakcia, prave vtedy ked sa z nej pridanim novych riadkov a
stlcov da vytvorit unitarna matica. Ako druhé ukéZeme, Ze matica je kon-
trakcia iba ak je konefnou konvexnou kombinéciou unitarnych matic. Ako
hlavny zdroj v tejto kapitole je pouzitd Matrix Theory od F. Zhanga.

Veta 6.1. (Theorem 5.9, [1]) Matica A je kontrakcia prave vtedy ked

(¢ 3)

je unitdrna pre matice X, Y a Z prislusnej velkosti.

Doékaz. Ak A je unitarna matica tak plati:

UU=1=A"A+Y"Y = A"A < I.

Cize A je kontrakcia, podla Tvrdenia 4.1.

Nech A je kontrakcia. Uvazujme maticu:

U= ((1 - ;41*,4)% ! _—if*ﬁ)

a ukdzeme, Ze U je unitarna matica.

Nech A = VDW je singularny rozklad A, pricom V a W st unitarne a
D je nezéaporna diagonélna matica so singularnymi hodnotami na diagonéle
neprevysujicimi 1. Potom:

(I —AA"): =V(I —D)V* a (I - A*A)z = W*(I — D))W.
Kedze D je diagonalna, je jednoduché vidiet, Ze:
D(I — D)2 = (I — D*)2D.
Ked rovnost vynasobim zlava V' a sprava W tak dostanem:

VD(I — D*)2W = V(I — D*)2DW
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alebo ekvivalentne

Cize
— A* (I — A*A)2 A (I—AA%z\ (I 0
(I — AA%)2 —A (I—A*A):  —A 0 1)
m
Lema 6.1. Nech Py,--- , P, su matice. Ak kaZdd P; je konvexnd kombindcia
matic Q1,- -+ ,Qn, potom konvexnd kombindcia Py, --- |, P, je tieZ konvexnou
kombindciou Q,- -+ , Q.
Dékaz. Nech P; je konvexnéa kombinacia matic @1, -« , @,
Pi=) 0jQ;,) aj=10;>0,
j=1 j=1
a nech P je konvexna kombinacia matic Py, --- , P,
P=% NP.) Ai=1X20
i=1 i=1
Potom P je konvexna kombinacia matic Qq,--- ,Q,
P=Y NP=) AY aiQ;=Y NajQi+--+) AajQ, =
i=1 i=1  j=1 i=1 i=1
= aéQl +--- +04§-Qn = ZO‘;QT
j=1
m

Veta 6.2. (Theorem 5.10, [1]) Matica A je kontrakcia prave vtedy ked A je
konecnd konvexnd kombindcia unitarnych matic.

Dékaz. 7 vlastnosti normy (trojuholnikovej nerovnosti), rovnako teda pre
spektralne normy matic A,B € M,, plati:

Omax(A + B) S Umaz(A> + Jmax(B)-
Ak st U a V unitarne tak pre ich spektralne normy plati:
O_mar(U + V) S Umax(U) + Umax(v)'
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Teda pre spektralne normy unitarnych matic U a V' rovnakej velkosti a pre
t € (0,1) plati:

Umam(tU + (1 - t)V) < tUmaa:(U) + (1 - t)o-maz(v) =1

Inak povedané, matica tU + (1 —t)V, konvexna kombinacia unitarnych matic
U a V je kontrakcia. Rovnako pre matice Uy, ..., U, rovnakej velkosti plati

Umax()\lUl + -+ /\nUn) S /\lamax(Ul) + -+ )\ngmaac(Un) = ]-a

zn:)\i =1, XN2>0.
=1

Teda konvexna kombinécia unitarnych matic je kontrakcia.

Teraz ukazeme dokaz v opac¢nom smere. Nech A je kontrakcia. UkédZeme,
ze potom je A konvexnou kombinédciou unitarnych matic.

A je konvexna kombinécia diagonéalnych matic diag(1,---,1,0,---,0). To
znamend, ze kazda matica v takejto forme je konvexnou kombinaciou diago-
nalnych (unitarnych) matic s diagonalnymi vstupmi +1. Takto dosiahneme
zaver, ze A je konvexnéd kombinacia unitarnych matic.

Nech hodnost A je r a nech

A=UDV
je singularny rozklad matice A, kde matice U a V' si unitarne a
D = diag(ola'“ 7UT707"' 70)7

pricom plati, ze: 1 > 01y > 09> --- > 0, > 0.

Ak je D konvexnou kombinaciou unitarnych matic, povedzme W;, tak
potom A je konvexnou kombinéciou unitarnych matic UW;V. Potom mézme
maticu A povazovat za diagonalnu maticu

A =diag(oy,-++ ,0,,0,--+,0).
Po rozpisani:

A = diag(oy,- -+ ,0,,0,-+-,0)
= (1 —01)0+ (01 — 02)diag(1,0,---,0)
+ (09 — 03)diag(1,1,0,--- ,0) + - - (7)
+ (0,-1 — o)diag(1,--- ,1,0,---,0)
+ o,diag(1l,---,1,0,---,0).
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To znamen4, ze matica A je (konetna) konvexna kombinédcia matic
E; = diag(1,---,1,0,--- ,0)

s t-tymi 1 na diagonale, pricom 0 < i < r.
Teraz ukdzem, ze takdto matica je konvexna kombinacia diagonalnych
matic so vstupmi 1. Nech

F, = diag(0, -+ ,0,—1,--- ,—1).

Potom ] 1
Bi= oI+ (B +F,
5 +2( + F})

je konvexna kombinacia unitarnych matic I a F; 4+ F;.

Ak o7 < 1, potom matica diag(oq,---,0,,0,--+,0), ¢ize matica A, je
konvexna kombinacia diagonalnych matic diag(1,---,1,0,---,0), ktora je
konvexnou kombinaciou diagonalnych unitarnych matic. O
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7 Zaver

V tejto préci sme sa venovali teoretickému spracovaniu tedrie unitarnych ma-
tic a kontrakcii metrickych priestorov. Uviedli sme zakladné definicie a vety
o unitarnych, ortogonalnych maticiach a kontrakcidch metrickych priestorov.
NajzaujimavejSou Castou je konkrétna aplikacia kontrakcii v radarovej in-
terferometrii. Zaverecna kapitola bola venovana dvom vetam prepéjajicim
kontracie a unitarne matice.

Napriek tomu, ze praca mala zvicsa teoreticky charakter, obohatenim
moze byt préave konkrétna aplikacii kontrakcii v fyzike.
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8 Dodatok - pomocné tvrdenia

V Dodatku st uvedené niektoré zakladé vety a definicie z linedrnej algebry,
ktoré si vyuzivané v tejto praci. Vety a definicie st prepisané a prelozené z
knihy Matrix Theory od F. Zhanga|1]. Vlastnosti normy st z knihy Numerické
metody [5].

Veta 8.1 (Schurov rozklad). Nech A\i, Mg, -+, \, st vlastné hodnoty matice
A € M,. Potom existuje unitirna matica U € M, takd, Ze U*AU je hornd
trojuholnikova matica. Maticovo zapisané:

)\1 *

A2
U AU =

0 An
Veta 8.2 (Spektralny rozklad). Nech A je n x n komplexnd matica s vlast-

ngmi hodnotami A1, --- , \,. Potom A je normdlna iba ak A je unitdrne dia-
gonalizovatelnd, to znamend, Ze existuje unitdrna matica U takd, Ze:

U*AU = diag(A1, -+, An).

Specidlne, A je Hermitovskd iba ak \; st redlne a je pozitivne semidefinitnd,
tba ak \; su nezdporné.

Ked zoberieme odmocniny \; v spektralnom rozklade, vidime, Ze pre
kazdu pozitivne semidefinitnt maticu A existuje pozitivne semidefinitna ma-
tica B tak, ze A = B2 Taka matica je jedind a nazyva sa odmocnina A,

. 1 . . . .
znac¢ime ju Az2. Ak je A pozitivne semidefinitna tak plati

A>0.

Definicia 8.1. Singuldrne hodnoty matice A st definované ako nezéporné
korene vlastnych hodnot A*A, ktora je pozitivne semidefinitna, teda pre nu
plati z*(A*A)x = (Ax)*(Az) > 0.

Veta 8.3 (Singularny rozklad). Nech je A m X n matica s nezdpornymi

singuldrnymi hodnotami oy, 09, - -+ ,0,.. Potom existuje unitarna matica U €
M, takd, Ze
D 0
A=U V.
pricom D = diag(oy,09,- -+ ,0.). Hodnost matice A je preto rovnd r.
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Definicia 8.2. Najvicsia singularna hodnota o,,.,(A) sa nazyva aj spek-
tralna norma.

Definicia 8.3. Pod normou matice A € R™ rozumieme realnu funkciu ||A||
prvkov matice s vlastnostami

1. ||A|| > 0 pre vSetky A € R", pricom ||A|| =0 len pre A =0,
2. ||cAl| = ||||A|| pre vSetky c€ R a A € R",

3. ||A+ B|| <||A]| +||B]| pre l'ubovolné matice A, B € R",

4. ||AB|| < ||A]|||B|| pre lubovolné matice A, B € R"

Veta 8.4. Pre spektrdlnu normu plati

Ax
Omaz(A) = sup ||Az|| = sup ! H.
llel=1 lelizo |1Z]|

aVx € C™ plati
[Az]] < Omaa (A)[|Az]].

Veta 8.5 (Determinant blokovej matice pomocou inverznej matice). Nech je
M blokovd invertibilnd matica

A B
=i )

L (XY
M_<UV’

pricom A, D, X a 'V su S$tvorcové matice. Potom

s 1nverznou maticou

det(A) = det(V)det(M).

Definicia 8.4. Stvorcova n x n matica A je pozitivne semidefinitna, A < 0,
ak
r*Ar <0, Vzrel".

Veta 8.6. Nech A € M, je pozitivne semidefinitnd matica a nech B je matica
n X m. Potom pre kaZdi pozitivne semidefinitni maticu X € M, plati

A B * A—1
(C D>20<:>XEBA B.
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Veta 8.7. Komplexnd n X n matica A je pozitivne semidefinitnd iba ak exis-
tuje unitdrna matica U tak, Ze plati

A =U*diag( My, ..., \)U,
pricom \; st nezdaporne. ljalej plati
A > 0= det(A) > 0.
Veta 8.8. Nech je A n X n Stvorcovd pozitivne semidefinitnd. Potom plati:
1. X*AX >0 pre kaZdi m x n maticu X,
2. kazdd diagondlna podmatica matice A je pozitivne semidefinitnd.

Definicia 8.5 (Argument spojitosti). Argument spojitosti je ¢asto pouzivana
technika v maticovej teorii. Dokaz pomocou argumentu spojitosti sa deje
zvycajne v troch krokoch.

1. Ukazeme, ze predpoklad plati pre reguldrnu maticu.

2. Singularnu maticu A nahradime regularnou maticou A + €. (Plati: Ak
A je singularna = existuje o > 0 také, ze Ve € (0,0) je matica A + €
regularna. )

3. Vyuzijeme spojitost funkcie v € - aby sme dosiahli platnost tvrdenia aj
pre singularne matice.
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