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Abstrakt

BELUSKOVA, Katarina: Matematika v hudbe

Bakalarska praca - Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky,
fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky.
Vedica: Mgr. Sona Kilianova, PhD.

Tato bakalarska praca je zamerand na spracovanie zakladnych matematickych
principov suvisiacich so zvukom a hudbou. V praci sa budeme zaoberat mate-
matickym popisom fyzikalnych dejov v oblasti hudby. Zakladom je matematicky
popis Sirenia vineni vytvorenych rozozvucenim hudobnych nastrojov, ktory mozno
vyjadrit pomocou diferencidlnych rovnic a Fourierovych radov. Zahrnieme teore-
tické predpoklady rozkladu funkcie do svojho Fourierovho radu a takisto odvo-
denie vlnovej rovnice struny pevne uchytenej na oboch koncoch a odvodenie jej
rieSenia v zavislosti od pociato¢nych a okrajovych podmienok. Praca je motivo-

vana knihou Music: A Mathematical Offering od Davida Bensona.

Krlucové slova: harmonicky pohyb, superpozicia, tlmeny a vyntteny harmo -

nicky pohyb, Fourierov rad, vlnova rovnica struny.



Abstrakt

BELUSKOVA, Katarina: Mathematics in music

Bachelor thesis - Comenius University Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics,
and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics.
Thesis Consultant: Mgr. Sona Kilianova, PhD.

The aim of this bachelor thesis is processing of basic mathematical principles
connected with sound and music. We mathematically describe physical processes
in music. The base is a mathematical description of travelling waves created by
musical instruments that can be expressed by using differential equations and
Fourier series. We include theoretical conditions of factorizing functions to their
Fourier series and a derivation of the wave equation of the string fixed on both
endings and assumption of its solution in dependence on initial and boundary
conditions. The bachelor thesis is motivated by the book : Music : A Mathema -

tical offering by David Benson.

Key words: harmonic motion, superposition, damped a forced harmonic motion,

Fourier series, wave equation for string.
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Uvod

Hudba je neoddelitelnou stucastou zivota. Clovek sa vedel prostrednictvom hudby
a zvukov vyjadrovat este skor, ako dokazal vyartikulovat prvé slovo. Zvuk Sumu
stromov, hlasy zvierat, ¢i ider kamena o strom priviedli ¢loveka k uvedomeniu
si hudby a neskér k jej interpretacii. Hudba dokéaze hlboko dojat a len malo Tudi
je imunnych voci jej kazlu. Aj ked pri vytvarani hudby nie je potrebné hlboké
logické myslenie, matematika je s hudbou tzko prepojena. Kde v hudbe mozno
najst matematiku? ZreteInym vplyvom matematiky na hudbu je uz samotny no-
tovy zéapis. Hudba stuvisi so zlomkami, exponencidlnymi krivkami, diferencialnymi
rovnicami, i periodickymi funkciami. Ako prvi si toto prepojenie medzi mate -
matikou a hudbou uvedomili pytagorejci (priblizne 525 - 350 p.n.l.). Podarilo sa
im objavit vztah medzi celymi ¢islami a harmoniou zvuku. Dospeli k poznatku, Ze
zvuk rozochvenej struny zavisi od jej dlzky, pricom harmonicky zneju tie struny,
ktoré st napnuté rovnakou silou a ich dizky tvoria celo¢iselny pomer.

Matematika sa uplatiuje aj pri konstruovani hudobnych nastrojov, matema-
tikou mozno vysvetlit, ako je mozné, ze kazdy hudobny néstroj znie osobito,
s inym zafarbenim, s inym doznievanim, ¢i vibratom. V 19. storo¢i Jean Fourier
(1768 - 1830) dokézal, Ze vSetky zvuky - ¢i uz inStrumentalne alebo vokalne -
mozno popisat matematickymi vyrazmi, ktoré si su¢tom jednoduchych periodic-
kych sinusovych funkcii.

Kazdy zvuk ma tri vlastnosti: zafarbenie, vysku a hlasitost, ktoré ho odlisuju
od ostatnych. Zafarbenie sivisi s tvarom periodickej funkcie a vyssimi harmonic-
kymi frekvenciami, vyska s frekvenciou a hlasitost s amplitidou vlnenia.

V tejto bakalarskej praci sa zameriavame na spracovanie zakladnych mate-
matickych principov suvisiacich so zvukom a hudbou, pri¢com hlavni pozornost
upriamime na matematicky popis $irenia a skladania zvukovych vin a popis kmi-
tajicej struny, ktora je pevne uchytena na jej koncoch, pomocou vlnovej rovnice.

Préaca je ¢lenena do troch kapitol. V prvej kapitole sa budeme zaoberat popi-
som periodického pohybu pomocou diferencidlnych rovnic a vyjadrenim rieSe-
nia pre jednoduchy harmonicky pohyb, tlmeny harmonicky pohyb (s prikladom)

a vynuteny harmonicky pohyb. Taktiez v tejto Casti popiSeme superpoziciu Siriacich



sa vineni.

Druhé ¢ast je zamerana na rozklad vineni do Fourierovho radu a odvodenie
Fourierovych vzorcov, pricom zahrnieme aj teoretické predpoklady tohto rozkladu
a podmienky konvergencie.

Jadrom préace je tretia kapitola, ktora je zamerand na odvodenie vlnovej
rovnice struny a jej rieSenia. V tejto Casti tiez budeme analyzovat pociato¢né
a okrajové podmienky a pripojime znazornenie kmitania struny pevne uchytenej

na svojich koncoch, spolu s programom uvedenym v prilohe.



1 Kmity a vinenie

Existencia znamena pohyb. Objekty v nas i v nasom okoli sa neustale pohybuju.
Priklady kmitania a vlnenia, opakujiceho sa pohybu, nas obklopuju zo vsetkych
stran, pozorujeme kyvanie hojdaciek, pulzovanie piestov automobilovych mo-
torov, vlnenie vody a takisto aj chvenie gitarovych strin, bubnov, zvonov ¢i repro-
duktorov. Menej viditeIné je kmitanie molekil vzduchu, ktory prenasa zvukové
rozruchy, kmitanie atéomov v pevnych latkach, zodpovedné za vnimanie tepla,
a kmitanie elektronov v radiovych anténach a televiznych vysiela¢och. Vlnenie
a kmitavy pohyb maju svoje nezastupitelné miesto v réoznych odboroch ako je
optika ¢ mechanika ([2]). My sa v tejto praci zameriame na ich vyuzitie v ramci

hudby .

1.1 Harmonicky pohyb

Podla [4], zvuk moZno charakterizovat ako kazdé pozdizne mechanické vlnenie
v latkovom prostredi, ktoré je schopné vyvolat v prijimacom organe sluchovy
vnem. Zvuk vznikd chvenim hmoty, ktora toto chvenie predava hmotnym cas-
ticiam v prostredi. Prostredie, ktorym sa vlnenie S§iri, nazyvame vodi¢ zvuku.
Obvykle je to vzduch, v ktorom dochadza k zhustovaniu a zriedovaniu ¢astic,
ktoré postupuji ako zvukova vina.

V tejto kapitole si na zaklade [8] definujeme periodicky pohyb (resp. periodicka

funkciu).

Definicia 1.1 ([8], str.578). Redlna funkcia f jednej premennej sa nazgjva peri-

odickou funkciou, ak existuje také cislo T > 0, Ze
1. 0 D(f) = 0+T € D(f),0 —T € D(f)
2. f(0+T)= f(0) pre vsetky 0 € D(f)

Cislo T nazgvame periédou funkcie f.



Z vlastnosti 2 vyplyva, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n a kazdé 6 € D(f) plati:

f(0+nT) = f(0—nT) = [(0),

a teda ak T je peridda funkcie f, potom aj nT, n € N, je jej periddou. Pe-
riodicka funkcia mé tak nekonecne vela peridd, pricom najmensia peridoda sa
nazyva zakladna perioda funkcie f. Vynimkou je konstantna funkcia, ktora splia
podmienky periodickosti podla definicie 1.1, ale zdkladna periodu nemé. Medzi
najjednoduchsie periodické funkcie patria funkcie sin(nf) a cos(nf). Ich perioda

je 27” a pre kazdé cislo 0 plati:
sin(n(f + 2km)) = sin(nh)

cos(n(f + 2km)) = cos(nd),

kde k € Z.
Hudba je tvorena hudobnymi zvukmi - ténmi, ktoré maja pravidelny perio-

dicky ¢asovy priebeh, ¢im sa hudba li$i od hluku, vid. Obrazok 1 (]6]).

Lot

Hiuk

MRS,
VRVRVATAYRTET

a Hudba

Obr. 1: Grafické znazornenie hudby a hluku. Zdroj: [6]

Podl'a [2] sa periodické pohyby, ¢i uz jednoduché alebo zlozitejsie, daju opisat
diferencialnymi rovnicami, avsak rieSenie takychto rovnic moze byt matematicky
komplikované. NajjednoduchSiou rovnicou popisujiicou kmitavy pohyb je linedrna

diferencidlna rovnica s konstantngmi koeficientami:

i dn-1 d
an ot + o a1 agy = (1), (1)

V rovnici (1) premenna ¢ oznacuje ¢as a y vychylku z rovnovaznej polohy.
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V hudbe a akustike bol na popis pohybu vlnenia zavedeny pojem harmonicksj
pohyb ([1]) ako najjednoduchsi kmitavy pohyb. Takyto pohyb vznika napriklad

pri pohybe telesa zaveseného na pruzine, graficky ho zobrazuje Obrazok 2.

max T [

-y 1l

miax

Obr. 2: Harmonicky oscilator.

Ststava pruzina + teleso na Obrazku 2 sa nazyva harmonicky oscildtor. Ak je
teleso ustalené v rovnovaznej polohe, teda vychylka y = 0, teleso sa nehybe.
Pri vychyleni telesa z rovnovahy nan za¢ne posobit pruzina silou tak, ze sa bude
snazit vratit teleso do ekvilibria. V doésledku tejto sily vznika kmitanie, pricom
Ymaz Urcuje maximalnu moznia vychylku telesa. Teleso tak kmitd medzi hodno-
tami Ymazr & —Ymaz, Pricom pocet kmitov za sekundu udava frekvencia, ktora
oznacujeme symbolom f a jej jednotka v sistave SI je Hertz. Doba, za ktora sa

uskuto¢ni jeden uplny kmit sa nazyva perioda pohybu T. Plati teda vztah:

T = 2)

1
7

Vychadzajiuc z [1], teleso o hmotnosti m vykonava harmonicky pohyb, ak nan
posobi sila F' priamotimerné vychylke y telesa z rovnovaznej polohy a orientované

proti vychylke. Tuto zavislost vyjadrujeme pomocou Hookovho zdkona:
F = —ky, (3)

kde k£ € R je kladna konstanta a znamienko minus vyjadruje smer posobenia sily.
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Ak je vzdialenost y od ekvilibria kladnd, sila pdésobiaca na teleso ma zaporny
smer.

Nazornym prikladom kmitania v sfére hudby st strunové nastroje. Uvazujme
podla [4] strunu, ktora je na koncoch pevne uchytenéd a v jej strede je gulocka
s hmotnostou m. Struna pri rozkmitani vynalozi na gul6c¢ku silu F' smerom

k rovnovaznej polohe, ktoréd je priamotimerna vzdialenosti y od ekvilibria.

Obr. 3: Kmitanie struny.

Rychlost kmitajicej gulicky pri maximéalnej vychylke je nulovd a naopak, pri
nulovej vychylke je maximélna. Podl'a [1] ju mozeme vyjadrit ako derivaciu polo-
hovej stradnice gulicky podla casu: v(t) = %. Derivéciou rychlosti podla ¢asu

_dv

tak dostavame zrychlenie gulicky: a(t) = & = 2y Pomocou Newtonovho zdkona

dt dt? -

silu posobiacu na gulicku vyjadrime vztahom:

F =ma, (4)

pricom m urcuje hmotnost a a zrychlenie gulicky.
Spojenim Hookovho a Newtonovho zékona, teda rovnic (3) a (4), dostavame

diferencialnu rovnicu popisujicu harmonicky pohyb:

Riesenim takejto rovnice je funkcia
k k
y(t) = Acosy/ —t + Bsiny/ —t, (6)
m m

kde A € R a B € R su konstanty. Ttto mozno vhodnou substiticiou A = c¢sin -y,



B = ccosy pre nejaké ¢ € R, v € R upravit na tvar

y(t) = esin(v/kt + 1), (7)

pricom ¢ urcuje velkost maximéalnej vychylky v oboch smeroch, ¢ize amplitudu.
Funkcia sinus sa meni medzi krajnymi hodnotami 41, takze vychylka y(¢) sa meni
medzi krajnymi hodnotami £¢. Parameter v vyjadruje posun grafu (fazovy posun,
phase shift) a \/k = \/% urcuje uhlovi rychlost (uhlovia frekvenciu, angular
frequency). Po uplynuti jednej periody 7" sa musi Castica vratit do vychadzajicej

polohy. Z toho vyplyva, 7ze

y(t) =y(t+T), prevsetkyteR. (8)

Vychadzajiuc z [1] polozme pre jednoduchost v rovnici (7) v = 0. Z uvedenej

podmienky dostavame
csin(v/kt) = csin(vr(t +T)).

Funkcia sinus mé periédu 27 radianov, predchadzajica rovnica teda dava

Vit +21 = Vet +T)

a odtial

2
\/E:%:%Tf.

Kedze riesenim diferencialnej rovnice (5) je rovnica (7), Sirenie zvuku popisu-
jeme pomocou sinusovej viny. Grafom vychylky harmonického pohybu v zavislosti

od Casu je teda sinusoida ([4]).



1.2 Superpozicia

LCudské ucho pri po¢uvani zvukov dokaze rozlisit "¢istotu tonu". Vychadzajic
z |2], pod "¢istym tonom" rozumieme zvuk jednej jedinej frekvencie, teda taky,
ktorého priebeh je ¢iste harmonicky. V redlnom svete vsak takéto tony neexistuji.
Zvuk, ktory zachyti nase ucho, je sumou viacerych vin s réznymi frekvenciami
a amplitadami ([4]). Tony maju ale vzdy periodicky, aj ked komplikovany a
nie harmonicky priebeh, na rozdiel od Sumov, ktorych priebeh je nepravidelny.
Pri skladani vin, ktoré prechadzaju tym istym bodom priestoru, alebo postupuji
rovnakym smerom, s rovnakymi frekvenciami, ale vSeobecne s odlisSnymi fazami,
nastava interferencia, ktord sa prejavuje zosilnenim alebo zoslabenim intenzity
vo vyslednom vlneni ([2]). ZloZitejsie pripady skladania vin vznikaju pri vinach
roznych frekvencii. V miestach, kde sa vlnenia prekryvaji, sa mozu vzajomne
ovplyviiovat, ale nasledne postupuji dalej, akoby sa §irili samostatne (|9]).
Predpokladajme podla [1], Ze v tej istej strune prechadzaji sucasne dve viny.
Vychylky telesa (resp. pevného bodu) pri priebehu prvej viny oznacme y (%)
a pri priebehu druhej viny y»(¢). Pri prekryti oboch vin sa vychylky algebraicky

sCitaju a vytvaraju jednu vyslednd vinu, ktorej vychylky st urcéené vztahom

y(t) = 1(t) + v2(t)- (9)

Ay AN

Obr. 4: Séria Styroch snimkov dvoch proti sebe sa Siriacich vlneni. V mieste, kde

sa vlnenia prekryvaja, vyuZijeme princip superpozicie. Zdroj: [9], str.3.

Na Obrazku 4 vidime, ze v ¢ase t3 je vychylka rovné suc¢tu okamzitych vychyliek
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oboch vlneni. V pripade spojitych vineni, ktoré sa v prostredi prekryvaji, mozeme

pozorovat vysledné vinenie. Tvar vyslednej viny zavisi od druhu vlneni, ktoré sa

prekryvaji.
Veta 1.2 ([8], str.580). Nech si funkcie f a g periodické s periddou T'. Potom si

periodické s periddou T aj funkcie f+ g, f.g, f/g a [, n € N.
Dokaz. Ak su funkcie f a g periodické s periodou T, t.j. pre kazdé ¢islo 6 plati

fO+T) = f0), 9(6 +T) = g(6), potom
o fO+T)+g(0+T)=f(0)+9(0)
o fO+T)g(0+T)=f(6)9(0)

F(0+T)
* g(6+T)

(©)

5(9) pre vietky 0, také ze g(6) # 0

o [M(O+T)=f"(0),
a teda funkcie f + g, f.g, f/g a f™ su periodické s periodou T. O]

Tvrdenie 1.3 ([8], str.580). Stcet konecného poctu periodickijch funkecii s perid-

dou T je takisto periodickd funkcia s tou istou periodou T.

5 T
sin(x)
4 3*sin(x+1)
/A Y l“ Il\ = = = sin(x)+3*sin(x+1)
A
3 ‘\ ,’ v ¥ “ J 1 il
I 1 1 \ 1 1
2r | |\ o !
' " ' y ' !
i A i v A A
/ . ! N i A I \
] 1
0 \ h ' \ \
' A 1] 1 \ 1 v
\ \]
1t \
1 |‘ ! " 1 . 1 "
1 ' ! ) ! '
-2 I‘ K \ 1 \ 1 \
\ WA
-3+ “ " w \ !
v W =
a4l
5 . . . .
5 10 15 20 25

Obr. 5: Interferencia vlneni s roznymi amplitidami a fazou, ale s rovnakou

frekvenciou.
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Na zaklade Vety 1.2 teda vieme, 7e pri skladani harmonickych vin s rovnakou
periddou (resp. rovnakou frekvenciou), bude vyslednym vlnenim opét harmo-
nické vinenie s rovnakou periodou (resp. frekvenciou). Na Obrazku 5 pozorujeme
skladanie dvoch harmonickych vlneni s réznymi amplitidami a fazou, pric¢om ich
frekvencia je rovnaka. Vysledné vinenie je opat harmonické s rovnakou frekven-
ciou, ale s amplitiidou vicSiou ako je amplitida jednotlivych vineni. Vo vSeobec-
nosti plati, ze pri skladani tohto typu vin méze byt amplitada vysledného vinenia
vicsia i mengia ako amplitida pociato¢nych vlneni. Ak je amplitida vysledného
vlnenia stc¢tom amplitid jednotlivych vineni, hovorime o interferenc¢nom zosil-
neni a ak je rozdielom amplitid jednotlivych vlneni, hovorime interferenénom

zoslabeni ([4]).

£ e

Obr. 6: Superpozicia dvoch harmonickych vin s rovnakou amplitadou, ale

s roznymi frekvenciami (]9]).

Obrazok 6 znazoriuje situaciu skladania dvoch vin s rovnakou amplitadou, pricom
vSak s odlisnymi frekvenciami. Vysledné vinenie uz nie je harmonické, ale zostava
periodické. Pri skladani tohto druhu vin moézeme v $pecialnych pripadoch po-
zorovat jav nazyvany "beat'". Beat vznikad interakciou medzi dvoma zvukovymi
vlnami, ktoré maji mierne odlisnu frekvenciu. Vnimame ho ako periodicktd zmenu
hlasitosti. Hlasitost meni striedavo svoju intenzitu tak, ako sa meni vychylka vl-
nenia, t.j. ¢im je vychylka vic8ia, tym je hlasitost silnejsia. Pri vzajomnom pri-
blizovani frekvencii (napr. pri ladeni hudobnych nastrojov) sa vibracia hlasitosti
spomaluje, az pri ich uplnej zhode napokon zanikne. Tony tak nadobudnu silad

(|4]). Tento jav mozeme pozorovat na Obrazku 7:
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2sin(11t)cos(t)
= = = 2cos(t)

2~ N -
N

Obr. 7: Superpozicia dvoch vIn s mierne odlisnou frekvenciou.

Obrazok 7 znézorhuje superpoziciu y = sin(12t) + sin(10t) = 2sin(11¢) cos(t)

([4])-
Jav mozno demonstrovat na jednoduchom pripade, kde amplitidy oboch sinuso -

vych vin st jednotkové. Sucet tychto vin, sin(27 fit) + sin(27 fot), ma po uprave

na sucin tvar: 2 cos (27rf1;f2 t) sin (2#%@, pricom f; € R (resp. fo € R) urcuje

frekvenciu prvého (resp. druhého) vinenia. Ak frekvencie dvoch sinusovych vl-

nenf st dost blizko (rozdiel niekolko Hertzov), frekvencia kosinusového faktora

na pravej strane rovnice, rovna 1612;][2, je ¢asto velmi mala na to, aby sme ju vni-

mali ako ton. Dosledkom toho je, Ze kosinus urcuje amplitidu sinusového vinenia.
Ako vidime na obréazku, kosinus "zaobaluje"sinusové vlnenie, ktorého frekvencia,

%, je priemerom frekvencii oboch sinusovych vineni.

Pri zahrnuti fazového posunu a amplitidy by vyssie uvedeny stucet vineni vyzeral
takto:
esin(27m fit + «) + esin(27 fot + )

fi+ fa
2

t—i—%(a—i—ﬂ)) cos (2wf1;f2t+%(a—ﬂ)),

2c¢sin <27T

kde a € R a 8 € R predstavuja fazové posuny vlneni.
Pri uvaZeni rovnice (6) a toho, ze pri brnknuti na strunu je vysledkom perio-

dické vInenie, ktoré je sumou viacerych vin s roznymi amplitidami a frekvenciami,
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mozeme, podla [4], vo vSeobecnosti napisat rovnicu pohybu bodu na strune ako

y = i (An cos(n\/gt) + B, sin(n\/%g) . (10)

n=1

Amplitudy vlnenia zavisia aj od toho, akym sposobom je struna rozozvucené.
Napriklad pri rozozvuceni struny kladivkom (klavir) vzniknt iné amplitady vl-
nenia ako pri rozovuceni struny brnknutim (gitara) ([4]). Takisto je dolezité uve-
domit si, 7e ton, ktory v skutoc¢nosti vznikd, obsahuje aj viacero vyssich har-
monickych frekvencii. Pomer zastipenia vyssich harmonickych frekvencii nam

umoziiuje rozoznavat farbu tonu réznych hudobnych nastrojov ([6]).

ﬂﬂﬁ WW "y m Kiavi
| Mﬂ M ] /\m% /w% M/w\w Karine

Obr. 8: Tony rovnakej frekvencie zahrané na klaviri a klarinete [6].

Na Obrazku 8 vidime, Ze ton zahrany na klarinete obsahuje viac vy$sich harmo-

nickych frekvencii ako ton s rovnakou frekvenciou zahrany na klaviri.

1.3 Tlmeny harmonicky pohyb

Ak na systém, v ktorom st kmity opisané rovnicou (7), nepdsobi nijaké vonkajsia
sila, systém moze vykonavat kmity nekonecne dlho ([2]). V realnom svete je kmi-
tanie obvykle tlmené, pretoze v iom existuju trecie sily alebo iny odpor posobiaci
proti pohybu. Tieto sily postupne menia mechanickt energiu na teplo a pohyb
ustéva ([1]). Po rozozvuceni struny mozeme zretelne pocut, ako intenzita zvuku

postupne klesa, az zvuk tplne zanikne.
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Vychadzajic z (2], sila spésobujica atlm pri malych vychylkach, je imerna
rychlosti, t.j.
Futlmu = —uv,

kde konstanta p sa nazyva koeficient itlmu a v je rychlost harmonického pohybu.

Rovnicu (3) teda mozeme upravit na tvar

dy
F:—ky—/w:—/{:y—,u%.

S pouzitim Newtonovho zakona, ktory predstavuje rovnica (4), dostavame dife-

rencialnu rovnicu popisujicu tlmeny harmonicky pohyb v tvare

dy  dy
m—-- + ME

72 + ky = 0. (11)

Riesenie diferencialnej rovnice tohto typu uz nehladame v tvare trigonometric-

kych funkcii, ale v tvare y = e®, pricom vyuZzijeme Eulerovu formulu z [2]

e = cosa + 1sin a.

Aby y bolo rieSenim diferencialnej rovnice (11), musi byt « rieSenim pomocnej
rovnice podla (3, 4]:

mY? +pY +k=0.

RieSenie diferencialnej rovnice (11) teda zavisi od diskriminantu pomocnej rovnice:

D = 1> — 4mk.

e Ak D > 0, potom a = :%5, g = :’%ﬁ a rieSenim diferencialnej rovnice
jer
—u+VD —u—vD.
y = Ae ‘o + Be T (12)
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e Ak D =0, t.j. « = 3, rieSenie diferencidlnej rovnice mé tvar:

y = Ae~ 5 4 Be (13)
° AkD<O,p0toma——“+Z—_ B = :%j,kde@':,/_L

Riesenim diferencidlnej rovnice je

Yy = eom <Ae P + Beﬂgﬁ> )

Pouzitim uz spominanej Eulerovej formuly dostavame

tvV=D. . . t\/ﬁ)).

) +i(A — B)sin(

y=emn ((A + B) cos(

m m
Po substitucii A’ = i(A — B), B’ = (A + B) vyzera rieSenie danej diferen-
cidlnej rovnice teda takto:

T (A’ sm(tm ﬂ)) . (14)

= 2m B/
y=e - ) + B’ cos( 5

Priklad 1. Na kmitajicu gitarovi strunu, ktorej pohyb je opisany diferencidlnou

TOUNICOU
1d%y N 101 0
2d2 " 2007
posobi timiaca sila F,, = —%v. Aké je riesenie diferencidlnej rovnice, ktord tento
utlm:
e neobsahuje,
e obsahuje?
v 2 v . v s . . _ d 9
Budeme uvazovat zaciatocné podmienky: y(0) =1, %(0) = 5.

RieSenie

e Uvazujme najskor kmitanie struny bez pdsobenia tlmiacej sily F,. Aby y

oy . ., . . d2 . c v .
bolo rieSenim diferencialnej rovnice %ﬁ/ + %y = 0, musi byt « rieSenim

pomocnej rovnice
1, 101
— — =0.
>* 300
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Lahko vyjadrime, Ze a; o = i/ 105 a rieSenie bude mat podla rovnice (14)

101 101
t)y=A ——t -+ Bsi —t.
y(t) cos 4 / 100 + Bsiny/ 100

Potrebujeme dopocitat konstanty A a B zo zaciato¢nych podmienok, preto

tvar:

si vyjadrime prvua derivaciu y podla ¢asu:

dy . /101 /101
—Z =-A — B —t.
7 sin 100t + B cos 10015

Po dosadeni t=0 do oboch rovnic Tahko dopocitame obe konstanty. Dosta-

vame A=1, B = % a rieSenie vo vyslednom tvare

& — o1, o [0
SE=C5N 700" T 10" V100

e Teraz do diferencidlnej rovnice priddme aj atlm. Vieme, 7e plati: v = %,
teda po zahrnuti tlmiacej sily dostavame rovnicu:
1 d? 1d 101
__y + __y + —y = 0
2dt>  10dt 200
Z pomocnej rovnice
1, N 1 n 101 0
—a“+ —a+ — =
2 10 200
vyjadrime a; 5 = —lio 41, rieSenie diferencidlnej rovnice bude mat teda tvar

e~ 0t (Acost + Bsint).

Podobne ako v predoslom pripade vyjadrime konStanty A a B zo zacia-

to¢nych podmienok a dostavame A = 1, B = 1, pri¢om rieSenie ma tvar:

e~ 10 (cost + sint) .

e Obe riesenia si ukdzeme graficky na nasledujicom obrazku:

17



15

netimeny harmonicky pohyb
= = =tlmeny harmonicky pohyb

05

-05}

-15 L L L L L
0 10 20 30 40 50 60

Obr. 9: Tlmeny a netlmeny harmonicky pohyb.

Obrazok 9 znazornuje vychylku struny v ¢ase t. Vidime, 7e tato vychylka sa
v pripade tlmeného harmonického pohybu postupne zmensuje, t.j. kmitanie
slabne az sa nakoniec struna ustali vo svojej rovnovaznej polohe. V pripade

netlmeného harmonického pohybu sa amplitiida v ¢ase nementi.

1.4 Vyntteny harmonicky pohyb

Kedze redlne kmitanie je vZdy tlmené, je zrejmé, ze ak tieto kmity nebudeme ob-
novovat, po ur¢itom ¢ase zanikna. Pokial chceme kmitanie telesa udrzat, musime
dopliiat energiu, ktort teleso pri kmitani striaca. Toto mozno podla [2] urobit
napriklad tak, Ze budeme na teleso zavesené na pruzine posobit periodicky sa me-
niacou silou. Periodickym posobenim sily vznik4 vynitené kmitanie, ktoré uz ale
nie je volnym kmitanim, pretoze na teleso posobi vonkajsia sila. Od tejto sily
vo velkej miere zavisi charakter kmitov, ktoré takyto systém popisuje, na rozdiel
od vlastnych - voInych kmitov, kde sme brali do tvahy len vlastnosti samot-
nej kmitajicej sustavy. Na zaklade [2] tak moZeme povedat, 7e vynttené kmity
st kmity, ktoré prebiehaji pod vplyvom vonkajsich periodickych sil posobiacich
nezavisle od vlastnych kmitov systému. Ked sa frekvencia vyniteného kmitania

rovnd frekvencii vlastnych kmitov, nastéva jav, ktory nazyvame rezonancia.
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Vynuateny harmonicky pohyb sposobuje vznik zvuku vo vac¢sine hudobnych
nastrojov a diferencialna rovnica popisujica tento pohyb ma tvar:

dy  dy
mdt2+'udt+ y=f(t),

kde f(t) predstavuje externu silu.
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2 Fourierove rady

Otazkou, ako moze struna vibrovat s viacerymi roznymi frekvenciami v tom is-
tom Case, sa zaoberalo viacero matematikov a hudobnikov uz v 17. a 18. storoci.
Medzi Tudi, ktori sa snazili najst odpoved na tuto otézku, patria francuzski
matematici Marin Mersenne a Jean-le-Rond d’Alembert, $vajéiarski matema-
tici Daniel Bernoulli a Leonhard Euler, rodina Johanna Sebastiana Bacha a
v neposlednom rade franctzsky matematik Jean Baptiste Joseph Fourier ([4]).
Trigonometrickymi radmi sa v historii po prvykrat zaoberal v 17. storoc¢i I. New-
ton, ktory sa pomocou tychto radov pokusal vyriesit tlohu kvadratiary. Sku-
toény zaujem o trigonometrické rady vSak vyvolal v 18. storo¢i D. Bernoulli,
ktory nasiel riesenie tlohy kmitania struny v tvare trigonometrického radu. Avsak
nevedel najst metodu, ako urcit koeficienty tohto radu. Vznikol tiez problém
tykajici sa moznosti rozvoja funkcii do trigonometrického radu, ktory vyvoval
ostré spory medzi matematikmi prameniace najméa z vtedajsich nevyjasnenych
pojmov nekone¢ného radu a funkcie ([7]). Francuzsky fyzik a matematik Jean
Baptiste Joseph Baron de Fourier (1768 - 1830) vypracoval velmi uzito¢nu a
elegantni matematicki techniku na analyzu fyzikdlnych a matematickych pro-
blémov, v ktorych sa uplatiuju periodické deje, ako napriklad analyza akustic-
kych, mechanickych a elektrickych kmitov, pri kruhovych pohyboch alebo v teorii
pruznosti. Ukazal, Ze kazda funkciu f(#), ktora je periodicka s periodou T', mozno
rozlozit na suc¢et harmonickych funkcii. Tieto harmonické funkcie vytvaraju rad,

ktory sa nazyva trigonometrickym radom alebo Fourierovgm radom([2]):

(o) = %ao + Z(an cos(nf) + b, sin(nh)) (15)

n=1

Funkcionalny rad tvaru (15) nazyvame trigonometrickym radom s periédou 2,
pricom ¢isla ag,aq,...,any...,01,...,bp,... Nazyvame koeficientmi tohto trigonometric-
kého radu ([4]). Kedze funkcie sinus a kosinus st periodickymi funkciami, vieme
na zaklade Vety 1.2, Ze stucet trigonometrického radu (15) je takisto periodicka

funkcia.
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2.1 Fourierove koeficienty

Fourier predstavil myslienku, ze kazdu periodicka funkciu f(6), a teda aj zvukové
vlnenia v hudbe, mozno rozlozit na trigonometricky rad (15). V tejto ¢asti si preto
na zaklade [4] vyjadrime koeficienty Fourierovho radu pre spojité periodické vl-
nenie (funkciu) s perivdou 27, ku ktorému existuje trigonometricky rad, ktory
rovnomerne konverguje na intervale < 0,27 > k tomuto vlneniu (funkcii). Plati
teda:

1 oo
f(0) = J00 + Z(an cos(nf) + b, sin(nh)) pre €< 0,27 > (16)
n=1

Skor ako prejdeme k vyjadreniu koeficientov tohto radu, uvedieme na zaklade [4]
niekol'ko vztahov:

Nech m > 0, n > 0, potom

2m 2m
/ cos(kf)df = 0, / sin(kf)dd =0 keN (17)
0 0
2
/ cos(mf) sin(nf)dd = 0 (18)
0
2r akm=n=20
27
/ cos(mB)cos(nf)dd =< = akm=n>0 (19)
0
0  inak
)
2m m akm=n>0
/ sin(m@) sin(nf)dd = (20)
0 kO inak

V désledku rovnomernej konvergencie trigonometrického radu mozeme rad (16)

integrovat ¢len po ¢lene na intervale < 0,27 > :

2T 2 o0 27 2
/f@w:% dm§X@/CMmm+m/smww)
0 1 0 0

0

Na zaklade vztahov (17) st integraly pravej strany rovnice, okrem prvého, rovné

nule. Z toho po uprave dostavame vztah pre vypocet koeficientu ag:

(m—léﬁﬂmw (21)



Aby sme vyjadrili koeficienty a,,, vynasobime obe strany rovnice (16) funkciou

cos(mf), m > 0, a opét integrujeme na intervale < 0,27 >:
2w 2w 1 0
/ cos(mb) f(0)do = / cos(mb) 500 + Z(an cos(nf) + b, sin(nd)) | df =
0 0 n=1

27 o0 o o
= % cos(m@)d(‘)—l—z <an/ cos(mé) cos(nf)dbd + bn/ cos(mb) sin(n@)de) .
0 0

0 n=1

V dosledku vztahov (18), (19) po tprave dostéavame:

/27r cos(mf) f(0)dO = ma,y,,
0

z ¢oho vyjadrime vzorec na vypocet koeficientov a,,:

Ay = — /27T cos(m@) f(0)dd m=1,2, ... (22)
0

™

Pri vyjadreni koeficientov b, vynasobime rovnost (16) funkciou sin(m#) a budeme
postupovat podobne ako v predchadzajicom pripade. Po integrovani a uvazeni

vztahov (18), (20) dostavame vzorec na vypocet koeficientov by,

b = / " n(m0) fO)d0 m=1.2.... (23)
0

™

Vztahy (21), (22) a (23) pre ag, am a by, (resp. a, a b,) nazyvame Fourierove
vzorce a trigonometricky rad vyjadreny pomocou Fourierovych vzorcov nazyvame
Fourierovym radom funkcie f(0).

Treba pripomentt, Ze Fourierov rad funkcie f(#) mozme robit na Tubovolnom
intervale dlzky 2, teda na Iubovolnom intervale < a,a+ 27 >, kde a € R. Casto

je vhodnej§ie pouzit interval < —m, m >.
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2.2 Podmienky konvergencie

V predchadzajicej ¢asti sme vyjadrili vztah na vypocet koeficientov Fourierovho
radu funkcie f(6). Vo vieobecnosti vSak neplati, Ze ak pomocou vztahov (21), (22)
a (23) vyjadrime koeficienty a,, a b, prava strana rovnice (15) bude konvergovat
k funkcii f(6). Plati to len pre funkcie spliajtce ur¢ité podmienky. V tejto stati
vySetrime, aké vlastnosti musi mat funkcia f(6), aby jej zodpovedajtci Fourierov

rad konvergoval a jeho stcet sa v danych bodoch rovnal danej funkcii.

Definicia 2.1 ([5], str.29). Funkcia f: R — R sa nazjva po castiach spojita, ak
md na lubovolnom ohranicenom intervale < a,b >, a € R, b € R, najviac konecne
vela bodov nespojitosti, ktoré su 1.druhu. To znamend, Ze ak xo €< a,b > je
bod nespojitosti funkcie f, tak limity lim,_.,,, f(z) alim,_,,, f(x) ezistuji a su

vlastné.

Ak z¢ je koncovym bodom intervalu, ziadame prirodzene existenciu len jednej

7 obidvoch limit.

Definicia 2.2 ([7|, str.267). Funkcia f : R — R sa nazjva po castiach spojite
diferencovatelnd, ak je po castiach spojitd, na lubovolnom ohranicenom intervale
< a,b >, a € R, b € R, md najviac konecne vela bodov xo,, i = 1,2,...,n,
n € N, v ktorijch nie je diferencovatelnd a v kazdom z nich existuji vlastné limity

limg sy, f'(x) a limyyp f'(x).

Veta 2.3 ([8], str.604). Ak periodickd funkcia f s periddou 2L je po castiach
spojite diferencovatelnd na intervale periodicity < a,a + 2L >, a € R, tak jej
Fourierov rad je konvergentny na intervale (—oo,00) a pre jeho siucet S plati:
1.5(t) = f(t), ak v bodet je funkcia f spojitd

1 (24)
2.5(t) = 5 (JE{# flz)+ IILIE f(x)) , ak t je bod nespojitosti funkcie f.

Veta 2.3 hovori, ze postacujicou podmienkou na to, aby Fourierov rad pe-
riodickej funkcie bol konvergentny na intervale (—oo,00), je spojita diferenco-
vatelnost tejto funkcie po ¢astiach na intervale periodicity. Suc¢et radu sa rovnéa

v bodoch spojitosti hodnote funkcie v tomto bode, v bode nespojitosti aritmetic-

kému priemeru jej limity zlava a limity sprava v tomto bode.
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Druhym zakladnym kritériom konvergencie Fourierovho radu je Dirichletovo
kritérium ([8]). Hovorime, Ze funkcia f spliia na intervale < a,b > Dirichletove

podmienky, ak
1. je na intervale < a,b > po Castiach spojita,
2. na intervale < a,b > mé iba kone¢ny pocet ostrych lokalnych extrémov.

Veta 2.4 (|8], str.604). [Dirichletova veta] Ak periodickd funkcia f s periddou
2L spliia na intervale periodicity Dirichletove podmienky, tak jej Fourierov rad je
konvergentny na intervale (—oo,00) a pre jeho sicet S plati:

1.5(t) = f(t), ak funkcia f je v bode t spojitd

1 (25)
2.5(t) = 3 (lim f(z)+ lim f(x)) , akt je bod nespojitosti funkcie f.

T+ T—t—
Dirichletova veta hovori, Ze rovnosti (24) z vety 2.3 platia aj vtedy, ak funkcia
f splita na intervale periodicity Dirichletove podmienky.
Ak je funkcia f v bode t spojita, tak lim, ;¢ f(x) = lim,— f(z) = f(¢),
a teda

1 <lim flz) + lim f(x)) = f(t).

2 r—t+

Preto rovnosti (24) moézeme nahradit jednou rovnostou

S(t) = % (zll}rgf(m) + lim f(x)) t € (—00,00).

r—t—

To znamené, ak su splnené predpoklady vety 2.3 a vety 2.4 pre funkciu f s peri-
6dou 2, tak pre kazdé ¢t € (—oo, 00) plati

% < lim f(z)+ lim f(x)) = lao + Z(an cos(nt) + b, sin(nt)), (26)

r—t+ rx—t— 2

kde ag, a,, b,,n € N st Fourierove koeficienty funkcie f.

Ak Fourierov rad periodickej funkcie f s periodou 2L konverguje na intervale
(—o0,00) tak, ze pre kazdé t € (—o0,00) plati rovnost (26), budeme hovorit,
ze funkcia f sa da rozvinit do Fourierovho radu alebo ze sa da vyjadrit svojim

Fourierovym radom ([8]).
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2.3 Periodické funkcie s periédou 2L

V tejto kapitole si podla [8] ukdzeme vztahy pre koeficienty Fourierovho radu
v pripade periodickych funkcii s periodou 2L. Pre vietky 6 € D(f) periodickej
funkcie s periodou 2L plati:

F(6+2L) = f(9).

Po substiticii § = % dostavame:

pricom pre funkciu ¢ plati

e 2m) = £ (2T (Ean) = p (2 = ot

™

z ¢oho vidime, ze funkcia ¢ je periodickd s periddou 27. Jej Fourierov rad mé
teda tvar:

o(t) = %ao + Z(an cos(nt) + by, sin(nt)).

n=1

T

Fourierov rad povodnej funkcie f(f) mozeme pomocou spitnej substitticie ¢t = 7

vyjadrit ako:

Tnb

f(0) = %ao + 231 (an cos(%ne) + b, sin(T)) : (27)

pricom Fourierove koeficienty funkcie f(#) dostaneme v tvare:

0 = % /O " cos(nt)(t)dt = % /0 cos(%ng) £(6)d6, (28)
b, = %/o 7rsin(nt)gp(t)dt = %/0 sin(%ne)f(ﬁ)dﬁ. (29)

V praxi sa Casto pouziva substiticia F(t) = f(2mvt) = f(6), kde v = 7 Hz je
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frekvencia vyjadrena pomocou perioédy 7' sekind a Fourierov rad funkcie F'(t) méa
tvar
1 - ,
F(t) = 500+ Z (ay, cos(2nmvt) + by, sin(2nmvt)) .
n=1
Pre integrovatelnua periodicku funkciu s periodou 2L takisto plati, Ze jej Fourierove
koeficienty a,, a b, st pre vietky intervaly dizky 2L rovnaké, a teda takato funkcia

mé aj Fourierove rady pre vietky intervaly dizky 2L rovnaké.

Veta 2.5 ([8], str.581). Nech je periodickd funkcia f s periddou 2L integrovatelnd
na intervale < a,a + 2L >, kde a € R. Potom je integrovatelnd aj na kazZdom

intervale < b,b+ 2L >, kde b € R a plati:

/a o F(0)do = /b " F(0)do.

Dokaz. (|8]). Nech je funkcia f periodicka s periédou 2L a integrovatelna na in-
tervale < a,a + 2L > a nech b je Tubovolné redlne ¢islo. Je zrejmé (vid Obrazok

10), ze existuje také celé ¢islo k, ze

a+ k2L €< b,b+2L > .

a a+2L b atk2L b+2L  a+(k+1)2L

Obr. 10: Znézornenie polohy bodu a + k2L.
KedzZe f je periodicka funkcia s periodou 2L, plati

a+2L a+2L
/ £(0)d0 = / FO+k2L)d0 pre k € Z. (30)

Ak na integral na pravej strane tejto rovnosti pouzijeme substiticiu 6 + k2L = x
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a vety o vlastnostiach urcitého integralu, dostaneme

a+2L a+(k+1)2L b+2L a+(k+1)2L
/ f(0+k2L)df = / f(z)dx = / f(z)dx + / f(z)dx

+k2L +k2L b+2L
(31)
Ale
a+(k+1)2L a+(k+1)2L a+k2L
/ fz)de = / flz —2L)dx = / f(6)do
b+2L b+2L b
a teda
b+2L a+(k+1)2L b+2L a+k2L b+2L
/ F(@)da+ / F(a)dz / F(w)de+ / £(6)d6 = / F(0)d6
a+k2L b+2L a+k2L b b
Z tohto a z rovnosti (30) a (31) vyplyva, zZe
a+2L b+2L
[ rwas= [ s,
a b
¢o sme mali dokazat. O

2.4 Parne a neparne funkcie

Tuto kapitolu zameriame na Fourierove rady funkcii, ktoré sit parne alebo neparne.
Ukazeme si, podla [4], ako sa tento rad zjednodusi.

Funkciu nazyvame pdrnou, ak pre vsetky 6 € D(f) plati: f(—0) = f(0)
a neparnou, ak f(—0) = —f(#). Prikladom péarnej funkcie je funkcia kosinus
a neparnou funkciou je napriklad funkcia sinus. Ak je funkcia f(6) aj parna aj
neparna, potom pre vietky 6 € D(f): f(0) = 0, pretoze musi platit: f(0) =
f(—=60) = —f(0). V pripade parnych funkcii plati pre vsetky a > 0

/_ F(0)do = 2/Oa F(0)do
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a pre neparne funkcie plati vztah

" (0)do = 0.

—a

Ak je teda funkcia f(f) parna a periodicka s periodou 27, sin(n#)f(0) je neparna
funkcia a cos(nd)f(6) je parna funkcia. Pre Fourierove koeficienty b, tak dosta-

vame

by = 1 / " sin(nd) £(6)d6 = 0,

™

—T

pricom vztah pre vypocet koeficientov a,, mozno upravit na tvar

an = 1 /W cos(nd) f(0)do = 2 /O7r cos(nd) f(0)do.

T ) _x us

Podobne v pripade neparnej funkcie f(6), ktora je periodicka s periodou 27, je
funkcia cos(nd) f(0) neparna a funkcia sin(n#) f(0) parna. Fourierove koeficienty

a, su rovné nule:

an = 1 /TF cos(nd) f(0)do = 0

T™J-n

a koeficienty b, vyjadrujeme vztahom

b, = — /7r sin(nf) f(0)do = 2 /07r sin(n®) f(0)do.

—T

Kazdua funkciu f(0) vieme zapisat ako stucet jej pdrnej zloZky a nepdrnej zlozky

v tvare
f(9) +2f (=0) , 1(0) —2f (=9) (32)

f8) =

Ukazeme si, Ze rovnica (32) je jedinym sposobom, ako mozno funkciu f(6) rozlozit
na sumu parnej a neparnej funkcie.
Nech teda plati, Ze funkciu f(6) mozeme napisat v tvaroch f(0) = g1(6)+h1(6)

a f(0) = g2(0) + ha(0), pricom ¢; a go st parne a hy a hy st neparne funkcie.
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7 rovnosti g1 + hy = go + ho dostavame g; — go = ho — hq, kde Tava strana rovnice
je parnou funkciou a prava strana neparnou funkciou. Obe strany teda musia byt

nulové, ¢o znamena, ze musi platit g, = go a hy = hs.
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3 VInova rovnica struny

S vyvojom ¢loveka sa vyvyja aj hudba, vznikaji nové hudobné styly, nové hu-
dobné néstroje a nové moznosti ich vyuzitia. Dnes hudba zahfha naozaj Siroké
spektrum farieb a zvukov, roznorodé hudobné Zanre ¢i hudobné néstroje. Et-
nomuzikologovia rozdeluju hudobné nastroja do piatich hlavnych kategorii, ktoré
tiez vyhovuju matematickym popisom zvuku, ktoré tieto nastroje produkuju ([4]).

Tymito kategériami st:

1. Idiofony: zvuk je vytvarany vibrovanim hmoty, z ktorej je néstroj vy-
robeny. Tieto nastroje sa nazyvaji aj samoznejuice, pretoze tony alebo
zvuky vznikaju chvenim néstroja ako takého. Patria sem napriklad zvonkohry,

triangel, xylofon, zvon alebo tamburina.

2. Membrdnofony: zvuk vznikd chvenim napnutej blany, preto ich tiez nazy-
vame aj blanozvucéné nastroje a zaradujeme sem napriklad bubny, kazoo

alebo tympany.

3. Chordofony: zvuk je produkovany vibrovanim jednej alebo viacerych strin.
Nazyvame ich strunozvu¢né a radime sem napriklad husle, gitaru alebo

klavir.

4. Aerofony: nazyvané tiez vzduchozvucéné hudobné nastroje, pretoze zvuk
sa v nich tvori chvenim vzduchového stlpca v trubici. Tato kategoria za-

hinha napriklad flautu, klarinet, trabku ¢ organ.

5. Elektrofony: hudobné néstroje, ktorych zvuk je vytvarany elektricky. Patri

sem elektrickd gitara alebo elektrické piano.

Kazda z uvedenych kategorii hudobnych nastrojov je Specifickd v sposobe, akym je
zvuk tvoreny. Roznorodost jednotlivych nastrojov vieme odligit nielen zmyslami,
ale aj matematickym popisom systému tvorby tonu. V tejto kapitole sa zameriame
na skupinu strunozvu¢nych nastrojov - chordofony a podla [4] si odvodime vinovi

rovnicu struny a jej rieSenie.
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3.1 Odvodenie vlnovej rovnice struny

V nasledujucej stati budeme podla [4] uvazovat kmitanie idealnej struny, ktora
je na oboch koncoch pevne uchytena. Rovnicu, ktord popisuje kmitanie struny,
budeme nazyvat vlnové rovnica. Tato rovnica predpoklada, ze sklon struny v kaz-
dom jej bode a v kazdom case je maly. Pod malymi rozumieme uhly, pre ktoré

plati
dy
dz’

pricom y je funkciou ¢asu t a priestorovej siradnice x. To znamené, ze funkcia

a~sinag ~ tana =

y(t, x) reprezentuje vychylku struny z rovnovaznej polohy v ¢ase t a v mieste .
Pre vacsie sklony je takato analyza tazSia. Predpokladame tiez, 7e struna kladie
zanedbatelny odpor pri ohybani. Zobrazime si ju na Obrazku 11 napnutu silou

T a s linedrnou hustotou p.

T sin@(x+Ax)

T'sin @(x)

Obr. 11: Napnutéa kmitajica struna a sily na fiu posobiace. Zdroj: [4], str.85.

Na malom tuseku struny, x az x + Az, posobi na I'avom konci horizontalna zlozka
sily T, ktorej velkost je —T cos 0(x) a vertikilna zlozka sily T" velkosti —1 sin 6(z),
na pravom konci je hodnota horizontalnej zlozky T cos 0(x + Ax) a hodnota ver-
tikalnej zlozky T sin 0(z+ Ax). KedZe sme predpokladali, Zze sklon struny je maly,

pre horizontalne zlozky plati
—Tcosf(x) = =T

Tcosb(x+ Ax) =~ T.

Tieto sily posobia rovnakou velkostou ale opa¢nym smerom, navzajom sa rusia,

t.j. ich sucet je nulovy a mozme ich zanedbat.
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Sucet vertikalnych sil posobiacich na koncoch tseku struny moézeme upravit

na tvar:

Tsinf(x + Az) —Tsinf(z) = Ttan0(x + Az) — T'tanf(x) =

dy(z+Az)  dy(x)
dx dx Az
d*y
~TNz—=.
xdxz

Hmotnost tseku struny je priblizne p A z, teda z Newtonovho zdkona daného

rovnicou (4) dostavame rovnost

d?y d*y

ktora po vykrateni Ax z oboch strdn mozno upravit na tvar
— =" (34)

kde ¢ = /T /p. Rovnicu tvaru (34) nazyvame vlnovou rovnicou struny. Touto

rovnicou vo fyzike popisujeme Sirenie vlnenia, napr. po napnutej strune.

3.2 RieSenie vinovej rovnice

V tejto casti si vychadzajiuc z [4] ukdZeme metodu nédjdenia rieSenia vinovej
rovnice (34), ktort objavil francuzsky matematik d’Alembert. Jeho myslienka
spociva v rozlozeni operatora

d2 ) d2

iz~ dx?

., dN(d_ d
at " Car ) \at T Cax )

na sucéin
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Po zmene premennych substiticiou v = x + ct,v = x — ¢t vyjadrime % a Ly,

dt ¢ a2
dy d_y d_u d_y dv dy dy

At dudt  dvdt ‘du v
a2 du\dt) dt " do\at) at du?2  dudv dvdu — dv?

d*y d?y d*y

2

N a9y,
¢ (du2 dudv N dv2)

(35)
Podobne mozno vyjadrit % o a ng
dy _dydu_dydo _dy _dy
de  dudr dvder du dv’ (36)

>y d*y >y d*y
Y _V oY Y
dx?  du? + dudv + dv?

Rovnicu (34) tak mozeme napisat v tvare:
d?y >y  d*y d?y d?y d?y
2 - Jd 2_ - J — 2 - J 2_ - J
¢ <du2 dudv * dv2> “\aw - dudv * dv?

alebo
d*y _
dudv

Riesenie tejto rovnice mé tvar y = f(u) + g(v) pre vhodne zvolenu funkciu f a g.

Po spétnej substiticii tak dostavame riesenie v tvare

y= flx+ct)+ g(x — ct), (37)

¢o reprezentuje superpoziciu dvoch vin, z ktorych sa jedna pohybuje smerom

doprava a druha smerom dolava rychlostou c.

3.3 Okrajové podmienky

Uvazujme nadalej podla [4] strunu, ktorej pravy a lavy koniec je pevne fixovany.

Dlzku tejto struny ozna¢me l. Ak = 0 alebo = = [, vieme, Ze hodnota y je
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konStantna nezavisle od casu, lebo struna je na tychto koncoch upevnena. Ak y
mé v tychto bodoch hodnotu 0, tak pre okrajovii podmienku z = 0 dostavame

z rovnice (37) vztah

0= f(ct) + g(—ct)

pre vSetky t. Mozeme teda povedat, 7e pre vSetky A plati

teda rieSenie vlnovej rovnice (37) mozeme napisat ako

y=flx+ct)— flct —x), (38)

¢o znamend, 7e vlna postupujica dolava sa po naraze na koniec struny vracia

prevratena a postupuje smerom doprava, vid Obrazok 12.

"\

Obr. 12: Odraz vlnenia. Zdroj: [4], str.89

Ak uvazime druhi okrajovi podmienku x =, y = 0, z rovnice (38) dostavame

Fl+ct) = flet —1)

pre vSetky ¢, teda pre vSetky A\ plati
fO) = f(A+20).
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Veta 3.1 (|4], str.89). [d’Alembert]. Vieobecné rieSenie vinovej rovnice

Py ity
dt? dx?

md tvar

y=f(z+ct)+ gz —ct).

Pre okrajové podmienky y = 0 v koncovijch bodoch struny r = 0 a x = [, pre vSetky

t, md riesenie vinovej rovnice tvar

y=flz+ct)— flct—x),
pricom pre funkciu [ plati f(X) = f(N+ 21) pre vSetky .

Pre okrajové podmienky z vety 3.1 vieme, Ze funkcia f je periodicka s periodou
2l. Mozno ju teda rozvinut do Fourierovho radu. Ak tento rad funkcie f pozostava

iba z n-tého ¢lena, dostavame

f(z) :CLnCOS?—anSiD?:CCOS <?+¢>7

kde kostanta C' € R a ¢ € R. Podobnu tpravu sme robili pri rovniciach (6) a (7).

RieSenie vlnovej rovnice podla (38) bude mat tvar

t — t
y:Ccos(w—l—(b)—Ccos(M—kqﬁ) (39)
alebo po tprave pomocou trigonometrickych vztahov
t
y = 2C'sin (mlr_x> sin (m;c + ¢) : (40)

Rovnica (40) je Bernoulliho riesenim vlnovej rovnice struny a frekvencia tejto

napnutej struny je
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3.4 Pociato¢né podmienky

Na to, aby sme vedeli jednoznacne urcit rieSenie vlnovej rovnice, a teda presne
opisat pohyb struny, potrebujeme okrem okrajovych podmienok poznat aj tie
pociato¢né, t.j. pociatoéni poziciu a pociato¢nu rychlost struny. V tejto casti
si na zéklade [4] ukdZeme, aky je vzfah medzi rieSenim vlnovej rovnice a pocia-
to¢nymi podmienkami.

Ozna¢me so(z) po¢iatoénu vertikdlnu vzdialenost struny od z-ovej osi a vg(x)
pociato¢nu rychlost struny, obe ako funkcie polohovej suradnice z, pre 0 < x <.
Ak uvazujeme okrajové podmienky z vety 3.1, musi platit so(0) = so(l) = 0
a v9(0) = vo(l) = 0. Potrebujeme v8ak tieto funkcie definovat vo vSetkych
hodnotach z. Ak urcime, 7e so(—z) = —so(z) a vo(—z) = —vo(x), Cize so(z)
a vg(z) predlzime na neparne funkcie, rozsirime definiciu tychto funkeii na hod-
noty —! < z <. Kedze plati so(l) = —so(l) = 0 avg(l) = —vo(l) = 0, vieme urcit
periodicitu oboch funkei, t.j. pre vetky = € R plati, Ze funkcie so(x) a vo(z) st

periodické s periddou 2/, alebo inak,
So(x + 21) = so(x),

vo(z + 21) = vo(x).

Vieme, zZe pre okrajové podmienky z vety 3.1 vyzerd rieSenie vlnovej rovnice
nasledovne:

y=flz+ct)— f(—x+ct),

pricom funkcia f je periodickéa s periddou 2I. Po zderivovani tejto rovnice podla
t dostavame vztah
dy

i cf (x4 ct) — cf'(—z + ct).

Pre pociatoc¢né podmienky, teda pre t = 0 dostavame z predoslych dvoch rovnic
vztahy

f(@) = f(=z) = so(x), (41)

cf'(x) = cf (=x) = vo(). (42)
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Po naslednom zintegrovani rovnice (42), za platnosti vy(0) = 0, dostavame

cf(z) +cf(—x) = /Oz vo(u)du

a po predeleni konstantou ¢ a pri¢itani k rovnici (41) dostavame po tprave vztah

f(z) = %so(a:) + % /Ow vo(u)du.

Tuto zavislost dosadime do rovnice (38) a dostavame

y = % (so(x +ct) — so(—x + ct)) + 2% (/OHCt vo(u)du — /O_HCt vo(u)du> (43)

Vieme, ze funkcia vy je neparna, plati teda

—x+ct
/ vo(u)du = 0,

—ct

z ¢oho mozno vyjadrit
—x+-ct 0
/ vo(u)du = —/ vo(u)du
0 r—ct

a dosadit do rovnice (43). Po zluceni integralov tak dostavame

z+ct

(so(x + ct) — so(—x + ct)) + % / vo(u)du. (44)

x—ct

y:

N | —

Takéto riesenie je jednozna¢nym rieSenim vlnovej rovnice pre pociatocéné pod-
mienky sg, vy a okrajové podmienky z vety 3.1.
Ak je pociato¢na rychlost nulova, ako je to v pripade brnknutia na strunu,

rieSenie vlnovej rovnice ma tvar

y = % (so(z + ct) + so(x — ct)) .
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Priklad 2. (/{/). Uvazujme strunu dizky | pevne uchytenii v jej koncovsjch bodoch
x=0ax =1 avjychylkou y = 0 v tychto bodoch. Nech je pociatocnd rijchlost

struny nulovd a nech pre pociatocni vyjchylku plati:

x/a 0<z<a
so(z) = (45)
l-2)/(l-—a) a<z<l

IN

Obrdzok 13 zndzornuje, ako sa meni tvar struny v case po brnknuti na strunu
v mieste «, ktoré sa nachddza v prvej polovici struny. Vidime, Ze vinenie pos-
tupuje doprava a po ndraze na koniec struny sa vracia prevrdtené a postupuje

smerom dolava.

1 1 1
05 05 05

o o 0
-05| \/ - \/ 05 \/
-1 -1 -1

15 -15| -15|

Obr. 13: Vlnenie struny pevne uchytenej na jej koncoch.

Ak sa miesto brnknutia o nachddza v druhej polovici struny, vinenie bude pos-
tupovat dolava a po odraze sa bude prevrdtené vracat doprava.

gpecédlnym pripadom je brnknutie po strune v jej strede, kedy nedochddza k po-
hybu vinenia do strdn, ale iba k jeho prekldpaniu cez x-ovi 0s, pricom sa amplitida

nadobida vidy v strede struny, vid Obrdzok 14.
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Obr. 14: Vlnenie struny pevne uchytenej na jej koncoch pri pociato¢nom rozkmi-

tani v jej strede.
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Zaver

V tejto praci sme sa venovali zakladnym matematickym principom, ktoré tzko
stivisia so zvukom a hudbou. Definovali sme periodicky a harmonicky pohyb,
harmonicky oscilator, odvodili sme diferencidlne rovnice popisujice harmonicky
pohyb, tlmeny a vyniteny harmonicky pohyb, spolu s rieSenim pre kazdu z tychto
rovnic. Pre nézornost sme zahrnuli priklad porovnavajici harmonicky pohyb
s tlmenim a bez neho. Zaoberali sme sa takisto superpoziciou Siriacich sa vl-
neni, rozkladom vlnenia do Fourierovho radu, pri¢om sme odvodili Fourierove
vzorce a zhrnuli teoretické predpoklady tohto rozkladu a podmienky konvergen-
cie. Jadrom prace bolo odvodenie a popis vlnovej rovnice a vyjadrenie jej rieSenia
v zavislosti od okrajovych a poc¢iato¢nych podmienok. Ukazali sme si tiez priklad
kmitania struny pevne uchytenej na svojich koncoch, s programom uvedenym
v prilohe.

Matematika, ktori nachddzame v hudbe a akustike, nAm pomaha pochopit
mnohé fyzikalne deje, ktoré vnimame pri rozozvuceni hudobného nastroja. Vznik
a Sirenie zvuku, farba a vyska tonu, hlasitost... toto vSetko dokdzeme popisat
pomocou matematiky. Historia i sucasnost dokazuji, ze nielen hudobnici a skla-
datelia, ale aj matematici budu mat nadalej nezastupitelna tulohu pri tvorbe

a reprodukcii hudby.
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Priloha

Zdrojovy kod k Prikladu 2 vytvoreny v programe Matlab 7.0.1.
Funkcia so(z) - po¢iato¢na vychylka:

function[v]=sox(l,a,x)
if x>2*%1 | x<0 | a<=0 | a>=1 x return
end
if x<a v=x/a;
elseif =x>=a & x<2x1l-a
v=(1-x)/(1-a);
elseif =x<=2x%1
v=x/a-(2*x1/a);

end

Vykreslenie struny:

1=20; %dlzka struny je od 0 po 1
a=5; %bod brnknutia na zaciatku z intervalu (0,1)
c=1; Y%sqrt(T/p)
results=zeros(1*10,1);
08x=0:0.1:1;
m = moviein(500);
for t =0:0.2:100; Y%cas
for x=0:0.1:1;
argl = x+cx*t;
if argl>2x1
argl=argl-fix(argl/(2*1))*2x1;
end
arg2 = x-cx*t;
if arg2<0
arg2=arg2+(-fix(arg2/(2*x1))+1)*(2%1);

end
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y=1/2*%(sox(1l,a,argl)+sox(1l,a,arg2));
results(int32(x*10+1),1)=y;
end
plot(osx,results,’m’,’LineWidth’,1.5);
axis([-1 (1+1) -2 2])
grid
m(:,int32(t*5+1)) = getframe;
%pause(0.5);
end

movie (m)
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