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Abstrakt

BELU�KOVÁ, Katarína: Matematika v hudbe

Bakalárska práca - Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky,

fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky.

Vedúca: Mgr. So¬a Kilianová, PhD.

Táto bakalárska práca je zameraná na spracovanie základných matematických

princípov súvisiacich so zvukom a hudbou. V práci sa budeme zaobera´ mate-

matickým popisom fyzikálnych dejov v oblasti hudby. Základom je matematický

popis ²írenia vlnení vytvorených rozozvu£ením hudobných nástrojov, ktorý moºno

vyjadri´ pomocou diferenciálnych rovníc a Fourierovych radov. Zahrnieme teore-

tické predpoklady rozkladu funkcie do svojho Fourierovho radu a takisto odvo-

denie vlnovej rovnice struny pevne uchytenej na oboch koncoch a odvodenie jej

rie²enia v závislosti od po£iato£ných a okrajových podmienok. Práca je motivo-

vaná knihou Music: A Mathematical O�ering od Davida Bensona.

K©ú£ové slová: harmonický pohyb, superpozícia, tlmený a vynútený harmo -

nický pohyb, Fourierov rad, vlnová rovnica struny.



Abstrakt

BELU�KOVÁ, Katarína: Mathematics in music

Bachelor thesis - Comenius University Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics,

and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics.

Thesis Consultant: Mgr. So¬a Kilianová, PhD.

The aim of this bachelor thesis is processing of basic mathematical principles

connected with sound and music. We mathematically describe physical processes

in music. The base is a mathematical description of travelling waves created by

musical instruments that can be expressed by using di�erential equations and

Fourier series. We include theoretical conditions of factorizing functions to their

Fourier series and a derivation of the wave equation of the string �xed on both

endings and assumption of its solution in dependence on initial and boundary

conditions. The bachelor thesis is motivated by the book : Music : A Mathema -

tical o�ering by David Benson.

Key words: harmonic motion, superposition, damped a forced harmonic motion,

Fourier series, wave equation for string.
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Úvod

Hudba je neoddelite©nou sú£as´ou ºivota. �lovek sa vedel prostredníctvom hudby

a zvukov vyjadrova´ e²te skôr, ako dokázal vyartikulova´ prvé slovo. Zvuk ²umu

stromov, hlasy zvierat, £i úder kame¬a o strom priviedli £loveka k uvedomeniu

si hudby a neskôr k jej interpretácii. Hudba dokáºe hlboko doja´ a len málo ©udí

je imúnnych vo£i jej kúzlu. Aj ke¤ pri vytváraní hudby nie je potrebné hlboké

logické myslenie, matematika je s hudbou úzko prepojená. Kde v hudbe moºno

nájs´ matematiku? Zrete©ným vplyvom matematiky na hudbu je uº samotný no-

tový zápis. Hudba súvisí so zlomkami, exponenciálnymi krivkami, diferenciálnymi

rovnicami, i periodickými funkciami. Ako prví si toto prepojenie medzi mate -

matikou a hudbou uvedomili pytagorejci (pribliºne 525 - 350 p.n.l.). Podarilo sa

im objavi´ vz´ah medzi celými £íslami a harmóniou zvuku. Dospeli k poznatku, ºe

zvuk rozochvenej struny závisí od jej d¨ºky, pri£om harmonicky znejú tie struny,

ktoré sú napnuté rovnakou silou a ich d¨ºky tvoria celo£íselný pomer.

Matematika sa uplat¬uje aj pri kon²truovaní hudobných nástrojov, matema-

tikou moºno vysvetli´, ako je moºné, ºe kaºdý hudobný nástroj znie osobito,

s iným zafarbením, s iným doznievaním, £i vibrátom. V 19. storo£í Jean Fourier

(1768 - 1830) dokázal, ºe v²etky zvuky - £i uº in²trumentálne alebo vokálne -

moºno popísa´ matematickými výrazmi, ktoré sú sú£tom jednoduchých periodic-

kých sínusových funkcií.

Kaºdý zvuk má tri vlastnosti: zafarbenie, vý²ku a hlasitos´, ktoré ho odli²ujú

od ostatných. Zafarbenie súvisí s tvarom periodickej funkcie a vy²²ími harmonic-

kými frekvenciami, vý²ka s frekvenciou a hlasitos´ s amplitúdou vlnenia.

V tejto bakalárskej práci sa zameriavame na spracovanie základných mate-

matických princípov súvisiacich so zvukom a hudbou, pri£om hlavnú pozornos´

upriamime na matematický popis ²írenia a skladania zvukových v¨n a popis kmi-

tajúcej struny, ktorá je pevne uchytená na jej koncoch, pomocou vlnovej rovnice.

Práca je £lenená do troch kapitol. V prvej kapitole sa budeme zaobera´ popi-

som periodického pohybu pomocou diferenciálnych rovníc a vyjadrením rie²e-

nia pre jednoduchý harmonický pohyb, tlmený harmonický pohyb (s príkladom)

a vynútený harmonický pohyb. Taktieº v tejto £asti popí²eme superpozíciu ²íriacich
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sa vlnení.

Druhá £as´ je zameraná na rozklad vlnení do Fourierovho radu a odvodenie

Fourierovych vzorcov, pri£om zahrnieme aj teoretické predpoklady tohto rozkladu

a podmienky konvergencie.

Jadrom práce je tretia kapitola, ktorá je zameraná na odvodenie vlnovej

rovnice struny a jej rie²enia. V tejto £asti tieº budeme analyzova´ po£iato£né

a okrajové podmienky a pripojíme znázornenie kmitania struny pevne uchytenej

na svojich koncoch, spolu s programom uvedeným v prílohe.
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1 Kmity a vlnenie

Existencia znamená pohyb. Objekty v nás i v na²om okolí sa neustále pohybujú.

Príklady kmitania a vlnenia, opakujúceho sa pohybu, nás obklopujú zo v²etkých

strán, pozorujeme kývanie hojda£iek, pulzovanie piestov automobilových mo-

torov, vlnenie vody a takisto aj chvenie gitarových strún, bubnov, zvonov £i repro-

duktorov. Menej vidite©né je kmitanie molekúl vzduchu, ktorý prená²a zvukové

rozruchy, kmitanie atómov v pevných látkach, zodpovedné za vnímanie tepla,

a kmitanie elektrónov v rádiových anténach a televíznych vysiela£och. Vlnenie

a kmitavý pohyb majú svoje nezastupite©né miesto v rôznych odboroch ako je

optika £i mechanika ([2]). My sa v tejto práci zameriame na ich vyuºitie v rámci

hudby .

1.1 Harmonický pohyb

Pod©a [4], zvuk moºno charakterizova´ ako kaºdé pozd¨ºne mechanické vlnenie

v látkovom prostredí, ktoré je schopné vyvola´ v prijímacom orgáne sluchový

vnem. Zvuk vzniká chvením hmoty, ktorá toto chvenie predáva hmotným £as-

ticiam v prostredí. Prostredie, ktorým sa vlnenie ²íri, nazývame vodi£ zvuku.

Obvykle je to vzduch, v ktorom dochádza k zhus´ovaniu a zrie¤ovaniu £astíc,

ktoré postupujú ako zvuková vlna.

V tejto kapitole si na základe [8] de�nujeme periodický pohyb (resp. periodickú

funkciu).

De�nícia 1.1 ([8], str.578). Reálna funkcia f jednej premennej sa nazýva peri-

odickou funkciou, ak existuje také £íslo T > 0, ºe

1. θ ∈ D(f) =⇒ θ + T ∈ D(f), θ − T ∈ D(f)

2. f(θ + T ) = f(θ) pre v²etky θ ∈ D(f)

�íslo T nazývame periódou funkcie f .
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Z vlastnosti 2 vyplýva, ºe pre kaºdé prirodzené £íslo n a kaºdé θ ∈ D(f) platí:

f(θ + nT ) = f(θ − nT ) = f(θ),

a teda ak T je perióda funkcie f , potom aj nT , n ∈ N, je jej periódou. Pe-

riodická funkcia má tak nekone£ne ve©a periód, pri£om najmen²ia perióda sa

nazýva základná perióda funkcie f . Výnimkou je kon²tantná funkcia, ktorá sp¨¬a

podmienky periodickosti pod©a de�nície 1.1, ale základnú periódu nemá. Medzi

najjednoduch²ie periodické funkcie patria funkcie sin(nθ) a cos(nθ). Ich perióda

je 2π
n
a pre kaºdé £íslo θ platí:

sin(n(θ + 2kπ)) = sin(nθ)

cos(n(θ + 2kπ)) = cos(nθ),

kde k ∈ Z.

Hudba je tvorená hudobnými zvukmi - tónmi, ktoré majú pravidelný perio-

dický £asový priebeh, £ím sa hudba lí²i od hluku, vi¤. Obrázok 1 ([6]).

Obr. 1: Gra�cké znázornenie hudby a hluku. Zdroj: [6]

Pod©a [2] sa periodické pohyby, £i uº jednoduché alebo zloºitej²ie, dajú opísa´

diferenciálnymi rovnicami, av²ak rie²enie takýchto rovníc môºe by´ matematicky

komplikované. Najjednoduch²iou rovnicou popisujúcou kmitavý pohyb je lineárna

diferenciálna rovnica s kon²tantnými koe�cientami :

an
dny

dtn
+ an−1

dn−1y

dtn−1
+ ...+ a1

dy

dt
+ a0y = f(t). (1)

V rovnici (1) premenná t ozna£uje £as a y výchylku z rovnováºnej polohy.
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V hudbe a akustike bol na popis pohybu vlnenia zavedený pojem harmonický

pohyb ([1]) ako najjednoduch²í kmitavý pohyb. Takýto pohyb vzniká napríklad

pri pohybe telesa zaveseného na pruºine, gra�cky ho zobrazuje Obrázok 2.

Obr. 2: Harmonický oscilátor.

Sústava pruºina + teleso na Obrázku 2 sa nazýva harmonický oscilátor. Ak je

teleso ustálené v rovnováºnej polohe, teda výchylka y = 0, teleso sa nehýbe.

Pri vychýlení telesa z rovnováhy na¬ za£ne pôsobi´ pruºina silou tak, ºe sa bude

snaºi´ vráti´ teleso do ekvilibria. V dôsledku tejto sily vzniká kmitanie, pri£om

ymax ur£uje maximálnu moºnú výchylku telesa. Teleso tak kmitá medzi hodno-

tami ymax a −ymax, pri£om po£et kmitov za sekundu udáva frekvencia, ktorú

ozna£ujeme symbolom f a jej jednotka v sústave SI je Hertz. Doba, za ktorú sa

uskuto£ní jeden úplný kmit sa nazýva perióda pohybu T . Platí teda vz´ah:

T =
1

f
. (2)

Vychádzajúc z [1], teleso o hmotnosti m vykonáva harmonický pohyb, ak na¬

pôsobí sila F priamoúmerná výchylke y telesa z rovnováºnej polohy a orientovaná

proti výchylke. Túto závislos´ vyjadrujeme pomocou Hookovho zákona:

F = −ky, (3)

kde k ∈ R je kladná kon²tanta a znamienko mínus vyjadruje smer pôsobenia sily.
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Ak je vzdialenos´ y od ekvilibria kladná, sila pôsobiaca na teleso má záporný

smer.

Názorným príkladom kmitania v sfére hudby sú strunové nástroje. Uvaºujme

pod©a [4] strunu, ktorá je na koncoch pevne uchytená a v jej strede je gu©ô£ka

s hmotnos´ou m. Struna pri rozkmitaní vynaloºí na gu©ô£ku silu F smerom

k rovnováºnej polohe, ktorá je priamoúmerná vzdialenosti y od ekvilibria.

Obr. 3: Kmitanie struny.

Rýchlos´ kmitajúcej guli£ky pri maximálnej výchylke je nulová a naopak, pri

nulovej výchylke je maximálna. Pod©a [1] ju môºeme vyjadri´ ako deriváciu polo-

hovej súradnice guli£ky pod©a £asu: v(t) = dy
dt
. Deriváciou rýchlosti pod©a £asu

tak dostávame zrýchlenie guli£ky: a(t) = dv
dt

= d2y
dt2

. Pomocou Newtonovho zákona

silu pôsobiacu na guli£ku vyjadríme vz´ahom:

F = ma, (4)

pri£om m ur£uje hmotnos´ a a zrýchlenie guli£ky.

Spojením Hookovho a Newtonovho zákona, teda rovníc (3) a (4), dostávame

diferenciálnu rovnicu popisujúcu harmonický pohyb:

d2y

dt2
+

k

m
y = 0. (5)

Rie²ením takejto rovnice je funkcia

y(t) = A cos

√
k

m
t+B sin

√
k

m
t, (6)

kde A ∈ R a B ∈ R sú kon²tanty. Túto moºno vhodnou substitúciou A = c sin γ,
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B = c cos γ pre nejaké c ∈ R, γ ∈ R upravi´ na tvar

y(t) = c sin(
√
κt+ γ), (7)

pri£om c ur£uje ve©kos´ maximálnej výchylky v oboch smeroch, £iºe amplitúdu.

Funkcia sínus sa mení medzi krajnými hodnotami ±1, takºe výchylka y(t) sa mení

medzi krajnými hodnotami±c. Parameter γ vyjadruje posun grafu (fázový posun,

phase shift) a
√
κ =

√
k
m

ur£uje uhlovú rýchlos´ (uhlovú frekvenciu, angular

frequency). Po uplynutí jednej periódy T sa musí £astica vráti´ do vychádzajúcej

polohy. Z toho vyplýva, ºe

y(t) = y(t+ T ), pre v²etky t ∈ R. (8)

Vychádzajúc z [1] poloºme pre jednoduchos´ v rovnici (7) γ = 0. Z uvedenej

podmienky dostávame

c sin(
√
κt) = c sin(

√
κ(t+ T )).

Funkcia sínus má periódu 2π radiánov, predchádzajúca rovnica teda dáva

√
κt+ 2π =

√
κ(t+ T )

a odtia©
√
κ =

2π

T
= 2πf.

Ke¤ºe rie²ením diferenciálnej rovnice (5) je rovnica (7), ²írenie zvuku popisu-

jeme pomocou sínusovej vlny. Grafom výchylky harmonického pohybu v závislosti

od £asu je teda sínusoida ([4]).
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1.2 Superpozícia

�udské ucho pri po£úvaní zvukov dokáºe rozlí²i´ "£istotu tónu". Vychádzajúc

z [2], pod "£istým tónom" rozumieme zvuk jednej jedinej frekvencie, teda taký,

ktorého priebeh je £iste harmonický. V reálnom svete v²ak takéto tóny neexistujú.

Zvuk, ktorý zachytí na²e ucho, je sumou viacerých v¨n s rôznymi frekvenciami

a amplitúdami ([4]). Tóny majú ale vºdy periodický, aj ke¤ komplikovaný a

nie harmonický priebeh, na rozdiel od ²umov, ktorých priebeh je nepravidelný.

Pri skladaní v¨n, ktoré prechádzajú tým istým bodom priestoru, alebo postupujú

rovnakým smerom, s rovnakými frekvenciami, ale v²eobecne s odli²nými fázami,

nastáva interferencia, ktorá sa prejavuje zosilnením alebo zoslabením intenzity

vo výslednom vlnení ([2]). Zloºitej²ie prípady skladania v¨n vznikajú pri vlnách

rôznych frekvencií. V miestach, kde sa vlnenia prekrývajú, sa môºu vzájomne

ovplyv¬ova´, ale následne postupujú ¤alej, akoby sa ²írili samostatne ([9]).

Predpokladajme pod©a [1], ºe v tej istej strune prechádzajú sú£asne dve vlny.

Výchylky telesa (resp. pevného bodu) pri priebehu prvej vlny ozna£me y1(t)

a pri priebehu druhej vlny y2(t). Pri prekrytí oboch v¨n sa výchylky algebraicky

s£ítajú a vytvárajú jednu výslednú vlnu, ktorej výchylky sú ur£ené vz´ahom

y(t) = y1(t) + y2(t). (9)

Obr. 4: Séria ²tyroch snímkov dvoch proti sebe sa ²íriacich vlnení. V mieste, kde

sa vlnenia prekrývajú, vyuºijeme princíp superpozície. Zdroj: [9], str.3.

Na Obrázku 4 vidíme, ºe v £ase t3 je výchylka rovná sú£tu okamºitých výchyliek
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oboch vlnení. V prípade spojitých vlnení, ktoré sa v prostredí prekrývajú, môºeme

pozorova´ výsledné vlnenie. Tvar výslednej vlny závisí od druhu vlnení, ktoré sa

prekrývajú.

Veta 1.2 ([8], str.580). Nech sú funkcie f a g periodické s periódou T . Potom sú

periodické s periódou T aj funkcie f + g, f.g, f/g a fn, n ∈ N.

Dôkaz. Ak sú funkcie f a g periodické s periódou T , t.j. pre kaºdé £íslo θ platí

f(θ + T ) = f(θ), g(θ + T ) = g(θ), potom

• f(θ + T ) + g(θ + T ) = f(θ) + g(θ)

• f(θ + T ).g(θ + T ) = f(θ).g(θ)

• f(θ+T )
g(θ+T )

= f(θ)
g(θ)

pre v²etky θ, také ºe g(θ) ̸= 0

• fn(θ + T ) = fn(θ),

a teda funkcie f + g, f.g, f/g a fn sú periodické s periódou T.

Tvrdenie 1.3 ([8], str.580). Sú£et kone£ného po£tu periodických funkcií s perió-

dou T je takisto periodická funkcia s tou istou periódou T.

0 5 10 15 20 25
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5
sin(x)
3*sin(x+1)
sin(x)+3*sin(x+1)

Obr. 5: Interferencia vlnení s rôznymi amplitúdami a fázou, ale s rovnakou

frekvenciou.
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Na základe Vety 1.2 teda vieme, ºe pri skladaní harmonických v¨n s rovnakou

periódou (resp. rovnakou frekvenciou), bude výsledným vlnením opä´ harmo-

nické vlnenie s rovnakou periódou (resp. frekvenciou). Na Obrázku 5 pozorujeme

skladanie dvoch harmonických vlnení s rôznymi amplitúdami a fázou, pri£om ich

frekvencia je rovnaká. Výsledné vlnenie je opä´ harmonické s rovnakou frekven-

ciou, ale s amplitúdou vä£²iou ako je amplitúda jednotlivých vlnení. Vo v²eobec-

nosti platí, ºe pri skladaní tohto typu v¨n môºe by´ amplitúda výsledného vlnenia

vä£²ia i men²ia ako amplitúda po£iato£ných vlnení. Ak je amplitúda výsledného

vlnenia sú£tom amplitúd jednotlivých vlnení, hovoríme o interferen£nom zosil-

není a ak je rozdielom amplitúd jednotlivých vlnení, hovoríme interferen£nom

zoslabení ([4]).

Obr. 6: Superpozícia dvoch harmonických v¨n s rovnakou amplitúdou, ale

s rôznymi frekvenciami ([9]).

Obrázok 6 znázor¬uje situáciu skladania dvoch v¨n s rovnakou amplitúdou, pri£om

v²ak s odli²nými frekvenciami. Výsledné vlnenie uº nie je harmonické, ale zostáva

periodické. Pri skladaní tohto druhu v¨n môºeme v ²peciálnych prípadoch po-

zorova´ jav nazývaný "beat". Beat vzniká interakciou medzi dvoma zvukovými

vlnami, ktoré majú mierne odli²nú frekvenciu. Vnímame ho ako periodickú zmenu

hlasitosti. Hlasitos´ mení striedavo svoju intenzitu tak, ako sa mení výchylka vl-

nenia, t.j. £ím je výchylka vä£²ia, tým je hlasitos´ silnej²ia. Pri vzájomnom pri-

bliºovaní frekvencií (napr. pri ladení hudobných nástrojov) sa vibrácia hlasitosti

spoma©uje, aº pri ich úplnej zhode napokon zanikne. Tóny tak nadobudnú súlad

([4]). Tento jav môºeme pozorova´ na Obrázku 7:
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Obr. 7: Superpozícia dvoch v¨n s mierne odli²nou frekvenciou.

Obrázok 7 znázor¬uje superpozíciu y = sin(12t) + sin(10t) = 2 sin(11t) cos(t)

([4]).

Jav moºno demon²trova´ na jednoduchom prípade, kde amplitúdy oboch sínuso -

vých v¨n sú jednotkové. Sú£et týchto v¨n, sin(2πf1t) + sin(2πf2t), má po úprave

na sú£in tvar: 2 cos
(
2π f1−f2

2
t
)
sin
(
2π f1+f2

2
t
)
, pri£om f1 ∈ R (resp. f2 ∈ R) ur£uje

frekvenciu prvého (resp. druhého) vlnenia. Ak frekvencie dvoch sínusových vl-

není sú dos´ blízko (rozdiel nieko©ko Hertzov), frekvencia kosínusového faktora

na pravej strane rovnice, rovná f1−f2
2

, je £asto ve©mi malá na to, aby sme ju vní-

mali ako tón. Dôsledkom toho je, ºe kosínus ur£uje amplitúdu sínusového vlnenia.

Ako vidíme na obrázku, kosínus "zaoba©uje"sínusové vlnenie, ktorého frekvencia,
f1+f2

2
, je priemerom frekvencií oboch sínusových vlnení.

Pri zahrnutí fázového posunu a amplitúdy by vy²²ie uvedený sú£et vlnení vyzeral

takto:

c sin(2πf1t+ α) + c sin(2πf2t+ β)

=

2c sin

(
2π

f1 + f2
2

t+
1

2
(α+ β)

)
cos

(
2π

f1 − f2
2

t+
1

2
(α− β)

)
,

kde α ∈ R a β ∈ R predstavujú fázové posuny vlnení.

Pri uváºení rovnice (6) a toho, ºe pri brnknutí na strunu je výsledkom perio-

dické vlnenie, ktoré je sumou viacerých v¨n s rôznymi amplitúdami a frekvenciami,
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môºeme, pod©a [4], vo v²eobecnosti napísa´ rovnicu pohybu bodu na strune ako

y =
∞∑
n=1

(
An cos(n

√
k

m
t) +Bn sin(n

√
k

m
t)

)
. (10)

Amplitúdy vlnenia závisia aj od toho, akým spôsobom je struna rozozvu£ená.

Napríklad pri rozozvu£ení struny kladivkom (klavír) vzniknú iné amplitúdy vl-

nenia ako pri rozovu£ení struny brnknutím (gitara) ([4]). Takisto je dôleºité uve-

domi´ si, ºe tón, ktorý v skuto£nosti vzniká, obsahuje aj viacero vy²²ích har-

monických frekvencií. Pomer zastúpenia vy²²ích harmonických frekvencií nám

umoº¬uje rozoznáva´ farbu tónu rôznych hudobných nástrojov ([6]).

Obr. 8: Tóny rovnakej frekvencie zahrané na klavíri a klarinete [6].

Na Obrázku 8 vidíme, ºe tón zahraný na klarinete obsahuje viac vy²²ích harmo-

nických frekvencií ako tón s rovnakou frekvenciou zahraný na klavíri.

1.3 Tlmený harmonický pohyb

Ak na systém, v ktorom sú kmity opísané rovnicou (7), nepôsobí nijaká vonkaj²ia

sila, systém môºe vykonáva´ kmity nekone£ne dlho ([2]). V reálnom svete je kmi-

tanie obvykle tlmené, pretoºe v ¬om existujú trecie sily alebo iný odpor pôsobiaci

proti pohybu. Tieto sily postupne menia mechanickú energiu na teplo a pohyb

ustáva ([1]). Po rozozvu£ení struny môºeme zrete©ne po£u´, ako intenzita zvuku

postupne klesá, aº zvuk úplne zanikne.
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Vychádzajúc z [2], sila spôsobujúca útlm pri malých výchylkách, je úmerná

rýchlosti, t.j.

Futlmu = −µv,

kde kon²tanta µ sa nazýva koe�cient útlmu a v je rýchlos´ harmonického pohybu.

Rovnicu (3) teda môºeme upravi´ na tvar

F = −ky − µv = −ky − µ
dy

dt
.

S pouºitím Newtonovho zákona, ktorý predstavuje rovnica (4), dostávame dife-

renciálnu rovnicu popisujúcu tlmený harmonický pohyb v tvare

m
d2y

dt2
+ µ

dy

dt
+ ky = 0. (11)

Rie²enie diferenciálnej rovnice tohto typu uº neh©adáme v tvare trigonometric-

kých funkcií, ale v tvare y = eαt, pri£om vyuºijeme Eulerovu formulu z [2]

eiα = cosα+ i sinα.

Aby y bolo rie²ením diferenciálnej rovnice (11), musí by´ α rie²ením pomocnej

rovnice pod©a [3, 4]:

mY 2 + µY + k = 0.

Rie²enie diferenciálnej rovnice (11) teda závisí od diskriminantu pomocnej rovnice:

D = µ2 − 4mk.

• Ak D > 0, potom α = −µ+
√
D

2m
, β = −µ−

√
D

2m
a rie²ením diferenciálnej rovnice

je:

y = Ae
−µ+

√
Dt

2m +Be
−µ−

√
Dt

2m . (12)
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• Ak D = 0, t.j. α = β, rie²enie diferenciálnej rovnice má tvar:

y = Ae
−µ+

√
Dt

2m +Bte
−µ+

√
Dt

2m . (13)

• Ak D < 0, potom α = −µ+i
√
−D

2m
, β = −µ−i

√
−D

2m
, kde i =

√
−1.

Rie²ením diferenciálnej rovnice je

y = e
−µt
2m

(
Ae

it
√

−D
2m +Be

−it
√
−D

2m

)
.

Pouºitím uº spomínanej Eulerovej formuly dostávame

y = e
−µt
2m

(
(A+B) cos(

t
√
−D

2m
) + i(A−B) sin(

t
√
−D

2m
)

)
.

Po substitúcii A′ = i(A − B), B′ = (A + B) vyzerá rie²enie danej diferen-

ciálnej rovnice teda takto:

y = e
−µt
2m

(
A′ sin(

t
√
−D

2m
) +B′ cos(

t
√
−D

2m
)

)
. (14)

Príklad 1. Na kmitajúcu gitarovú strunu, ktorej pohyb je opísaný diferenciálnou

rovnicou
1

2

d2y

dt2
+

101

200
y = 0

pôsobí tlmiaca sila Fu = − 1
10
v. Aké je rie²enie diferenciálnej rovnice, ktorá tento

útlm:

• neobsahuje,

• obsahuje?

Budeme uvaºova´ za£iato£né podmienky: y(0) = 1, dy
dt
(0) = 9

10
.

Rie²enie

• Uvaºujme najskôr kmitanie struny bez pôsobenia tlmiacej sily Fu. Aby y

bolo rie²ením diferenciálnej rovnice 1
2
d2y
dt2

+ 101
200

y = 0, musí by´ α rie²ením

pomocnej rovnice
1

2
α2 +

101

200
= 0.
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�ahko vyjadríme, ºe α1,2 = ±i
√

101
100

a rie²enie bude ma´ pod©a rovnice (14)

tvar:

y(t) = A cos

√
101

100
t+B sin

√
101

100
t.

Potrebujeme dopo£íta´ kon²tanty A a B zo za£iato£ných podmienok, preto

si vyjadríme prvú deriváciu y pod©a £asu:

dy

dt
= −A sin

√
101

100
t+B cos

√
101

100
t.

Po dosadení t=0 do oboch rovníc ©ahko dopo£ítame obe kon²tanty. Dostá-

vame A = 1, B = 9
10

a rie²enie vo výslednom tvare

y(t) = cos

√
101

100
t+

9

10
sin

√
101

100
t.

• Teraz do diferenciálnej rovnice pridáme aj útlm. Vieme, ºe platí: v = dy
dt
,

teda po zahrnutí tlmiacej sily dostávame rovnicu:

1

2

d2y

dt2
+

1

10

dy

dt
+

101

200
y = 0.

Z pomocnej rovnice
1

2
α2 +

1

10
α+

101

200
= 0

vyjadríme α1,2 = − 1
10
± i, rie²enie diferenciálnej rovnice bude ma´ teda tvar

e−
1
10

t (A cos t+B sin t) .

Podobne ako v predo²lom prípade vyjadríme kon²tanty A a B zo za£ia-

to£ných podmienok a dostávame A = 1, B = 1, pri£om rie²enie má tvar:

e−
1
10

t (cos t+ sin t) .

• Obe rie²enia si ukáºeme gra�cky na nasledujúcom obrázku:
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Obr. 9: Tlmený a netlmený harmonický pohyb.

Obrázok 9 znázor¬uje výchylku struny v £ase t. Vidíme, ºe táto výchylka sa

v prípade tlmeného harmonického pohybu postupne zmen²uje, t.j. kmitanie

slabne aº sa nakoniec struna ustáli vo svojej rovnováºnej polohe. V prípade

netlmeného harmonického pohybu sa amplitúda v £ase nemení.

1.4 Vynútený harmonický pohyb

Ke¤ºe reálne kmitanie je vºdy tlmené, je zrejmé, ºe ak tieto kmity nebudeme ob-

novova´, po ur£itom £ase zaniknú. Pokia© chceme kmitanie telesa udrºa´, musíme

dop¨¬a´ energiu, ktorú teleso pri kmitaní stráca. Toto moºno pod©a [2] urobi´

napríklad tak, ºe budeme na teleso zavesené na pruºine pôsobi´ periodicky sa me-

niacou silou. Periodickým pôsobením sily vzniká vynútené kmitanie, ktoré uº ale

nie je vo©ným kmitaním, pretoºe na teleso pôsobí vonkaj²ia sila. Od tejto sily

vo ve©kej miere závisí charakter kmitov, ktoré takýto systém popisuje, na rozdiel

od vlastných - vo©ných kmitov, kde sme brali do úvahy len vlastnosti samot-

nej kmitajúcej sústavy. Na základe [2] tak môºeme poveda´, ºe vynútené kmity

sú kmity, ktoré prebiehajú pod vplyvom vonkaj²ích periodických síl pôsobiacich

nezávisle od vlastných kmitov systému. Ke¤ sa frekvencia vynúteného kmitania

rovná frekvencii vlastných kmitov, nastáva jav, ktorý nazývame rezonancia.
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Vynútený harmonický pohyb spôsobuje vznik zvuku vo vä£²ine hudobných

nástrojov a diferenciálna rovnica popisujúca tento pohyb má tvar:

m
d2y

dt2
+ µ

dy

dt
+ ky = f(t),

kde f(t) predstavuje externú silu.
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2 Fourierove rady

Otázkou, ako môºe struna vibrova´ s viacerými rôznymi frekvenciami v tom is-

tom £ase, sa zaoberalo viacero matematikov a hudobníkov uº v 17. a 18. storo£í.

Medzi ©udí, ktorí sa snaºili nájs´ odpove¤ na túto otázku, patria francúzski

matematici Marin Mersenne a Jean-le-Rond d'Alembert, ²vaj£iarski matema-

tici Daniel Bernoulli a Leonhard Euler, rodina Johanna Sebastiana Bacha a

v neposlednom rade francúzsky matematik Jean Baptiste Joseph Fourier ([4]).

Trigonometrickými radmi sa v histórii po prvýkrát zaoberal v 17. storo£í I. New-

ton, ktorý sa pomocou týchto radov pokú²al vyrie²i´ úlohu kvadratúry. Sku-

to£ný záujem o trigonometrické rady v²ak vyvolal v 18. storo£í D. Bernoulli,

ktorý na²iel rie²enie úlohy kmitania struny v tvare trigonometrického radu. Av²ak

nevedel nájs´ metódu, ako ur£i´ koe�cienty tohto radu. Vznikol tieº problém

týkajúci sa moºnosti rozvoja funkcií do trigonometrického radu, ktorý vyvoval

ostré spory medzi matematikmi prameniace najmä z vtedaj²ích nevyjasnených

pojmov nekone£ného radu a funkcie ([7]). Francúzsky fyzik a matematik Jean

Baptiste Joseph Baron de Fourier (1768 - 1830) vypracoval ve©mi uºito£nú a

elegantnú matematickú techniku na analýzu fyzikálnych a matematických pro-

blémov, v ktorých sa uplat¬ujú periodické deje, ako napríklad analýza akustic-

kých, mechanických a elektrických kmitov, pri kruhových pohyboch alebo v teórii

pruºnosti. Ukázal, ºe kaºdú funkciu f(θ), ktorá je periodická s periódou T , moºno

rozloºi´ na sú£et harmonických funkcií. Tieto harmonické funkcie vytvárajú rad,

ktorý sa nazýva trigonometrickým radom alebo Fourierovým radom([2]):

f(θ) =
1

2
a0 +

∞∑
n=1

(an cos(nθ) + bn sin(nθ)) (15)

Funkcionálny rad tvaru (15) nazývame trigonometrickým radom s periódou 2π,

pri£om £ísla a0,a1,...,an,...,b1,...,bn,... nazývame koe�cientmi tohto trigonometric-

kého radu ([4]). Ke¤ºe funkcie sínus a kosínus sú periodickými funkciami, vieme

na základe Vety 1.2, ºe sú£et trigonometrického radu (15) je takisto periodická

funkcia.
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2.1 Fourierove koe�cienty

Fourier predstavil my²lienku, ºe kaºdú periodickú funkciu f(θ), a teda aj zvukové

vlnenia v hudbe, moºno rozloºi´ na trigonometrický rad (15). V tejto £asti si preto

na základe [4] vyjadríme koe�cienty Fourierovho radu pre spojité periodické vl-

nenie (funkciu) s periódou 2π, ku ktorému existuje trigonometrický rad, ktorý

rovnomerne konverguje na intervale < 0, 2π > k tomuto vlneniu (funkcii). Platí

teda:

f(θ) =
1

2
a0 +

∞∑
n=1

(an cos(nθ) + bn sin(nθ)) pre θ ∈< 0, 2π > (16)

Skôr ako prejdeme k vyjadreniu koe�cientov tohto radu, uvedieme na základe [4]

nieko©ko vz´ahov:

Nech m ≥ 0, n ≥ 0, potom∫ 2π

0

cos(kθ)dθ = 0,

∫ 2π

0

sin(kθ)dθ = 0 k ∈ N (17)

∫ 2π

0

cos(mθ) sin(nθ)dθ = 0 (18)

∫ 2π

0

cos(mθ) cos(nθ)dθ =


2π ak m = n = 0

π ak m = n > 0

0 inak

(19)

∫ 2π

0

sin(mθ) sin(nθ)dθ =

π ak m = n > 0

0 inak
(20)

V dôsledku rovnomernej konvergencie trigonometrického radu môºeme rad (16)

integrova´ £len po £lene na intervale < 0, 2π > :∫ 2π

0

f(θ)dθ =
a0
2

∫ 2π

0

dθ +
∞∑
n=1

(
an

∫ 2π

0

cos(nθ)dθ + bn

∫ 2π

0

sin(nθ)dθ

)
.

Na základe vz´ahov (17) sú integrály pravej strany rovnice, okrem prvého, rovné

nule. Z toho po úprave dostávame vz´ah pre výpo£et koe�cientu a0:

a0 =
1

π

∫ 2π

0

f(θ)dθ (21)
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Aby sme vyjadrili koe�cienty am, vynásobíme obe strany rovnice (16) funkciou

cos(mθ), m > 0, a opä´ integrujeme na intervale < 0, 2π >:∫ 2π

0

cos(mθ)f(θ)dθ =

∫ 2π

0

cos(mθ)

(
1

2
a0 +

∞∑
n=1

(an cos(nθ) + bn sin(nθ))

)
dθ =

=
a0
2

∫ 2π

0

cos(mθ)dθ+
∞∑
n=1

(
an

∫ 2π

0

cos(mθ) cos(nθ)dθ + bn

∫ 2π

0

cos(mθ) sin(nθ)dθ

)
.

V dôsledku vz´ahov (18), (19) po úprave dostávame:∫ 2π

0

cos(mθ)f(θ)dθ = πam,

z £oho vyjadríme vzorec na výpo£et koe�cientov am:

am =
1

π

∫ 2π

0

cos(mθ)f(θ)dθ m = 1, 2, .... (22)

Pri vyjadrení koe�cientov bm vynásobíme rovnos´ (16) funkciou sin(mθ) a budeme

postupova´ podobne ako v predchádzajúcom prípade. Po integrovaní a uváºení

vz´ahov (18), (20) dostávame vzorec na výpo£et koe�cientov bm:

bm =
1

π

∫ 2π

0

sin(mθ)f(θ)dθ m = 1, 2, ..... (23)

Vz´ahy (21), (22) a (23) pre a0, am a bm (resp. an a bn) nazývame Fourierove

vzorce a trigonometrický rad vyjadrený pomocou Fourierových vzorcov nazývame

Fourierovým radom funkcie f(θ).

Treba pripomenú´, ºe Fourierov rad funkcie f(θ) môºme robi´ na ©ubovo©nom

intervale d¨ºky 2π, teda na ©ubovo©nom intervale < a, a+2π >, kde a ∈ R. �asto

je vhodnej²ie pouºi´ interval < −π, π >.
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2.2 Podmienky konvergencie

V predchádzajúcej £asti sme vyjadrili vz´ah na výpo£et koe�cientov Fourierovho

radu funkcie f(θ). Vo v²eobecnosti v²ak neplatí, ºe ak pomocou vz´ahov (21), (22)

a (23) vyjadríme koe�cienty an a bn, pravá strana rovnice (15) bude konvergova´

k funkcii f(θ). Platí to len pre funkcie sp¨¬ajúce ur£ité podmienky. V tejto stati

vy²etríme, aké vlastnosti musí ma´ funkcia f(θ), aby jej zodpovedajúci Fourierov

rad konvergoval a jeho sú£et sa v daných bodoch rovnal danej funkcii.

De�nícia 2.1 ([5], str.29). Funkcia f : R → R sa nazýva po £astiach spojitá, ak

má na ©ubovo©nom ohrani£enom intervale < a, b >, a ∈ R, b ∈ R, najviac kone£ne

ve©a bodov nespojitosti, ktoré sú 1.druhu. To znamená, ºe ak x0 ∈< a, b > je

bod nespojitosti funkcie f , tak limity limx→x0+ f(x) a limx→x0− f(x) existujú a sú

vlastné.

Ak x0 je koncovým bodom intervalu, ºiadame prirodzene existenciu len jednej

z obidvoch limít.

De�nícia 2.2 ([7], str.267). Funkcia f : R → R sa nazýva po £astiach spojite

diferencovate©ná, ak je po £astiach spojitá, na ©ubovo©nom ohrani£enom intervale

< a, b >, a ∈ R, b ∈ R, má najviac kone£ne ve©a bodov x0i, i = 1, 2, ..., n,

n ∈ N, v ktorých nie je diferencovate©ná a v kaºdom z nich existujú vlastné limity

limx→x0i+
f ′(x) a limx→x0i−

f ′(x).

Veta 2.3 ([8], str.604). Ak periodická funkcia f s periódou 2L je po £astiach

spojite diferencovate©ná na intervale periodicity < a, a + 2L >, a ∈ R, tak jej

Fourierov rad je konvergentný na intervale (−∞,∞) a pre jeho sú£et S platí:

1.S(t) = f(t), ak v bode t je funkcia f spojitá

2.S(t) =
1

2

(
lim
x→t+

f(x) + lim
x→t−

f(x)

)
, ak t je bod nespojitosti funkcie f .

(24)

Veta 2.3 hovorí, ºe posta£ujúcou podmienkou na to, aby Fourierov rad pe-

riodickej funkcie bol konvergentný na intervale (−∞,∞), je spojitá diferenco-

vate©nos´ tejto funkcie po £astiach na intervale periodicity. Sú£et radu sa rovná

v bodoch spojitosti hodnote funkcie v tomto bode, v bode nespojitosti aritmetic-

kému priemeru jej limity z©ava a limity sprava v tomto bode.
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Druhým základným kritériom konvergencie Fourierovho radu je Dirichletovo

kritérium ([8]). Hovoríme, ºe funkcia f sp¨¬a na intervale < a, b > Dirichletove

podmienky, ak

1. je na intervale < a, b > po £astiach spojitá,

2. na intervale < a, b > má iba kone£ný po£et ostrých lokálnych extrémov.

Veta 2.4 ([8], str.604). [Dirichletova veta] Ak periodická funkcia f s periódou

2L sp¨¬a na intervale periodicity Dirichletove podmienky, tak jej Fourierov rad je

konvergentný na intervale (−∞,∞) a pre jeho sú£et S platí:

1.S(t) = f(t), ak funkcia f je v bode t spojitá

2.S(t) =
1

2

(
lim
x→t+

f(x) + lim
x→t−

f(x)

)
, ak t je bod nespojitosti funkcie f .

(25)

Dirichletova veta hovorí, ºe rovnosti (24) z vety 2.3 platia aj vtedy, ak funkcia

f sp¨¬a na intervale periodicity Dirichletove podmienky.

Ak je funkcia f v bode t spojitá, tak limx→t+ f(x) = limx→t− f(x) = f(t),

a teda
1

2

(
lim
x→t+

f(x) + lim
x→t−

f(x)

)
= f(t).

Preto rovnosti (24) môºeme nahradi´ jednou rovnos´ou

S(t) =
1

2

(
lim
x→t+

f(x) + lim
x→t−

f(x)

)
t ∈ (−∞,∞).

To znamená, ak sú splnené predpoklady vety 2.3 a vety 2.4 pre funkciu f s peri-

ódou 2π, tak pre kaºdé t ∈ (−∞,∞) platí

1

2

(
lim
x→t+

f(x) + lim
x→t−

f(x)

)
=

1

2
a0 +

∞∑
n=1

(an cos(nt) + bn sin(nt)), (26)

kde a0, an, bn, n ∈ N sú Fourierove koe�cienty funkcie f .

Ak Fourierov rad periodickej funkcie f s periódou 2L konverguje na intervale

(−∞,∞) tak, ºe pre kaºdé t ∈ (−∞,∞) platí rovnos´ (26), budeme hovori´,

ºe funkcia f sa dá rozvinú´ do Fourierovho radu alebo ºe sa dá vyjadri´ svojím

Fourierovým radom ([8]).
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2.3 Periodické funkcie s periódou 2L

V tejto kapitole si pod©a [8] ukáºeme vz´ahy pre koe�cienty Fourierovho radu

v prípade periodických funkcií s periódou 2L. Pre v²etky θ ∈ D(f) periodickej

funkcie s periódou 2L platí:

f(θ + 2L) = f(θ).

Po substitúcii θ = Lt
π
dostávame:

f(θ) = f

(
Lt

π

)
= φ(t),

pri£om pre funkciu φ platí

φ(t+ 2π) = f

(
L(t+ 2π)

π

)
= f

(
Lt

π
+ 2L

)
= f

(
Lt

π

)
= φ(t),

z £oho vidíme, ºe funkcia φ je periodická s periódou 2π. Jej Fourierov rad má

teda tvar:

φ(t) =
1

2
a0 +

∞∑
n=1

(an cos(nt) + bn sin(nt)).

Fourierov rad pôvodnej funkcie f(θ) môºeme pomocou spätnej substitúcie t = πx
L

vyjadri´ ako:

f(θ) =
1

2
a0 +

∞∑
n=1

(
an cos(

πnθ

L
) + bn sin(

πnθ

L
)

)
, (27)

pri£om Fourierove koe�cienty funkcie f(θ) dostaneme v tvare:

an =
1

π

∫ 2π

0

cos(nt)φ(t)dt =
1

L

∫ 2L

0

cos(
πnθ

L
)f(θ)dθ, (28)

bn =
1

π

∫ 2π

0

sin(nt)φ(t)dt =
1

L

∫ 2L

0

sin(
πnθ

L
)f(θ)dθ. (29)

V praxi sa £asto pouºíva substitúcia F (t) = f(2πνt) = f(θ), kde ν = 1
T
Hz je
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frekvencia vyjadrená pomocou periódy T sekúnd a Fourierov rad funkcie F (t) má

tvar

F (t) =
1

2
a0 +

∞∑
n=1

(an cos(2nπνt) + bn sin(2nπνt)) .

Pre integrovate©nú periodickú funkciu s periódou 2L takisto platí, ºe jej Fourierove

koe�cienty an a bn sú pre v²etky intervaly d¨ºky 2L rovnaké, a teda takáto funkcia

má aj Fourierove rady pre v²etky intervaly d¨ºky 2L rovnaké.

Veta 2.5 ([8], str.581). Nech je periodická funkcia f s periódou 2L integrovate©ná

na intervale < a, a + 2L >, kde a ∈ R. Potom je integrovate©ná aj na kaºdom

intervale < b, b+ 2L >, kde b ∈ R a platí:∫ a+2L

a

f(θ)dθ =

∫ b+2L

b

f(θ)dθ.

Dôkaz. ([8]). Nech je funkcia f periodická s periódou 2L a integrovate©ná na in-

tervale < a, a+ 2L > a nech b je ©ubovo©né reálne £íslo. Je zrejmé (vi¤ Obrázok

10), ºe existuje také celé £íslo k, ºe

a+ k2L ∈< b, b+ 2L > .

Obr. 10: Znázornenie polohy bodu a+ k2L.

Ke¤ºe f je periodická funkcia s periódou 2L, platí∫ a+2L

a

f(θ)dθ =

∫ a+2L

a

f(θ + k2L)dθ pre k ∈ Z. (30)

Ak na integrál na pravej strane tejto rovnosti pouºijeme substitúciu θ+ k2L = x
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a vety o vlastnostiach ur£itého integrálu, dostaneme∫ a+2L

a

f(θ + k2L)dθ =

∫ a+(k+1)2L

a+k2L

f(x)dx =

∫ b+2L

a+k2L

f(x)dx+

∫ a+(k+1)2L

b+2L

f(x)dx

(31)

Ale ∫ a+(k+1)2L

b+2L

f(x)dx =

∫ a+(k+1)2L

b+2L

f(x− 2L)dx =

∫ a+k2L

b

f(θ)dθ

a teda∫ b+2L

a+k2L

f(x)dx+

∫ a+(k+1)2L

b+2L

f(x)dx =

∫ b+2L

a+k2L

f(x)dx+

∫ a+k2L

b

f(θ)dθ =

∫ b+2L

b

f(θ)dθ

Z tohto a z rovností (30) a (31) vyplýva, ºe∫ a+2L

a

f(θ)dθ =

∫ b+2L

b

f(θ)dθ,

£o sme mali dokáza´.

2.4 Párne a nepárne funkcie

Túto kapitolu zameriame na Fourierove rady funkcií, ktoré sú párne alebo nepárne.

Ukáºeme si, pod©a [4], ako sa tento rad zjednodu²í.

Funkciu nazývame párnou, ak pre v²etky θ ∈ D(f) platí: f(−θ) = f(θ)

a nepárnou, ak f(−θ) = −f(θ). Príkladom párnej funkcie je funkcia kosínus

a nepárnou funkciou je napríklad funkcia sínus. Ak je funkcia f(θ) aj párna aj

nepárna, potom pre v²etky θ ∈ D(f): f(θ) = 0, pretoºe musí plati´: f(θ) =

f(−θ) = −f(θ). V prípade párnych funkcií platí pre v²etky a > 0∫ a

−a

f(θ)dθ = 2

∫ a

0

f(θ)dθ
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a pre nepárne funkcie platí vz´ah∫ a

−a

f(θ)dθ = 0.

Ak je teda funkcia f(θ) párna a periodická s periódou 2π, sin(nθ)f(θ) je nepárna

funkcia a cos(nθ)f(θ) je párna funkcia. Pre Fourierove koe�cienty bn tak dostá-

vame

bn =
1

π

∫ π

−π

sin(nθ)f(θ)dθ = 0,

pri£om vz´ah pre výpo£et koe�cientov an moºno upravi´ na tvar

an =
1

π

∫ π

−π

cos(nθ)f(θ)dθ =
2

π

∫ π

0

cos(nθ)f(θ)dθ.

Podobne v prípade nepárnej funkcie f(θ), ktorá je periodická s periódou 2π, je

funkcia cos(nθ)f(θ) nepárna a funkcia sin(nθ)f(θ) párna. Fourierove koe�cienty

an sú rovné nule:

an =
1

π

∫ π

−π

cos(nθ)f(θ)dθ = 0

a koe�cienty bn vyjadrujeme vz´ahom

bn =
1

π

∫ π

−π

sin(nθ)f(θ)dθ =
2

π

∫ π

0

sin(nθ)f(θ)dθ.

Kaºdú funkciu f(θ) vieme zapísa´ ako sú£et jej párnej zloºky a nepárnej zloºky

v tvare

f(θ) =
f(θ) + f(−θ)

2
+

f(θ)− f(−θ)

2
. (32)

Ukáºeme si, ºe rovnica (32) je jediným spôsobom, ako moºno funkciu f(θ) rozloºi´

na sumu párnej a nepárnej funkcie.

Nech teda platí, ºe funkciu f(θ)môºeme napísa´ v tvaroch f(θ) = g1(θ)+h1(θ)

a f(θ) = g2(θ) + h2(θ), pri£om g1 a g2 sú párne a h1 a h2 sú nepárne funkcie.

28



Z rovnosti g1+h1 = g2+h2 dostávame g1− g2 = h2−h1, kde ©avá strana rovnice

je párnou funkciou a pravá strana nepárnou funkciou. Obe strany teda musia by´

nulové, £o znamená, ºe musí plati´ g1 = g2 a h1 = h2.
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3 Vlnová rovnica struny

S vývojom £loveka sa vyvýja aj hudba, vznikajú nové hudobné ²týly, nové hu-

dobné nástroje a nové moºnosti ich vyuºitia. Dnes hudba zah¯¬a naozaj ²iroké

spektrum farieb a zvukov, rôznorodé hudobné ºánre £i hudobné nástroje. Et-

nomuzikológovia rozde©ujú hudobné nástroja do piatich hlavných kategórií, ktoré

tieº vyhovujú matematickým popisom zvuku, ktoré tieto nástroje produkujú ([4]).

Týmito kategóriami sú:

1. Idiofóny : zvuk je vytváraný vibrovaním hmoty, z ktorej je nástroj vy-

robený. Tieto nástroje sa nazývajú aj samoznejúce, pretoºe tóny alebo

zvuky vznikajú chvením nástroja ako takého. Patria sem napríklad zvonkohry,

triangel, xylofón, zvon alebo tamburína.

2. Membránofóny : zvuk vzniká chvením napnutej blany, preto ich tieº nazý-

vame aj blanozvu£né nástroje a zara¤ujeme sem napríklad bubny, kazoo

alebo tympany.

3. Chordofóny : zvuk je produkovaný vibrovaním jednej alebo viacerých strún.

Nazývame ich strunozvu£né a radíme sem napríklad husle, gitaru alebo

klavír.

4. Aerofóny : nazývané tieº vzduchozvu£né hudobné nástroje, pretoºe zvuk

sa v nich tvorí chvením vzduchového st¨pca v trubici. Táto kategória za-

h¯¬a napríklad �autu, klarinet, trúbku £i organ.

5. Elektrofóny : hudobné nástroje, ktorých zvuk je vytváraný elektricky. Patrí

sem elektrická gitara alebo elektrické piano.

Kaºdá z uvedených kategórii hudobných nástrojov je ²peci�cká v spôsobe, akým je

zvuk tvorený. Rôznorodos´ jednotlivých nástrojov vieme odlí²i´ nielen zmyslami,

ale aj matematickým popisom systému tvorby tónu. V tejto kapitole sa zameriame

na skupinu strunozvu£ných nástrojov - chordofóny a pod©a [4] si odvodíme vlnovú

rovnicu struny a jej rie²enie.
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3.1 Odvodenie vlnovej rovnice struny

V nasledujúcej stati budeme pod©a [4] uvaºova´ kmitanie ideálnej struny, ktorá

je na oboch koncoch pevne uchytená. Rovnicu, ktorá popisuje kmitanie struny,

budeme nazýva´ vlnová rovnica. Táto rovnica predpokladá, ºe sklon struny v kaº-

dom jej bode a v kaºdom £ase je malý. Pod malými rozumieme uhly, pre ktoré

platí

a ∼ sin a ∼ tan a =
dy

dx
,

pri£om y je funkciou £asu t a priestorovej súradnice x. To znamená, ºe funkcia

y(t, x) reprezentuje výchylku struny z rovnováºnej polohy v £ase t a v mieste x.

Pre vä£²ie sklony je takáto analýza ´aº²ia. Predpokladáme tieº, ºe struna kladie

zanedbate©ný odpor pri ohýbaní. Zobrazíme si ju na Obrázku 11 napnutú silou

T a s lineárnou hustotou ρ.

Obr. 11: Napnutá kmitajúca struna a sily na ¬u pôsobiace. Zdroj: [4], str.85.

Na malom úseku struny, x aº x + △x, pôsobí na ©avom konci horizontálna zloºka

sily T , ktorej ve©kos´ je −T cos θ(x) a vertikálna zloºka sily T ve©kosti −T sin θ(x),

na pravom konci je hodnota horizontálnej zloºky T cos θ(x+△x) a hodnota ver-

tikálnej zloºky T sin θ(x+△x). Ke¤ºe sme predpokladali, ºe sklon struny je malý,

pre horizontálne zloºky platí

−T cos θ(x) ≈ −T

T cos θ(x+△x) ≈ T.

Tieto sily pôsobia rovnakou ve©kos´ou ale opa£ným smerom, navzájom sa ru²ia,

t.j. ich sú£et je nulový a môºme ich zanedba´.
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Sú£et vertikálnych síl pôsobiacich na koncoch úseku struny môºeme upravi´

na tvar:

T sin θ(x+△x)− T sin θ(x) = T tan θ(x+△x)− T tan θ(x) =

= T

(
dy(x+△x)

dx
− dy(x)

dx

)
= T △ x

dy(x+△x)
dx

− dy(x)
dx

△x
≈

≈ T △ x
d2y

dx2
.

(33)

Hmotnos´ úseku struny je pribliºne ρ △ x, teda z Newtonovho zákona daného

rovnicou (4) dostávame rovnos´

T △ x
d2y

dx2
≈ (ρ△ x)

d2y

dt2
,

ktorú po vykrátení △x z oboch strán moºno upravi´ na tvar

d2y

dt2
= c2

d2y

dx2
, (34)

kde c =
√
T/ρ. Rovnicu tvaru (34) nazývame vlnovou rovnicou struny. Touto

rovnicou vo fyzike popisujeme ²írenie vlnenia, napr. po napnutej strune.

3.2 Rie²enie vlnovej rovnice

V tejto £asti si vychádzajúc z [4] ukáºeme metódu nájdenia rie²enia vlnovej

rovnice (34), ktorú objavil francúzsky matematik d'Alembert. Jeho my²lienka

spo£íva v rozloºení operátora
d2

dt2
− c2

d2

dx2

na sú£in (
d

dt
+ c

d

dx

)(
d

dt
− c

d

dx

)
.
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Po zmene premenných substitúciou u = x+ ct, v = x− ct vyjadríme dy
dt

a d2y
dt2

:

dy

dt
=

dy

du

du

dt
+

dy

dv

dv

dt
= c

dy

du
− c

dy

dv
,

d2y

dt2
=

dy

du

(
dy

dt

)
du

dt
+

dy

dv

(
dy

dt

)
dv

dt
= c

(
c
d2y

du2
− c

d2y

dudv

)
− c

(
c
d2y

dvdu
− c

d2y

dv2

)
= c2

(
d2y

du2
− 2

d2y

dudv
+

d2y

dv2

)
.

(35)

Podobne moºno vyjadri´ dy
dx

a d2y
dx2 :

dy

dx
=

dy

du

du

dx
+

dy

dv

dv

dx
=

dy

du
+

dy

dv
,

d2y

dx2
=

d2y

du2
+ 2

d2y

dudv
+

d2y

dv2
.

(36)

Rovnicu (34) tak môºeme napísa´ v tvare:

c2
(
d2y

du2
− 2

d2y

dudv
+

d2y

dv2

)
= c2

(
d2y

du2
+ 2

d2y

dudv
+

d2y

dv2

)

alebo
d2y

dudv
= 0.

Rie²enie tejto rovnice má tvar y = f(u)+ g(v) pre vhodne zvolenú funkciu f a g.

Po spätnej substitúcii tak dostávame rie²enie v tvare

y = f(x+ ct) + g(x− ct), (37)

£o reprezentuje superpozíciu dvoch v¨n, z ktorých sa jedna pohybuje smerom

doprava a druhá smerom do©ava rýchlos´ou c.

3.3 Okrajové podmienky

Uvaºujme na¤alej pod©a [4] strunu, ktorej pravý a ©avý koniec je pevne �xovaný.

D¨ºku tejto struny ozna£me l. Ak x = 0 alebo x = l, vieme, ºe hodnota y je
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kon²tantná nezávisle od £asu, lebo struna je na týchto koncoch upevnená. Ak y

má v týchto bodoch hodnotu 0, tak pre okrajovú podmienku x = 0 dostávame

z rovnice (37) vz´ah

0 = f(ct) + g(−ct)

pre v²etky t. Môºeme teda poveda´, ºe pre v²etky λ platí

g(λ) = −f(−λ),

teda rie²enie vlnovej rovnice (37) môºeme napísa´ ako

y = f(x+ ct)− f(ct− x), (38)

£o znamená, ºe vlna postupujúca do©ava sa po náraze na koniec struny vracia

prevrátená a postupuje smerom doprava, vi¤ Obrázok 12.

Obr. 12: Odraz vlnenia. Zdroj: [4], str.89

Ak uváºime druhú okrajovú podmienku x = l, y = 0, z rovnice (38) dostávame

f(l + ct) = f(ct− l)

pre v²etky t, teda pre v²etky λ platí

f(λ) = f(λ+ 2l).

34



Veta 3.1 ([4], str.89). [d'Alembert]. V²eobecné rie²enie vlnovej rovnice

d2y

dt2
= c2

d2y

dx2

má tvar

y = f(x+ ct) + g(x− ct).

Pre okrajové podmienky y = 0 v koncových bodoch struny x = 0 a x = l, pre v²etky

t, má rie²enie vlnovej rovnice tvar

y = f(x+ ct)− f(ct− x),

pri£om pre funkciu f platí f(λ) = f(λ+ 2l) pre v²etky λ.

Pre okrajové podmienky z vety 3.1 vieme, ºe funkcia f je periodická s periódou

2l. Moºno ju teda rozvinú´ do Fourierovho radu. Ak tento rad funkcie f pozostáva

iba z n-tého £lena, dostávame

f(x) = an cos
nπx

l
+ bn sin

nπx

l
= C cos

(nπx
l

+ ϕ
)
,

kde ko²tanta C ∈ R a ϕ ∈ R. Podobnú úpravu sme robili pri rovniciach (6) a (7).

Rie²enie vlnovej rovnice pod©a (38) bude ma´ tvar

y = C cos

(
nπ(x+ ct)

l
+ ϕ

)
− C cos

(
nπ(−x+ ct)

l
+ ϕ

)
(39)

alebo po úprave pomocou trigonometrických vz´ahov

y = 2C sin
(nπx

l

)
sin

(
nπct

l
+ ϕ

)
. (40)

Rovnica (40) je Bernoulliho rie²ením vlnovej rovnice struny a frekvencia tejto

napnutej struny je

ν =
n

2l

√
T

ρ
.
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3.4 Po£iato£né podmienky

Na to, aby sme vedeli jednozna£ne ur£i´ rie²enie vlnovej rovnice, a teda presne

opísa´ pohyb struny, potrebujeme okrem okrajových podmienok pozna´ aj tie

po£iato£né, t.j. po£iato£nú pozíciu a po£iato£nú rýchlos´ struny. V tejto £asti

si na základe [4] ukáºeme, aký je vz´ah medzi rie²ením vlnovej rovnice a po£ia-

to£nými podmienkami.

Ozna£me s0(x) po£iato£nú vertikálnu vzdialenos´ struny od x-ovej osi a v0(x)

po£iato£nú rýchlos´ struny, obe ako funkcie polohovej súradnice x, pre 0 ≤ x ≤ l.

Ak uvaºujeme okrajové podmienky z vety 3.1, musí plati´ s0(0) = s0(l) = 0

a v0(0) = v0(l) = 0. Potrebujeme v²ak tieto funkcie de�nova´ vo v²etkých

hodnotách x. Ak ur£íme, ºe s0(−x) = −s0(x) a v0(−x) = −v0(x), £iºe s0(x)

a v0(x) pred¨ºime na nepárne funkcie, roz²írime de�níciu týchto funkcií na hod-

noty −l ≤ x ≤ l. Ke¤ºe platí s0(l) = −s0(l) = 0 a v0(l) = −v0(l) = 0, vieme ur£i´

periodicitu oboch funkcií, t.j. pre v²etky x ∈ R platí, ºe funkcie s0(x) a v0(x) sú

periodické s periódou 2l, alebo inak,

s0(x+ 2l) = s0(x),

v0(x+ 2l) = v0(x).

Vieme, ºe pre okrajové podmienky z vety 3.1 vyzerá rie²enie vlnovej rovnice

nasledovne:

y = f(x+ ct)− f(−x+ ct),

pri£om funkcia f je periodická s periódou 2l. Po zderivovaní tejto rovnice pod©a

t dostávame vz´ah
dy

dt
= cf ′(x+ ct)− cf ′(−x+ ct).

Pre po£iato£né podmienky, teda pre t = 0 dostávame z predo²lých dvoch rovníc

vz´ahy

f(x)− f(−x) = s0(x), (41)

cf ′(x)− cf ′(−x) = v0(x). (42)
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Po následnom zintegrovaní rovnice (42), za platnosti v0(0) = 0, dostávame

cf(x) + cf(−x) =

∫ x

0

v0(u)du

a po predelení kon²tantou c a pri£ítaní k rovnici (41) dostávame po úprave vz´ah

f(x) =
1

2
s0(x) +

1

2c

∫ x

0

v0(u)du.

Túto závislos´ dosadíme do rovnice (38) a dostávame

y =
1

2
(s0(x+ ct)− s0(−x+ ct)) +

1

2c

(∫ x+ct

0

v0(u)du−
∫ −x+ct

0

v0(u)du

)
(43)

Vieme, ºe funkcia v0 je nepárna, platí teda∫ −x+ct

x−ct

v0(u)du = 0,

z £oho moºno vyjadri´ ∫ −x+ct

0

v0(u)du = −
∫ 0

x−ct

v0(u)du

a dosadi´ do rovnice (43). Po zlú£ení integrálov tak dostávame

y =
1

2
(s0(x+ ct)− s0(−x+ ct)) +

1

2c

∫ x+ct

x−ct

v0(u)du. (44)

Takéto rie²enie je jednozna£ným rie²ením vlnovej rovnice pre po£iato£né pod-

mienky s0, v0 a okrajové podmienky z vety 3.1.

Ak je po£iato£ná rýchlos´ nulová, ako je to v prípade brnknutia na strunu,

rie²enie vlnovej rovnice má tvar

y =
1

2
(s0(x+ ct) + s0(x− ct)) .
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Príklad 2. ([4]). Uvaºujme strunu d¨ºky l pevne uchytenú v jej koncových bodoch

x = 0 a x = l a výchylkou y = 0 v týchto bodoch. Nech je po£iato£ná rýchlos´

struny nulová a nech pre po£iato£nú výchylku platí:

s0(x) =

x/α 0 ≤ x ≤ α

(l − x)/(l − α) α ≤ x ≤ l.

(45)

Obrázok 13 znázor¬uje, ako sa mení tvar struny v £ase po brnknutí na strunu

v mieste α, ktoré sa nachádza v prvej polovici struny. Vidíme, ºe vlnenie pos-

tupuje doprava a po náraze na koniec struny sa vracia prevrátené a postupuje

smerom do©ava.

0 5 10 15 20
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

0 5 10 15 20
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

0 5 10 15 20
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

0 5 10 15 20
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

0 5 10 15 20
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

0 5 10 15 20
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

0 5 10 15 20
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

0 5 10 15 20
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

0 5 10 15 20
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

Obr. 13: Vlnenie struny pevne uchytenej na jej koncoch.

Ak sa miesto brnknutia α nachádza v druhej polovici struny, vlnenie bude pos-

tupova´ do©ava a po odraze sa bude prevrátené vraca´ doprava.

�peciálnym prípadom je brnknutie po strune v jej strede, kedy nedochádza k po-

hybu vlnenia do strán, ale iba k jeho preklápaniu cez x-ovú os, pri£om sa amplitúda

nadobúda vºdy v strede struny, vi¤ Obrázok 14.
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Obr. 14: Vlnenie struny pevne uchytenej na jej koncoch pri po£iato£nom rozkmi-

taní v jej strede.
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Záver

V tejto práci sme sa venovali základným matematickým princípom, ktoré úzko

súvisia so zvukom a hudbou. De�novali sme periodický a harmonický pohyb,

harmonický oscilátor, odvodili sme diferenciálne rovnice popisujúce harmonický

pohyb, tlmený a vynútený harmonický pohyb, spolu s rie²ením pre kaºdú z týchto

rovníc. Pre názornos´ sme zahrnuli príklad porovnávajúci harmonický pohyb

s tlmením a bez neho. Zaoberali sme sa takisto superpozíciou ²íriacich sa vl-

není, rozkladom vlnenia do Fourierovho radu, pri£om sme odvodili Fourierove

vzorce a zhrnuli teoretické predpoklady tohto rozkladu a podmienky konvergen-

cie. Jadrom práce bolo odvodenie a popis vlnovej rovnice a vyjadrenie jej rie²enia

v závislosti od okrajových a po£iato£ných podmienok. Ukázali sme si tieº príklad

kmitania struny pevne uchytenej na svojich koncoch, s programom uvedeným

v prílohe.

Matematika, ktorú nachádzame v hudbe a akustike, nám pomáha pochopi´

mnohé fyzikálne deje, ktoré vnímame pri rozozvu£ení hudobného nástroja. Vznik

a ²írenie zvuku, farba a vý²ka tonu, hlasitos´... toto v²etko dokáºeme popísa´

pomocou matematiky. História i sú£asnos´ dokazujú, ºe nielen hudobníci a skla-

datelia, ale aj matematici budú ma´ na¤alej nezastupite©nú úlohu pri tvorbe

a reprodukcii hudby.
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Príloha

Zdrojový kód k Príkladu 2 vytvorený v programe Matlab 7.0.1.

Funkcia s0(x) - po£iato£ná výchylka:

function[v]=sox(l,a,x)

if x>2*l | x<0 | a<=0 | a>=l x return

end

if x<a v=x/a;

elseif x>=a & x<2*l-a

v=(l-x)/(l-a);

elseif x<=2*l

v=x/a-(2*l/a);

end

Vykreslenie struny:

l=20; %dlzka struny je od 0 po l

a=5; %bod brnknutia na zaciatku z intervalu (0,l)

c=1; %sqrt(T/p)

results=zeros(l*10,1);

osx=0:0.1:l;

m = moviein(500);

for t =0:0.2:100; %cas

for x=0:0.1:l;

arg1 = x+c*t;

if arg1>2*l

arg1=arg1-fix(arg1/(2*l))*2*l;

end

arg2 = x-c*t;

if arg2<0

arg2=arg2+(-fix(arg2/(2*l))+1)*(2*l);

end
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y=1/2*(sox(l,a,arg1)+sox(l,a,arg2));

results(int32(x*10+1),1)=y;

end

plot(osx,results,'m','LineWidth',1.5);

axis([-1 (l+1) -2 2])

grid

m(:,int32(t*5+1)) = getframe;

%pause(0.5);

end

movie(m)
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