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Abstrakt

Chattovda, Simona : RieSenie problémov celo¢iselného programovania vyuzitim
technik linedrneho programovania. [Bakaldrska préaca] - Univerzita Komenského v
Bratislave. Fakulta matematiky, fyziky a informatiky; Katedra aplikovanej matematiky
a Statistiky. - Veduci bakalarskej prace: Mgr. Zuzana Macova, - Bratislava: FMFI UK,
2011. /39 s./

Praca sa zaobera analyzovanim zakladnych metdd na riesenie tloh celoc¢iselného prog-
ramovania, ktoré vyuzivaji simplexovy algoritmus linearneho programovania. V prvej
casti popisujeme Metédu vetvenia a hranic a Gomoryho algoritmus. Tieto metédy su
zalozené na rieSeni postupnosti relaxovanych tloh k 1lohe celo¢iselného programovania.
Analyzujeme taktiez ekonomicki interpretaciu dualnych premennych v pripade tlohy LP
a na konkrétnom priklade odovodnime nedostatky tejto interpretacie pre tlohu IP. Druha
cast prdce je zamerand na stru¢ny popis najdolezitejsich ¢asti nami naprogramovaného
Gomoryho algoritmu, ktory sme pouzili na riesenie konkrétnych prikladov uvedenych v
praci. Okrem toho sa nakoniec okrajovo zaoberame tilohami, ktorych rieSenie sa d4 ziskat

vyuzitim metod celociselného programovania.

KTtiéové slova : celociselné programovanie (IP) e IP tiloha e Gomoryho algoritmus e
metdda vetvenia a hranic e sec¢na nadrovina e tucelova funkcia e optimalne rieSenie e

relaxovand 1loha e dualna tloha e simplexova metdda



Abstract

Chattovd, Simona : Solving Integer Programming problems Using Linear Prog-
ramming Techniques. [Bachelor thesis| - Comenius University Bratislava. Faculty of
mathematics, physics and informatics; Department of applied mathematics and statis-
tics. - Supervisor: Mgr. Zuzana Macové, - Bratislava: FMFI UK, 2011. /39 pp./

This bachelor thesis deals with the most common integer programming algorithms
that are based on the simplex method used for solving problems in linear programming.
The first part describes the Branch and bound method and Gomory’s cutting plane
algorithm. These methods work by solving a sequence of linear programming relaxations
of the integer programming problem. We also analyze the economic interpretation of
dual variables in LP and explain why such an interpretation is not appropriate as far
as an IP problem is concerned. The second part focuses on a brief description of the
most important parts of the Gomory’s cutting plane algorithm which we programmed in
Matlab and that is used to solve the problems mentioned in this work. Finally we briefly

deal with problems whose solution can be obtained using integer programming methods.

Keywords : integer programming (IP) e IP problem @ Gomory’s cutting plane algorithm
e Branch and bound method e cutting plane e objective function e optimal solution e

linear programming relaxation e dual problem e simplex method
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Uvod

Optimalizécia ako proces vyberu z realizovatelnych postupov, ktory vedie k dosiahnutiu
¢o najlepsieho vysledku, patri k najcastejsie sa vyskytujicim problémom v praxi, ¢i uz
ide o vytvorenie optimélneho vyrobného programu, pridelenie tloh pre jednotlivé praco-
viska, maximalizdciu zisku alebo o optimalizaciu procesov v telekomunikaénych sietach.
Vsetky tieto problémy sa daji modelovat ako tlohy matematického programovania. Po-
jem programovanie sa v tomto pripade pouZiva preto, lebo potrebujeme ndjst program
resp. pldn na optimalizovanie Uéelovej funkcie, ktord je meratelnym vyjadrenim ciela,

ktory chceme optimalizovat.

V tejto bakaldrskej praci sa budeme zaoberat $pecidlnym pripadom matematického
programovania a to celoéiselnym programovanim (dalej iba IP). Ide o linedrne
programovanie s celo¢iselnymi rozhodovacimi premennymi. Oboznamime sa s
principmi zdkladnych metéd na riesenie tiloh IP a pokisime sa vysvetlit ich podstatu a
vyznam v aplikdcidch. Préaca je koncipovand tak, Ze sa predpokladé znalost zdkladnych

pojmov linedrneho programovania, predovsetkym simplexovej metddy.

V prvej kapitole vymedzime predmet tedrie celoc¢iselného programovania a zdévodnime,
preco nie je vhodné aproximovat celo¢iselné rieSenie zaokrihlenim rieSenia relaxovanej
ulohy k danej tlohe IP. Poziadavka celociselnosti komplikuje tlohu viac, nez by sa na
prvy pohlad mohlo zdat. Optimélne rieSenie moze byt totiz vnitornym bodom mnoziny

pripustnych rieseni.

Druha kapitola obsahuje definované ciele prace. Je zamerand na popis a odvodenie
dvoch zakladnych metéd na rieSenie tloh celoéiselného programovania, a to Gomo-
ryho algoritmu a Metédy vetvenia a hranic. Princip tychto metéd ilustrujeme
na konkrétnych prikladoch. V tejto casti sa zaoberdme aj ekonomickou interpretaciou
dudlnych premennych v tlohe linedrneho programovanie a uvadzame jej nedostatky v

pripade tlohy celoc¢iselného programovania.

Kapitola Programova realizacia Gomoryho algoritmu zahina stru¢nu charak-

teristiku najdolezitejsich casti nami vytvoreného programu na riesenie loh IP.
Poslednd ¢ast prace okrajovo popisuje lohy, ktorych riesenie sa dd ziskat vyuzitim
metdd celociselného programovania a Specidlne algoritmy, ktoré sa na rieSenie tychto

uloh pouzivaji. Je zamerana na dopravni dlohu a dlohu o batohu.



1 Uvod do celoc¢iselného programovania

1.1 Formulacia tulohy IP

Pod tlohou celoéiselného programovania (integer programming problem),
d’alej len IP tlohou, rozumieme tlohu optimalizovat t.j. maximalizovat alebo minima-
lizovat linedrnu téelovi funkciu pri linedrnych ohrani¢eniach, pri¢om na rozdiel od tlohy
linedrneho programovania este predpokladame, ze vsetky dané premenné su celociselné.
Formulacia ulohy IP mé nasledovny tvar:

n

E C;X; — max
j=1

n
Zaijxj < b;,
j=1
x;€ Z prevsetky j=1,...,n.

V tomto pripade ide o ¢isto celociselni ilohu, no existuju aj tzv. zmiesané tlohy
celociselného programovania, v ktorych iba ¢ast premennych je obmedzend podmienkou

celoéiselnosti, no takymito tilohami sa v tejto praci nebudeme zaoberat.

V niektorych optimaliza¢nych tlohdch maji premenné zmysel iba v pripade, ked
nadobiidaji celo¢iselné hodnoty (napr. ak modelujeme pocet vlakov, ktoré maji odist
zo stanice v danom c¢asovom intervale, tak premennd reprezentujica toto c¢islo musi
byt celociselnd, v opacnom pripade je takyto model v praxi nepouzitelny). Ide teda o

diskrétne optimalizacné problémy.

1.2 Aproximacia riesenia tulohy IP

Jednou z metéd, ako vyriesit tilohu celoéiselného programovania, je zanedbat podmienku
celociselnosti a riesit tlohu linedrneho programovania (v takom pripade hovorime, Ze
rieSime relaxovani tlohu) a vypocitané optimdlne riesenie zaokrihlit na celociselné.
Avsak takto ziskané riesenie nemusi byt vhodnou aproximéciou. Takyto pristup totiz
moze viest k velkym chybdm v porovnani s optimalnou hodnotou téelovej funkcie v
celoc¢iselnom optiméalnom rieseni, pripadne dava nepripustné riesenie. Nie je ani uplne

jasné, ¢i mame dosiahnuté riesenie zaokrihlovat nahor alebo nadol.



Problém je v tom, Ze celoéiselné optimaélne riesenie moze byt vniutornym bo-
dom mnoziny pripustnych rieseni, ktort tvoria izolované celoc¢iselné body (tzv. lat-

tice points) — obr.1.

7 T

~necelotiselné optimalne

........ PR R R TR

Obr. 1: IP tuloha

Preto je vyhodnejsie pouzit exaktné metddy IP a tak vypocitat presné riesenie.

Napriek tomu sa v praxi zaokrihlovanie vyuZiva v tlohdch, v ktorych vieme, Ze
chyba, ktorej sa tym dopustime, je prijatelnd. To znamend, Ze v niektorych situdcidch
je tiplne akceptovatelné aj suboptimalne riesenie. Ide predovietkym o 1lohy obsahujice

vela premennych, kde problémom je éasova pripadne paméitova ndroénost.

Pod pojmom ¢asova naroc¢nost chapeme redlny ¢as, ktory je potrebny na vyrieSenie
danej dlohy konkrétnym algoritmom. Co sa tyka pamétovej narocnosti, ide o operaéni

pamiit, ktorti zaberaji idaje vystupujice v algoritme.
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2 Algoritmy celociselného programovania

Medzi najrozsirenejsie metody rieSenia tloh celociselného programovania patri Gomo-
ryho algoritmus (Gomory’s cutting plane algorithm) [1] a Metéda vetvenia a

hranic (Branch and bound method) [7].

Tieto metddy sice zaruc¢ujui najdenie optimalneho rieSsenia IP problému, ale v ne-
polynomidlnom ¢ase v zavislosti od velkosti tlohy (t.j. od po¢tu premennych n). To
znamena, ze pocet aritmetickych operacii potrebnych na vyriesenie ulohy rozmeru n sa

nedd zhora odhadnif Ziadnym polynémom v premennej n.

Aj samotny simplexovy algoritmus, ktory je sucastou tychto metéd, nie je poly-

.7 ~oy 7 A~ ~ ) ~ e ) . 7 7
nomialne zlozity a dokonca moze vyzadovat az exponencidlne vela iteracii.

2.1 Metéda vetvenia a hranic (Branch and bound method)

Princip tejto iteracnej metddy spociva v tom, ze sa postupne menia ohranicenia
danych premennych a vytvaraju sa nové ulohy LP. Jednotlivé ulohy rieSime samos-

tatne a dosiahnuté rieSenia posudzujeme vzhladom na podmienku ich celoéiselnosti.

Vo v§eobecnosti je mozné zhrnit ideovii schému algoritmu do nasledujiicich krokov:
e vetvenie (branching) - ide o rozklad mnoziny pripustnych rieseni na navzdjom
disjunktné podmnoziny; k danej relaxovanej ilohe, ktorej premenna x; optimalneho

rieSenia ma necelociselnt hodnotu by, skonstruujeme 2 €iastkové tulohy, pricom

k jednej pridame obmedzenie
xj < by,

k druhej obmedzenie

Xj > Lb.]J +1,

avSak ostatné ohranic¢enia a tucelova funkcia ostavaju v obidvoch tlohach nezme-

nené.
Podmienka pre ukoncenie vetvenia v danom uzle je splnend v tychto pripadoch:

— relaxovana LP tloha nema pripustné riesenie;

— optimalna hodnota kriteridlnej funkcie relaxovanej ilohy nie je lepsia ako hod-

nota ucelovej funkcie v doteraz najlepsom najdenom pripustnom riesent;

— optimalne riesenie relaxovanej LP tlohy je celociselné.

11



e ohranicovanie (bounding) - pre kazdi z podmnozin sa urci dolnd (v pripade mi-
nimaliza¢nej ulohy) resp. horna (v pripade maximaliza¢nej tilohy) hranica hodnot
icéelovej funkcie na danej podmnozine, cielom je teda ziskat odhad, ktory poskytuje
informdciu o tom, nakolko dobré (v zmysle hodnoty t¢elovej funkcie) moze byt naj-
lepsie pripustné risenie, preto aj v pripade tejto metédy budeme riesit relaxovant
ulohu k danej IP tlohe.

Ukazuje sa, Ze tdto metdda je velmi efektivna pri rieseni niektorych typov tloh IP, ide
predovsetkym o praktické tilohy s mensim poc¢tom premennych, kedZe pocet riesenych

parcialnych tloh rastie exponenciélne.

V takychto prikladoch je mozné uréit dolnt a hornt hranicu pre jednotlivé premenné
a teda optimélne riesenie lez{ niekde medzi tymito hranicami. Cim uzsf je inicializaény

interval, tym mens{ priestor prehladdvania musi metéda vetvenia a hranic spracovat.

Priklad

Leteckd spolo¢nost zabezpecuje spojenie z Londyna do dvoch cielovych miest-Madrid(A)
a Bratislava(B). K dispozicii je jedno lietadlo a cielom je rozhodmit, kolko letov denne
do kazdého z cielov prevadzkovat, aby dand spoloénost dosiahla maximélny zisk. Mame

k dispozicii nasledujtce udaje :
e kazdy spiatocny let do A trva 45 minnt,
e kazdy spiatocny let do B trva 100 mintt,
e priemerny zisk z kazdého spiato¢ného letu do A je 100,
e priemerny zisk z kazdého spiato¢ného letu do B je 250,
e poziadavky cestujucich na lety do B neprevysuju 7 letov denne,
e poziadavky cestujicich na lety do A neprevysuju 13 letov denne,

e lietadlo moze lietat najviac 16 hodin denne,

12



Najprv zostavime matematicky model daného problému, v nasom pripade teda sfor-

mulujeme nasledujicu tlohu celo¢iselného programovania:

Z =100z + 250y — max
9z 4+ 20y < 192,
0<z<13,
0<y<T,

x,y € L.

Rozhodovacie premenné x, y predstavuju pocet letov prevadzkovanych denne do miest
A a B. Ciel, ktory chceme maximalizovat, je zisk danej spoloénosti. Ohrani¢enia v tomto
pripade reprezentuju dodrzanie urcitych pravidiel a teda zavedenie limitov pre rozhodo-

vacie premenneé.

Ako sme uz spomenuli, nie vzdy vysledné optiméalne riesenie vyhovuje charakteru
rieSeného problému, ¢o plati aj v pripade tejto ilohy, ktorej optimélne rieSenie ziskané
simplexovym algoritmom je (x,y)T = (5.78,7)T, pricom Z = 2328.

KedZe premennd x nadobida neceloéiselni hodnotu, rozvetvime dant tlohu

podla tejto premennej na 2 d'alsie 1lohy:

Uloha 1 Uloha 2
max 100z + 250y max 100z 4 250y
9z + 20y < 192, 9z + 20y < 192,
0<z<5h, T >0,
0<y<T. 0<y<T.

Podla schémy algoritmu riesenie jednej tilohy nahradime riesenim tychto 2 podiiloh,
ktoré taktiez vypocitame pouzitim simplexovej metody.

Riesenie Ulohy 1 je (x,y)T = (5,7)T, s optimélnou hodnotou ticelovej funkcie 2250,
no riesenie Ulohy 2 - (x,y)T = (6,6.9)T je necelociselné a Z = 2325. Premennd y ma
neceloé¢iselnii hodnotu, a preto tilohu 2 rozvetvime podla tejto premennej na dve

d'alsie tlohy.
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Uloha 3 Uloha 4

max 100x + 250y max 100z + 250y
92 + 20y < 192, 9z + 20y < 192,
x > 6, x > 6,
0<y<6. y>T.

Situacia po druhom vetveni je nasledovna - Uloha 4 neméa pripustné rieSenie, Uloha

3 mé celociselné optimdlne riesenie (x,y)* = (8,6)T a hodnota ucelovej funkcie v tomto
bode je 2300.
Takymto sposobom dostaneme rozhodovaci strom s vrcholmi, ktoré zodpovedaju jed-

notlivym parcialnym tloham:

x=5.78,y=7,Z=2328

x>=6
y<=7

[P2| x=6,y=6.9,Z=2325

x=5,y=7,Z = 2250 x>=6
y<=6 y>=7

x=8,y=6,7Z= 2300 nepripustnost’

Obr. 2: Met6éda vetvenia a hranic
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2.2 Gomoryho algoritmus (Gomory’s cutting plane algorithm)

Tuto metdédu oznacovanu aj ako metoda secénych nadrovin navrhol americky mate-
matik R.E. Gomory [2]. Jej zdkladnou myslienkou je redukovat mnozinu pripustnych
rieSeni LP relaxovanej tlohy k danej tlohe IP zavedenim tzv. platnych nerovnosti
(valid inequalities). Tieto nerovnosti predstavuju d'alsie ohranicenia relaxovanej tlohy,
pricom kazdé celociselné pripustné riesenie tlohy IP spiﬁa dané nerovnosti, ktoré vsak
neplatia pre aktudlne optimalne rieSenie relaxovanej tlohy. Algoritmus teda spociva v

rieSeni postupnosti LP tloh vytvorenych Specialnym sposobom.

Predpokladajme, Ze sme vyriesili tilohu IP bez ohladu na podmienku celo¢iselnosti a

optimdlne riesenie LP tlohy je dané v nasledujiicej simplexovej tabulke

1 ... T ... Ty Tyl --- Topan | b
z |0 ... 0 ... O Cy s Cp z
xp | 1 a G, | by
ZT; 0 1 0 @1 6m bz
kde z;, « = 1,2,...,m su bazické premenné a z;, j = m + 1,...,m + n st nebézické

premenné. Ak ziskané optimalne rieSenie je celociselné, je to zaroven optimalne rieSenie
ulohy IP a vypocet konci. V opa¢nom pripade analyzujeme rovnicu i, pre ktoru plati, ze
bazickd premennd z; nadobida neceloé¢iselnti hodnotu. Tito rovnicu mozeme zapisat v
tvare

JEN
pricom N je mnozina nebézickych premennych.

Oznacme

bi = |bi] + fi, a;; = |ai;] + fij,

kdeO<fi<1aO§fZ-j<1.

15



Rovnica (1) sa d4 prepisat na tvar
ri+ Y lale+ > fyr = 0] + fi,
JEN JEN
¢o je ekvivalentné nasledujicej rovnici
vt Y agla; — (i) = fi = > fya;. (2)
JEN JEN
Chceme, aby premennd z; nadobudla celo¢iselnii hodnotu, preto lavd a ndsledne aj prava

strana uvedenej rovnice musia byt celo¢iselné. Kedze f;; > 0 a z;; > 0, tak

[fi - Zfijxj] < fi<L

JEN
Aby bola splnend podmienka celoc¢iselnosti pre hodnotu vyrazu f; — > jen Jijxj, must
platit
fi— ZfijSEj <0. (3)

jEN
Nerovnica (3) predstavuje seéni nadrovinu (cutting plane) — nové obmedzenie, ktoré
sa oznacuje ako Gomoryho zlomkovy rez (Gomory’s fractional cut). Samozrejme
mozeme pouzit aj lavi stranu rovnice (2) a vytvorit tak tzv. Gomoryho celoé¢iselny

rez (Gomory’s integer cut). Rez generovany takymto spésobom mé dve podstatné

vlastnosti:

e Tubovolné pripustné riesenie tilohy IP splia dant nerovnost,

e nerovnost vsak neplati pre aktudlne optimélne rieSenie prislusnej relaxovanej ilohy.

Takto vytvoreny rez teda redukuje oblast spojitych rieSeni, ¢o znamend, Ze od-
rezdva cast mnoziny pripustnych rieseni, ktord neobsahuje ziadny celoéiselny bod. Tym
padom sa zmensi oblast (mnozina pripustnych rieseni), ktord budeme v nasledujticom
kroku prehladdvat. Dany postup opakujeme, kym nedostaneme celoéiselné riesenie tlohy.

Princip Gomoryho algoritmu ilustrujeme na nasledujicom priklade.

Priklad
Mame dany celociselny optimalizacny problém:
max Tz + 91,
—r1 + 31’2 S 6,
71’1 + 1272 S 35,

T, 2 0, T1, 72 € Z.
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Najprv vyriesime relaxovanu tlohu k danej tlohe, t.j. neberieme do tvahy poziadavku
celoc¢iselnosti premennych a rieSime klasickt tlohu LP simplexovym algoritmom. Takto

dostaneme nasledujiicu koneéni simplexovii tabulku:

Z A T2 S1 59 5
z |1 0 0 28/11 15/11| 63
[0 0 1 7/22 1/22 | 7/2
z |0 1 0 -1/22 3/22 | 9/2

kde s1, s9 st doplnkové premenné. Vo vSeobecnosti na generovanie roviny rezu mozeme
PR Y 7z . . ’ .7 ~ 7 ’ v . ’ ~ ’ ) ~

pouzit Tubovolnu rovnicu prislichajicu necelociselnému rieseniu. Da sa vSak ukazat, ze

ak sa rovina rezu generuje v ramci prvého mozného riadku, tak Gomoryho algoritmus

vyriesdi tlohu celoéiselného programovania za koneény pocet iteracii [4].

Uvazujme teda prvi rovnicu danej koneénej simplexovej tabulky, ktord mé nasledujuici

tvar

7
$2+531+§32—§

Koeficienty na obidvoch strandch rovnice rozlozime na ich celoc¢iselné a zlomkové casti

7 1 1
$2+(0+§)31+(0+§)32 —3+§
a rovnicu upravime nasledovne
17 1
TIN5

S vyuzitim lavej strany rovnice moZeme generovat Gomoryho celoéiselny rez
T9—3<0 & x3<3
pripadne mozeme vytvorit Gomoryho zlomkovy rez zohladiiujic pravi stranu rovnice
1 7 1 7 1 1

e < R
5 T sl e Tosimgmss g
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Moézeme si vdimnut, Ze vSetky nenulové koeficienty generovanej reznej nadroviny st
mensie ako 1. Teraz priddme nové ohranicenie x5 < 3 k relaxovanej tlohe celo¢iselného

problému a nové optimélne rieSenie je vypocitané v nasledujiicej simplexovej tabulke:

Z T X9 S1 59 53 B
z|1 0 0 0 1 8 59
20 0 1 0 0 1 3
ss|0 0 0 1 1/7 -22/7|11/7
z [0 1 0 0 1/7 -1/7 |32/7

pricom s3 je doplnkova premenna prislichajica novému ohranic¢eniu xo < 3. Optimalne
riesenie je vSak stale necelociselné, preto budeme generovat d'alsiu se¢ni nadrovinu s

vyuZitim posledného riadku aktudlnej simplexovej tabulky

1 6 4
x1+(0+?)32+(—1—|—?)33 :4+?.
Gomoryho celociselny rez ma teda tvar
rl —s3 <4,
a zlomkovy rez vyzera nasledovne
1 6 < 4
——8y — =83 < ——.
7T ST

Ak pouzijeme substitiiciu sy = 35 — Txy — 9 a s3 = 3 — x9, tak Gomoryho rez mozeme
zapisat v tvare

I1+$2§7.

Pridanim ohranicenia x; + x5 < 7 k relaxovanej ulohe daného IP problému a vyrieSenim
novej tilohy simplexovym algoritmom dostaneme celoéiselné optimaélne riesenie x* = (4, 3)T

s optimalnou hodnotou ucelovej funkcie z* = 55.
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Grafické riesenie daného prikladu je znazornené na obrazku 3

'A IP optimum
(4.3)

optimalne rieSenie
relaxovanej (912, 7/2)
alohy

ucelova funkcia

Obr. 3: Princip reznych nadrovin

Gomoryho algoritmus, popisany v tejto Casti prdce, sa vyznacuje paméifovou a
vypoctovou zlozitostou, ¢o m4 za ndsledok pomalii konvergenciu (velky pocet iteracif)
algoritmu. Na druhej strane vyhodou tejto metédy je, Ze ju mozeme v danej faze zastavit
a aktudlnu hodnotu tcelovej funkcie pouzit ako lepsie horné ohranic¢enie v porovnani s

LP odhadom a pokracovat v rieSeni tilohy napriklad metédou vetvenia a hranic.

Doteraz sme sa detailnejsie nezmienili o tom, ako postupovat pri rieseni tlohy LP v
pripade, Ze mame k dispozicii findlnu simplexovii tabulku a k povodnej tlohe priddme
nové obmedzenie. Dostaneme tak novi simplexovii tabulku obsahujticu jeden riadok a
jeden stfpec navyse, ktora je vsak primarne nepripustna.

Riesitf rozsirend tlohu od zaciatku je samozrejmé mozné, ale rychlejsie a teda jed-
noduchsie (najmé pri rieSeni tloh velkych rozmerov) je pouzit dudlnu simplexovi
metodu. Najviacsi vyznam tejto metddy je prave v celoc¢iselnom programovani, kde via-

ceré postupy su zalozené na reoptimalizécii [9].
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2.3 Dualna medzera v tlohe celoc¢iselného programovania

Uz samotny ndzov tejto ¢asti prace naznacuje, Ze sa budeme zaoberat tedériou du-
ality v celo¢iselnom programovani, pricom sa sustredime predovsetkym na ekonomicki

interpretaciu dudlnej ulohy k tlohe IP.

Najprv objasnime zakladné pojmy tykajice sa dualnej ilohy v linedrnom programo-
vani. V tejto praci budeme pod pojmom primérna 1loha rozumiet vzdy maximaliza¢ni

ulohu a k nej prislichajica duédlna iloha bude minimaliza¢na.

2.3.1 Dualna uloha k ulohe LP

V linedrnom programovani tedria duality poskytuje nielen nutné, ale aj postacujice
podmienky na overenie optimality ziskaného pripustného riesenia. Silna veta o du-
alite hovori, ze ak primarna tiloha ma optimalne rieSenie, tak optimalne rieSenie ma
aj dualna uloha a naopak, pricom optimalne hodnoty ucelovych funkcii su rov-

naké. Presnt formuldciu tejto vety a jej dokaz mozno najst v [9].

Avsak vo vseobecnosti pre IP ulohy nemédme analogicky aparat. A preto pojem duality
v celo¢iselnom programovani je nejednoznaény v pripade ekonomickej interpretécie [3].

Tento fakt ukazeme na konkrétnom priklade.

Pre niektoré tulohy LP, ktoré modeluju redlne problémy, sa aj dudlne tlohy k nim
prislichajice daji interpretovat ako realne problémy.

[lustrujeme to na priklade vyrobného problému.

Priklad - Optimalne riadenie vyroby

Predpokladajme, Ze firma ma k dispozicii zdroje / vyrobné ¢initele / v mnozstvach
bi, by, ..., bm, z ktorych moze vyrobit n typov produktov s cenami ¢y, ca,. .., ¢, za jed-
notku produktu, pricom na vyrobu jednotky produktu j treba a;; jednotiek zdroja <.
Cielom je urcit také mnozstva z1, s, ..., x, jednotlivych produktov, aby zdroje, ktoré
ma firma k dispozicii, boli postacujuce a aby firma pri danej vyrobnej aktivite maxi-
malizovala svoj celkovy zisk. Tento problém moZeme formulovat ako nasledujiicu tlohu

linedrneho programovania:
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max ci1xq] -+ CcaTo+ ...+ CpTy
1121 + a19%9 + . .. + a1, < by,

9171 + A20xo + . .. + A9,x, < bo,

Am1T1 + Am2T2 +...+ AmnTn S bma

T1,To, ..., Ty > 0.

Teraz vytvorime dualnu 1lohu k tejto lohe:

max b1y1 + b2y2 + ...+ bmym
a1y + a21y2 + ... + @pm1Ym = 1,

a12Y1 + a22y2 + . .. + Ap2Ym = Co,

a1pY1 + A2pY2 + ... + AppYm = Cp,

Y1, Y2y -y Ym > 0.

V pripade dudlnej dlohy chceme urcit ocenenia y; jednotlivych zdrojov tak, aby
celkové ndklady (v zmysle ocenenia vyrobnych ¢initelov) pri mnozstvach zdrojov b; a
cenach produktov ¢; boli minimalne. Koeficienty a;; maji rovnakud interpretaciu ako v

primarnej ulohe.

Firma F1 sa namiesto vyroby produktu moze rozhodnut predat disponibilné zdroje
inej firme F2. Avsak firma F2 chee kipit dané zdroje za ¢o najnizsiu cenu. Co sa tyka
firmy F1, tak stanovi taku cenu, aby za predaj prislusného poctu jednotiek daného zdroja
ziskala aspon tolko, kolko by ziskala za predaj produktu, ktory by z toho zdroja vyrobila

- a tento fakt vyjadruju prave obmedzenia v danej dualnej tilohe.

Prislusné optimalne hodnoty dualnych premennych sa oznacuju ako dualne
ceny (dual prices) resp. relativne ndklady [9]. Duédlne premenné totiz urcuji, na-
kolko je disponibilné mnozstvo vyrobnych prostriedkov limitujice z hladiska zmeny hod-

noty funkcie, ktortd optimalizujeme.
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V ekonomickych analyzach je dolezitd prave informécia o tom, ako sa da zlepsit
hodnota tucelovej funkcie. Z toho dovodu sa zaviedol pojem tieniova cena (shadow
cost), ktory udava, o kolko sa zvysi hodnota icelovej funkcie, ak prislusné ohranicenie v
primdrnej tlohe bude o jednotku vicsie [11]. Inymi slovami, za aki cenu sa oplati predat

jednotku prislusného zdroja. Tieto idaje sa v praxi vyuzivaji na riadenie vyroby[l1].

Presné matematické zdovodnenie predchadzajicej interpretéacie je nasledovné - nech
x*, y* si optimdlne rieSenia dvojice dudlnych tloh, potom podla silnej vety o dualite

st optimalne hodnoty ucelovych funkcii rovnaké, ¢ize:
ATy s+ .o epxy = biyy +boys + .+ by

Ak sa zvysi iba disponibilné mnozstvo b; i-teho zdroja o jednotku, teda z b; na b; + 1,
zmeni sa optimalne rieSenie £* na nové optimalne rieSenie z a optimélne hodnota ucelove;j
funkcie primarnej tlohy bude ¢’ Z. Ak sa nezmeni optimélne rieSenie dudlnej tlohy, teda

y = y*, tak plati:
T =byt b+ 4 b+ Dy 4. 4 by, = "G + i

Premennd ¢; preto udéva, o kolko sa zmeni optimdlna hodnota tcelovej funkcie, ak je
k dispozicii jednotka i-teho vyrobného faktora naviac. Treba vsak zdoraznit, ze hod-
notu primdrnej tcelovej funkcie nemozeme zlepsovat len zvySovanim mnozstva jedného
vyrobného prostriedku. Po prekroceni urcitej hranice sa zmeni aj dudlne optiméalne
rieSenie a hodnota premennej g; bude nulova. V takom pripade zvySovanie hodnoty b;

nebude mat vplyv na zlepsovanie hodnoty ticelovej funkcie primarnej tlohy.

Vratme sa este k oceneniu jednotlivych vyrobnych faktorov, pricom pouZijeme tvr-

denie vety o komplementarite [9], ktoré mozeme sformulovat v nasledovnom tvare:
n
Zaijx;<bi = y =0, pre vsetky i=1,...,m.
j=1
Tato implikacia znamena, ze ak niektory vyrobny prostriedok nie je v optimalnom rieseni

uplne vyuzity, tak optimalne ocenenie tohto zdroja je nulové. To znamend, Zze nema

ziadnu cenu z hladiska zlepsenia hodnoty téelovej funkcie.

Aplikovanim vety o komplementarite na dudlnu ulohu dostaneme:

;>0 = Zaijy;(:cj pre vSetky j=1,...,n.
i=1
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Na zaklade toho mdzeme povedat, Ze j-ty produkt sa mé vyrdbat a celkové relativne
ndklady sa maji rovnat jeho cene. Z dovodu uvedenej ekonomickej interpretécie vety o

komplementarite, sa niekedy tato veta oznacuje ako veta o rovnovahe cien [11].

Vo vSeobecnosti teda tedria duality v linedrnom programovani poskytuje 3 dolezité

vysledky:

e slaba veta o dualite
— podla tejto vety hodnota técelovej funkcie dudlnej tilohy v Tubovolnom
pripustnom rieseni tejto tlohy predstavuje horni hranicu pre optimalnu hod-
notu ucelovej funkcie primérnej tilohy
— to znamend, Ze ak najdeme dudlne pripustné riesenie, tak mozeme odhadnit na-
kolko je primérne pripustné rieSenie vzdialené od optimdlneho riesenia
— napriek tomu, Ze tato vlastnost nie je az takéa dolezitd pre LP ulohy, na rieSenie
ktorych su dostupné robustné algoritmy, je vSak nevyhnutnd pre celociselné prog-
ramovanie
— ak teda predpokladame, Zze primarna aj dudlna tloha majui pripustné riesenie,
tak pre primarnu tlohu nemoze nastat pripad neohrani¢enosti, lebo slaba veta o

dualite zarucéuje ohranicenost v smere optimalizdcie

e analyza citlivosti (sensitivity analysis) rieSenia na zmenu vstupnych
udajov
— nech ¢ je optimélne riesenie dudlneho problému, a teda b’y je extrémnou hod-
notou ucelovej funkcie priméarnej aj dualnej tlohy; ak sa prava strana ohranic¢eni
zmeni o hodnotu Ab, tak sa zmeni iba ucelova funkcia dudlnej tlohy a ¥ je stale
pripustnym riesenim tejto tilohy, a teda hodnota (b+Ab)T§ je hornym ohrani¢enim

optimalnej hodnoty zmeneného primarneho problému

e komplementarita doplnkovych premennych (complementary slackness)
— predchéadzajici vysledok implikuje, ze ak prava strana b; daného ohranicenia
predstavuje obmedzenie tykajice sa mnozstva zdroja, ktoré mame k dispozicii na
vyrobu produktu, tak zmena tohto obmedzenia o Ab; zvysi optimalny zisk ma-
ximalne o b;y;

— navyse podla vety o komplementarite, zdroj, ktorého disponibilné mnoZstvo nie
je v opitmalnom rieseni uplne vyuzité (surplus resource), ma nulové ocenenie

(zero marginal value) [2].
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2.3.2 Dualita v celoéiselnom programovani

Zavedieme teraz pojem dudlnej medzery (duality gap), ktord je definovand ako
odchylka hodnét iicelovych funkcii primarnej a dudlnej tlohy [6]. Nulova
dualna medzera v pripade tlohy LP je nielen postacujicou, ale aj nutnou podmienkou
optimality. Na konkrétnom priklade ukazeme, ako je to s dudlnou medzerou v pripade
IP 1lohy.

Uvazujme nasledujuicu tlohu celociselného programovania, ktora predstavuje vyrobny

problém s diskrétnymi hodnotami zdrojov:

z = 311 + 89 — max
2x1 + Dy < 17,
ry +4wy <9,

L1, T2 207 Ty, T2 € 4.

Celociselné riesenie tejto ulohy ziskané Gomoryho algoritmom je x* = (8,0)T s hodnotou
ucelovej funkcie v tomto bode z* = 24. Optimalne riesenie relaxovanej tlohy k danej
23 1 77

tlohe je X = (%, 3)" s hodnotou tcelovej funkcie z = &7

Duélna tuloha k danej relaxovanej ilohe méa tvar:

w = 17y; + 9y, — min
2y1 + y2 > 3,
Sy1 + 4ys > 8,
yi,y2 > 0, yi,y2 € R

Podla silnej vety o dualite, ktora plati pre tlohu linedrneho programovania, je
optiméalna hodnota tucelovej funkcie dualnej ilohy rovnaka ako v pripade primarnej ilohy;,
77

teda w = 5

Dudlne ceny ziskame z findlnej simplexovej tabulky z rieSenia primdrnej tlohy
-y = (‘51, %)T —ide o vektor cien, ktorého zlozky si v ti¢elovom riadku tabulky pod dopl-
nkovymi premennymi, ktoré udavaji s akou rezervou je dané obmedzenie v tvare nerov-
nosti splnené oproti obmedzeniu s rovnostou. Optimalna simplexova tabulka z rieenia
ulohy primarnou simplexovou metédou teda obsahuje aj optimalne rieSenie dualnej

ilohy.

24



V tomto priklade minimadlne celkové ocenenie vsetkych vyrobnych ¢initelov nemoze

byt mensie ako I’ a ttito hodnotu nie je mozné znizif na maximélnu celkovii hodnotu

produktu 24. Existuje tu dualna medzera.

Na tomto mieste vznika otazka, preco porovnavame optimalne rieSenie IP tulohy
(maximalnu hodnotu ucelovej funkcie primarnej lohy) s optimélnym rieSsenim duélnej
LP ilohy (minimalnu hodnotu ucelovej funkcie dudlnej ilohy). Dévodom je fakt, ze
optimadlne riesenie dudlnej relaxovanej tlohy je vzdy aspon také dobré (v zmysle hodnoty

ucelovej funkcie) ako optimélne riesenie primarneho celo¢iselného problému.

Ak ohranicujica podmienka je v tvare nerovnosti, tak pri rieSeni tilohy simplexovym
algoritmom je potrebné zaviest pre takito podmienku tzv. doplnkovii premennu
(slack wariable), ktord predstavuje hodnotu, o ktort treba doplnit Tavi stranu ne-

rovnice, aby ohranic¢enie pre dané hodnoty premennych bolo splnené ako rovnica.

V linearnom programovani je ohranicenie s nenulovou hodnotou doplnkovej pre-
mennej v optimalnom rieseni redundantné. To znamenad, ze toto ohrani¢enie mozeme

vynechat a optimdlne rieSenie primdrnej a teda aj dudlnej tlohy sa nezmeni.

V pripade tlohy celo¢iselného programovania moze byt dané ohranicenie v optimdlnom
rieSeni splnené ako ostrd nerovnost (takéto ohranicenie sa oznacuje ako non - binding
constraint), no jeho vynechanie méze mat za nasledok zmenu optimdlneho riesenia

tlohy.

Prvé ohranicenie problému (4), 2x; + 5x5 < 17, ma v celo¢iselnom rieseni optimalnom
x* = (8,0)T rezervu (slack) 1 a vynechanie tohto ohrani¢enia zmenf{ optimdlne riesenie
na x* = (9,0)T. Tym pddom sa optimdlna hodnota ticelovej funkcie zmeni z povodnych
24 na 27. Druhé ohranicenie, x; + 4x5 < 9, je tiez v optimalnom rieseni splnené s rezer-
vou 1, no vynechanim tohto ohranic¢enia sa hodnota tc¢elovej funkcie v novom optimalnom

rieSeni nezmeni.

Pozrime sa na obr.4., ktory slizi na ilustraciu oceneni zdrojov v tlohe IP. Predpokla-
dajme, ze bod A je necelociselnym optimélnym rieSenim rozsireného problému. Bod
B je celociselnym optimalnym rieSenim tlohy, ktoré ziskame pridanim nového obme-
dzenia p k rozsirenému problému. Potom dany zdroj nebude tplne vyuzity v bode A v
ramci ohrani¢enia d a jeho ocenenie je nulové. Avsak bod T lezi na priamke vytvarajicej

ohranicenie d, a preto ocenenie zdroja v tomto bode bude kladné.
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p - nové obmedzenie

Obr. 4: Duéalne ceny

Tento priklad ukazuje, ze pojem komplementarity definovany pre tilohy linearneho

. ’ ~ ) z ~ 7 s . . s
programovania sa neda pouzit pre tlohy celo¢iselného programovania. Ocenenia, ktoré
st nenulové pre neceloéiselné riesenie, mozu klesniit na nulu v pripade celoéiselného
optimélneho riesenia. Duélna informdcia moze byt dokonca ovplyvnend ohrani¢eniami,

ktoré priddvame v priebehu rieSenia tlohy Gomoryho algoritmom [3].

Zaoberanie sa pristupmi, ktoré sa snazia zachytit pozadované ekonomické vlastnosti
aj pre dualnu tlohu k tlohe ceoc¢iselného programovania, hlavne tzv. Gomory - Bau-
mol dual prices, je nad rdmec tejto prace. Informécie ohladom tohto problému moze
citatel ndjst v [2, 3.
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3 Programova realizacia Gomoryho algoritmu

Jednym z cielov tejto prace bolo naprogramovat Gomoryho algoritmus. Na realizaciu
tohto ciela sme pouzili programové prostredie MatLab, ktoré je Tahko aplikovatelné na
pracu s vektormi a maticami. V tejto kapitole strucne popiseme najdolezitejsie casti nami

vytvoreného programu na riesenie tloh IP.

Najpodstatnejsou ¢astou programu, a teda aj Gomoryho algoritmu, je pridavanie
novych obmedzeni do aktudlnej finidlnej simplexovej tabulky. Tento problém
umoziuje riesit nasledovna funkcia, v ktorej vstupnd premennd type je ddtového typu
retfazec a urcuje, ¢i ide o maximaliza¢nii alebo minimaliza¢ni 1lohu, premennd A pred-
stavuje maticu prislusnej sustavy obmedzeni, b je prava strana sustavy a c je vektor

koeficientov 1ucelovej funkcie.

function Cutting_Plane_Algorithm(type, A, b, c)
if strcmp(type,’min’)

t = -1;

else

t =1;

end

Zadant ulohu teraz riesime bez ohladu na podmienku celoéiselnosti (hovorime, ze
riesime relaxovanu tlohu) simplexovym algoritmom. Ten je naprogramovany v pomoc-
nej funkcii simplex(type,A,b,c), ktorej vystupnou premennou je mnozina indexov

béazickych premennych.

[m,n] = size(A);

[A,indices_basic_variables] = simplex(type,A,b,c);
[m,n]= size(A);

A(1:m-1,end);

a

f

fractional_part(a);
Nasledujica pomocna dava ako vystup zlomkové casti ¢isel v danom poli x.

function f = fractional_part(x)
f = zeros(1,length(x));
indexy = find(abs(x - round(x)) >= eps);

f(indexy) = x(indexy) - floor(x(indexy));
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Algoritmus pokracuje, kym zlomkové casti ¢isel st v pocitacovej aritmetike rozozna-
telné od nuly, pricom eps je najmensie také kladné ¢islo, pre ktoré plati (1 + eps) > 1.

V opa¢nom pripade ziskané optimalne rieSenie je uz celociselné.

while norm(f,’inf’) > eps
[zlomkova_cast,i] = max(f);

new_row = A(i,1:n-1);

V tejto casti algoritmu sa generuje rovinu rezu (Gomoryho se¢na nadrovina) v
réameci riadku, v ktorom je zlomkové ¢ast maximalna. Tym je totiz zabezpeéend konver-

gencia Gomoryho algoritmu za koneény pocet iterdcii [2].

new_row = [-fractional_part(new_row) 1 -zlomkova_cast];
B [A(1:m-1,1:n-1) zeros(m-1,1) A(1l:m-1,end)];

B = [B;new_row;[A(m,1:n-1) 0 A(end,end)]];

A = B;

[m,n] = size(A);

K povodnej tlohe teda priddme nové obmedzenie, ktoré pomocou doplnkovej pre-
mennej zmenime na rovnicu. Dostaneme novii simplexovi tabulku s jednym riadkom a
jednym stlpcom navyse a riesime rozsirenid ulohu (augmented program) duilnou

simplexovou metdédou.

Nevyhodou tejto metddy je to, Ze pripustné rieSenie ziskame az vtedy, ked optimélne,
t.j. na konci vypoctov. To znamen4, ze ak vypocty ukoncime skor, priebezny vysledok nie
je mozné pouzit ako suboptimadlne riegenie na rozdiel od primérnej simplexovej metédy

10].

V nasledujtcej ¢asti algoritmu je na transformdciu dudlnej simplexovej tabulky ap-
likované pravidlo maximadlnych podielov (mazimum ratio test). Toto pravidlo
zabezpedi, Ze nova simplexova tabulka bude dudlne pripustnd. V tomto pripade vedtci
riadok je riadok s najmensou zapornou pravou stranou a vedtci Stipec je podla uvedeného
pravidla urceny tak, aby podiel prvku v 1icelovom riadku a prislusného zaporného prvku

veduceho riadku bol maximélny.

Mézeme sa vsak stretnif aj s pravidlom minimalnych podielov v pripade dudlnej
simplexovej transformacie - v takom pripade sa zmeni iba to, ze vedici stipec je ten, v
ktorom je podiel prvku v icelovom riadku a zodpovedajiceho zaporného prvku vediceho

riadku s opa¢nym znamienkom minimélny [5].
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[bmin, row] = min(A(1:m-1,end));
while( bmin < O && abs(bmin) > eps )
column = MRTD(A(m,1:n-1),A(row,1:n-1));

Ak nastane pripad, ze do premennej column, ktora predstavuje index vediceho stipca,

sa nepriradi ziadne ¢islo, tak mnozina pripustnych rieseni je prazdna.

if isempty(column)
fprintf (’\n Error.’)
return

end

V tejto faze vypoctu pokracujeme transforméciou simplexovej tabulky na novi sim-
plexovi tabulku. Prvok, ktory sa nachddza vo vedicom riadku a vedticom stipci, sa,
nazyva veduci prvok. Teraz vynasobime veduci prvok takou konstantou, aby sme do-
stali jednotku. Ostatné riadky upravime tak, ze od nich odcitame také nasobky vediceho

riadku, aby sme dostali nulové koeficienty vo vedicom stfpci.

Simplexovy algoritmus je v podstate Gauss—Jordanova elimina¢na metéda rieSenia

ststav linedrnych rovnic so $pecidlnou volbou vediceho prvku eliminécie [11].

A(row,:)= A(row,:)./A(row,column);
indices_basic_variables(row) = column;
for i = 1:m
if 1 7= row
A(i,:)= A(i,:)-A(i,col)*A(row,:);
end
end
[bmin, row] = min(A(1:m-1,end));
end
a =A(1l:m-1,end);
f = fractional_part(a);
end
x = zeros(n-1,1);

x(indices_basic_variables) = A(1:m-1,end);

Jednym zo zékladnych pravidiel na transformdciu simplexovej tabulky je pravidlo
miniméalnych podielov (minimum ratio test), v ktorom zohrava tlohu minimélny

podiel pravych stran a prislusnych kladnych koeficientov vediceho stipca.
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Toto pravidlo zabezpeci, Ze nova simplexovéa tabulka je pripustnéd a hodnota tuéelovej
funkcie neklesne [9]. Vystupna premennd riadok_index uréuje index vediceho riadku,
premenna minimum vyjadruje miniméalnu hodnotu podielu pravej strany a zodpove-

dajuceho kladného prvku vo vedicom stfpci.

Na rozdiel od dudlnej simplexovej metody sa v algoritme primarnej simplexovej
metddy urci najskor vedici stipec - ako stipec s najmensim zapornym Kkoeficientom

v ucelovom riadku.

function [riadok_index, minimum] = MRT(a, b)

c = 1:length(a);

index = c(b > 0);

[minimum, riadok_index] = min(a(index)./b(index));

riadok_index = index(riadok_index) ;

Pri rieseni LP tlohy simplexovym algoritmom sa moéZe stat, Ze sa opakuje rov-
nakd postupnost niektorych simplexovych tabuliek a vypocet sa zacykli. V literatiire sa

uvadza, ze v praktickych tilohach sa zacyklenie nevyskytuje casto [9].

Aby sme sa takémuto problému vyhli a tym zabezpecili kone¢nost simplexového al-
goritmu, v naSom programe pouzijeme anticyklicki metédu a to konkrétne Blandovo
pravidlo [6], oznac¢ované aj ako pravidlo najmensich indexov (double least-index
rule). Ide o spresnené zdkladné pravidlo pre volbu pivota (vediiceho prvku), ktoré
spoc¢iva v tom, ze volime vedici Stfpec s najmensim indexom a néasledne z moznych
veducich riadkov zvolime ten, ktorého bézickd premennd ma minimélny index (v tomto

pripade teda determinujeme obe sturadnice vediceho prvku).

function [m, j] = Bland_rule(a)
ind = find(a < 0);
if “isempty(ind)

j = ind(1);
m = d(j);
else
m = [];
j=0;
end
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Algoritmus primarnej simplexovej metody konci, ak sa v icelovom riadku nenachédza
ziadny zdporny koeficient, a teda by sme nemali ako zvolit vedici stipec [9]. V pripade
dudlnej simplexovej metddy sa algoritmus konci, ak vektor pravych stran obsahuje iba

nezaporné zlozky:.

Ako sme uZ spomenuli, pomocné funkcia simplex(type,A,b,c) umoziiuje riesit
ulohy LP simplexovym algoritmom. Tento algoritmus je zalozeny na efektivnom
prehladévani krajnych bodov (vrcholov) mnoziny pripustnych rieseni. Predstavuje

presun po susednych vrcholoch polyedrickej mnoziny uréenej danymi ohraniceniami.

Zacneme v Tubovolnom krajnom bode, ktory zodpovedd bazickému rieseniu sistavy
linedarnych rovnic tilohy LP. Potom prejdeme k takému vrcholu mnoziny pripustnych
rieSeni, ktorého hodnota ucelovej funkcie je lepsia. Prechod od jedného krajného bodu
k inému, znamena prechod od jedného bazického riesenia k inému bazickému rieseniu.
Tento postup opakujeme dovtedy, kym uz nie je mozné najst krajny bod s lepsou hod-
notou ucelovej funkcie. Potom aktudlne béazické rieSenie je optimalnym rieSenim danej

tlohy [9].

Z dovodu eliminécie chyb vzniknutych zo zaokrtihlovania, ked'Zze pocitac pracuje
s tzv. floating point aritmetikou, je vyhodné pracovat s tzv. presnou aritmetikou.
Ide o sposob reprezentovania ¢isel a vykonavania aritmetickych operacii s nimi v tvare
zlomkov. Takyto sposob je vSak naroény z ¢asového hladiska a na druhej strane z hladiska

pamiitovej zlozitosti algoritmu.

Konkrétne ilohy v tejto praci sme riesili pomocou naprogramovaného Gomoryho al-
goritmu. Na overenie spravnosti rieSenia sme pouzili softvér Xpresslve Student Ver-

sion.
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4 Aplikacie celoc¢iselného programovania

Medzi najzndmejsie problémy, ktorych riesenie sa da ziskaf vyuzitim metéd celoéiselného

programovania, patria:
e tloha o batohu (knapsack problem),
e dopravnd tuloha,
e optimalizacia portfdlia,
e vytvaranie letovych planov (aircraft scheduling),
e efektivne rozmiestnenie zdrojov (allocation problem),

e distribu¢né problémy a toky v sietach (transportation problems and network flow).

Cielom tejto ¢asti prace je strucne charakterizovat vymenované problémy a uviest
Specialne metody, ktoré sa na rieSenie tychto tloh pouzivajui. Zameriame sa predovsetkym

na utlohu o batohu a dopravnu tlohu.

S vytvaranim letovych planov sme sa ¢iastocne oboznamili v ¢asti, kde sme prave
na ulohe tohto typu ilustrovali princip metédy vetvenia a hranic. V praxi si tieto
tilohy ovela komplexnejsie a ich rieSenie je pomerne narocné. Vyzaduji splnenie d’algich

podmienok tykajucich sa letiskovych obmedzeni, posadky a lietadiel.

Co sa tyka optimalizacie portfélia, ide o tlohu kvadratického programovania s
linedrnymi ohrani¢eniami, v ktorej rozhodovacie premenné mozu byt bindrne a v ta-
kom pripade vyjadruju, ¢ dané aktivum je sicastou portfélia alebo nie. Pripadne moze
formulécia 1lohy zahfnat celo¢iselné obmedzenie poctu aktiv v portféliu. Najcastejsie
pouzivanym a najznamejsim nastrojom na tvorbu portfdlia je tzv. Markowitzova mean-
variance analyza. V ¢lanku [14] sa uvddza alternativny model pre malych investorov
(mean-variance integer programming portfolio selection) zalozeny na rieSeni postupnosti
uloh kvadratického programovania s celo¢iselnymi premennymi. V pripade, ze portfélio
rebalancujeme a berieme do tivahy transakéné néklady, je vyhodné pouzit tzv. quadratic

mized integer programming portfolio rebalancing model [15].

Ku klasickym tulohdm ekonomického rozhodovania patria tzv. alokacné problémy
zaoberajuce sa efektivnym rozmiestnenim vyrobnych zdrojov, napr. alokaciou vyrobného

procesu na konkrétne miesto s cielom minimalizovat vyrobné néklady.
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Toky v sietach umoziuju riesit aplikacie, v ktorych je potrebné realizovat za sebou
idice operacie. Ide napriklad o modelovanie obsluznych procesov v telekomunikac¢nych
siefach alebo o hladanie najkratsej trasy v cestnej sieti. Zaujimavou aplikdciou je prave
tok dopravy, pricom chceme modelovat maximalny pocet automobilov, ktoré sa pri danej

infrastruktire mozu dostat z danej oblasti za uré¢ité casové obdobie.

Specidlnu kategériu tloh linedrneho programovania tvoria distribuéné problémy,
ktoré modeluju ulohy tykajice sa premiestnovania objektov z jedného miesta na druhé.
Do tejto kategérie zarad ujeme aj prirad ovacie problémy (assignment problems), ktoré
sa v praxi zaoberaju napr. pridelenim tloh pre jednotlivé pracoviska. Medzi distribu¢né

problémy patri taktiez dopravna tloha, ktorej sa venujeme v nasledujicej casti prace.

4.1 Dopravnd tuloha (Transportation problem)

Dopravna tuloha ako Specialny pripad distribuc¢nych itloh patri medzi problémy
linedarneho programovania, s ktorymi sa v praxi ¢asto stretavame. Neriesi sa vSak simple-
xovou metddou, lebo takyto pristup vyzaduje velky pocet simplexovych iterdcii. Vlast-
nosti dopravnej ulohy umoziuju jej rieSenie inymi metdédami.

V tejto casti prace spomenieme metédu severoziapadného rohu (north-west
corner rule), ktora za urcitych predpokladov umoziuje ziskat celoéiselné optiméalne

rieSenie dopravnej ulohy.

Predpokladajme, Ze mame p vyrobcov sy, ..., s, toho istého produktu, ktorf ho vyro-
bili v mnozstvdch ay, ..., a, a q odberatelov t1, ..., t,, ktorych poziadavky st by, ..., b,.
Nédklady na prepravu jednotkového mnozstva od vyrobcu s; k dodévatelovi ¢; oznacme
¢ij. Cielom je urcit také mnozstvo x;; produktu prepraveného od dodavatela s; k odbe-
ratelovi ¢; pre vietky uvazované i, j, aby celkové dopravné naklady boli minimalne.
Pridanim dodato¢ného predpokladu tzv. vybilancovanosti tulohy, ktory sa oznacuje ako
dodavatelsko - odberatelska rovnovaha a znamend, Ze spolu sa vyrobilo prave tolko

ako je sumarna poziadavka, mé dopravna loha nasledujuci tvar:
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p q
min E E Cij T4

i=1 j=1

q
inj =a; prevsetky i=1,...,p,
j=1

P
inj =0b; prevsetky j=1,...,q,
i=1

x5 >0 prevsetky i=1,...,p, j7=1,...,¢q

Metdda severozapadného rohu sa dé odvoditf z primarnej simplexovej metédy. Vyhodou
tejto metddy je prehladnost a jednoduchost vypoctov, kedze pracujeme s tabulkou, v

ktorej je prepisané celé zadanie tlohy, napriklad:

a;

2

)
o W
W = W

b1 4 3

Na néjdenie pripustného bazického riesenia pouzijeme nasledovny postup, ktory je
podrobnejsie popisany v [6, 10]. Zvolime Iubovolni dvojicu indexov (i,j) a uré¢ime ma-
ximalne mnoZstvo produktu, ktoré mozeme dopravit od dodévatela s; k odberatelovi
t;. Je zrejmé, ze x;; = min{a;, bj}. Prave o toto mnozstvo znizime prislusné poziadavky,
pricom aspoii jedna z novych poziadaviek uz bude nulova. V d'alsom kroku vynechdme
jeden riadok s nulovou poziadavkou. Ak méame viac ako dvoch ucastnikov, tak vynechame
iba jedného a to takého, aby v tabulke zostal aspoil jeden dodavatel a aspoil jeden od-
beratel. Ak je pocet ticastnikov v tabulke rovny dvom, tak vynechdme obidvoch. Tento

postup opakujeme, kym nenastane pripad, ze nemame ziadnych ucastnikov.

Metoda severozapadného rohu je Specidlnym pripadom uvedeného postupu. Indexovi
dvojicu (7, 7) zvolime tak, aby i + j bolo minimdlne — v tabulke je to vzdy severozdpadné

policko.

Ak parametre tilohy predstavujice poziadavky daného produktu a jeho dostupnost st
celociselné, tak metodou severozapadného rohu ziskame celoéiselné optimalne riesenie
dopravnej tlohy. Této vlastnost je sformulovand v [6] - theorem 7.7 (integrality property

of basic variables).
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4.2 Uloha o batohu (Knapsack problem)

Predpokladajme, Ze mame batoh, ktory unesie najviac 13 kilogramov a chceme don vlozit

knihy, ktorych hmotnost a uzitoénost je uvedend v nasledujicej tabulke:

kniha | hmotnost | uZitoénost
1 4 9
2 7 10
3 4 5!
4 2

Potrebujeme zbalif najdolezitejsie knihy a pritom neprekrocit hmotnostny limit.
Tento problém moézeme formulovat v tvare nasledujticej tilohy:
max 9z + 10xy + dx3 + 224
4y 4 Txg + dwg + 214 < 13,
X1, L9, w3, 4 € {0, 1}.
Rozhodovacie premenné nadobtidaji hodnoty 1 resp. 0 podla toho, ¢i dany pred-
met je alebo nie je vlozeny do batohu. V tlohe teda mame tzv. bindarne premenné,
ktoré sa pouzivaji na modelovanie rozhodnuti typu &ano - nie (Yes/No decisions). V

ramci vSeobecnejsSieho delenia takyto Specialny pripad tlohy IP oznacuje ako tiloha bi-

valentného (nula-jednotkového) programovania binary programming.

Dany problém ako typovy model 1loh sa taktiez oznacuje ako tiloha o batohu
(knapsack problem) a je charakteristicky tym, ze obsahuje iba jediné ohranicenie. Je
zrejmé, ze v praxi nejde o samotné zbalenie veci do batohu, praktické tlohy sa tykaju

predovsetkym prepravy tovaru maximalizujic celkovit hodnotu nékladu.

Uloha o batohu ako optimaliza¢nd tloha s premennymi, ktorych hodnoty moézu mat
tvar zlomku, je velmi lahko riesitelné. Nech je vo vSeobecnosti dané nasledovna relaxo-

vana uloha k tlohe o batohu:

n
max Z C;;
=1
n
Z a;r; < b,
=1

0<z; <1 pre i1=1,...n.
V tejto ulohe teda nevyzadujeme, aby dand polozka bola resp. nebola vlozena do batohu,

ale priptistame aj moznost zbalenia iba uréitej casti tej polozky.
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Hoci je samozrejme mozné riesit tito tilohu LP simplexovym algoritmom, d4 sa pouZit aj
ovela jednoduchsia metéda rieSenia. T4 spociva v tom, Ze jednotlivé polozky usporiadame
v poradi (v rdmci indexov) podla neklesajicej postupnosti ¢isel ¢;/a; . Bez ujmy na
vSeobecnosti teraz predpokladajme, ze plati 2—11 > Z—z >z Nech ig je najvacsi
index taky, ze ;> a; < b. Zbalime teda polozky 1,... i (t.j. 2; =1 prei=1,...i) a
zvysny priestor s = b—zz:():l a; bude obsahovat s/a;, 1 polozky ig+1 ( t.j. Tjy11 = S/aiy11
), ostatné polozky do batohu neddme. Lahko sa d4 nahliadnut, Ze takyto postup ddva
optimélne riesenie.

Co sa viak tyka tzv. integer knapsack problems, vo vieobecnosti ide o tzv.
NP tazké tlohy [1], na rieSenie ktorych sa najcastejsie vyuziva pristup dynamického
programovania. V takom pripade sa uloha o batohu chape ako viacstupriovy rozhodovact
proces, v ktorom stav procesu na zaciatku danej etapy je ostavajuca kapacita batohu a
rozhodnutie v tej etape je uréené hodnotou prislusnej binarnej premennej. V tejto praci sa
vsak dynamickou optimalizaciou procesov na riesenie tloh celociselného programovania

nebudeme podrobnejsie zaoberat [1].

Vratme sa k tlohe sformulovanej na zaciatku tejto kapitoly. Jeden z pristupov k
rieSeniu tejto ulohy je preskimat vetky mozné kombindcie knih. V tomto pripade by
bolo potrebné vyskigat 16 moznosti, aviak vo véeobecnosti je pocet kombindcif 2" a preto
takato metdda vyskusSania vsetkych moznosti nie je vhodna. Preto tiuto tlohu budeme

riesit nasledovnym spésobom. Najprv vytvorime relaxovani LP tlohu:

max 9z + 10z 4+ dx3 + 224
41’1 + 71’2 + 4[153 + 2ZL'4 S 13,

0<zg; <1.
Riesenim je (z1, 22,23, z4)" = (1,1,1,0)”. Pridanim obmedzenia (reznej nadroviny)
T+ x9 + 23 < 2,
k danej tlohe a jej vyriesenim dostaneme celo¢iselné optimalne riesenie

T, = 1,!172 = 1,1‘3:0,1'4: 1.
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Zaver

Cielom tejto bakaldrskej prace bolo vysvetlif a analyzovat zdkladné algoritmy na rieSenie
tuloh celoc¢iselného programovania. V prvej casti sme definovali iilohu celociselného prog-
ramovania a zdovodnili sme, preco zaokriihlenie riesenia relaxovanej tilohy nemusi byt
vhodnou aproximéciou. Dalej sme analyzovali samotné algoritmy na riesenie dloh IP
- Metédu vetvenia a hranic a Gomoryho algoritmus. Tieto metody vyuzivaja
simplexovy algoritmus a zarucuju sice néjdenie optimalneho celoc¢iselného riesenia, no v

nepolynomialnom case.

Princip metédy vetvenia a hranic spociva v tom, Ze sa postupne menia ohranicenia
danych premennych a vytvaraju sa nové ulohy LP. Jednotlivé parcidlne ulohy riesime
samostatne a dosiahnuté riesenia posudzujeme vzhladom na podmienku celo¢iselnosti.
Gomoryho algoritmus vyuziva fakt, ze pridanim nového obmedzenia sa optimalna hod-
nota tcelovej funkcie nikdy nezvysi (v pripade maximalizacnej ulohy). Ukazali sme, ze je
mozné generovat také nové ohranicenie, ktoré je platné pre kazdé celociselné pripustné
rieSenie ulohy IP, avsak neplati pre aktudlne optimalne riesenie relaxovanej tlohy. Po-
stupnym priddvanim takychto ohraniceni (platnych nerovnosti) sa redukuje oblast spo-
jitych rieSeni - vynechdva sa ¢ast mnoziny pripustnych rieseni, ktord neobsahuje Ziadny

celociselny bod. Dany postup opakujeme, kym nedostaneme celo¢iselné riesenie tlohy.

Teéria duality v linearnom programovani poskytuje nielen nutné, ale aj postacujice
podmienky na overenie optimality ziskaného pripustného riesenia. Analogické tvrde-
nie v pripade tlohy celo¢iselného programovania vo vSeobecnosti neplati. Tento fakt
sa d4 odovodnit pomocou existencie tzv. dudlnej medzery v tlohe IP. Na konkrétnom
priklade ukazeme, Ze ekonomicka interpretacia dudlnych premennych pre tlohu IP je

nejednoznacna na rozdiel od takejto interpretacie pre ulohy LP.

Jednym z cielov prace bolo naprogramovat Gomoryho algoritmus, ktory sme pouzili
pri rieseni konkrétnych prikladov uvedenych v praci. Zaroven ndm to umoznilo hlbsie

pochopenie tejto metddy uréenej na riesenie tloh IP.

V stvrtej kapitole sme sa okrajovo zaoberali aplikaciami celo¢iselného programovania
v ramci rieSenia problémov typu tiloha o batohu, optimalizaciou portfélia a distribu¢nymi

problémami.
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