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Abstrakt

Cielom tejto bakaldrskej prace je pontknut rozne priklady z predmetov matematického
zékladu inspirované najmé filmovymi a literdrnymi dielami. Tie potom majui citatela
motivovat k ich vyrieSeniu, alebo uitho aspoii vzbudit zdujem o dant problematiku, ¢i
matematiku ako takd. Zaujimavy vyber prikladov moze pomoct pritiahnut pozornost
k prislusnému predmetu.

KIticové slova: motivacné priklady e matematicky zdklad e zbierka prikladov e
matematika vo filmoch e metédy dokazov e diferencidlny pocet e integrélny pocet e
diferen¢né rovnice e algebra e pravdepodobnost e tedria cisel o tedria grafov.

The purpose of this thesis is to offer various problems from the subjects of the mathe-
matics fundamentals mostly inspired by movies and literary works. Those are meant
to motivate the reader to solve them, or at least to raise his interest in the particular
issue or in math itself. An interesting choice of problems might help draw attention to
the corresponding subject.

Key words: motivational problems e mathematics fundamentals e collection of
problems e mathematics in movies ® methods of proving e differential calculus e
integral calculus e diferential equations e algebra e probability e number theory e
graph theory.

Pod akovanie

Chcela by som sa podakovat Radoslavovi Harmanovi za ndvrh pravdepodobnostného
priestoru pouzitého v siedmej kapitole. Taktiez aj svojej skolitelke, Bedte Stehlikove;
za podporu a pomoc. A tiez vSetkym, ktori o moju pracu prejavili zaujem a zahrnuli
ma tipmi na priklady.

Cestné prehlasenie

Cestne prehlasujem, ze som bakaldrsku pracu vypracovala samostatne pod dohladom
vediiceho bakalarskej prace a s pouzitim uvedenej literatury.

Martina Duratna



Obsah

1 Uvod

2 Metédy matematickych dékazov
2.1 Trojuholnik . . . . . . ...
2.2 Matematik Moriarti . . . . . . . .. ...
2.3 Zachrante bratsvo! . . . . . . ...

3 Diferencialny pocet

3.1 Nesustredend . . . . . .. . ..
3.2 Rychlasmrt . . . .. .. . .. ..,
3.3 Mozog alebo abakus? . . . . .. ... oL
3.4 Homer v 3D . ... . ...
4 Integralny pocet
4.1 Premysleny podvod . . . . . . . ...
4.2 Ako tomnespackaf . . . . ... ... ..
4.3 Trigonometricka substitucia . . . . . .. . ... oL

5 Diferen¢éné a diferencidlne rovnice

5.1 Vyvoj populacie ziab . . . . .. ... oo

5.2 Delova gula . . . ... . ...
6 Algebra

6.1 Prednéska profesora Lambeaua . . . . .. ... ... ... ... ..

6.2 Harriotova metdda na rieSenie korenov kubickych rovnic. . . . . . . ..

7 Pravdepodobnost

7.1 Monty Hall . . . . . . .. ..

7.2 Lotéria . . . . . . . .

7.3 Feynman vo Vegas . . . . . . . . ..o

7.4 Ako dlho treba ¢akat nadraka . . . . .. ... ...,
8 Teodria cisel

8.1 Velkd Fermatova veta . . . . . . . . . .. .. .. ... ..,

8.2 Niektoré specidlne pripady . . . . . .. .. ..o

8.3 Zdanlivé protipriklady . . . . . .. oo
9 Tec')ri:a grafov

9.1 Udrzbar - génius . . . . . . . . ..

9.2 VybuSnd povaha . . . .. . ...
10 Zaver

17
17
21

25
25
27

30
30
35
36
40

43
43
44
46

49
49
54

58



1 Uvod

Matematika je hra hrand podla istych jednoduchijch
pravidiel s nezmyselnymi znakmi na papieri.

David Hilbert

Matematika. Bud’ ju milujete, alebo nenavidite. Bohuzial u Ziakov a Studentov vo
vicsine pripadov prevldda skor t4 druhd moznost. Najlepsie to asi zhrnul madarsky
matematik George Polya v predslove druhého vydania svojej najznamejsej knihy How
to solve it [22]:

Matematika md tu pochybni cest byt najmenej populdrnym predmetom
v osnovdch... Budici ucitelia sa prechddzajic zdakladnymi skolami naucia
nendvidiet matematiku. Na strednej sa jej snaZia ¢im skor zbavit. Na peda-
gogickych fakultdach sa jej vyhybajiu, lebo nie je vyZadovand. Potom sa vrdtia
na zdkladné skoly, aby tej nendvisti priucili novi generdciu. [22]

No je to skoda, lebo matematika m4 svoje nenapodobitelné ¢aro, ktoré takto ostdva
mnohym skryté. A v Zivote sa jej aj tak nedd vyhnit. Ved ju mozeme najst tplne viade.
Dokonca ani literatira, filmy, seridly, ba ani divadelné predstavenia nie su ziadnou
vynimkou. A préve v nich méZeme ndjst uzitoéné motivaéné priklady, ktoré sa daji
vyuzit na to, aby priblizili matematiku §irSiemu obecenstvu. Pravdaze mozu zaujat aj
matematikov, ktor{ si radi nieco podobné precitaji, ¢i poslizit aj na ozivenie pri uéeni.

Priklady uvedené v tejto bakaldrskej préci st zadelené podla tematickych okruhov,
preberanych na Fakulte matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského v
Bratislave, teda ide o priklady uréené skor Studentom vysokych skol. Viaceré su vsak
pristupné aj studentom poslednych ro¢nikov strednych skol. Ked'ze je cielom tejto
bakaldrskej prace mladych Iudi motivovat, bol tomu prispdsobeny i jej obsah a forma.
To znamend, 7e je pisand o nieco uvolnenejsim sposobom, ako je pre bakaldrske prace
obvyklé.

Témy tu preberané si: metédy matematickych dokazov, diferencidlny a integralny
pocet, diferenéné a diferencidlne rovnice, algebra, pravdepodobnost, tedria ¢isel a tedria
grafov.



2 Metbédy matematickych dékazov

Asi nikoho neprekvapi, Ze akékolvek nové tvrdenie, ¢i uz v matematike, alebo v inych
vednych odboroch nie je prijaté len tak bez dokazu. Matematici maju na dokazova-
nie tych svojich k dispozicii rozne metédy. My si ukazeme dokaz priamy, sporom a
matematickou indukciou.

2.1 Trojuholnik

V knihe Cudnd prihoda so psom uprostred noci [11] od Marka Haddona sa
stretdvame s pribehom pitnastroéného autistického chlapca Christophera, ktory sa
rozhodol vyriesit zaéhadu mftveho psa. Dej je popretkivany pocetnymi matematickymi
problémami. Za zmienku stoji aj fakt, ze kapitoly si ¢islované vyluéne prvocislami,
takze prva kapitola je oznacend ¢islom 2, druhé éislom 3 atd.

Jednou z veci, na ktorej Christopherovi naozaj velmi zélezi, je pokrocily test z
matematiky, na ktory sa v knihe pripravuje a z ktorého chce bezpodmienecne dostat
A, teda najlepsiu mozni znamku.

Jeho najobltibenejsim prikladom z testu je dokaz nasledujticeho tvrdenia:
Trojuholnik so stranami, ktoré sa daji zapisat v tvare n®> +1, n*> —1 a 2n (kden > 1)
je pravouhly. Treba tiez dokézat, Ze v opacnom smere tdto implikdcia neplati.

Ked'Ze je Christopherovo rozpravanie velmi dokladné, nachddzame prislusné riesenie
v prilohe knihy. Dokaz prvej casti je priamy a vyzera priblizne takto:

Najprv musime zistif, ktord zo strén o dizke n% 4+ 1, n2 — 1 a 2n (kde n > 1) je
najdlhsia. Vieme, ze plati:

n*+1-2n=(n-1)7
aked n>1, tak (n—1)>>0. Preton*+1—-2n>0a
n*+1> 2n.
Podobne (n? +1) — (n? — 1) =2 a preto n* + 1 > n? — 1.
Teraz skisime spoéitat sumu stvorcov dvoch kratsich strdn n? —1 a 2n :
=12+ @2n)?=n* -2 +1+4n>=n* +2n* +1=(n*+ 1)~
7 Pytagorovej vety vyplyva, ze takyto trojuholnik bude skutocne pravouhly.

Naopak to vSak neplati. Vhodnym prikladom pravouhlého trojuholnika, ktorého
strany sa v tvare n? 4+ 1, n? — 1 a 2n zapisat nedaju, je trojuholnik ABC, kde a = 60,
b =25, c=65.

Ak by to totiz mozné bolo, tak by muselo platit ¢ = n? + 1:

c=65=n%+1,
n=_8.
Lenze potom
n®—1=63,
2n = 16,
a toto sa nerovna nasim zvysSnym strandam b a a. Trojuholnik ABC je teda nasim
hladanym protiprikladom.



2.2 Matematik Moriarti

V knihe Cudnd prihoda so psom uprostred noci [11] sa tiez dozveddme, Ze hlavny
hrdina Christopher je fantigikom Sherlocka Holmesa. Jeho obltiibenym pribehom je Pes
Baskervilsky.

No nie je to v tomto, ale v inom dieli Sherlockovskej sagy s nazvom Posledny
problém, kde nam Holmes podrobnejsie opisuje svojho thlavného nepriatela Jamesa
Moriartiho ako nadaného matematika:

Jeho kariéra bola meobycajnd. Je to muzZ dobrého povodu a vynikajiceho
vzdelania, obdareny fenomendlnym zmyslom pre matematiku. Vo veku dvad-

satjeden rokov spisal pojednanie o binomickej vete, ktoré dosiahlo eurdpsky
ohlas. [7]

Na binomickej vete si mézeme dobre ukizat vyuzite matematickej indukcie. Této
veta znie:
Ak je dané lubovolné, kladné, prirodzené éislo n, tak potom pre lubovolné x a y plati:

=3 () )

k=0

Tudto vetu budeme dokazovat uz spominanou matematickou indukciou. Pre n = 1
rovnost plati, lebo:

1
1
(+y)' =) (k>x1"“y’“ =2ty =2+

Indukénym predpokladom bude platnost rovnice (1) pre exponent m. Potom pre n =
m + 1 plati:

(z+y)" " =z(@+y)" +y(=z+y)",

kde dosadime indukény predpoklad
m m - m m o
(z + )™t = xz <k>xm FyF 4+ ’yz (j)x Ty
5=0

a d’alej upravujeme:



Vyuzijeme Pascalovo pravidlo!, podla ktorého () + (/) = ("), ¢im dostaneme:

(z+y)™H = 2™ 4y +1+Z< A )x 1k
k=1

m+1
— Z <m]:' 1) IRy

k=0

Tym padom je veta dokézana.

2.3 Zachrante bratsvo!

Ked sa traja kamarati Mitch, Frank a Bernard, hlavni predstavitelia filmu Mladost v
fahu [40], snazia znovu prezit svoje vysokoskolské ¢asy, urobia to tak, ze zalozia svoje
vlastné bratstvo. No ako to uz vo filmoch byva, nejde vsetko tak hladko, ako by si to
chlapci predstavovali a ¢oskoro musia bojovat o zachovanie svojho bratstva. Jednou z
prekdzok je test z matematiky, ktory musia jeho ¢lenovia zvlddnut. Vedeli by ste vy
prejst tymto testom a zachranit bratstvo?

Obr. 1: Miadost v tahu,test

Ako mozeme vidiet na obrazku 1, otézka ¢islo 13 v spominanom teste znie:
Dokdzte, Ze ak b je celé éislo vicsie ako 2, tak v/b*> — 4 je iraciondlne ¢islo.

Pri podobnych tvrdeniach sa najcastejsie vyuziva dokaz sporom, takze sktsime
tito metédu aj my.

Nech je v/b? — 4 raciondlne, teda existuju také nesidelitelné ¢isla p,q € N (ked'ze
Vb2 — 4 > 0, mézeme pozadovat p,q > 0), Ze

?_a=",
q

!Toto pravidlo vyjadruje princip Pascalovho trojuholnika. D4 sa dokazaf tiez indukciou alebo

kombinatorickou dvahou [13].



Potom po umocneni dostavame:

b2—4=p—2.

q2

Cisla p, ¢ st nesidelitelné, preto aj p?, ¢ st nestdelitelné. Kedze b? — 4 je prirodzené
¢islo, dostavame, ze ¢ = 1. Teda

b — 4 =p* (2)
Thito rovnost upravime do tvaru
(b—p)(b+p) =4 (3)

Ked'Ze b, p su prirodzené ¢isla, pricom b > p (vyplyva to z (2)), rovnost (3) predstavuje
rozklad ¢isla 4 na sicin dvoch prirodzenych éfsel, kde prvy éinitel je mensi ako druhy.
Takyto rozklad vsak existuje len jeden:

4=1x4.

Takze b—p =1, b+ p =4, z coho dostaneme b = %, p= % To je spor s predpokladom
b € N. Cize mame povodné tvrdenie dokdzané.



3 Diferencialny pocet

Dostavame sa k diferencalnemu poctu. S jeho zédkladmi sa stretdvame uz v poslednych
ro¢nikoch na strednej skole. V tejto bakalarskej praci su uvedené priklady na limity a
Taylorov rozvoj. Za¢neme s limitami.

3.1 Nesustredena

Cady, hlavna hrdinka filmu Protivné baby [44] je Sestndstrocné dievéca, ktoré sa snazi
zapadnit v novej skole. KedZe je dobrd v matematike, nachddza sa v tomto filme
hned’ niekolko matematickych problémov a vzorcov. V jednej scéne, odohravajicej sa
na hodine matematiky sa d4 z tabule rozlistit nasledujici vyraz:

lim [cos (—% + g) + cos <—g + 2%)} : (4)

Cady vsak viac ako problém na tabuli zaujima pekny spoluziak Aaron sediaci v lavici
pred nou. Vedeli by sme na mieste Cady problém z tabule vyriesit?

Obr. 2: Protivné baby, hodina matematiky

Neméme tidaj o tom, kam konverguje n. Takto sa vSak zvykni oznacovat postup-
nosti, a teda budeme tlohu riesit pre n — oo. Vypocet je jednoduchy, (7/n) — 0, a
teda:

T

i [eos (5 3) oo (Fg w2y = eon (23) e (3) =0
im — —— — )| = —— —— ) =0.
Jm cos (=5 - cos | =3 - cos | =5 cos (=5

Zaujimavu tlohu vsak dostaneme, ak namiesto postupnosti {a,}:,, kde a, =
cos (=% + Z) + cos (—% + 2Z) budeme uvazovat funkciu f(z) = cos (=5 + =)
+ cos (—% + 2%) a budeme pocitat limitu pre x — 0. UkdZeme, Ze neexistuje.

Ak chceme dokdzat, Ze tato limita neexistuje, mozeme tak urobit tym, Ze ndjdeme
dve vybrané podpostupnosti bodov {zx}32; a {x;}72; ktorych ¢leny konverguju k nule,

ale pre ktoré
) T T T s
lim |{cos({——=+ — ) +cos| ——=+2—



# lim |cos —z—i-z + cos _Z+21 .
=00 2 2 x

Najprv uvazujme postupnost {z;}32, = {lﬁ}%’:l . Tato postupnost konverguje
pre k — oo k nule. Comu sa rovng

) T 7 T T
lim |cos | ——=+ — | +cos|——=+2— |7
k=00 2 2 T

Vysetrime, ako sa spravaju jednotlivé kosinusy:

T + T T + T <7T + k’ ) s 0
2 " 9 T L g T 2 —

1+k

3 3
cos —E+21 = COS —E+2—71T = CoSs —W+2k7r :cos—ﬂ =0.

Teda :

) T T T T
lim |cos{ ——=+ — ) +cos| —=+2— =0.

Teraz uvazujme postupnost {z;}7°, = {725}7%, . Aj této postupnost konverguje
pre [ — oo k nule. Comu sa rovng

. T w T T
lim |cos| ——+ — | +cos| —=+2—||?
l—o00 2 i 2 i

Zmovu vysetrime, ako sa spravaju jednotlivé kosinusy:

cos(—ﬁ—ki):cos —E+% = cos2lm =cos0 =1,
2 ) 2 m

cos (—g + 2%) = Cos <—g + 2%) = Cos <g + 4l7r> = cosg =0.

1+41

Teda v tomto pripade

. T m T T
lim (cos|{ ——=+ — | +cos| —=+2— =1.
k—ro0 2 Xy 2 i

Kedze 0 # 1, tvrdenie o neexistencii limity je dokdzané.



3.2 Rychla smrt

Este chvilku zostaneme pri filme Protivné baby [44]. S dalsou limitou sa stretdvame
v poslednom kole matematickej stitaze, ktori na zaciatku filmu oznacila kamaratka
hlavnej hrdinky za ”spolocenski samovrazdu” a ktorej sa Cady zucastnuje viac-menej
za trest. Ide o "rychlu smrt”, to znamen4, Ze kto ako prvy spravne zodpovie otdzku,
vyhréva. Stfaziace maju vyriesit nasledujicu limitu:

lim (ln(l —z)— sinx) ' (5)

a—0 1 —cos?z
Cady pocita a vedie vnutorny monolég:

Sleéna Caroline Craft potrebovala nutne vytrhat obocie. Jej outfit vyze-
ral, akoby ho wvybrala slepd ucitelka z nmedelnej $koly. A na perdch mala
lacny lesk. A vtedy mi to doslo. Utahovanim si z Caroline Craftovej jej ne-
zabrdnim v tom, aby ma porazila v tejto sitazi.

To, Ze niekoho nazvete tucnym, vds neurobi stihlejsimi. Ak niekoho nazvete
hlipym, tak sa nestanete mudrejsimi. A zruinovanie Georgininho Zivota ma
urcite neurobilo stastnejsou.

Vietko ¢o moZete v Zivote urobit je pokisit sa vyriesit problém, ktory lezi
pred vami. [44]

Medzitym prichadza jej superka s riesenim —1. Toto rieSenie je vsak vyhlasené za
nespravne a nasa hrdinka dostdva Sancu odpovedat. Po d’alsom vnitornom monolégu
prichddza s vyrokom, ze limita (5) neexistuje. Ma pravdu?

Obr. 3: Protivné baby, sutaz

Ak sa pokusime vyriesit tiito limitu dosadenim za x, dospejeme k zlomku 3, nakolko
prez=0jeln(l —x)—sinz =0aaj1—cos*z = 0. Teda je potrebné hladat riesenie



inak. Vieme, ze sin®? x = 1 — cos® z. Vyraz v limite sa teda d4 upravit:

In(l1—-x)—sinz In(l—2x)—sinz

1 —cos?zx B sin?
Skisme vysetrit, ako sa sprava tento vyraz v okoli nuly.
Ak je x kladné a dostatoéne malé, je ¢itatel kladny, lebo sin® x > 0. Dalej In (1 — z) <
0a—sinz <0, teda In (1 — x) —sinz < 0. Citatel je zdporny, menovatel kladny, teda
cely vyraz je zaporny. Navyse vidime, ze plati:

In(l—2)—sinz —sinx -1
” < — = -
sin? z sin? z sinx’
a teda
. In(1—2)—sinz . —1
lim — < lim — = —00.
0+ sin® x 20+ Sin x

7 toho dostavame, ze

. In(l—2z)—sinx
lim —5
20+ sin® z

= —OQ.

Ak je z zaporné a dostatocne malé, je menovatel stale kladny, lebo sin? z > 0. Dalej
In(l—2z)>0a—sinz >0, teda In (1 —x) —sinz > 0 . Citatel je kladny, menovatel
kladny, teda cely vyraz je kladny. Navyse vidime, ze plati:

In(l —z)—sinx —sinx -1
sin® sin® x sinz’
a teda
. In(1—2)—sinz i -1
lim —5 > lim — = 0.
20— sin® 20~ sin x
Z toho :
. In(l—2z)—sinz
lim — =00 .
20~ sin® x

Teda vidime, Ze Cady mala pravdu a svojou odpovedou oprédvnene pomohla svojmu
timu vyhrat sttaz.

3.3 Mozog alebo abakus?

Kniha To sndd’ nemyslite vdzne, pdn Feynman! [8] je autobiografiou zndmeho
amerického fyzika, drzitela Nobelovej ceny vo svojom odbore, Richarda Feynmana, do
ktorej autor zahrnul mnohé zo svojich pocetnych dobrodruzstiev a zaujimavych prihod
zo zivota. Richard Feynman sa okrem iného podielal na vyrobe atémovej bomby a
vysetrovani tragédie raketoplanu Challenger.

Nasledujiica scéna sa nachadza ako v tejto knihe, tak aj vo filme Nekoneéno [35],
hoci tam je oproti knihe zna¢ne upravena. Richard Feynman v tejto scéne spomina na



svoje stretnutie s predavacom abakusov, s ktorym si zmeral sily v pocitani postupne
naro¢nejsich matematickych tloh. Aj ked Feynman spociatku v rychlosti zaostdval, s
pribiidajiicou ndro¢nostou sa rozdiel medzi nimi stieral, az napokon tato sttaz vytstila
do pocitania tretej odmocniny: /1729, 03.

V tejto discipline Feynman suverénne vyhrava. Zatial ¢o si jeho stiper siahol aZ
na samé dno svojich schopnosti a zirivo prehadzoval gulicky pocitadla zo strany na
stranu, vyuzil Feynman svoje matematické vedomosti a zvolil metédu aproximacie. V
knihe pisSe:

To cislo bolo 1729,03. Nihodou som vedel, Ze kubickd stopa obsahuje 1728
kubickych palcov, a pretoZe jedna stopa md 12 palcov, riesenie je len o nieco
viac ako 12. Podiel 1729,03/1728 sa lisi od jednotky faktorom 1,03/1728,
predstavujicim skoro jeden diel z 2000. A z pocitania s malymi cislami
som wvedel, Ze tretia odmocnia z 1 + malé cislo je 1 + malé éislo /3.
Takze mi stacilo ndjst zlomok 1/1728 a vyndsobit Styrmi (vydelit tromi
a vyndsobit dvandstimi). Tymto spésobom som bol schopny ziskat vela de-
satinngch miest. [§]

Podla popisu vidime, Ze asi pouzijeme Taylorov rozvoj (pozri napr. [14]):

@), @, 1@,

fla+z) = f(a) + T T +.. — T4

Obzvl4st o tom napovedd cast tretia odmocnia z 1 + malé ¢islo je 1 + malé ¢islo /3,
nakolko ked za funkciu f zoberieme tretiu odmocninu, za a dosadime 1 a za x ono
"malé ¢islo”, tak prvy clen tohto rozvoja je 1 a f/'(1) = %1_% = 1/3, ¢ize druhy ¢len
bude malé ¢islo /3:

1
31—1—95%1—1-51’.

Teda tato aproximacia, ktori Feynman pouzil, vyzera takto:

03 1,03
/172 = 21728 [14+ =— ) = 12¢/1 + —2—.
729,0 \/ 728 +1728) V' 17as

Teraz pouzijeme Taylorov rozvoj:

2
103 T4 1,03_1X<1,03>

1728 1728 9 1728

a eSte zaokrihlime 1,03 na 1, ¢o sposobi len maly rozdiel. Teda dostavame:

1,03
/172 =12¢/1
729,03 = + =3 1798

~ 12 1+1>< 1 1>< 1 +
- 371728 9 717282 T

4>< 1 n
1728 3 17282

Feynman z tohto rozvoja zobral len prvé dva scitance: /1729,03 =~ 12 + 4 X —=5 1728
Toto sa uz spaméti pocita ovela jednoduchsie, ako tretie odmocniny, no nie?

=12+4 x
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3.4 Homer v 3-D

Oblibeny seridl Simpsonovci uz pocas rokov odvysielal vyse 400 epizdd a za ten cas
sa v nom neraz objavila matematika. Taktiez vznikla tradicia Specidlnych Halloween-
skych dielov.

V jednom z nich, nazvanom Specidlny ¢arodejnicky diel VI. [37] nachiddzame
hned niekolko rovnic, ktoré stoja za zmienku. Homer v snahe schovat sa pred svojimi
Svagrinami zalezie za pribornik, kde ndjde ukryty portal do iného, trojdimenzionélneho
sveta. Kym sa mu toto miesto podari svojou ”sikovnostou” znicit, preleti okolo neho
rovnica:

e = —1.

Kreslené seridly nie si prave zndme svojou matematickou presnostou, preto si
’~ ~ . . ’ ’ ’ 2’ ~ ’ ) ’
ukazme, ze na rozdiel od inych, ktoré budi uvedené neskor, tato rovnost plati.

Obr. 4: Specidlny carodejnicky diel VI., 3-D Homer

Urobme Taylorov rozvoj funkcie e:
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Ak sa pozrieme na Taylorove rozvoje funkcii cosz a sinz :

2 ot 3 ab

cosmzl—quZ—... , smx:x—§+a—...,

mozeme si véimnit, Ze podla tychto rozvojov plati:
e = cosz +isinx,
a teda:
T

" =cosm+isinmt=—1+1x0=-—1.

Téato rovnost je medzi matematikmi velmi obltibend. Prepisand do tvaru e™ +1 = 0 je
povazovana za jednu z najkrajsich a najelegantnejsich rovnosti [3].
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4 Integralny pocet

Diela Julesa Verna st zname dobrodruzstvami, ktoré predbehli svoju dobu. Kniha
Cesta na Mesiac [32] je plné technickych, matematickych a fyzikdlnych vyrazov, o
com svedci aj tento dialég medzi hlavnymi protagonistami Barbicanom a Michalom
Ardanom:

”A keby daco, ¢o vlastne je integralny pocet?”

" Integradlny pocet je opak diferencidlneho vypoctu,” vravel Barbicane vdzne.
"HIbokd vd'aka za vysvetlenie!”

" Ingymi slovami, je to vijpocet, ktorym hladdme hodnoty funkcii, ak pozndme
ich diferencidly.” [33]

Integralny pocet sa zda byt v autorskych kruhoch velmi obltibenym néstrojom pre za-
pojenie matematiky do deja, najcastejSie pre demonstraciu zvyseného intelektu ¢i na-
dania u postav. Jednoducho povedané, priklady z integralneho poc¢tu nam su zvycajne
predkladané ako naroéné problémy, ktoré obycajny clovek len tak Tahko nevyriesi.

4.1 Premysleny podvod

V wz spominanom filme Mladost v fahu [40] nachddzame scénu, v ktorej clenovia
bratstva pisu test s pomocou ”priatelov na teleféne”, ktori sedia vonku v dodavke a
nasepkavaju.

Jednou z otazok v teste je vypocet nasledujiceho integralu:

/ e” cos zdx.

Vypocet tohto integralu nie je tazky. Na jeho vyrieSenie staci, ak ovlddame pouzivanie
metody per partes. Pouzitim tejto metédy dostaneme:

/ e® cosxdr =

u=e" u = e”
v =cosx v=sinx

=e"sing — /ex sin xzdz

u=e" u = e”

, . =e’sinx +e“cosx — | €’ cosxdr.
v =sinx v=—coszw

Teraz porovname zaciatok a koniec nasho vypoctu:
/ e’ cosxdr = e*sinx + e* cosx — / e’ cosxdx.
Vieme teda vyjadrit hladany integral :

Q/em cosxdxr = e*sinx + e” cos x,

- e’sinx + e* cos
e’ cosxdr = 5 .

13



4.2 Ako to nespackat

Film Stand and deliver [39] je nakriteny na motivy skutoénych udalosti zo zZivota
zanieteného stredogkolského ucitela. Jaime Escalante sa ujal problémovych studentov
a odhodlany ukézat svetu ich potencidl pre nich zalozil kurz pokro¢ilej matematiky. V

Obr. 5: Stand and deliver

tomto filme nachddzame nasledujicu scénu. Student stoji pred tabulou, na ktorej je

napisané:
2 -
/ x* sin xdx

a poktsa sa tento problém vyriesit pomocou metédy per partes. Pocita:

/ 22 sin xdr =

1 1
= —23sinx — / —23sin zdx.
3 3

u=sinz u =cosx
vV=x? v=2a3/3

V tomto momente sa zasekne a ndsledne prehlési, Ze to nevie vypocitat. Kde urobil
chybu?

Chyba nie je v samotnom vypocte - ten je spravny, uvedend rovnost plati. Je v
sposobe, akym tito metédu pouziva. Namiesto toho, aby si zvolil v = sinz a v = 22,
¢im sa mu situdcia v d'alsom kroku iba skomplikovala, mal radsej volif u = 22 a
v/ = sinx, teda :

9 . u = z? u = 2x
rosinxdr = | .
v =sinx v=—cosw
= —x2cosm+/2xcosxd$,

14



a potom treba pouzit per partes este raz:

u =2 u =2

—z?cosx + [ 2wcosxdr = | .
vV =cosr v=sinx

= —2%cosz + 2wsing — /QSinxdx
= —2%cosx + 2xsinz + 2cosx .

Ako vidime, nie je to az také fazké.

4.3 Trigonometricka substitucia

Ako sa zda, detektivky a matematika spolu idu ruka v ruke. Dobrym prikladom su
aj knihy autora Erika Rosenthala, ktorych hlavna postava Dan Brodsky je matematik
vyucujuci na skole. Nie je teda prekvapenim, ze sa v jeho knihach matematika objavuje
celkom casto. Vynimkou nie je ani dielo s ndzvom The calculus of murder [26], kde
hlavny predstavitel popisuje jedno svoje rdno takto:

Zobudil som sa skoro rdano, aby som si pripravil predndsku na kurz analijzy
od deviatej do jedendstej. Studovali sme metody integrovania, potreboval
som priklady na ilustrovanie pouZitia trigonometrickych substiticii. [26]

Trigonometricka substiticia sa pri integrovani vyuziva napriklad v pripade, ze
méame integral obsahujici va? £+ 22 alebo vz + a? [30]. Dobrym prikladom na jej

vyuzitie je vypocet integralu:

/ 1
—dx.
VaZ — 12
Je dost mozné, Ze prave takyto integrdl by Dan na svojej predniske pouzil. Jeho
vypocet je nasledovny. Urobime substiticiu x = asin t:
r =asint

acost
= |dxr = acostdt| =

/ ! d dt
——dx
Va? —a? t = arcsin £ Va? —a?sin®t

B / cost g — cost i
T

. T .
—/1dt =t+c :‘t:arcsm—‘:arcsm—+c.
a a

Alternativne sme mohli volit substiticiu = a cost. Potom by ndm vyslo:

T =acost asint
= |dx = —asintdt| =

/ ! d dt
——dx
Vva? — x? t = arccos & Vva? —a?cos?t

B sint g — sint &t
V1 —cos?t vVsin?t
T T
:—/1dt =—t+c = t:arccos—’ = —arccos — + c.
a a

15



Ide o jednoduchy priklad vhodny na ilustraciu trigonometrickych substiticii.

Dve primitivne funkcie by sa mali it len o konstantu. Tu sme vsak jednym postu-
pom dostali arkussinus a druhym arkuskosinus. Ako je to mozné? Vysvetlenim je, ze
arcsin (x) = — arccos () — 7/2, teda naozaj sa rieSenia lisia len o konstantu 7/2 (vid

obrézok 6).

YA
v
‘\ arccos(x)
N\ s
N[ 4T
N\,
RN

arcsin(x)

I
o
=
t

Obr. 6: Arkussinus a arkuskosinus
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5 Diferencné a diferencialne rovnice

Diferen¢né a diferencidlne rovnice majui §iroké vyuZitie najmé pri popisovani velkosti
populacii, alebo vyvoja inych veli¢in v ¢ase, a pri roznych fyzikalnych vypoctoch. Svoje
miesto si vSak nasli aj v literatire, ktora nie je odborného charakteru.

5.1 Vyvoj populacie ziab

Christopher, hlavny hrdina knihy Cudnd prihoda so psom uprostred noci [11]
ndm spomina, Ze maji v skole rybnik so Zabami, aby sa naucili, ako zaobchidzat so
zvieratami s tctou a respektom. Populécia ziab vsak z roka na rok meni svoju velkost.
Christopher si nakreslil ilustra¢ny graf mnozstva ziab (vid obréazok 7).

100 F
»
- S
75| S h
B . .
a0 *» ‘.
251 _
P .
1 | | 1 | | 1 | | 1 | * 1
1986 1957 1938 1989 1990 1991 1593215993 1994 1995 1996 19597 15935
Obr. 7: Vyvoj populécie ziab v case
Vravi:

A ak by ste sa pozreli na tento graf, mohli by ste si mysliet, Ze bola v rokoch
1987, 1988, 1989 a 1997 velmi studend zima alebo Ze prisla volavka a vela
Ziab zjedla ...

No niekedy to nemd nic spoloéné so studenymi zimamsi, mackami ¢i volav-
kami. Niekedy je to jednoducho matematika. [11]

Taktiez ndm predkladd diferenénii rovnicu, podla ktorej sa vraj populdcie zvierat
spravaju:

Nnew == )\Nold(l - Nold);

kde N predstavuje hustotu populédcie. Je to podiel aktudlneho poctu zvierat k ma-
ximélnemu poctu, aky by na danom tzemi mohol zit. Cize ak N = 1, tak je populdcia
na absoliitnom vrchole, ¢o znamend, Ze je najvicsia, akd moze byt. Nopak, ak je N = 0,
populacia vymrela. N, tu predstavuje populaciu v jednom roku a N4 populaciu v
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roku predtym. A X je konstanta, ktord, ako sa da zistit, moéze nadobtidat hodnoty od
0 po 4.2

Ozna¢me z(n + 1) = Nyew a x(n) = Nyg. Dostdvame obvykly tvar diferencne;
rovnice:

z(n+1) = Ax(n)(1 — z(n)). (6)

Pre budice vyuzitie definujme funkciu f:

¢ize x(n + 1) = f(z(n).

Pre takito diferenénii rovnicu vieme z matematického hladiska vselico zistit. Je
jasné, Ze velkost konstanty A bude maf na spravanie sa populdcie vyrazny vplyv.

Napriklad ak by bola A nulovd, tak pri akejkolvek pociatoénej hodnote x(0) je
z(n) =0xx(n—1) x [1 —z(n —1)] =0, takze by v takomto pripade populdcia hned
vymrela.

Co sa vsak bude diat, ak A nulova nebude? Aj na tiito otédzku vieme aspoii ¢iastoéne
odpovedat. Christopher pise:

Ked je N mensia ako 1, populdcia sa zmensuje a zmensuje aZ vyhynie. A
ked je X medzi 1 a 3, popudcia sa zviésuje a potom sa ustdli ...

A ked je N medzi 3 a 3,57, populdcia sa sprdva cyklicky ...

Ale ked je X vicsia ako 3,57 populdcia sa stdva chaotickou ako v prvom
grafe. [11]

a kresli obrazky k jednotlivym pripadom. Podobné obrézky st uvedené aj tu - ide o
obrdzky 8 - 11. Pozrime sa, ¢o vieme o Christopherovych rieSeniach dokézat. Tiez sa
neskor vratime k obrazkom a ukazeme si, aké priebehy ilustruju.

Najjednoduchsie je ndjst staciondrne body. Staciondrny bod je takd hustota po-
pulécie ziab, ktord sa z roka na rok nemeni. Nech A > 0. Pre stacionarny bod & rovnice
(6) plati:

B = \i(1— &),

Po tprave dostaneme:

1
AZ|(1——)—2] =0,
(=) =4
a teda mame dva pevné body 2; =0 a 23 =1 — % To znamena, ze ak je tento rok
hustota nulova alebo rovna 1 — %, tak takd bude aj ten d'alsi rok a zostane rovnaka
aj po nasledujice roky. Co ak sa ale tohtoroénd populdcia ziab nerovnd ani jednej z
tychto hodnot?

2 Npew must byt z intervalu (0; 1). Pre akékolvek Nyq € (0;1) je vyraz Nojg(1 — Nyig) > 0 a teda aj
A > 0. Navy$e maximum tohto vyrazu sa nachddza v bode Ny;q = %, pre ktory plati Nojq(1—Nog) = i

a teda aby tento vyraz po prenisobeni A nenadobidal hodnotu vyssiu ako 1, musi byt A < 4.
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Jednou moznostou je, Ze sa dlhodobo ustdli na jednom z pevnych bodov. Ak pri
zaciatocnej hustote z okolia pevného bodu nastane takato konvergencia, nazyvame to
asymptotickou stabilitou daného bodu. Dalsim krokom nasej analyzy je teda zistit, i
a v ktorych pripadoch su tieto pevné body asymptoticky stabilné.

Vieme, Ze pevny bod # je asymptoticky stabilny, ak derivéacia funkcie f(z) podla x
v bode 7 je v absolitnej hodnote mensia ako 1 (pozri [4]). Najprv spravime derivaciu
funkcie f(x) podla z v bode x = Z; = 0:

F(2) = A1 = 22)|pmym0 = AM(1 =2 x 0) = \.

Teda nula bude asymptoticky stabilnym pevnym bodom prave vtedy, ked A\ < 1. Ak
teda A < 1 a zaéneme s malou hustotou populécie (blizko nule), tak sa postupom ¢asu
budud viac a viac priblizovat nule, a teda populdcia sa bude zmensovat a postupne
vyhynie®. Na obrdzku 8 vidime, ako sa sprdva populdcia pre A = 0,3 a pociatocni
hustotu populacie rovni 0, 46.

1r

08}
06+
0.4t
02t
.
L %28 5050000000000000 00000000000 00 0 0 00 008
0 5 10 15 20 25 30 3% 40

Obr. 8: XA =0, 3, pociatocna hustota 0, 46

Teraz vysetrime druhy pevny bod &, =1 — &

1Y o IR
(52 it 2y A [ (1 )] 22

Bod #5 bude asymptoticky stabilnym pevnym bodom prave vtedy, ked |2 —\| < 1,
¢o nastava, ak 1 < A < 3. Teda ak 1 < A\ < 3 a zacneme s hustotou populacie niekde
blizko 1 — %, tak sa postupom casu ustali populacia na tejto stacionarnej hustote. Na
obrazku 9 vidime, ako sa sprava populacia pre A = 2,3 a pociatoénu hustotu populacie
rovnu 0, 46.

Na obrazku 10 vidime, ako sa hustota populacie ustali na tom, ze osciluje me-
dzi dvomi hustotami. Ndjdenie takychto cyklov nie je ovela fazsie ako ndjdenie sta-
ciondrnych bodov. Budeme postupovat podla [10]. Definujme funkciu

>

3Presnejsie povedané, nikdy nevyhynie tiplne, ale bude k tejto nulovej hodnote konvergovat. Takto

treba chdpaf vyraz "ustdli sa” v d'alsom texte.
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Obr. 9: X\ = 2, 3, pociatocna hustota 0, 46
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Riesenie s periddou 2 (teda &1, &9, &1, L9, T1, X9, . . .) vieme pomocou funkcie g vyjadrit
podmienkami:

V nasom pripade:

g@)=2AA e (1 -z)(1 = Az (1-2)
= Nz(1 —2)(1 — Az(1 —2)).

Budeme riesit rovnicu & = g(%), t. j.:
A23(1— 2)(1 = Ae(1 — #)) = 2.

. A~ ) A v . A ’ ./ ’ L~ ’
Rovnicu mozeme vydelit z, lebo riesenie & = 0 nas nezaujima, zodpoveda totiz pevnému
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bodu # = 0.* Dostaneme:

1=X(1—-2)(1 - \2(1 —2)),
0=X(1-2)(1-A2(1-2))—1.

1 1 1
~3 ~2 ~ o
xr —Xx +(1+X)x+(ﬁ+x)—0.

Znovu vyuzijeme predchddzajicu poznamku, ze aj pevné body su rieSenim. Teda aj

& =1- 1, takze sa d4 vynaf korefiovy ¢initel & — (1 — 1):

D () G

Zostane kvadraticka rovnica:

1 1 1
~9 o .
x—(1+x>l’+(ﬁ+x)—0,

ktori uz vieme jednoducho vyriesit. Dostaneme:

1{A+1 A+1\? 4N+ 1
;i¢(+>_<+>

Rozndsobime:

2 A A A2

Toto vieme zjednodusit:

h :)\+1i\/(/\—3)()\+1)

2)

Tieto 21, 9 st redlne, ak A < —1 alebo ak A > 3. Kedze mame X\ > 0, mus{ byt A\ > 3.
Pre A > 3 teda existuje periodické rieSenie s periédou 2. Na obrazku 10 je A = 3,3
comu zodpoveds &) = 2L = 0,8236 a dy = S = 0,479427.

Na koniec si aspoii pre zaujimavost na obrazku 11 ukdZzme, ako vyzerd graf pre
A =4 (a poc¢iatocnu hustotu 0,46). Vidime, Ze pre takto zvolené hodnoty vyzera graf
naoza] chaoticky.

5.2 Delova gula

Vo Verneho knihe Cesta ma mesiac [32] bola v delovej guli do vesmiru vystrelena
trojica Michal Ardan, Barbicane a Nicholl. Malo ist o cestu na Mesiac, no kvoli chybe
vo vypoctoch sa cela expedicia zvrtla. V istom momente st nasi hrdinovia presvedcent,
7e sa ich vesmirna lod bude pohybovat jednym z dvoch moznych sposobov:

4Pevné body & funkcie f tiez spliaji g() = &, lebo pre ne plati g(2) = f(f(2)) = f(2) = 4.
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Obr. 11: XA = 4, pociatocna hustota 0, 46

" Projektil md na vyber medzi dvoma matematickymi krivkami a poleti alebo
podla jednej, alebo podla druhej; to uzZ bude zdlezat na rijchlosti, ktord ho
bude hnat a ktori v tejto chvili neviem odhadnait.”

”Ano, "potvrdil Nicholl,”strela poleti bud podla paraboly, alebo podla hyper-
boly.”

"Hej, je tak,” odvetil Barbicane. ”Pri urcitej rychlosti jej smer bude para-
bolicky, pri vicsej rychlosti hyperbolicksy.”

"Mdm rdd takéto velké slovd,”zvolal Michal Ardan. ”Kazdyj ihned vie, ¢o
to md znamenat. Prosim vds pekne, ¢o je to td vasa parabola?”

" M6j mily priatelu,” odvetil mu kapitdn, "parabola je krivka druhého stupria,
ktord vznikne, ak rovina pretne kuZel rovnobeine s jeho povrchovou priam-
kou.”

”Aha, aha, ciZe tak,”povedal Michal uspokojene.

”Je to takmer drdha, ktori opise gula vystrelend z dela,” objasrioval Nicholl.

[32]

Neskor sa dozveddme, ze prave parabola je krivka, po ktorej letia. Ako vsak vyzeraju
vzorce podla ktorych sa tato krivka kresli?

Zrejme len malokto ich vie naspamiit. No ti Sikovnejsi si ich vedia celkom rychlo
a bez problémov odvodit. Staci vediet, Ze prva derivécia funkcie polohy telesa podla
¢asu je jeho okamzitd rychlost a druhé je zrychlenie. V nasom pripade hladdme takéto
funkcie dve - jednu pre x-ovi (horizontélnu) zlozku a druhu pre y-ovi (vertikalnu)
zlozku.

Ak budeme predpokladat, Ze neexistuje odpor vzduchu, tak jediné zrychlenie posobiace
na delovii gulu je gravitdcia. T4 posobi len na y-ovi zlozku. Teda ak oznac¢ime gra-
vitacné zrychlenie ako g, tak:

2”(t) =0, y'(t) = —g. (7)

Z tohto vieme vypocitat funkcie pre rychlosti v z-ovom a y-ovom smere. (Postup
rieSenia roznych diferencidlnych rovnic sa da néjst napriklad v [4].) Kedze druhé
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derivdcie (zrychlenia) st konstanty, budeme hladat prvé derivacie (rychlosti) v tvare:
r'(t)=a+bxt, y'(t) =c+dxt, (8)
tak, aby spfﬁali tieto podmienky:

e Rovnice zo (7) musia byt splnené, teda ak zderivujeme v,, musime dostat z”(t) =
0 a ak zderivujeme v,, musime dostat y”(t) = —g. Ak zderivujeme (8), dostaneme

2'(t) =b, y"(t) =d. Tedab=0, d= —g.

e Plati 2/(0) = vycosa a ' (0) = vysina, kde vy predstavuje rychlost s akou sa
projektil na zaciatku pohyboval a a predstavuje uhol, pod akym bol vystreleny
(vid obrazok 12). Dosadenim do (8) dostaneme z'(0) = a, ¥'(0) = ¢. Teda a =
Vg COS @, € = Vg Sin au.

Vyjde nam:

v, (t) = 2'(t) = vg cos a, vy (t) = y'(t) = vosina — gt.

a0

{vp COsS @, v sin @)

40

4
- v i

(vp COS L, vp 5in a)

Obr. 12: Delova gula

Zopakovanim tohto postupu potom dostavame rovnice pre funkcie polohy gule,
ktoré vyzeraju nasledovne:

x(t) = 20 + vot cos v,

t2
y(t) = yo + votsina — 97,

kde (z9,10) predstavuje stradnice pociatoéného bodu, odkial modul vylieta, vy uZ
spominani poéiatoént rychlost a « uhol, pod akym modul pociatoény bod opustil.

23



Ak vyjadrime y ako funkciu x, dostaneme

sin «

(x —z0) — (z — xO)Q

cos & 21 cos «
. 2 .
x sin v x Zo Sin
_ g - 9ro x+_90 o ).
2V cos av 2vpcosa cosa 2V COS & Ccos (v
¢o je naozaj parabola.

Vdaka tymto rovniciam by si mohli pripadni vesmirni kovboji (ak by boli samoz-
rejme dostatocne zbehli v matematike) vypocitat dréhy svojich guliek, vystrelenych v
nejakom gravitacnom poli.

Ti pozemski ich sice mozu vyuzivat tiez. Avsak vieme, Ze na gulky posobia dalsie
sily, ako napriklad odpor vzduchu. Takze vypocitand parabola nie je uplne presne

trajektoriou. Hoci by ich to zrejme od strielania aj tak neodradilo. Konieckoncov zatial
sa najméi vo filmoch a kriminalnych seridloch striela ostosest.

Y =1Yo+
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6 Algebra

Algebra patri k naozaj najzakladnejsim matematickym odvetviam. Bez nej by sme
neboli schopni pohniit sa vo vypoctoch d'alej. Mozno i preto si nasla svoje miesto aj v
literatire a kinematografii.

6.1 Prednaska profesora Lambeaua

Ak sa povie matematika vo filmoch, viésine Tudi okamzite zide na um snimka Dobry
Will Hunting [43]. Ide o pribeh mladého a nesmierne nadaného mladika Willa, ktory
pracuje ako udrzbédr na technickej vysokej skole. Kedze m4 byt hlavna postava mate-
maticky génius, nie je prekvapenim, ze sa v tomto filme objavuje hojne matematika.
Okrem dvoch problémov, ktorych vyriesenim si Will ziska pozornost profesora Geralda
Lambeaua a ktorym sa budeme venovat neskor, vieme najst aj iné, menej ndpadné
namety na priklady.

Jeden nachédzame na tabuli za profesorom Lambeauom, ked ho po druhy krét
vidime stat pred prednaskovou salou plnou studentov. Ide o maticu:

2k -k -k
A=k 2k —k
ko k 2k

Ako mozeme na obrazku 13 vidiet, tvorcovia filmu ndm dali k dispozicii nielen maticu
A, ale aj potrebné definicie a postup vypoctu. Skisme najst vlastné hodnoty a
vlastné vektory matice pre rozne hodnoty parametra k£ € R.

Obr. 13: Dobry Will Hunting, prednaska

Moézeme predpokladat, Zze k # 0, nakolko je riesenie pre k = 0 trividlne. Pre k = 0
je totiz matica A nulova, jej vlastné hodnoty su taktiez nulové a za vlastné vektory

25



mozeme zvolit Tubovolné tri linedrne nezavislé vektory, napriklad:

1 0 0
v = 0 , Ug = 1 , Uz = 0
0 0 1

Nech teda k # 0. Hladdme také hodnoty A a prislusné vektory (z,y,z)?, ktoré
splnaju

x x
Aly | =Asxs |y
z z
Po predeleni k dostavame
x x
A
Aly ) = E[:sxza Yyl
z z
kde
1 2 —1 —1
A=-A=(1 =2 -1
1 1 2
Oznacme N = % Vidime, ze staci, ak ndjdeme vlastné hodnoty A matice A" a po

prenasobeni ¢islom k dostaneme vlastné hodnoty povodnej matice A a vlastné vektory
prislichajice k A budi zaroven aj vlastnymi vektormi matice A. Najskor najdeme
korene charakteristického polynému, t. j. také A} , 5, aby platilo

2-N -1 -1
0= 1 2-XN —1 |=2=X)*+32-X)
1 1 2-X

=2-N)[2-X)+3] =2-XN)[(N)> -4\ +7].

Dostdvame A} = 2 a \y3 = 2 & iv/3. Z toho dostdvame vlastné hodnoty matice A:
A1 =2k a M\p3 = 2k £ ik/3.

Prejdime k vypoctu vlastnych vektorov. Zaénime s ] = 2. Hladdme vektor v, #
03x1, ktory spfﬁa

(A" = N I3x3)v1 = 031,

teda
0 -1 -1
1 0 -1 U1 :O3><1'
1 1 0

RieSenfm tejto ststavy je napr. vektor v; = (1; —1;1)T.
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Dalej pokracujme s X, = 2 + iy/3. Hladdme vektor vy # 01, ktory spfﬁa
(A" = NyIsx3)va = Osx1,
teda

—iv3 =1 -1
1 —iv3 =1 | vy =034
1 1 —iV3

Vektor, ktory by riesil tiito stistavu je napr. vy = (=1 4 iv/3; 1 +iv/3;2)7.

Ked7e \; = 2 +14+/3 je komplexne zdruzenym ¢islom k A, tak aj vlastny vektor vs
bude komplexne zdruzenym vektorom k vy. Teda vy = (—1 —iv/3;1 — iv/3;2)T. Cize
vlastné vektory matice A su:

M o=2k Ao =2k+ikV3, A\3=2k—ikV3
a k nim prislichajice vlastné vektory su

1 —1+iV3 —1—4V3
vp=|-1], wo=|1+iv/3 |, vs=| 1-i/3
1 2 2

6.2 Harriotova metdda na riesenie korenov kubickych rovnic

Uz v prvackej algebre sa prednédsa veta, ktora hovori o korerioch algebraickych rovnic.
Znama je pod niazvom zakladna veta algebry a hovori, ze kazdy polyném stupna
aspon jeden s komplexnymi koeficientami méa aspon jeden komplexny koren. Jej dokaz je
vak nérocnejsi a vyzaduje znalosti z d'alsich matematickych oblasti, napr. komplexnej
analyzy. Dalsia dolezitd veta je t4, ktord hovori, Ze rovnica stupna n ma n korefov
(Obe najdeme napriklad v [2]).

Zo strednej Skoly je nam zase znamy vzorec pre vypocet korenov kvadratickej rov-
nice pomocou diskriminantu, ktory nachddzame napriklad aj v knihe Cudnd prihoda
so psom uprostred noci [11].

Vo vseobecnosti takéto vzorce neexistuji. Ak je stupen polynému vacsi alebo rovny
5, neexistuje predpis v radikdloch, ktory by udaval korene vseobecného polynéomu. Toto
tvrdenie dokdzal eSte Evariste Galois, franctizsky matematik, ktory bohuzial skonal
velmi mlady (zomrel v stiboji v roku 1832 ako dvadsatro¢ny). Kniha The French
mathematician: a novel [21] od autora Toma Petsinisa predstavuje fiktivne Galo-
isove spomienky.

Vrédtme sa v8ak k hladaniu koreriov algebraickych rovnic. Vo filme Mladost v tahu
[40] je v teste, ktory hrdinovia pisu, uvedeny nasledujiici sposob hladania korefiov ku-
bickych rovnic. Otdzka znie, ako sa tadto metéda vold. Spravna odpoved je Harriotova
metdda na riesenie kubickych rovnic.

Majme kubickt rovnicu nasledovného $pecidlneho tvaru:

2?4+ 3b%x = 2%, (9)

kde b, c € R st konstanty.
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y2_b2

Metoda uvedena v teste spociva v tom, ze si urobime substiticiu z =
po uprave dostaneme:

, z coho

y® — 2%y — 18 = 0. (10)
T4to rovnica sa da d'alsou substiticiou z = y* previest na kvadratickt rovnicu
22 -2z - 1% =0, (11)

ktori uz vieme jednoducho vyriesit. Jeden jej koren je z = ¢ + 1/ (c® + 09), ¢o preve-
dieme znovu na

V= TP 1)

Rovnost (10) vieme jednoducho upravit na y? (y*> — 2¢®) = % a po predeleni oboch
stran y* dostaneme:

y? —2¢% =00 [y
Z toho po dosadeni y* = ¢® + /(8 + b%) mdme:

A 4 /(B +15) — 2¢ = b0 /3%,

— 4 /(8 + B5) = b° /o3, (13)

Ak teraz urobime tretie odmocniny z (12) a (13):

y = {’/03—4— (6 + b5), (14)

By = -+ 1), (15)

dostaneme vzorec na vypocet jedného korena povodnej kubickej rovnice (9) :

x:y—b2/y:</c3+\/m—<’/—c3+ (c® + 09)
=€/C3+ (c6+b6)+€/c3—\/m.

Nasli sme teda jeden koren kubickej rovnice (9). Tu popis tohto postupu konéi. Od
nasSepkavacov sediacich v aute sa dozvedame, ze ide Harriotovu metodu rieSenia ku-
bickych rovnic [20]. Zostéva vsak niekolko nezodpovedanych otazok:

(16)

e Podla zdkladnej vety algebry, ktord sme uviedli na zaciatku kapitoly, ma kazda
kubickd rovnica (a teda aj rovnica v Specidlnom tvare (9)) tri korene. Kde s
potom zvysné dva?

e Pri vypocte korenov kvadratickej rovnice (11) sme zobrali len jeden z koretiov.
Nemali by sme zobrat aj druhy a tym ziskat d’alsie rieSenie povodnej kubicke;
rovnice? (Aj tak ndm vsak zostava treti koren, ktory sa niekde ”stratil”.)
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Najskor zodpovieme otazku o druhom koreni kvadratickej rovnice (11). Ak zoberieme
Z=c— /(8 + 19), tak rovnakym postupom dostaneme:

i={e-VETE),  Pli= ¢ - E ).

A teraz vypocitame:

=~ ¢ ~VETF) - -~ VE+ )
FVET) + i~ @+ ),

¢o je to isté, ako to, ¢o sme dostali predtym.

V skutocnosti sme mohli vidiet hned z rovnice (9), Ze ma prave jeden redlny kore.
Existencia takéhoto korefia vyplyva z toho, ze 3 + 3b%’z — +oo pre x — +00 a
2% + 3b%xr — —oo0 pre ¥ — —oo. Existuje teda také x, pre ktoré x® + 3b%x = 2¢3.
Takychto  nemodze byt viac, lebo funkcia 23 + 3b%z je rastiica (mézeme sa o tom
presvedcit priamo z definicie alebo vypoctom derivécie).

Zakladna veta algebry hovori o komplexnych korenoch. Zvysné dva korene rovnice
(9) su teda komplexné. ”Stratili” sa ndm pri vypocte tretej odmocniny, vo vztahoch
(14) a (15). Okrem tychto redlnych tretich odmocnin existuju este dve komplexné.

Ak nés vsak zaujimajui iba redlne korene, rovnica (9) mé vzdy jeden redlny koren,
ktory je dany vzorcom (16).
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7 Pravdepodobnost

S pravdepodobnostami sa stretdvame dennodenne, hoci si to zrejme neuvedomujeme.
Napriklad uz rdno, ked vstaneme a zacneme sa chystat na cestu do préace ¢i gkoly,
myslime pri pohlade z okna na to, aké je pravdepodobné, Ze bude prsat a tomu sa
snazime prisposobit svoj vyber oblecenia. Samozrejme, v takomto pripade nejde o
presné vypocty, skor o akési odhady. A len méalokto sa nad vecami, ako je ddzd, zamysla
az do takej miery ako postavy filmu Butterfly Dreaming [45], ked sa v jednej scéne
pyta hlavného hrdinu jeho manzelka:

" Akd je sanca, Ze dve dazdové kvapky dopadni na ten isty list?”

”Za predpokladu, Ze zasiahnu tamten strom?”

”Napriklad.”

"Hmm. Tak sa na to pozrime...ten strom md priblizne osem stop, od spodu
sa rozkondruje asi 12-krdt, takZe povedzme, Ze ich je asi 2'? a ak je kaZdy
zakonceny jednym listom, co ddva priblizne 8000 listov °, tak je to asi 1 k
8000.” [45]

Napriek tomu maji pravdepodobnosti uréite svoje ¢aro. Obzvladst v suvislosti s
roznymi stifazami a hazardnymi hrami. A v takejto podobe po nich literarni autori a
scendaristi radi siahaju.

7.1 Monty Hall

V knihe Cudnd prihoda so psom uprostred noci [11] hlavny hrdina Christopher
vravi:

Pan Jeavons tvrdi, Ze mdm rdd matematiku lebo je bezpecnd. Povedal, Ze
mdm rdd matematiku, lebo to znamend riesit problémy a tieto problémy
st tazké a zaujimavé, no na konci vidy cakd jednoznacnd odpoved. A éo
tym myslel bolo, Ze matematika nie je ako Zivot, lebo v Zivote na konci
jednoznacné odpovede nie su. Viem, Ze je to tak, lebo mi to povedal.

No je to preto, lebo pan Jeavons nerozumie cislam.

Tu je slavny pribeh zvany Monty Hall problém, ktory som to tejto knihy
zahrnul, lebo naglepsie ilustruje, ¢o som tym myslel. [11]

The Monty Hall problem je statisticka tloha s ktorou sa potykali ticastnici ame-
rickej televiznej stitaze Let’s make a deal. Problém bol pomenovany po povodnom
moderdtorovi stutaze (Monty Hall).

Uloha znie: Ste sufaziaci v Let’s make a deal. Cheete vyhrat auto. Moderdtor vam
ukaze tri dvere a povie vam, ze za jednymi je vasa vysnena cena a za zvysSnymi dvomi
st kozy. Vy si jedny dvere vyberiete. Tieto dvere ostani zatvorené. Zo zvysnych dvoch
moderator jedny otvori, a pretoze on vie, kde je auto, otvori také, za ktorymi stoji
koza. V tejto chvili sa vés spyta, ¢i checete zmenit svoj vyber a zvolit druhé neotvorené

5Ak si to véak prepocitame tak vidime, ze 2'2 = 4096, a az 213 = 8192 ~ 8000, ¢ize ide bud o

chybu v preklade, alebo sa zmylili tvorcovia filmu.
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dvere, alebo ¢ cheete radsej ostat pri svojom povodnom vybere. Ak taktiku by ste
mali zvolit a preco?

Hlavny hrdina nam spomina, Ze ked bol tento problém predostrety pred Marilyn

vos Savant, toho ¢asu drzitelku Guinessovho rekordu za najvyssie namerané 1Q, tak:

Marilyn vos Savant povedala, Ze by ste mali vidy zmenit svoj vijber a zvolit
posledné dvere, pretoZe je Sanca 2 z 3, Ze za nimi bude auto.

No ked pouZijete svoju intuiciu tak si myslite, Ze Sanca je 50:50, pretoZe si
myslite, Ze je pravdepodobnost pre obe dvere rovnakd.

Jej tvrdenie Marilyn vyslizilo mnozstvo nahnevanych a rozhoréenych odoziev, nemélo z
nich od matematikov, nakolko je kontrainuitivne. Christopher ndm poddva dva sposoby;,
ako ukdzat, Ze sa Marilyn vos Savant nemylila.

Prvym sposobom je jednoducho spoécitat pravdepodobnost vyhry, ak sme sa roz-
hodli zmenit svoj prvotny vyber. Christopher pise:

Oznac¢me dvere ako X,Y, Z.

Nech Cx je pripad, Ze auto je za dverami X, atd. .

Nech Hx je pripad, ked moderdtor otvori dvere X, atd'..

Predpokladajiic, Ze si vyberiete dvere X, je pravdepodobnost vijhry auta, ak

potom zmenite svoje rozhodnutie, dand rovnicou:
P(Hy NCz) + P(Hz A Cy)
= P(Cz)P(Hy‘Cz) + P(Cy)P(Hz|Cy)
1
- x1=-
3 3 3
Ako na to Christopher prisiel? Asi podobnym myslienkovym postupom, ako je tento:
Bez ujmy na vSeobecnosti povedzme, Ze sme si na zaciatku zvolili dvere X. Teda

moderator otvori bud’ dvere Y alebo Z. Potom zmenime svoje rozhodnutie. Pravdepo-
dobnost vyhry je si¢tom pravdepodobnosti:

P(moderétor otvori dvere Y a sucasne je auto za dverami 7)+
P(moderator otvori dvere Z a sucasne je auto za dverami Y) =

= P(Hy NCz)+ P(Hz A Cy).
Pouzitim vztahu P(A A B) = P(A)P(A|B) vieme tento vyraz dalej upravit:
P(Cz)P(Hy|Cyz) + P(Cy)P(Hz|Cy).

Plat{ P(Cz) = P(Cy) = P(Cx) = 3, lebo ide o pravdepodobnost, Ze sa auto nachédza
za dverami z € {X,Y, Z} a P(Hy|Cz) = P(Hz|Cy) = 1, lebo ide o pravdepodobnosti,
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ze moderdator otvori dvere Y (resp. Z) v pripade, Ze sa auto nachddza za dverami Z
(resp. Y), ¢o je jedna, nakolko dvere X ste si zvolili vy a za dverami Z (resp. Y) je auto

a on moze otvorit len dvere, za ktorymi je koza, takZe nemd inti moznost, nez vybrat
dvere Y (resp. Z). Teda:

1 1 2
Druhym sposobom je nakreslenie diagramu z nazornujucom vsSetky mozné akcie,
ktoré mame k dispozicii, pozri obrazok 14. Aj tento spoésob nachddzame v knihe Cudnd
prihoda so psom uprostred noci [11].

Yiyherate
£ troch

dweri.
Maohli ste

wy brat’ wy brat’ wybrat
Auto, Koz, Fozuw.
Zmenite Zostanete Zmenite Zostanete Zmenite Zostanete
a a a a a a
vyhrate vy hrate vyhrate vy hrate vyhrate vy hrate
Kozu. Auta. Auto. Koz, Auto. Kozu.

Obr. 14: Monty Hall problém

Teda ak je vasou stratégiou vzdy svoj vyber zmenit, tak vyhrate auto v dvoch z
troch pripadov.

Tento problém sa casto vyskytuje na internete v diskusiach [12], [23], [24]. Mnoho
Iudi predchadzajtce rieSenie spochybiiuje.

Sktisme sa teda na tento problém pozriet tplne od podlahy. Spravme si zdkladny
pravdepodobnostny model - pravdepodobnostny priestor. Ak sa zhodneme na tom,
ako by mal vyzerat, vypocet lubovolnych pravdepodobnosti je uZ jednozna¢ny a ne-
ponechava priestor na spekulacie. Pravdepodobnostny priestor pozostava z mnoziny
elementarnych udalosti €2, sigma algebry S a pravdepodobnosti P [34].

Ako bude vyzerat mnozina Q7 Presnejsie - ¢o budi v tomto pripade elementdrne
udalosti, ¢fim charakterizujeme vysledok hry? Potrebujeme uréit, za ktorymi dverami je
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auto a ktoré dvere otvoril moderdtor. Nasu druhi volbu na tomto mieste nespecifikujeme.
Po vytvoreni pravdepodobnostného priestoru budeme vediet pre konkrétne stratégie
(napr. ”zostanem pri povodnej volbe”) vybrat tie elementdrne udalosti, pri ktorych
by sme vyhrali a vypocitat pravdepodobnost vyhry. Ozna¢me dvere X,Y,Z. Potom
Q = {w;}, kde w; ma tvar:

w; = (dvere s autom, nas prvy vyber, dvere otvorené moderatorom).

Kazdy prvok tejto usporiadanej trojice je z mnoziny {X,Y, Z}. Nie vSetky trojice si
mozné. Napriklad:

e (X,Y, X) nemoze nastat, lebo moderdtor neotvori dvere, za ktorymi je auto,
e (X,Y,Y) nemoze nastat, lebo moderdtor neotvori dvere, ktoré sme si vybrali.

Vo vseobecnosti, poslednd zlozka sa neméze zhodovat ani s prvou ani s druhou, teda:
Q={(a,b,¢c):a,b,ce{X,Y,Z},c#a,c#b}.

Mnozina €2 mé teda 12 prvkov:

Q={ (X,X,Y), (V,X.Z), (Z,X,Y)
(X,X.2), (V,Y,X), (Z,Y,X)
(X7 Y’ Z)? (}/7 Y7 Z)7 (Z7 Z7 X)
(X,2.Y), (Y,2,X), (2,2,Y) }.

Mnozina ) je kone¢nd, v tomto pripade sa obvykle berie S = 2 [34] (t.j. systém
vietkych podmnozin) a spravime to aj teraz. Na definovanie pravdepodobnosti P (¢o je
funkcia S — [0, 1]) potom staci definovat pravdepodobnost jednotlivych elementdrnych
udalosti. Zavedieme oznacenie podla tabulky 1.

w; P({wi}) w; P({wi}) w; P({wi})
(X, X,Y) P (Y, X, Z) Ps (Z,X.Y) Do
(X, X,72) P2 (Y,Y, X) s (Z,Y,X) | po
(X,Y,2) D3 V.Y, Z) P7 (Z,2,X) P11
(X,2,Y) Pa Y, Z,X) Ps (Z2,2,Y) P12

Tabulka 1: Pravdepodobnosti elementérnych udalosti

Co musia tieto pravdepodobnosti spfﬁat’ , aby zodpovedali hre? VypiSeme si tieto
podmienky a ukazeme, ze pravdepodobnosti si uz nimi jednoznacne uréené. Podmienky
su:

1. Auto je s rovnakou pravdepodobnostou za dverami 1,2,3.
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2. Nevieme, kde je auto, preto podmienené pravdepodobnosti
P(vyberieme dvere X| auto je za dverami X)°,
P(vyberieme dvere X| auto je za dverami V') a
P(vyberieme dvere X| auto je za dverami Z) musia byt rovnaké.

3. Dvere X,Y, Z vyberame néhodne, kazdé s pravdepodobnostou 1/3.

4. Ak ma moderéator moznost vyberu, ktoré dvere otvori, vyberd ich ndhodne, kazdé
s pravdepodobnostou 1/2.

Prepiseme tieto podmienky pomocou pravdepodobnosti p;:

Lpr+po+ps+pa=1/3, ps+ps+pr+ps=1/3, po+pio+pi1+pi2=1/3

92 p14+p2 =P —_ Ps — p%+p7 = P P — _Ps
D el Pi D ies5Di it bi ’ D e Pi D ies5Di D izoPi ’ D i1 Pi D=5 Di
— pbuitpiz
- 2
Zizgpi

3. pi+pe+ps+po=1/3, ps+ps+pr+pio=1/3, pi+ps+pi+p2=1/3

4. p1 =p2, Pe = D7 P11 = P12

Dosadime rovnosti z bodu 1. do rovnosti z bodu 2. a prendsobenim rovnic z bodu 2.
¢islom 1/3 dostavame:

P1+DP2=DpP5 =D, P3=DP6 + D7 =DP1o, P4 = Ps = P11 + D12

a tym dostaneme systém 6 nezavislych rovnic. Spolu s rovnicami z bodov 3. a 4. je to
12 rovnic s 12 nezndmymi, ktoré maji prave jedno riesenie, uvedené v tabulke 2.

w; P({wi}) w; P({wi}) w; P({wi})
XXy | s | wvxz| 2 |@zxy)| 2
x.x.2)| 118 |vyvx)| s | @zyx)| 2
x.v.2)| 218 | v s | zzx)| 18
x,zv)| 218 |vizx)| 218 |z zyv)| 158

Tabulka 2: Pravdepodobnosti elementérnych udalosti pri konkrétnych éislach

Teraz uz mozeme jednoducho poéitat akékolvek pravdepodobnosti. Staéi si premys-
liet, ktoré elementdrne udalosti vedd pri danej stratégii k vyhre a ktoré nie.

Tymto postupom vieme prehladne riesit aj ”zamotanejsie” modifikicie tejto tilohy.
Predstavme si, ze auto je za dverami X s pravdepodobnostou 1/2, za dverami Y s prav-
depodobnostou 1/3 a za dverami Z s pravdepodobnostou 1/6. Tieto pravdepodobnosti
st nam vopred zndme, a s takymito pravdepodobnostami sa rozhodneme volit dvere v
prvom kroku. Co je v¥hodnejsie spravit v druhom kroku, ak ostatné pravidla zostévaju
nezmenené?

SVieme, Ze plati P(vyberieme dvere X| auto je za dverami X) = P(vyberieme dvere X A

auto je za dverami X) / P(auto je za dverami X).
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1. zostat pri povodnej volbe,
2. zmenit vyber dver,
3. zmenit vyber dveri, to znamend vybrat dvere A, inak zostat pri povodnej volbe.

Néjdete lepsiu stratégiu ako su tieto?

7.2 Lotéria

V epizéde Spasitel’ zabijakom [36] Springfield podlahol osialu zvanému lotéria. Slo-
gan znie: Stdtna lotéria, v ktorej vyhrdva kazdy. V reklame sa len malym pismom objavi
informacia, ze skutotné sance na vyhru su jeden k tristoosemdesiatim milionom. Kazdy
vsadza na svojich obltibenych 6 ¢&isel s vidinou moznosti obrovskej vyhry. Jediné, ¢o
nam ako divdkom zostalo zatajené, je to, z kolkych ¢isel sa Zrebuje. Avsak tento tidaj]
si vieme dopocitat.

Obr. 15: Lotéria

Vieme, ze princip lotérie spociva v tom, ze mame na zreb, na ktorom je napisanych
n cisel, z ktorych si vyberieme a zaskrtneme 6. Na poradi vylosovanych ¢isel nezalezi.
V takomto pripade sa pravdepodobnost vyhry vypoéita pomocou vzorca:

B 1 1 (n — 6)!6! 720
P(vyhra v lotérii) = — = = =
(b VIO = Gy = = T T - D(n - D - 9 - = 5)

’ . > , Lo\ o 1
kde n nepozname ale zato vieme, ze P(vyhra v lotérii) ~ 350,000 000

Takze vlastne hladdme také prirodzené &fslo n, pre ktoré:

n(n—1)(n—2)(n—3)(n —4)(n —5)

~ 380 000 000.
720

Nakreslime funkciu:

flz) = z(z —1)(z — 2)(3;2—0 3)(x—4)(z-5) 380 000 000
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a budeme hladat také n € N, ktoré je blizko nulového bodu funkcie f. Vieme, Ze ndm
stacf kreslit od = 49, lebo boli vylosované &isla 3, 17,26, 36,41,49, takze sa urcite
losuje asponi z 49 ¢isel. Z obrazku 16 vlavo vidime, Ze riesenie sa nachddza niekde
medzi n = 80 a n = 90. Po priblizeni (vid obrazok 16 vpravo), je mozné vidiet, Ze nase

L] ol

i 10 110

] /1 7

- e
/ o =
- ~
2
_'__,.,-H'"rﬂ-'-l A /
" . : L . L :
50 60 k1] an an g &) al g2 63 4 @ i a7 s B a0

Obr. 16: Graf funkcie f(x) a jeho priblizenie

riesenie je okolo n = 83. A naozaj:

6 ) 776!

Teda v Springfieldskej lotérii ste by ste mali na vyber z osemdesiatich troch ¢isel.

83 83!
( ) = 377 447 148 =~ 380 000 000.

7.3 Feynman vo Vegas

Opit sa vraciame k Richardovi Feynmanovi a knihe To sndd’ nemyslite vdZne, pdn
Feynman! [8]. Ked bol prykrat v Las Vegas, spocital si pravdepodobnosti vyhier v
jednotlivych hazardnych hrach. Spomina:

.. zistil som, Ze pre stoly, kde sa hrali kocky, je to c¢osi ako 0,493. (8]

Prekradatel vysvetluje v pozndmke pod ¢iarou, Ze ide o hru craps a uvadza aj jej
pravidla: Hadze sa dvomi kockami. Ak padne v sticte ¢islo 7 alebo ¢islo 11, hra¢ okamzite
vyhrava. Ak padne 2, 3 alebo 12, okamzite prehrava. Inak hadze znovu. Hra konéi,
pokial padne 7 (vtedy prehrava) alebo ten isty sticet ako v prvom kole (vtedy vyhréva).
Overme teraz Feynmanov vysledok pre pravdepodobnost vyhry.
Najprv si spocitajme pravdepodobnost prehry:

P(prehra) = P(prehrd hned) + P(prehra|padla 4) x P(padla 4)
+ P(prehré|padla 5) x P(padla 5)
+ P(prehri|padla 6) x P(padla 6)
+ P(prehra|padla 8) x P(padla 8)
+ P(prehri|padla 9) x P(padla 9)
+ P(prehra|padla 10) x P(padla 10).
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2. kocka

11213[4(5]|6
1 1 0
k 2 0
o 3 0
c 4 0
k 5] |o 0
a 6|o 0
I Pravdepodobnost
padnutia tohto stctu;
SuZet 2, okamzita prehra 1/36
SuZet 3, okamzita prehra 2136 =118
Sucet 4 6/36 = 1/6
Sutet5 3/36 =112
Sutet B 4/36 = 1/9
O [Suget 7, okamzita vyhra 5136
Sucet 8 5136
Suéet 9 4/36 = 1/9
| |sucet10 3/36 = 1/12
E Suget 11, okaméita vyhra 2/36 =118
Stéet 12, okamaita prehra 1/36

Obr. 17: Craps

Potrebujeme spocitat pravdepodobnost typu P(prehrd|padol sicet k). To nastane v
takychto situaciach:

7

Yy 7
Yk Y T

kde y;, je sicet iny ako k a 7. Cize ak v prvom kole padol stcet k, predstavuje prvy
riadok pripad, kedy padol v druhom kole stcet 7, druhy riadok simuluje udalost, Ze v
druhom kole padol sticet y; a v trefom 7, atd. Pravdepodobnosti tychto udalosti st
uvedené v tabulke 3, pricom plati, Ze p, = P(yx) = 1 — P(padne 7) — P(padne k). Po
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zosumovani:
1 1
61— pk.

1

udalost | pravdepodobnost

1

7 6
Uk 7 P E
Yk Yk T P :
31
6

Ye Yk Yk 1 Dy

Tabulka 3: P(prehré|padol stcet k)

Vypocitame tieto pravdepodobnosti pre k = 4,5,6,8,9,10 (vid tabulka 4).

kpk’%l_lpk
413 3
5| 3
6%
8 | % | 1
9 | %] 3
10| 3 2

Tabulka 4: Pravdepodobnosti py,

Dosadime do (17):

P(prehra) 1+2><1+3><1+2><1+3><1+6><5 251
rehra) = = 4+ - x — 4+ S X — 4+ S x — 4 S x D4 — x — =
P 9 3 12 5 9 3 12 5 9 11 36 495

a teda P(vyhra) =1 — P(prehra) = 222 = 0,4929.

Ak hra¢ stavi v kasine v tejto hre jeden dolér a vyhré, ziska d'alsi dolar. Ak prehrd,
pride o svoj vklad. Pri pravdepodobnosti vyhry p je stredna hodnota zisku z jednej
hry 1 x p+ (=1) x (1 —p) = 2p — 1. V nasom pripade je p = 244/495, ¢ize 2p — 1 =
—7/495 = —0,014. Ak stavime jeden dolér, v priemere stratime 1,4 centa. Pri piatich
hréach je to 7 centov. To nie je az tak vela a mozeme si povedat, Ze to stoji za pozitok

z hry. K rovnakému nazoru dospel i Feynman, a dopadlo to takto:
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Ked vsadim doldr, bude ma to stdt len 1,4 centa. Tak som si povedal: Preco
stdle vdham? Ved to dokopy nic¢ nestoji.

Tak som zacal vsddzat a hned som prehral pit doldrov za sebou - jeden,
dva, tri, Styri, pit. Podla predpokladu som mal stratit len sedem centov;
namiesto toho som bol lahsi o pit doldrov! Od tej doby som uz nevsddzal
(svoje vlastné peniaze, aby som bol presngj). Mal som $tastie, Ze som zacal
hned od zaciatku prehrdvat. (8]

Mo6Ze ndm napadnit: Ak4 je pravdepodobnost toho, Ze ¢lovek péatkrat za sebou prehra?
A aké je vlastne pravdepodobnostné rozdelenie zisku po piatich hrach?

Pod'me najprv zodpovedat prvi otdzku. Pravdepodobnost prehry v jednej hre je
251/495, a teda prehra v piatich po sebe iducich nezévislych koldch je (251/495)° =
0.0335, cize priblizne 3,35%.

Teraz sa pozrime na zisk po piatich hrach. Ak oznacime X pocet vyhier, tak X ma
binomické rozdelenie Bin(5, 244/495) a vyska zisku je X — (5 — X)) = 2X — 5. Vieme,

7e pre k = 0,1,...,5 je pravdepodobnost toho, ze X = k, rovna (2) (%)k (%)5_k.
Mozeme teda zostavit nasledovnt tabulku:
pocet vyhier 0 1 2 3 4 5
pravdepodobnosti | 0,033523 | 0,16294 | 0,316792 | 0,307958 | 0,149685 | 0,029102
zisk -5 -3 -1 1 3 5

Tabulka 5: Pravdepodobnostné rozdelenie

Pravdepodobnostné rozdelenie vyhry mozeme zndzornit aj graficky (obrézok 18):

35%
30% o -ecremeeensnnennen e
D5% o -ecremeeansneennen s
O

pravdepodobnost’

15% -
10% -
5% -

0%

zisk

Obr. 18: Graf pravdepodobnostného rozdelenia

Ukonéime tito kapitolu ndvodom, ako predsa len zarobit na hazardnych hrach.
Vyzera to byt nemozné? Feynmanovi sa to tiez nezdalo, ked mu ukdzali Nicka, ktory
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bol vraj profesiondlnym hracom. Ved vyhry v kasine st uréené tak, aby boli v prospech
kasina.

"Tak to by som rdd vedel, ako mozete zardbat hazardngm hranim, ked je
pri stole pravdepodobnost vijhry 0,493.”

"To madate pravdu,” povedal. ”Vysvetlim vam to. Ja nevsddzam pri stole a
podobnijch zariadeniach. Vsddzam, len ked mdm pravdepodobnost vo svoj
prospech.”

"Coze? To je sndd pravdepodobnost niekedy vo vds prospech?” opytal som
sa nevertacky.

"V skutocénosti je to celkom jednoduché.” povedal. ”Postavam okolo stola
a nejaky chlap povie: ’Padne deviatka. Naisto to bude deviatka.’ Chlap je
rozpdleny, mysli si, Ze to bude deviatka a chce sa vsadit. LenZe ja pozndm
pravdepodobnost pre vsetky &isla naspamdt, aj keby ste ma zobudili o pol-
noci, takZe mu poviem: 'Vsadim sa s vami Styri ku trom, Ze to deviatka
nebude’, a dlhodobo vyhrdvam. Nevsdadzam na to, ¢o sa hrd pri stole; na-
miesto toho sa vsddzam s lud'mi okolo stola, s tymi, ktori maji predsudky,
povercivé predstavy o stastniych céislach.” [8]

Aby bola stavka spravodlivd, pravdepodobnost, Zze deviatka padne by mala byt
3/7 = 0,43. Z vypoctov pri analyze hry craps vsak vieme, ze je to 1/9 ¢o je pri-
blizne 0, 11, teda ovela menej. Dlhodobo teda mohol tento ”profesiondlny hra¢”’naoza;
vyhravat. Ako je ale mozné, Ze boli ludia ochotni stavif sa s nfm? To zostdva nadalej
zahadou, ktord pomocou tedrie pravdepodobnosti nevyriesime. Trochu svetla do tohto
problému vnasa sam ”profesionalny hrac” Nick:

" A teraz, ked uz som zndmy, je to dokonca este lahsie, lebo ludia sa so mnou
stavia, aj ked vedia, Ze nemaju velmi velki Sancu. Stavia sa jednoducho
preto, Ze ak by vyhrali, tak by mohli rozprdvat, ako vyhrali nad Grékom
Nickom.” [8]

7.4 Ako dlho treba ¢akat na draka

Zbierka noviel od zndmeho polského autora sci-fi Stanislawa Lema s nizvom Ky-
beridda [16] obsahuje dvandst kratkych vtipnych pribehov, ktorych centrdlnymi po-
stavami je dvojica Trurl a Klapacius. Tito dvaja vedatori spolu prezivaju rozne dob-
rodruzstva. V novele nazvanej Vyprava tretia, draky pravdepodobnosti autor
pise:
Trurl s Klapaciusom boli Ziakmi znameho Kerebrona z Umpapilie, ktory
predndsal vseobecni tedriu drakov celych styridsatsedem rokov na vysokej
skole nulity. Je dobre zndme, Ze draky neexistuji. Laikovi toto jednoduché
konstatovanie postaci, nemoze viak uspokojit vedcov. ...
... Genidlny Kerebron sa s problémom potykal metodami analytickymi a
odhalil tri druhy drakov: mytické, chimérické a cisto hypotetické. [16]

Nagi hrdinovia Trurl a Klapacius sa problémom neexistencie resp. pravdepodobnosti
existencie drakov zaoberali z matematického hladiska a vytvorili takzvani ”§tatistiku
drakoniky”. Dozvedame sa, ze:

40



Podla tejto rovnice je nutné cakat na spontdnnu manifestdciu priemerného
draka asponi Sestndst kvintokvadrilidnov heptilionov rokov. [16]

Teda zrejme dost dlho. Ak si dovolime spravit jednu mali zmenu a na spontdnnu ma-
nifestdciu priemerného draka je nutné c¢akat aspor... nahradime na spontdnnu mani-
festdciu priemerného draka je nutné éakat v priemere..., dostaneme celkom zaujimavy
priklad. Budeme na zdklade zadanych tidajov pocitat pravdepodobnost vzniku draka.

Avsak natriafame na malu prekdzku: Sestndst kvintokvadrilionov heptiliénov rokov
je pravdepodobne slovnéd hracka, a nie naozajstné ¢islo. Je totiz podozrivé, ze sa tu
mieSaju latinské (kvinto-, t. j. 5 a kvadri-, t.j. 4) a grécke (hepto-, t. j. 7) predpony”.
Preto nahradime toto ”¢islo” vSeobecnou hodnotou, napriklad x dni.

Nech p je pravdepodobnost, s akou v dany konkrétny den vznikne drak. Predpo-
kladajme, Ze spontdnna manifesticia draka moze nastat kazdy den v rovnakom case,
napriklad presne na obed. Dalej predpokladajme, zZe to, ¢ dnes drak vznikne, nezévisi
od minulosti (v ktorych dnoch draky vznikli a v ktorych nie). Potom plati:

P(vznikne dnes) = p,
P(nevznikne dnes, ale vznikne zajtra) = (1 —p) p,
P(nevznikne dnes ani zajtra, ale vznikne pozajtra) = (1 —p) (1 —p) p,
. : N k
P(prvy drak vznikne o k dni) = (1 —p)" p.

Ak ozna¢ime X pocet dni ¢akania na prvého draka, tak strednd hodnotu z X
vypoéitame ako (pozri napriklad [34]):

E[X] =) k(1 —p)p

:p_x 0+ (1—p)+21—p)°+3(1—p)P+4(1—p)*+..]
=px{ (I-p)x[1+(1=p)+(1—p*+1—-p°+..]
+(1-pPx1+1=-p+Q-p°+1-p°+..]

+(1-pPx1+1-p+Q-p°+Q=-p>+...]+...}
=px[1=p)> A=pf+0=p?> 1=pr+1-p*Y 1-pr+..]
1 , , 1
_px[<1_p>1_(1_p>+<1_p>1_(1_p)+< Taopyt }
1 > 1 1—p 1
=p_ (1-p) kzo(l—p)’“z(l—p)l_(l_p)z =, L

"V chémii sa sidce vyskytuji sibezne latinské a grécke zaklady, no v pripade oznacovania velkych

¢isel tomu tak nie je [27].
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Ak teda mdme informéciu, Ze v priemere treba ¢akat = dni, teda ze E[X] = =,
vieme z nej vypocitat pravdepodobnost vzniku draka v jednom konkrétnom dni:
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8 Teodria c¢isel

Teéria ¢isel sa zaoberd celymi ¢éfslami, delitelnostou, prvoéislami a mnohymi inymi
témami. Jednym z jej najzndmejsich problémov je velkd Fermatova veta.

8.1 Velka Fermatova veta

Pierre de Fermat, francizsky matematik zijuci zaciatkom sedemnésteho storocia, je
¢asto oznacovany za zakladatela modernej teérie Eisel. Velkd Fermatova veta bola
najdena vo forme poznamky na okraji kopie knihy Arithmetica, ktorej autorom je
grécky matematik Diofantos. Pierre de Fermat v tejto poznamke tvrdi, ze rovnica:

$n+yn=Z

nema rieSenie pre x,y,z,n € Z, kde x,y,z # 0 a n > 2. Takisto napisal, ze nasiel
skutoéne uzasny dokaz tohto tvrdenia, no bohuzial pre nds sa nezmestil na okraj tejto
knihy [18] a Fermat sa ho dalej uz neuntval spisat. Nakolko bola této pozndmka
najdend az po jeho smrti, nebolo uz mozné sa ho nan spytat.

Velkd Fermatova veta sa vo filmoch, seridloch a knihdch objavuje celkom casto.
Dobrym prikladom je snimka Zmulva s diablom [41]. Diabol, v podani krésnej
herecky Liz Hurleyovej sltibi hlavnému hrdinovi Elliotovi splnenie siedmich Zelani
vymenou za jeho dusu. Pri plneni tychto zelani ich vSak vzdy nejako prekriti, takze to
nedopadne podla Elliotovych predstav. Objavuje sa vo viacerych podobéch, napriklad
ako ucitelka. V tejto scéne sa objavi zdber, na ktorom vidime na tabuli zadania
dom4cich tloh. Jednou z nich je vyriesit rovnicu 2" + y™ = 2" pre n > 2 .

Obr. 19: Zmluva s diablom

Napriek jednoduchej formulacii problému vobec nejde o jednoduchi tlohu skolského
typu. Naopak, dlho sa s nou trapili viaceri vyznamni matematici a rieSenie, ktoré nasiel
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Andrew Wiles niekolko storoéi po Fermatovi, je komplikované. Ranjit Subramanian,
hlavna postava knihy The last theorem [5], sa snazi vysvetlit jeho hlavni myslienku
otcovi, ked mu rozprdva o svojom §ttidiu na univerzite:

”Najmd, "povedal, "to bola matematika, ktord ma zamestndvala. Poznd$
velki Fermatovu vetu... “A vtedy, ked na Ganeshovej tvdri bolo po pruykrdt
vidiet pobavenie, Ranjit povedal ”No, samozrejme, Ze poznds. Ty si mi dal
Hardyho knihu, nie? TakZe je tu tento takzvany dokaz od Wilesa. Je to
hroza. Ako Wiles vetu dokazuje? Vracia sa k vyhldseniu Kena Ribeta, Ze
dokdzal vztah medzi Fermatom a Tanijamom-Simurom. To je domnienka,
ktord hovori ...”

Ganesh ho potlapkal po pleci " Ano Ranygit, "povedal jemne, "ale nenamahaj
sa s vysvetlovanim tejto Tanijamovej-Simurovej veci.”

”Dobre.” Ranjit sa na chilu zamyslel. ” Zjednodusim to. Zdkladom Wilesovho
dokazu siu dve vety. Prvd hovori, Ze urcita eliptickd krivka je semistabilnd,
ale nie je moduldrna. A podla druhej vietky semistabilné eliptické krivky
s raciondlnymi koeficientami su urcite moduldrne. To znamend, Ze je tam
spor a ...”

Ganesh si vzdychol. ”Ty sa tym naozaj intenzivne zaoberds, vsak? Ale vies,
tvoja matematika je daleko od mogjich schopnosti, takZe hovorme o niecom
inom. Co tvoje ostatné predmety?” [5]

Této zmena témy sa Ranjitovi nepacila. "Naco sa mdm ucit francizstinu?” stazoval
sa. "Aby som mohol ist na letisko a preddvat suveniry turistom z Madagaskaru alebo
Quebecu?”

Vrafme sa vsak k Fermatovej vete. O histérii jej dokazovania sa moézeme doéitat
napriklad aj v detektivke Flowers stained with moonlight 28] od Catherine Sha-
wowej. Vetu nakoniec dokazal - ako uz bolo spomenuté - Andrew Wiles. Prvy dokaz
zverejnil v roku 1993, ale ukazalo sa, Ze je v nom chyba. O rok neskor predlozil spolu so
svojim Studentom opravenu verziu. Tieto udalisti boli inSpiraciou muzikalu Fermat‘s
last tango [25]. Hlavny hrdina je Daniel Kane (predstavuje vlastne A. Wilesa), ktory
sa snazi Fermatovu vetu dokézat. Ked uZz si mysli, Ze dokaz m4, z nadsenia ho vyvedie
Fermatov duch, ktory ho piesiou Your proof contains a big fat hole® upozorni
na chybu a d'alej ho prenasleduje.

8.2 Niektoré specialne pripady

Vsoebecny Wilesov dokaz je zlozity. Ako sme uz mohli vidit v ukdzke z romdnu The
last theorem [5], Ranjitovi sa takdto komplikovanost vobec nepdcila. V knihe sa
dozveddme, Ze sa mu podarilo najst jednoduchsi dokaz. Nenechal sa odradit ani pre-
sved¢ivymi namietkami, aké zaznievaju aj v tomto dialégu:

"Myslim tym,” Davoodbhoy dodal, "pozri sa na vec takto. Zreyme wvies, Ze
Fermat strdvil vela svojho casu, aZ do dria, kedy zomrel, pokisajic sa dokdzat,

8V preklade Tvoj dékaz md obrovski dieru.
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Ze jeho turdenie plati pre exponent rovny trom, Styrom a piatim. Skis sa nad
tym zamysliet. Ddva to nejaky zmysel? Ved ak uZ mal vseobecny dokaz tohto
pravidla pre exponenty vdcsie neZ dva, preco by sa trapil dokazovanim nie-
kolkiyjch separdtnych pripadov?...”

”Dovol mi, nich ti predloZim svoju tedriu toho, ¢o sa stalo, Subramanian.
Predpokladajme, Ze - ktorij rok to bol, 16377 - v roku 1637 Monsieur Fermat
prdve dokoncil to, o com si myslel, Ze je dokazom. Neskor v ten vecer, zatial
¢o si cital pred spanim vo svojej kniznici, predpokladajme, Ze si jednoducho
nevedel pomoct a napisal oni pozndmku do svojej knihy. ...”

"Dalej predpokladajme, Ze o nieco neskor kontroloval svoj dékaz a nasiel
zdvazni chybu. Nebolo by to po prvyj krdt, no nie? Ved sa to u? stalo s via-
ceryma inymi ‘dokazmi’, ktoré, ako neskor priznal, boli chybné, viak?” Nastastie
od Ranjita nevyZadoval odpoved a pokracoval. ”"Tak sa pokisil svoj dokaz
opravit vsetkymi mozinymi spésobmi. BohuZial zlyhal. Tak, snaZiac sa za-
chrdnit aspori nieco, vrhol sa na jednoduchsiu ilohu, a sice dokdzat tvrdenie
pre lahsi pripad ako napriklad exponent p rovny trom, kde uspel; a pre p
rovné Styrom, kde uspel znovu. Ten pre p rovné piatim nikdy nedokondil, no
bol si celkom isty, Ze nejaky existoval. A mal pravdu, lebo to neskor niekto
po jeho smrti dokdzal. A po celyj ten cas jeho pozndmka v Diofantovi sedela
na policke v jeho kniznici. Ak si aj vobec spomenul, Ze ju napisal, tak si asi
pomyslel, Ze by sa asi vrdtit a vymazat ju, LenZe akd je Sanca, Ze to niekto
volakedy uvidi? A potom zomrel a volakto sa vital v jeho knihdch a zbadal
Ju... a nevedel, e si to ten velky muz medzicasom rozmyslel.”[5)

Ranjitov kratky, len niekolkostranovy dokaz Velkej Fermatovej vety je fikcia zndmeho
sci-fi autora A.C. Clarka, ktory je spoluautorom knihy The last theorem. Ale to, ze
dokazy pre niektoré n nie su zlozité, je pravda.

Ovela jednoduchsi nez Wilesov vieobecny dokaz, je napriklad dokaz pre n = 3, ktory
nasiel vyznamny matematik Leonhard Fuler. Tento dokaz je zalozeny na myslienke ne-
konecného zostupu [9] a vyuziva isté tvrdenia o delitelnosti. Predpokladdme, Ze existuje
rieSenie - trojica prirodzenych ¢isle (x,y, z) - a ukdzeme, ze potom existuje aj riesenie
s mensimi hodnotami. Rovnicu ale rieSime v mnozine prirodzenych ¢isel, ktord je zdola
ohranicend, takze takito vlastnost je vlastne sporom. Iny sposob dokazu vyuZiva po-
stupy, ktoré nachadzame napriklad v skriptach z tedrie ¢isel [29].

V knihe Dievéa, ktoré sa hralo s ohiiom [15], jednom dieli z trildgie detektivok
znamych pod sithrnnym néazvom Mzillenium od nedavno zosnulého autora Stiega Lars-
sona sa hlavna hrdinka Lisbeth Salanderova potyka prave s problémom

3, .3 _ .3
T+ Yy =27,
a ako sa zd4, rieSenie sa jej podarilo po kratsom premyslani najst. Ked'ze vieme, Ze

platnost velkej Fermatovej vety je dokdzand, ide bud o chybu prekladu, alebo pan
Larsson tieto dokazy nepoznal, ¢i sa ich proste rozhodol ignorovat.
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8.3 Zdanlivé protipriklady

Epizédu Specidlny ca'rodejnzcky diel V1. [37] seridlu Szmpsonovcz sme uz spominali
v stvislosti s rovnicou €™ = —1. Rovnic je vsak v tejto epizéde viac. Dalsou je:

1782"% + 1841" = 1922'2. (18)

Tato rovnica letiaca okolo okolo 3-D Homera sa po prekontrolovani pomocou mate-

Obr. 20: Specidlny carodejnicky diel VI., velka Fermatova veta

matickych softvérov, napriklad pomocou MATLAB-u, moze zdat ako pravdivd (vid
obrézok 21).

»» (1782°12+1841°12) " (1/12)

g

Obr. 21: Zdanlivy protipriklad 1

Je mozné, 7e ide o protipriklad k velkej Fermatovej vete?
Nie, nejde o protipriklad. V skutocnosti je Tahko vidiet, Ze tdto rovnica neplati.
Staci, ak sa pozrieme na paritu pravej a lavej strany: ¢islo 1782'2 je parne, 1841'2 je

46



neparne, teda ich suéet, t. j. ¢islo na lavej strane, je neparne. Na pravej strane je viak
19222 ¢o je parne &islo.

Dovod, preco pre (178212 4 1841121z vysledok v MATLAB-e zdanlivo rovnicu (18)
potvrdzuje, je to, ze odchylka vysledku od ¢isla 1922 sa prejavi az na vzdialenejsich
desatinnych miestach a pri zaokrihlovani sa strati:

1

(1782'% +1841") 2 = 1921, 99999995587.

Specidlny éarodejnicky diel VI. nie je jediny diel Simpsonovcov, v ktorom
sa objavuje velkd Fermatova veta. Dalsim takym dielom je Kuzelnik z Evergreen
Terrace [38]. Homer prechddza krizou stredného veku a snazi sa po vzore Thomasa
Edisona stat vyndlezcom. V jednej scéne vidime jeho vypocty na tabuli. Tu sa objavuje
d'alsia rovnica, ktord navonok popiera Velkt Fermatovu vetu:

398712 4 43652 = 4472"2. (19)

Obr. 22: Kuzelnik z Evergreen Terrace, velkd Fermatova veta

Thto rovnicu, na rozdiel od tej predchadzajiicej, vSak nie je mozné vyvratit pomo-
cou parity - na lavej strane je sticet dvoch neparnych ¢isel, na pravej strane jedno parne
¢islo. Dokonca sa ukazuje, ze posledna cifra je pre obe strany rovnaka, a to konkrétne
¢islo 6.Vidime to, ak si vypiSeme mnoziny poslednych cifier mocnin ¢isel 3987, 4365,
a 4472, ktoré st totozné s mnozinami poslednych cifier’ mocnin ésel 7, 5 a 2. Pre 7,

9Pri rozvoji (10n + k)™ je totiz vo vietkych ¢lenoch okrem k™ pritomné nejakd mocnina 10, takze

na posledni cifru ma vplyv len ¢len £™.
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teda aj pre 3987 (zacinajic od 7', potom 7% atd’.), to budi:
{7,9,3,1,7,9,3,1,7,9,3,1,7,9, ...},
pre 5 (a teda aj 4365):
{5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5, ...},
a nakoniec pre 2 (a sicasne pre 4472):
{2,4,8,6,2,4,8,6,2,4,8,6,2,4,...} .

Ak teraz spoc¢itame dvandste ¢leny prvych dvoch mnozin a porovname s dvanastym
¢lenom poslednej mnoziny, vidime, ze v oboch pripadoch ndm vyjde ¢islo 6.

MATLAB ném pre (39872+4365'2)12 opit d4 vysledok, podla ktorého by sa mohlo
zdat, Ze je rovnica (19) pravdivd. No aj v tomto pripade sa vysledok od ¢isla 4472 1{si
vo vzdialenejsich desatinnych miestach.

>> (3987712 + 4365°12)" (1/12)
ans =
4.4720e+003

i

Obr. 23: Zdanlivy protipriklad 2

Nepravdivost tejto rovnosti sa d4 ukdzat napriklad pomocou delitelnosti ¢islom 3.
Nech rovnica plati. Ked'ze 3 deli 3987 (ciferny stucet 3 +9 + 8 + 7 = 27 je delitelny
tromi) a aj 4365 (ciferny stcet 4 + 3 + 6 + 5 = 18 je delitelny tromi), tak by mala 3
delit aj ¢islo 4472. Avsak 4472 nie je tromi delitelné (4 +4 47+ 2 = 17).
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9 Tedria grafov

Poslednou kategdriou, ktorej sa budeme venovat, je tedria grafov. Jej vyhodou je, ze
zékladné pojmy ako graf, strom, ¢i stupen sa daji jednoducho a ndzorne vysvetlit (ich
definicie mézeme najst napriklad v [13]).

V tejto kapitole si najprv zmerame sily so slavnym fiktivhym filmovym géniom a
potom sa pokisime vyrie§it brutélnu vrazdu. A to vsetko pomocou tedrie grafov.

9.1 Udrzbar - génius

Vrétme sa k filmu Dobry Will Hunting [43]. Ocitdme sa opitf na prvej hodine
prednasky, kde sa profesor Gerald Lambeau poktisa navnadit svojich studentov na
rieSenie naroéného problému, napisaného na tabuli na chodbe. Pre graf na obrazku 24
treba najst

e maticu susednosti A,
e maticu, udavajicu pocet sledov dIZky 3,
e generujicu funkciu pre sledy z bodu ¢ do bodu 7,

e generujicu funkciu pre sledy z bodu 1 do bodu 3.

Obr. 24: Graf G

Podla profesora ten, ktory ttito 1lohu vyriesi do konca semestra, si zaslizi nielen
jeho priazen, ale aj ¢lanok v skolskom casopise. Taktiez naznacuje, ze predchadzajici
uspesni riesitelia su v sicasnosti znamymi odbornikmi v danom obore. Teda divdk
nadobtida dojem, ze tloha je nesmierne naroc¢na. Je to vsak skutocne tak?

Zacnime pekne po poriadku a pripomenme si pouzité pojmy (pozri napriklad [6]).
Matica susednosti je taka matica, ktord ma na mieste a; ; ¢islo oznacujice pocet hréan
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Obr. 25: Dobry Will Hunting, prva tloha

spajajucich vrcholy ¢ a j. Teda napriklad na nasom obrazku vidime, ze vrcholy 2 a
3 spajaji 2 hrany, teda az3 = 2, alebo zZe vrcholy 1 a 3 ziadna hrana nespdja, cize
ay 3 = 0. Logicky vidno, ze matica A bude symetricka (lebo napriklad ak vrcholy 2 a 3
spajaju 2 hrany, tak aj vrcholy 3 a 2 spdjaji 2 hrany). Lahko prideme na to, Ze matica
A bude vyzerat takto:

—_ O = O
_= N O =
S O NN O
S O ==

Dalsou tlohou je najst maticu, uddvajicu pocet sledov diiky 3. Sledom diiky nv
grafe G sa rozumie postupnost vrcholov a hran vy, e, v1, €a, Vs, ..., €n, Upn, v ktorej vidy
hrana e; mé koncové vrcholy v;_y, v, kde sa ako vrcholy, tak aj hrany mozu opakovat
[13]. Cize hladdme takd maticu L, kde l;; bude predstavovat pocet sledov z vrcholu
i do vrcholu j. Napriklad sledy z vrcholu 4 do vrcholu 4 si dva (t. j. Iy = 2) a st
zakreslené na obrazku 26.

4 4
1 ;2: :!1 2: :3

Obr. 26: Sledy diiky 3 z vrcholu 4 do vrcholu 4
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K vysledku sa v§ak dokdZeme dopracovat aj ovela rychlejsie a pohodlnejsie. Vieme,
ze [A%;; = ai1a1; + aisaoj + a;za3; + a;4as; a ked A je matica susednosti, tak a;
predstavuje pocet sledov dfiky 1z ¢ dok aag; pocet sledov diZky 1z k do j. Teda
a; pay,; predstavuje pocet sledov diiky 2 z 1 do j prechadzajucich cez k. Teda matica
A? bude predstavovaf maticu sledov dizky 2. Obdobne A" bude predstavovaf maticu

sledov diiky n. Toto tvrdenie sa dokazuje pomocou matematickej indukcie a mozeme
ho najst napriklad v knihe [19]. Cize:

2 7 2 3
T 2 127

— A3 —
L=aA"= 2 12 0 2
3 7 2 2

Generujuca funkcia [17] f; j(z) pre sledy z vrcholu ¢ do vrcholu j pre graf na obrazku
24 je definovand ako:

Fis(2) =) JAi2" = | DA™ =1 — A2) iy,
n=0 n=0 ij
kde
0 2 0 =z
z 0 2z =z
Az=10 9. 0 0
z z 0 0

Inverzni maticu [31] k matici M vieme napisat v tvare
(M) = det(Adj(M;))/det(M)],
pricom
Adj(M; ) = (1) M,
kde M;; je matica, ktord zostane z matice M po vynechan{ i-teho riadku a j-teho
stlpca. Takze

fulz) = [ - A2)7),, = 200 ;I[f_—Aij]i,m

Poslednou tlohou je najst generujicu funkciu pre sledy z vrcholu 1 do vrcholu 3.
Vlastne hladdme

-z 1 =z

0 -2z 0

_ det(Adj([I — Az]13)) 143 z —z 1
Jralz) = det(l — Az) = (=1 1 - 0 -z
—z 1 =2z —z
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TakZe odpoved znie:

_ 222 49223
1= T22 — 223 4 424

f13(2)
Nebolo to az také tazké, vsak?

No profesor i jeho studenti boli uchvéateni nadanim nezndmeho riesitela a tak, aby
ho presktsal, napisal profesor na tabulu na chodbe novy problém, na ktorého rieSeni
vraj pracovali odbornici celé dva roky. Ten problém znel:

N&jdi vsetky stromy s desiatimi vrcholmi tak, aby ani jeden z nich nemal vrchol
stupna 2.

Obr. 27: Dobry Will Hunting, druha 1loha

Je tento problém skutocne az taky narocny, ako sa nam tvorcovia filmu snazia
nahovorit? Ukazuje sa, ze v stlade s Hollywoodskou tradiciou je jeho obtiaznost po-
riadne nafiknuta. V skutocnosti staci len trocha trpezlivosti a naozaj zbezné znalosti
tedrie grafov. Vlastne je potrebné vediet len, ¢o v tedrii grafov znamend strom a stupei
vrcholu. Zopakujme si to.

Strom je stvisly graf (z hociktorého vrcholu u sa po hrandch vieme dostat do
Tubovolného vrcholu v), ktory mé n vreholov a n—1 hrén (pozri [13]). Na nasledujicich
grafoch s 6smimi (n = 8) vrcholmi a siedmimi (n — 1 = 7) hranami si to ndzorne
ukdzeme. Graf na obrazku 28 nalavo nie je stromom, lebo nie je stivisly.

Este nam zostala jedna podmienka, a to Ze hladané stromy nesmt obrahovat vrchol
stupnia 2. Stupnom vrchola v nazyvame pocet hran grafu susednych s vrcholom wv.
Nézorne si to ukdzeme na obrazku 29.

Ak sa budeme chvilku s takymito grafmi hrat, prideme ¢oskoro s riesenim celého
problému, ktoré mozeme vidiet na obrazku 30.

Nérocénejsie by mohlo byt dokézat, Ze si to skutoéne vetky stromy s pozadovanymi
vlastnostami. To sa vSak uz od Willa nechcelo.
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nie je suvisly je suvisly
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Obr. 28: Nestuvisly vs. suvisly graf

obsahuje vrchol stupha 2 neobsahuje vrchol stupna 2
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Obr. 29: Vrchol stupna 2
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Obr. 30: Stromy

33



9.2 Vybusna povaha

Claude Berge je povazovany za jedného z modernych zakladatelov tedrie grafov. Okrem
tvorby odbornych diel napisal aj detektivku zalozenu na teérii grafov s ndzvom Who
killed the duke of Densmore? [1].

Mame osem zien, z ktorych jedna spachala vrazdu. Vojvoda z Densmoru zomrel pri
vybuchu svojho zamku. Islo o ¢asovant néloz, ktoru ktosi na ostrove nielen schoval,
ale aj pripravil. Vyroba bomby by vsak vyzadovala vela ¢asu straveného ukryvanim sa
v hlbinach tamojsieho labyrintu. Kazda zena navstivila vojvodu na ostrove a stravila
tam isty ¢as. Aj ked si podozrivé nepamiitaji, kedy na ostrove boli, pamitaju si, alebo
to aspon tvrdia, s kym sa tam stretli. Podla ich vypovedi:

e Ann stretla Betty, Cynthiu,Emily, Feliciu a Georgiu.
e Betty stretla Ann, Cynthiu a Helen.

e Cynhia stretla Ann, Betty, Dianu, Emily a Helen.

e Diana stretla Cynthiu a Emily.

e Emily stretla Ann, Cynthiu, Dianu a Feliciu.

e Felicia stretla Ann a Emily.

e Georgia stretla Ann a Helen.

e Helen stretla Betty, Cynthiu a Georgiu.

Predpokladdme, ze vSetky hovoria pravdu. Takito situdciu je mozné zakreslit pomocou
grafu, kde ¢iary zobrazuju kto sa s kym stretol. Vrcholy predstavujui jednotlivé osoby a
na ich pomenovanie sme pouzili inicidly krstnych mien navstevnicok. Spominany graf
vidime na obrazku 31.

Nasim cielom je zistit, ktora z nich sa ukryla v labyrinte, a teda mé na svedomi smrt
vojvodu. Pachatelku moze prezradit jedine fakt, Ze pocas svojho skryvania zmeskala
stretnutie s inymi navstevnickami, s ktorymi by sa za inych okolnosti stretla. V grafe
takuto situdciu znazornuju napriklad stvoruholniky bez uhlopriecok, ako obrazok 32
nalavo.

Ak by sa ani jedna z tychto dam nebola pocas svojho pobytu ukryla, museli by sa
bud Betty a Georgia alebo Ann a Helen stretnit, pretoze ako vidime na obrdzku 32
napravo, ked chceme zakreslit, ako sa na ¢asovej osi ich pobyty prekryvali, nepodar{
sa nam to. Dokazme si to.

Vidime, Ze moézme bez ujmy na vseobecnosti zac¢af s Tubovolnou tychto styroch.
Predpokladajme, ze:

e Stretnutia prebiechali tak, ako vidime na obrazku 32 vlavo.

e Kazda z nich bola na ostrove isty ¢asovy usek, pocas ktorého sa nikde neskryvala
a teda sa strela s kazdym, kto sa pocas jej pobytu u vojvodu zastavil.
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Obr. 31: Stretnutia

Zacinajic od Ann, nakreslime jej pobyt ako tsecku. Ked'ze Betty a Georgia sa s Ann
stretli, no nestretli sa navzajom, zakreslime ich navstevy ako navzajom sa horizontalne
neprekryvajuce usecky, ktoré maju ale prienik s A. Ak sa vsak v tomto momente
pokisime nakreslit pobyt Helen, nejde to tak, aby boli dodrzané vsetky predpoklady.

Takéto storuholniky bez uhlopriecok sa v obrazku 31 vyskytnu dva. V obrazku 33
je stvoruholnik ABHG vyznaceny cervenou a stvoruholnik ACHG zelenou farbou.

Pocet podozrivych sa nam v tejto chvili scvrkol na 3: Ann, Georgia a Helen. Len
tieto tri osoby sa nachadzaji v oboch stvoruholnikoch.

Toto ale nie st jediné utvary, ktoré robia problémy. Problematicka je tiez situacia
znazornend na obrazku 34.

Hoci sa to tak spociatku nemusi javit, ani v tomto pripade nie je mozné, aby sa
stretnutia odohrali tak, ako si zakreslené. Ukédzme si preco.

Zaciname kreslit napriklad od Cynthie (¢ierna). T4 sa stretla okrem inych s Betty
(tmavomodra) a Emily (zltd), ktoré vsak nestretli jedna druhid. Emily sa stretla s
Dianou (zelend), ktord sa sice stretla so Cynthiou, no nestretla sa s Betty. Dalej sa
Emily stretla s Feliciou (svetlomodra), ktora sa ale nestretla ani so Cynthiou, ani s
Betty ¢i Dianou.V tomto momente prichddza na rad Ann (Cervend). T4 sa stretla s
Betty aj Feliciou, no nestretla sa s Dianou, takZe ju nevieme do obrazku zakreslit bez
toho, aby sme porusili jeden z predpokladov.

Teda aspon jedna z nich sa musela pocas svojho pobytu skryvat. Jediné zo Zien,
ktora sa vyskytuje vo vSetkych problematickych utvaroch je Ann. A ako sa ukazuje,
toto riesenie suhlasi s tym ktoré nam autor podava, teda nasou vrahynou je Ann.
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Obr. 32: Nesplnitelns situdcia 1

Obr. 33: Podozrivé stvoruholniky
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Obr. 35: Nesplniteln situcia 2
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10 Zaver

Podobnych prikladov je samozrejme mozné najst ovela viac, nez sa do bakaldrskej
prace zmesti. Za tie, pre ktoré sa miesto neuslo stoja za zmienku napriklad priklady
objavujuce sa v kriminalnom seridly VraZedné éisla [42].

Na zéver este uvediem uryvok z uz spominanej knihy Kyberidda [16] od Stanislawa
Lema, v ktorom sa hlavné postavy, konstruktéri Trurl a Klapacius snazia stvorit pre
krala Krutdka priseru, ktort by nebolo lahké skolit. Tento text obsahuje aZ neuveritelné
mnozstvo matematickych vyrazov. Konieckoncov postidte sami:

Ndsobné integrdly zvierata sa kritili a zvijali pod krdlovymi polynomickymi
tudermi, po c¢om sa rozpadli na nekonecny rad neurcitych clenov, ale za
chvilu sa zviera umocnené na n-ti opét vzpamdtalo; aviak krdl mu ustedroval
rany diferencidlmi a parcidlnymi derivdciami, pokial nezredukoval jeho Fou-
rierov rad, na c¢o sa v nadchddzajicej bojoves vrave obaja protivnict ztratili
v husti matematickych znaciek. Konstruktéri si urobili krdtku prestavku,
pretiahli sa, logl si z leidenského dzbanku a s novou vervou zase zacali od
zaciatku. Tentoraz vyrukovali s celym arzendalom tenzoroviych matic a kano-
nicky zdruZenych velicin a dali sa do riesenia problémov s takym zdpalom,
Ze mnoho nechybalo a papier by sa vznietil. Krdl vyzbrojeny krutymi ko-
ordindatmi a vyberovymi variacnymi koeficientami sa hnal prudko dopredu,
zablidil v hibokom lese logaritmov a odmocnin, musel sa vrdtit tadial od-
kial prisiel, v Hilbertovom priestore wvidel zviera a kym by ¢lovek do pia-
tich napocital, udrel nan vsetkymi desiatimi, takZe kleslo o dve desatinné
miesta a stratilo x a dva ypsilony - lenZe potom zviera podliezlo zlomkovi
ciaru a skrylo sa vo fdzovom priestore ortogondlnej projekcie, kde sa in-
terpoldciou zvicsilo a zaryto zozadu zaitocilo a krdla poriadne poranilo.
To ho nezlomilo - krdl si okolo tela omotal refazové zlomky, prirastok fun-
kcie priradil k aktudlnemu nekonecnu, na éo prieseénikom roztal hranaté aj
qulaté zdtvorky a zvieratu zasadil taky tder, Ze vpredu mu odsekol logarit-
mus a vzadu mocnitele. LenZe zviera porazené nebolo - bum! bdc! - ceruzky
behali ako divoké po papieri, kde pribudali viyberové regresné koeficienty a
transcendentné funkcie, a ked ndsledne krdl zrazeny k zemi nebol schopni
v boji d'alej pokracovat, konstruktéri vyskocili, krepcili po miestnosti a s ra-
dostnym smiechom trhali na kusky popisané papiere, ktoré sa mdrne snaZili
rozlustit $pehovia sediaci s d'alekohladmi na lustri, pretoze sa nevyznali v
odtienkoch vyssej matematiky a teda nemohli pochopit, preco Trurl s Kla-
paciusom kricia jeden cez druhého: 7Sldva! Zvitazili sme!” [16]

Uzasné, no nie?
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