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Abstrakt

GAL, Zoltan: Fyzika a ekonémia [Bakalarska praca], Univerzita Komenského v
Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a
Statistiky — Veduci bakalarskej prace: Doc.RNDr. Julius Vanko, PhD., 2011, 37 s.

Cielom tejto prace je aplikacia fyzikdlnych metdéd pri Stddiu ekonomického
prostredia. Zaoberame sa aplikaciou entropie vV ekondmii, snazime sa vyuzit poznatky o
plynnych modeloch pri §tudii rozdelenia bohatstva a prijmov, a nakoniec vyvoj cien akcii
na finanénych trhoch popisujeme pomocou Brownovho pohybu. Prica ma ambiciu
priblizit’ ¢itatelovi vyznam poznatkov z fyziky v ekondmii a na konkrétnych prikladoch
ukazat’ spojitost’ medzi tymito vednymi odbormi.

Krucové slova: ekonofyzika, entropia, rozdelenie bohatstva a prijmov, brownov pohyb



Abstract

GAL, Zoltan:Physics and economics [Bachelor thesis] - Comenius Univerzity
Bratislava. Faculty of mathematics, physics and informatics; Department of Applied
Mathematics and Statistics, Tutor: : Doc.RNDr. Jalius Vanko, PhD., 2011, 37 p.

The aim of this work is the application of physical methods in the study of the
economic environment. We apply entropy in economics, try to exploit the knowledge of
the gas-like models in the study of distribution of wealth and income and finally describe
stock price development in financial markets by Brownian motion. The paper has the
ambition to show the reader the importance of physics in economics and concrete
examples to demonstrate a connection between these disciplines.

Key words: econophysics, entropy, distribution of wealth and income, brownian motion
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Uvod

Historia ekonomického myslenia siaha az do ¢ias Xenofona, ktory je povodcom jej
nazvu (0ikos — dom, hospodarstvo, nomos — pravidlo zakon). Ekonomicka veda je vSak
d’aleko mladsia a vicSina literatiry datuje jej vznik od ¢ias Adama Smitha (1723-1790).
Predmetom jej skumania st ekonomické suvislosti a ich dosledky, spdsob, akym sa
spolo¢nost’ rozhoduje o prerozdeleni vzacnych zdrojov. Na rozdiel od biologie, ¢i fyziky,
ktoré¢ skumaja prirodu, ekonémia sa zaobera tym, Co vytvoril Clovek, resp. l'udska
spolo¢nost’.

Niekto by sa preto mohol pytat, ako je mozné, Ze je pre nds tak tazké spravne
apresne popisat’ ekonomické javy, ked my sami sme ich pdvodcami? Ved rezbar
dokonale pozna svoje diela, maliar vie opisat’ ako vytvoril svoj obraz, pocitacovi technici
dokézu vysvetlit' vyrobu hardvéru. Ako jednoduché vysvetlenie sa naskytuje odpoved —
pretoZe ekonomické javy nie s dielom jedného ¢loveka, ale celej spolocnosti. No eSte
zéasadnejSou odpoved’'ou je: pretoze pocas tisicro¢i formovania naSej spolo¢nosti sme
vytvorili akysi I'udsky odraz prirody definujiici ekondmiu. Spravanie prirody a jej stéasti
sa predsa od Tludského aekonomického spravanie velmi neodliSuje. Obe su
charakterizované istou nahodnost'ou, neusporiadanostou, ale aj jasnymi zakonitostami.
A tak vedy, ktoré skiimaju prirodné javy, by mohli najst’ svoje uplatnenie aj ekonomickych
javoch.

Takto sa da ideologicky vysvetlit' pristup ekonofyzikov. Na svet ekonomie sa
nepozeraju ako na subor dat a javov s d’alekosiahlymi désledkami. Ekonomicky svet chct
vnimat’ ako svet, ktory je odrazom prirody a jej zdkonitosti. Ved’ preco by sme vyvoj cien
akcii nemohli prirovnat’ k ndhodnému pohybu pel'ovych castic ponorenych do tekutiny?
Aco ak prave zrazky plynovych Ccastic najlepSie vystihuji spdsob vymeny penazi
V spolo¢nosti? A preCo neprirovnat ndhodnost na trhu k entropii, merajice;j
neusporiadanost’ termodynamickych systémov?

Tymito troma pristupmi sa budeme zaoberat’ v naSej praci. V prvej kapitole
podrobne vysvetlime pojem entropie a popiSeme jej aplikaciu v ekondmii pri odvadzani
parametra averzie voci riziku pri maximalizacii funkcie uzitocnosti.

V druhej kapitole preberieme tedriu rozdelenia prijmov a bohatstva v spolo¢nosti,

do ktorej aplikujeme plynové modely opisujuce zrazku dvoch plynovych castic.
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Poslednt1 kapitolu venujeme Brownovmu pohybu, ktory vo fyzike opisuje pohyb
pelovych zrniecok v tekutine. V ekonémii nim definujeme vyvoj cien akcie na trhu.
Na zaver sa pokusime zhodnotit’ vyznam fyziky v ekdénomii a efektivitu, akt

prindsaju jej vysledky.
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1. Entropia

1.1. Co je entropia?

Pojem termodynamicka entropia mdzeme zachytit z analyzy takzvaného
Carnotovho cyklu, ktory je idealizovany model tepelného stroja, ktory vykonava
mechanicku pracu pomocou toku tepla z horticeho zasobnika teplotou T}, na zasobnik S
nizsou teplotou T,. Maximélna G&innost’ takéhoto tepelného motora je 1 — T;/Tj. Cim
vacsi je teplotny rozdiel medzi teplym a studenym zasobnikom, tym vacsi je podiel tepla,
ktoré mozeme V pripade potreby presunut’ na pracu. Clausius definoval premennta S ako
dS = dQ /T, kde dQ je mnozstvo preneseného tepla do alebo zo systému inverznym
sposobom pri teplote T. Nazval ju entropia, zaloZzeny na grécke tponn (tropi), o znamena

transformaciu, oto¢enie spolu s analogickym nazvom ,,energie*.

Druhy zakon termodynamiky( takzvany zakon entropie), pojem entropia pouZziva na
vyjadrenie kazdodennych pozorovani, ze transformécia energie a hmoty su jednosmerné.
To hovori, Ze entropia izolovaného termodynamického systému sa nikdy neznizi, ale sa
striktne zvySi  pri nezvratnej transformacii a zostdva konStantnou  pri zvratnej
transformacii. To kladie dolezité obmedzenia v oblasti prirodnych 1 technickych procesov.
Napriklad, teplota jednej Salky hortcej kavy nechana v studenej miestnosti bude vzdy
klesat’, nikdy sa nezvysi, az kym sa nakoniec nedostane do rovnovazneho stavu s izbovou
teplotou. V tomto procese sa zvysi entropia miestnosti. To znamena, Ze entropia umoziuje

definovat’ pojem ,,Sipka casu®.

Kym poévodny pojem entropia je zamerana na teplo, Ludwig Boltzmann (1844-1906)
zaviedol entropiu ako pojem, ktory je zaloZzeny na Statistickej mechanike a
pravdepodobnosti. Formalne entropia modze byt definovana ako entropia rozdelenia
pravdepodobnosti siboru vzajomne sa vylu¢ujacich akcii i : S = —k X p; logp; , kde p;
je pravdepodobnost’, Ze nastane udalost’ i, k je faktor proporcionality (teraz sa to vola
Boltzmannova konstanta). Boltzmann zobral udalost’ i ztermodynamického systému
mikrostavu i, kompatibilnym so zachovanim jeho makrostavu. Predpokladal, ze vsetky
mikrostavy maju rovnakti  pravdepodobnost a zadefinoval mnozstvo 0 ako pocet

mikrostavov systému kompatibilnymi S0 zachovanim jeho makrostavu.
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Potom S = klogQ . Boltzmannova entropia je miera mikroskopickej poruchy a
pravdepodobnosti: vysoka entropia charakterizuje makrostav, ktory ma vysoku
pravdepodobnost, pretoze méze byt realizovana velkym poctom mikrostavov, v ktorych
st jednotlivé zlozky usporiadané priestorovym a aj homogénnym spésobom. Nezvratnost’
uvedené v druhom zakone termodynamiky sa javi ako vyhlasenie, ze kazdy izolovany
makrostavovy systém sa vzdy vyvija od menej pravdepodobnostného (organizovanej$ieho)

k viac pravdepodobnostnému (pomiesaného) stavu, kde Q a S su vicsie.

Boltzmannova Sstatisticka entropia bola neskor prevedena do matematickej Statistiky a do
informacnej tedrie ako vSeobecné opatrenie rovnomernosti a homogénnosti. Pouziva sa ku
konstrukcii ukazovatelov na meranie vSetkych druhov heterogénnosti v prirodnych a
spolo¢enskych systémoch, napriklad nepravidelnost’ prijmov, koncentracie priemyslu alebo

na biologickll rozmanitost’.

1.2. Met6da maximalnej entropie v ekonomii

Riskantné udalosti veI'mi ovplyviiuju finanény trh. Ako dosledok rizika, nahodnost’
alebo nepravidelnost’ na trhu sa budu zvysSovat’ s ¢asom. Rovnovaha (ekvilibrium) nastane,
ked” sa trh dostane na maximalnu nahodnost. V rovnovaznom stave stracame vela
informacii o stave akcii na trhu, v tomto pripade k najdeniu optimalnej stratégie sa stiva
viac tazkopadne pre obchodovanie sakciami. NaSou dolezitou ulohou je spravne
predpovedat’ stav trhu. Toto mézeme vykonat’ vypoc¢tom distribu¢nej funkcie pre klesajaci
trh, ktory klesa do svojho eventudlneho rovnovazneho mikrostavu. Metéda maximalnej
entropie sa nam javi ako najlepsi sposob, ako odvodit’ zaver 0 neznamom rozdeleni

zaloZeny iba na niekol’kych obmedzeni. Entropiu podl'a Shannona mo6zeme napisat’ ako:

Hip] = — [, (w) Ing(w) dIl(w), (L1)

kde w je prvok v pravdepodobnostnom priestore rizika Q. Miera integralu uréuje vahu

vyskytu nahodnych udalosti. Distribu¢na funkcia ¢ (w) je normalizovana.
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Jo 9(@) dll(w) =1 (1.2)

Predpoklada sa, ze priemer trhového bohatstva v rovnovaznom stave by sa mal rovnat’

konStante.

<W>= [ ¢(w)W(w)dl(w) = const. (1.3)

To je spravny predpoklad na konzervativnom trhu (devizového trhu), pretoze peniaze sa
vymienaji medzi réznymi osobami a to v podstate ni¢ nemeni na trhovom bohatstve.
Rovnice (1.2) a (1.3) by mali byt splnené sucasne, ked’ sa snazime maximalizovat’

entropiu(1.1).
SH[p] + 26 [, (@) dll(w) + B6 [, ¢(w) W(w) dll(w) =0 (1.4)

Riesenim predchadzajucej rovnice je kanonicka distribucia[22].

e_ﬁW(w)

p(@) = f, e PW@ar(w) (1.5)

Vysledok je odvodeny analyticky a mézeme to najst’ [4, 5].Parameter f mozno vypocitat’
tiez analyticky, ¢o modZeme najst [6], ale v porovnani poistného trhu s podobnymi
pripadmi z termofyziky sa rozumie, Zze parameter suvisi Spriemernym trhovym

bohatstvom.

B~—r (1.6)

V pripade poistného trhu bohatstvo osoby (poistovatel'a alebo poistenca) je dana:

Wi (w) = Wo; — Xi(w) + Yi(w) — [, ¢(@) Yi(w) dli(w), (1.7
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kde index i oznacuje rozne o0soby. Kazda osoba utrpi stratu X;(w) ak w nastane. Preto

poistenec poisti sam seba na cenu fﬂ ¢(w) Y;(w) dll(w) a dostane Y;(w) pri nastani tej

udalosti.

2iYi(w) =0 (1.8)

Celkové trhové bohatstvo je sucet bohatstiev jednotlivych osob.
W(w) = Y Wi(w) = W, — Z(w) (1.9)

To plati aj pre pociatocné bohatstvo Wy a celkové riziko Z(w),

Wo = X Wy (1.10)

Z(w) = X X;(w) (1.11)

V d’alSej Casti sa snazime ziskat’ funkcie uzito¢nosti z vysledkov, ktoré sme dostali v tejto

kapitole.

1.3 Funkcia uzito¢nosti

Funkcia uzito¢nosti demonstruje urcity zisk, ktory nejakd osoba ma v umysle
zarobit’ na konkurenénom trhu. Funkcia uzito¢nosti by mala zavisiet' od finan¢ného stavu
osoby, ktord je Casto opisovand svojim bohatstvom w;(W;), pre i znazoriujice rozne
osoby. Predpoklada sa, Zze prva derivacia funkcie uzito¢nosti je kladna u;"(W;) > 0, aby
bolo zarucené, Ze osoba tGzi mat’ zisk a druha derivacia je zaporna w;”"(W;) < 0, aby
obmedzil svoju lakomost’ (racionalna osoba by mala mat’ odpor K riziku, mala by byt
rizikovo averznd). Parameter averzie Kk riziku g;(W;) = —u;” (W;)/u;"(W;) sa tieZ podiel'a
na funkcii uzitocnosti. Urcuje akou vahou je osoba naklonena k rizikovosti v zavislosti od

jeho bohatstva. Ekvilibrium nastdva, ak osoba bude uspokojend zo svojho obchodovania.
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Z pohladu ekvilibrickych cien, kazda osoba chce maximalizovat’ svoju funkciu uzito¢nosti

vybratim svojej urovne Y;(w) pri kazdej udalosti.

Vzhl'adom na trhové rizika, ¢o spOsobuje nahodnost, podmienky ekvilibria mézu byt

vyjadrené stalym vztahom:
Jo, wi (W (w))dI(w) = max. (1.12)

Rovnicu (1.12) chceme maximalizovat, to znamena, ze hl'adame extrém rovnice vzhladom

na Y;(w). A teda maximalizacia funkcie uzito¢nosti vyzera takto:

_5

5. () Jq u; (W (w))dl(w) = 0 (1.13)

Z tohto vyrazu sa d4 odvodit’ variatnou metddou nasledujici vysledok.

w (@) = 0@) [ w (W) dNw)

w' (W) = Cp(w) (1.14)

Kde C; je konstantna hodnota pre i-teho agenta.

Mame moznost’ zmenit' funkciu premeny rizika Y;(w), a to az do kon$tantného ¢isla,

pretoze bohatstvo 0soby zostava nezmenené.
Y () = ¥ (W) - f, 0(@) Y (w) dil(w) (1.15)

Funkcia rizika tiez reviduje niest’ funkcie premeny rizika.
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Xinovy(w) _ Xistar}’/(w) . Yinov}’/(w) (1.16)

Pri nastani udalosti w st na trhu vsetky osoby dotknuté. Funkcia rizika osoby zavisi od w,
prostrednictvom sthrnnej straty { = Z (w), a preto je to vyhodnejSie a vel'mi Casto

potrebné a nutné pouzivat’ ¢ na miesto w.

2X:({)=¢ (1.17)

o) ~ ehs. (1.18)

Zoberme logaritmickt derivaciu rovnice(1.14) a ziskame:

w' Wiy, A(9)
— . = 1.19
i) X6 =g (1.19)
Z definicie parametra averzie k riziku mame.
__B

Ak je dana funkcia rizika pre jednu osobu, potom funkcia uzito¢nosti je dana vztahom

u; (&) = fo";e_f:ﬁidcdn (1.21)
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V predchadzajiicej rovnici sme normovali funkciu uzito¢nosti za predpokladu, ze

u;(0) =0 a u;(0) =1, ale mnoZstvo bohatstva sa méze preskalovat’ pouZitim tych
predpokladov. Parameter ¢ sa pouziva na preskalované bohatstvo. Pre konStantny

parameter averzie K riziku je ziskana exponencialna forma funkcie uzito¢nosti.

Koncepcia maximalnej entropie zasahuje aj na poistny trh. Peniaze na tomto trhu maja ta
ista  ulohu ako energia v termosystémoch. Optimalizacia trhovej entropie za ucasti
podmienok nas vedie ku kanonickému rozdeleniu cien, ktoré sa pouziva na vypocet ceny.
Ukazali sme, ako osoba méze odvodit’ parameter averzie voci riziku na maximalizaciu

svojho uzitku v poistnej zmluve.
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2. Rozdelenie prijmov a bohatstva

V kazdom State alebo spolo¢nosti, ak by sme mohli oddelit’ 'udi od ich penazi alebo
majetku, zistili by sme, Zze celkova suma penazi alebo bohatstva ostava relativne
konstantna z hl'adiska dlhodobého ¢asového horizontu, ale nie je to tak pri jeho pohybe od
jednej osoby k inej osobe, ¢o sposobuje dynamika kratkodobého Casového horizontu
(denna alebo tyzdenna). V celkovom priemere pre krajinu alebo spolo¢nost’, sa zda byt
rozdelenie penazi alebo prijmov vel'mi robustné, ale z uréitych déovodov je toto rozdelenie

V rdmci spolo¢nosti nerovnomerné.

2.1 Empirické $tadie rozdelenia prijmov a bohatstva

Rozdelenie bohatstva medzi jednotlivcami v ekonomike je vyznamnou oblastou
vyskumu v ekonémii. To isté plati aj pre rozdelenie prijmov v spolo¢nosti. Podrobna

analyza rozdelenia prijmov:

P(m)~ {m“e(_7) kdem < m, 2.1)
m~- ) kdem > m,

kde P oznaCuje hustotu ludi s prijmami alebo bohatstvom m, a,v st exponenty a
T oznacuje faktor Skalovania. Prijmovd mocninova funkcia rozdelenia bohatstva (pre
m > mc) je pomenovana po talianskom vedcovi Vilfedovi Paretovi a exponent v sa

nazyva Paretov exponent. Historicky opis Paretovych dat je mozné najst’ v knizke [10].

2.2 Plynové modely

Zrazka dvoch castic sposobi zmeny ich individualnej kinetickej energie (alebo
momentu). Prijmovy model mdze byt zaloZeny na vzajomnom pdsobeni dvoch agentov.

Vymena penazi dvoch nahodne vybranych agentov je uréenda mechanizmom za

18



predpokladu, ze proces vymeny nezavisi od predchadzajiacich vymen, ¢o mdzeme opisat’

ako Markovovsky proces:
m;(t+1)\ _ m;(t)
(mice) = ¥ (i) @2)
kde m;(t) je prijem agenta i v ¢ase t a matica M definuje mechanizmus vymeny.

V tejto triede modelov uvazujeme o uzavretom hospodarskom systéme, kde je celkova
suma penazi M a celkovy pocet agentov N pevne dany. To zodpoveda situdcii, ked
neddjde k ziadnej vyrobe alebo migracii. Ekonomicka ¢innost' je obmedzena iba na
obchodovanie. Kazdy agent i, vlastni peniaze m;(t) v Case t. Pri kazdom obchode agenti i
a j si navzajom vymenia svoje peniaze tak, aby ich celkova suma penazi bola zachovana

a ziaden z nich nechce skoncit’ v negativnych ¢islach(m;(t) = 0, t.j. dlh nie je povoleny):

m;(t+ 1) =m;(t) + Am (2.3)
m;(t + 1) = m;(t) — Am (2.4)

¢o mozeme prerobit’ na tvar:
m;(t) + m;j(t) = my(t + 1) + m(t + 1) (2.5)

Cas (t) sa meni o jednu jednotku po kazdom obchode.
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m. (1) t+1

NS

OBCHOD

N

m, (t) m, (t+1)

Obr.1: Schéma procesu obchodovania. Agenti i a j prerozdeluju svoje peniaze na trhu: m;(t) a m;(t) su ich

peniaze pred obchodovanim, ktoré sa zmenia nam;(t + 1) am;(t + 1) po obchodovani.
2.3 Prvy model: Model bez uspor

Najjednoduchsi model berie do ivahy nahodny pomer celkovych penazi, ktoré sa

rozdelia:
Am = €ij [ml(t) + m](t)] - mi(t), (26)

kde ¢;; je ndhodny pomer (0 < ¢;; < 1) meniaca sa s ¢asom alebo obchodovanim. Za

rovnovazneho stavu(t — o) rozdelenie penazi sa da popisat’ Gibbsovym rozdelenim:

z|X

(2.7)
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Bez ohl'adu na to, aké opodstatnené je zaciato¢né rozdelenie, kone¢ny ustaleny stav
zodpoveda Gibbsovmu rozdeleniu, kde vicsina l'udi dostane vel'mi malo penazi. Toto

vyplyva zo zachovania penazi a aditivity entropie:

P(m;)P(m,) = P(m; + my) (2.8)

2.4 Druhy model: Model so spolo¢nymi usporami

Pri kazdom obchode st prirodzené tspory. Preto bol zavedeny troven sklonu uspor
A na model nahodnej vymeny, kde kazdy obchodnik v ¢ase t uSetri ¢ast’ A z jeho penazi

m;(t) a nahodne obchoduje so zvyskom:

m; (¢ + 1) = Am(©) + & ;[ (1 — D) (m;(6) + m; ()], (2.9)
my(t+ 1) = 2m;(t) + (1 — &,)[(1 — D(my(e) + my())], (2.10)

kde:
Am= (1 = ey, (my(0) + my()) = my(D)], (211)

g j je ndhodny pomer pochadzajici zo stochastického charakteru obchodovania.

Trh sa stava ,ovplyviujucim* pre vSetky nenulovéd, A <1: pre pevné A
(pre vsetkych agentov rovnakych) rozdelenie penazi P(m) Vv rovnovaznom Stave
exponencialne klesa na oboch stranach s pravdepodobnost'ou bohatstva na agenta a postva
sazm = 0 (pred = 0)doM /N,A — 1(obr.2).
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2.5 . . . . .

Obr. 2: Rozdelenie pefiazi P(m) V rovnovaznom stave pre model so spoloénymi usporami. Uvedené udaje st
pre rozne hodnoty 4 = 0; 0,1; 0,6; 0,9, pri velkosti systému N = 100. Vsetky Gdaje st zobrazované pre

priemerné bohatstvo za agentaM /N = 1.

Tato samoorganizovana funkcia trhu, vyvolana vlastnym zaujmom o tuspory kazdého
agenta bez globalnej perspektivy, je vyznamny ako pokles podielu nemajetnych Tudi s

rastucim A.

M. Patriarca tvrdi cez heuristické argumenty(Na zaklade numerickych vypoctov), ze toto

rozdelenie sa priblizne podoba Gama rozdeleniu[11],

P(m) = Cm“e(_%), (2.12)
kdeT=1/(a +1)aC = (a+ 1)*!/T(a+ 1), T je gama funkcia, ktorej argument «

savisi s faktorom uspor A:

a = (2.13)
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V porovnani s rovnicou(2.7) pre A = 0, je potrebné poznamenat, ze tu M / N = 1. Tiez
v porovnani s rovnicou(2.1) pre m, — oo. So zvySujucim sa A Si agenti ponechaju viac

penazi Vo svojich obchodovaniach.

V plynovych modeloch so spolo¢nymi tsporami rozdelenie bohatstva ukazuje na samo
organizovanu funkciu trhu. Vrchol rozdelenia s najvaésou pravdepodobnostnou hodnotou

urcuje ekonomicka mierku.

2.5 Treti model: Model s rozloZenymi usporami

V reélnej spolo¢nosti alebo ekonomike zaujmy o tspory sa lisia, ¢o naznacuje, ze 1
je vel'mi nehomogénny parameter. Napodobnit’ tuto situaciu Vv realnom svete, kde faktor
uspor A je rozsiahle rozdelené v ramci populacie, méZeme najst’ v knizkach [12, 13]. Vyvoj

penazi pri takomto obchodovani mézeme zapisat’ ako:

mi(t+1) = 4m(e) + (1 — & )[(1 = )M () + (1 — )m(e)]. (2.15)

Pravidla obchodu st rovnaké ako predtym:
Am= gi,j(l - Aj)m] (t) - (1 - /11)(1 - sl-'j)mi(t), (216)

kde 4; a 4; su sklony Kk isporam agentov i a j. Agenti maju fixné sklony k usporam(v
Case), ktoré st nezavisle, ndhodne a rovnomerne rozdelené na intervale 0 az 1. Agenti
uSetri nahodnu Cast’ 4;(0 < A; < 1) a tato hodnota A; je uspokojiva pre kazdého agenta
(A; st nezavislé od obchodovania alebo ¢asu). Stadie ukazuju, Ze pre rovnomerne
rozdelené sklony k tisporam, p(1) = 1 pre 0 < A; < 1, dostaneme ¢&islo jedna, ak v =1

pri P(m)~m@+),
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Obr. 3: Rozdelenie penazi P(m) Vv rovnovaznom stave pre model s rozloZzenymi Gsporami A(0 < A < 1) pri

velkosti systému N = 1000 agentov. x 2mé za ulohu pozorovat mocninovii funkciu s 1 + v = 2.

Priemerné bohatstvo za agenta M / N = 1.

2.6 Rozdiely rozdelenia penazi

V procesoch celkova suma penazi(m; + m;) pre dvojicu agentov i a j zostava

%

konStantnd, zatial’ Co rozdiel Am;; sa vyvija:

(Amij)tﬂ = (M —my)esq =

A+ A A —

(2.17)

Numericky je to zobrazené na obr.(3), kde mézeme pozorovat, ze rozdelenie penazi v

rovnovaznom stave na trhu sa stava mocninovou funkciou, kde faktory uspor 4; agentov

zostavaju konstantné, ale su rozne. Na obr.4 vidime, ze pravidlo, ako aj exponent zostavaji
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nezmenené, aj ked zmenime ¢&; = 1/2 pre kazdy obchod. Z numerickych

pozorovani[13, 14],

10"

100 i __7__7___7,,—-/'/. \ m_2 ———————————— i

107

1 0'5 | 1 1
1072 107" 109
m

10’ 102

Obr. 4: Rozdelenie pefiazi P(m) v rovnovaznom stave na trthu s N = 200, pouzitim rovnic(2.14, 2.15) s (a)
&;; nahodne rozdelené¢ v intervale 0 az 1, (b) &; = 1 /2. PreruSovana ¢iara zodpovedd m~(*V);v = 1.

Priemerné peniaze zaosobhu M /N = 1.

mozeme badat, Ze pre pevné A na trhu(A = A; pre vSetky i) v rovnovaznom stave
dochadza ku kritickosti pre A — 1, kde dynamika, hybnost’ sa stava nesmierne pomala.
Inymi slovami, po dosiahnuti rovnovazneho stavu tretia Cast’ rovnice(2.17) stava
bezpredmetnou pre kritické spravanie. Pre jednoduchost’ sa v tomto pripade sustredime na

to, Ze rovnica(2.17) pre vyvoj Am;; mdZze byt napisana v jednoduchsej podobe ako:

(Amy)eq = Ay (Bmy;) A (m; + m)),, (2.18)

N | =

Pravdepodobnost’ rovnovazneho stavu rozdelenia D, modul A =|Am |rozdielu
vzajomnych penazi medzi dvoma osobami na trhu, mozno ziskat z rovnice(2.18) v

nasledujucim sposobom za predpokladu, ze A je omnoho vac¢si ako priemerné peniaze za
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agenta M / N. To preto, Ze s pouzitim rovnice(2.18), vel'ké A sa moze objavit' v ¢ase t +
1. Toto mdézeme predpokladat pri kazdej situacii v Case t, pre ktoru prava strana
rovnice(2.18) je velka. MoOZu nastat’ nasledovné moznosti(v Case t): m; Je velké
(zriedkavo) a m; nie je velké, kde potom pravd strana rovnice(2.18) nadobida tvar
~(A i+ A; i)(4;j); alebo mj(zriedkavo) je velké a m; nie je velké, potom prava strana
vyzera nasledovne ~(/; i A i)(Aij)¢; potom eSte mOze nastat’, Ze oba vyrazy m; a m;
budu vel’ké, Co je ovel'a zriedkavejsie, ako prvé dva, a preto je zanedbatelné. V dosledku

toho, pre vel’ké A, rozdelenie D spina:

D(A) =fdA' D(A") x(a(A—(((Z+Z)A’)+6(A—(Z—Z)A’))

=250 () 2.19)

kde sme vyuzili symetriu A rozdelenia a vztah L-j + /Tl-j = A;. V (...) ukazuje priemer cez
A rozdelenie na trhu, § oznacuje Diracovu d-funkciu. Zoberme nahodné rozdelenie faktora
tispor 4, p(A) =1 pre 0 < 1 <1a za predpokladu, ze D(A)~A=(*V) pre A velké,

dostaneme:
1=2[dA"¥ =2(1+v)™, (2.20)

kde v = 1. Ziadna ind hodnota nezodpoveda vyssie uvedenej rovnice. To tieZ znamena, Ze
rozdelenie petiazi P(m) na trhu tiez sprevddza podobna mocninova funkcia variacie
P(m) ~m~(*¥) a y = 1. Rozdelenie A z numerickych simulacii tiez suhlasi s tymto
vysledkom. Podrobnu analyzu rovnice pre Kineticky proces vymeny a jej rieSenie pre

Specialne pripady, sa moézeme docitat’ v knihach[15, 16].
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2.7 Vysvetlenie stredného pola

Hore uvedené vysledky mozeme odvodit’ z limity stredného pola, kde rovnica
prerozdelenia penazi pre jednotlivé osoby, ktoré sa zucastiuju procesu obchodovania,
moze byt redukovana na stochasticki mapu v m?2. Zoberieme si vysledky rovnic(2.14,

2.15) a pozrieme sa na ¢asovy vyvoj m?:

m; (t + 1)m](t + 1) = ai(et,li)miz(t) + aj (Et,ﬂ.])mjz(t) + aij(et,/li,/lj)mi(t)mj(t)

(2.21)

Pomocou aproximdcie stredného pol'a mdZeme nahradit’ kvadratické mnozstva m?, mjz a
m;m; S priemernym mnoZstvom m?. Preto rovnicu(2.21) mézeme nahradit’ touto

aproximaciou:

m2(t + 1) = n(t)m?(t), (2.22)

kde n(t) je algebraicka funkcia 4;, 4; a &. Z numerickych simulacii vyplyva, ze hodnota
& moze byt nahodna alebo konstanta, nema vplyv na rozdelenie v rovnovaznom stave[16]
a Casova zavislost’ vysledkov 1(t)) ndm rezultuje z roznych hodnét 4; a 4;, ktorym doslo v

priebehu vyvoja na trhu. Ozna¢me x = log(m?), potom rovnicu(2.22) mdzeme prepisat’ na

tvar:

x(t+1) =x(t) +6(t), (2.23)
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kde §(t) =logn(t) je nadhodné Ccislo, ktoré sa meni pri kazdom c¢asovom Kkroku.
Transformovanim rovnice (2.23) ziskavame nahodnu prechadzku, a preto posunutie x do

intervalu [0, t] ma normalne rozdelenie

2

p(x) ~ e(_xT). (2.24)

p(x)dx = P(m)dm? (2.25)

kde P(m) je log normalne rozdelenie m?:

[_(log(mznz]
t

P(m)~#e (2.26)

Normalne rozdelenie v rovnici (2.24) sa rozt'ahuje S casom(pretoze jeho Sirka je

proporcionalna v/t), a tak sa normalny faktor rovnice(2.26), ktory sa nakoniec stane vel'mi
slabou funkciou m a mozno predpokladat’ , ze bude konstantna pri t — oo. V dbsledku

toho:

P(m)~# pret — oo, (2.27)

¢o je Paretov zakon pre model.
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3. Brownov pohyb

Pod Brownovym pohybom rozumieme fyzikdlny fenomén nihodného pohybu
drobnych ciastoc¢iek ponorenych v tekutine, ale aj matematicky model opisujici nahodny

pohyb réznych veli¢in.

3.1 Historia

Fenomén Brownovho pohybu bol objaveny bioldgom Robertom Brownom v roku
1827. Pocas Studia pelovych zrnieCok ponorenych vo vode pod mikroskopom pozoroval
Brown chvejuci pohyb tychto CiastoCiek. Po niekolkych opakovaniach aj s ¢iastoCkami
prachu bol schopny odovodnit’ jav, ktory pozoroval pri pel'ovych zrnieckach, tie su totiz

,hazive*, Stale v§ak nebol schopny vysvetlit' celkové pozadie a povod tohto javu.

Ako prvy, ktory opisal tedriu Brownovho pohybu bol Louis Bachelier v roku 1900 vo
svojej praci ,,Teoria Spekulacie”. Bol to v8ak Albert Einstein, ktory v roku 1905 pouzitim
pravdepodobnostného modelu vedel dostato¢ne vysvetlit Brownov pohyb. Tvrdil, ze ak
kinetickd energia tekutiny bola spravna, molekuly vody sa pohybovali ndhodne. Takto,
mald Castica dostavala ndhodny pocet impulzov nahodnej velkosti a smeru
pocas 'ubovolnej malej casovej periddy. Takyto model presne opisoval jav, ktory

pozoroval aj samostatny Brown.

3.2 Definicia Brownovho pohybu

Brownov pohyb je uzko spéty s normalnym rozdelenim. Pripomefime si, Ze

nahodna premenna je normalne rozdelena so strednou hodnotou u a s disperziou o ak
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1 ©(u-p)?
P{X>x}=\/2_2f e 202 du
o2 Jy

Vx €R (3.2)

Definujme stochasticky proces ako t-parametricky systém ndhodnych premennych
{X(t),t € I}, kde | interval alebo nejaka diskrétna mnozina indexov. Potom stochasticky
proces {B(t),t > 0} nazyvame ako ( linedrny ) Brownov pohyb so za¢iatkom x € R ak

platia nasledovné vlastnosti:

e B(0)= x,

e Proces ma nezavisle prirastky, t.j. pre vSetky 0 <t; <t,..<t, su prirastky
B(t,) — B(t,—1), B(t,_1) — B(t,,_3), ..., B(t;) — B(ty) nezavislé  ndhodné
premenné.

e Pre vSetky t =0 ah >0, prirastky B(t+ h) — B(t) st normalne rozdelené
s priemernou hodnotou uh a s varianciou 2 h.

e Funkcia t — B(t) je spojita, skoro vSade.

Ak pre stochasticky proces {B(t),t > 0} plati, 2¢ x =0 potom hovorime o tzv.

Standardnom Brownovom pohybe. Pre u = 0 a o = 1 definujeme tzv. Wienerov proces.

15 ! ! n ! _ ! ! ! !

] ST S TR SRR e AN by SO |

Obr. 5: Simulacia Wienrovho procesu
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Niektoré zaujimavé fakty o Brownovom pohybe:

e Brownov pohyb nie je diferencovatelna funkcia ani v jednom bode, ale je spojita

vSade.

e Je self similiar t.j. zva¢Senie I'ubovolne malej Cast’ trajektorie Brownovho pohybu

vyzera ako samostatny Brownov pohyb.

e Brownov pohyb v kone¢nom désledku dosiahne T'ubovolné velkud, ale aj malu

hodnotu.

e Raz Brownov pohyb dosiahne hodnotu 0 alebo ini hodnotu dosiahne ju znova

a nekonecne velakrat.

0.6 T

04r

02r

Bit)

02k

04+

OB+

Brownav pohyb
— drift
I I |

08 | | | | | I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0E

Obr. 6: Simulacia Brownovho pohybu.
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3.3 Aplikacie Brownovho pohybu

Matematicka tedria Brownovho pohybu zozala tuspechy aj v inych oblastiach.
Rozvinula sa d’aleko od jej zakladnej myslienky o probléme s pelovymi zrnkami. Akciové
trhy podla vyskumov preukdzali podobni problematiku. Na tychto trhoch je vel'mi
naro¢né na sekundovej baze sledovat’ dopyt aj ponuku akcii, teda kto a kol’ko kupuje alebo
predava a ako tieto pozicie ovplyviuju vyvoj ceny akcie. Brownov pohyb je aplikovatelny
Vv tejto sfére. Predpokladé sa, Ze akciové, ale aj menové ¢i komoditné trhy sleduji prave
Brownov pohyb resp. jeho alternativy. Matematické modely zaloZené na Brownovom
pohybe st fundamentalnou sucastou a nastrojom, na ktorom je postavené ocenovanie
finan¢nych aktiv a derivatov. V d’alSom sa ststredime na odvodeni zakladnych nastrojov

dolezitych pre ocenovanie vychadzajtice prave z Brownovho pohybu.

3.4 Stochasticka diferencialna rovnica

Uvazujeme rozdelenie intervalu [0,t] na 'ubovol'ny pocet podintervalov t.j.

0=ty <ty <--<t, =t.Zrejme sa da odvodit

B(t) - B(O) = ‘lﬂ=1 Bi - Bi—l (32)

Stredné hodnoty l'avej aj pravej strany musia byt’ samozrejme rovnaké. Podl'a definicie sa

d4 odvodit, ze E (B (t) — B(O)) = u(t — 0) = ut. Pre pravu strana rovnosti plati to isté.

Pre disperziu premennych B(t) — B(0) plati podl'a vlastnosti Brownovho pohybu

Var(B(t) — B(0)) = a(t — 0) = o2t. (3.3)
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Rovnako pre l'avi stranu, ked’ze prirastky st nezavislé da sa odvodit”:

Var(¥l-, B; — Bi1) = XL, Var(B; — Bi_y) =0? X (t; — tiq) = =0t (3.4)

Teda rovnako plati rovnost’ ako v pripade strednych hodnét. Ak teda {w(t),t > 0} je
Wienerov proces , tak pre jeho parametre plati : E(w(t)) =0, Var(w(t)) =t. Pre
prirastok, teda diferenciu B(t) plati: dB(t) = B(t + dt) — B(t). Potom jeho stredna
hodnota sa da vyjadrit' ako E(dB(t)) = ut azhodne disperzia Var(dB(t)) = g?%dt =
a?Var(dw(t)). Brownov pohyb sa takto d4 vyjadrit’ pomocou jeho deterministicke;j (drift)

a fluktuacnej (volatilita) zlozky v podobe stochastickej diferencidlnej rovnice :

dB(t) = udt + odw(t), (3.5)

kde {w(t),t > 0} je Wienerov proces.

3.5 Geometricky Brownov pohyb

Faktom je, ze Standardny Brownov pohyb moZze nadobudat’ zaporné hodnoty. Tento
jav ho robi nepraktickym pri ocenovani financnych aktiv, pretoze ako vieme tie
nenadobudaji  zaporné hodnoty. Z tohto dovodu predstavime nezdporni variantu
nazyvanou aj geometrickym Brownovym pohybom S(t) definovani nasledovnym

spdsobom :

S(t) = Syef®, (3.6)
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kde B(t) je vySsie spominany Brownov pohyb a S, = S(0) > 0 je pociato¢na hodnota.
Zlogaritmovanim a naslednymi upravami dostdvame pre logaritmus geometrického

Brownovho pohybu:

In(S(t)) = In(S,) + X (), (3.7)

Stredna hodnota tejto stochastickej premennej je E(In(S(t))) = ut + In(S,) a disperzia

Var(ln(S (t))) = ¢t, a preto ma stochastickd premenna S(t) lognormalne rozdelenie. Ak

2
si zvolime hodnotu 7 =pu +% (volbu tejto hodnoty nebudeme blizSie Specifikovat,

presahuje totiz ramec tejto prace) a rieSime strednu hodnotu stochastickej premennej S(t)
dostavameE (S(t)) = e™tS,. Ak si ako S, oznatime cenu akcie v &ase t = 0, mozeme
tento vysledok, teda strednii hodnotu alebo o¢akéavanie interpretovat’ ako spojité urocenie
Sp s urokom 7. Ak si to porovname s uroCenim sumy Sp zakladnym trokom na Statne
dlhopisy r vo spojitom pripade, mohli by sme povedat, Zze v pripade © >> r, by sa
oplatila investicia do akcii s hodnotou S, viac ako do Statnych dlhopisov s rovnakou
pociatocnou investiciou. Vo vSeobecnosti je vSak tento jav jednym zo zakladnych
principov ocefiovania opcii pomocou Black —Scholesovho modelu t.j. vynos z urcitej akcie

nesmie prekro¢it’ vynos z bezného uctu resp. zo statnych dlhopisov.
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Zaver

V naSej praci sme sa venovali uplatneniu fyziky v ekonomickych javoch. Vyuzili
sme entropiu, fyzikdlnu veli¢inu charakterizujicu neusporiadanost’ v termosystémoch,
plynové modely opisujiice zrazky plynovych castic a neusporiadany pohyb pelovych
zrnieCok ponorenych do tekutiny. Tieto fyzikalne javy sme aplikovali na ekonomicku
funkciu uzito€nosti, vyuzili sme ich pri analyze rozdelenia prijmov v spolo¢nosti alebo pri
sledovani fluktuacii cien akcii na trhu.

Zvolili sme ich aj preto, aby sme poukazali na to, aké r6znorodé vyuzitie méze mat’
fyzika v ekonémii. Neobmedzuje sa len na vyuzitie fyzikalnej veli¢iny, ale aj pohybu
Castic a mnohych d’alSich javov, ktoré nie sii obsahom tejto prace. NaSim cielom nebolo
vypracovat zoznam vSetkych fyzikdlnych aplikacii, ale poukédzat na tie, ktoré patria
Kk najpopularnej$im a prostrednictvom nich zhodnotit’ vyznam ekonofyziky.

Usudzujeme, Ze fyzikalne zakonitosti budi mat’ Siroké uplatnenie na poli
ekonomie. Velkou vyhodou je nasa dokladna znalost’ ich prejavov aj dosledkov, nakol'ko
fyzika je omnoho star$i odbor ako ekondémia. Aj na§ vyber ukazuje na to, Ze r6znym
oblastiam fyziky mozno hladat’ uplatnenie pri vysvetlovani ekonomickych javov, preto
poskytuje Siroké spektrum moznosti aj vedomosti. Ekonofyzici poskytujia novy pohlad,
Vv ktorom presadzuju uzsi kontakt s empirickymi ddtami a odmietaju tzv. reprezentativnych
agentov, s ktorymi casto pracuju ekondmovia. Tym sa snazia priblizit ekonomicku vedu
K realite, upravit’ jej teoretické vychodiska na také, ktoré viac zodpovedaji empirickym
pozorovaniam. V tom spociva ich velky prinos, ale dolezité je spravne naplnit’ tieto velké
ambicie.

Aké vysledky teda méze priniest’ takyto pristup? Didier Sornette, fyzik, odbornik
na zemetrasenia a zaroven finanény expert vo S$vajéiarskej spolo¢nosti ETH Zurich,
predpovedal prepuknutie problémov na americkom hypotékovom trhu uz v roku 2005.
Zaciatkom roka 2008, predtym ako skrachovala banka Lehmann Brothers, socio-fyzik Dirk
Helbing s kolegami Jamesom Breidingom a Markusom Christenom varovali, Ze vo
finanénom systéme prebehli zmeny, ktoré narusili jeho vnatorni stabilitu. Podla
najnovsich sprav' sa v sulasnosti ekonofyzikom venuje viac pozornosti a pefiazi na
vypracovanie viacodborového pristupu k analyze ekonomickych kriz. Otdzkou ale zostava,

¢i vd’aka fyzike budeme schopni krizy len predpovedat’, alebo im aj zabranovat’.

! http://www.novinky.cz/veda-skoly/200058-ekonofyzika-nabizi-presnejsi-predpovidani-hospodarskych-krizi.html
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