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Abstrakt

V bakalarskej préaci vychddzam z prace Chiarella et al. |2]. Zaobe-
ram sa v nej uvedenym diskrétnym modelom akciového trhu pozosta-
vajuceho z dvoch skupin obchodnikov: fundamentalistov a chartistov.
Model vedie k dvojrozmernému systému diferen¢nych rovnic, ktorého
spravanie skimam v zavislosti od réznych parametrov. Pri uréitych
hodnotach parametrov je systém vystaveny bifurkaciam, ¢o je analy-
zované prostrednictvom numerickych simulécii.

Klacové slova: heterogénni agenti, dynamicky systém, bifurkacie



Abstrakt

This bachelor ‘s thesis is based on a paper Chiarella et al. [2]. 1
am engaged in this thesis in a discrete time model of a share mar-
ket consisting of two groups of traders: fundamentalists and chartists.
Model leads to a system of a two-dimensional map whose behaviour is
analysed in dependence on various parameters. With certain parame-
ter values this system is exposed to bifurcations, what is analysed by
numerical simulations.

Keywords: heterogenous agents, dynamical system, bifurcations
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1 Uvod

Cielom tejto prace je kvalitativna analyza vybraného modelu he-
terogénnych agentov s diskrétnym a spojitym ¢asom a numerické
simulacie. Pdjde predovsetkym o stabilitné vlastnosti a bifurkacie.

V prvej kapitole bude podrobne odvodeny model ako je uve-
deny v [2].

V kapitole 2 sa budeme venovat tomuto modelu ako dynamic-
kému systému. Zaoberat sa budeme jeho rovnovaznymi stavmi a
predovsetkym oblastami stability. Tiez odvodime jeho spojitii ver-
Ziu.

Kapitola 3, ktora je jadrom préace, zaCina vSeobecnymi defi-
niciami nehyperbolického pevného bodu a bifurkacii, nasleduji
numerické simulacie pre model s danymi parametrami.

2 Model

Model heterogénnych agentov je model, ktory rozoznava rozdiely
medzi agentmi. V nasledujucom texte je pouzity model Carla
Chiarellu 2], ktory pochadza z roku 1992 a v ktorom sa rozlisuju
dva typy agentov. T.j. predpoklada sa, ze akciovy trh pozostava z
dvoch skupin obchodnikov, ktorymi st

e fundamentalisti, ktori zakladaju svoje obchodné rozhod-
nutia na odhade fundamentélnej hodnoty aktiva a

e chartisti, ktori sa spolichaju na analyzu minulych trendov
clen.

Fundamentalisti sa preto priklanajia k tomu, ze investuji do
aktiv, ktoré st podhodnotené (vzhladom na nimi predpokladant



fundamentélnu hodnotu) a predéavaju tie, ktoré povazuju za nad-
hodnotené. Naproti tomu chartisti sa snazia extrapolovat pozoro-
vané priebehy cien a vyuzit ich pri svojich investi¢nych rozhodnu-
tiach.

2.1 Odvodenie

Ako P; sa oznacuje logaritmus ceny aktiva v case t, index ¢ €
{f,c} oznacuje fundamentalistu alebo chartistu. Obe skupiny in-
vestuju ako do rizikovych aktiv, tak aj do alternativnych bezrizi-
kovych. Ak sa ako €2;; oznaci majetok agenta i a ako Z;; podiel
tohto majetku, ktory sa rozhodne investovat do rizikového aktiva
v Case t, mozno jeho majetok v ¢ase t + 1 vyjadrit nasledovne:

Qitr1 = Qir + (1= Zi)gr + Qi Zi o (P — Pr),

kde g; vyjadruje vynos z bezrizikového aktiva (napr. dlhopisu) a

(P41 — P) vynos z rizikového aktiva. Agent i podcita podmie-

nent stredni hodnotu a varianciu €2, ;11 (znacené ako E; (€2 141)

a Vi 1(Qi41)) za predpokladu, ze (P41 — P;) mé podmienené nor-
méalne rozdelenie; dostava teda:

Eis(Qigi1) = Qr +Qi(1 = Zi)gr + Qs Zi B (Pryr — Pr), (1)

Vit(Qip1) = 2597 Vie(Per — P). (2)

Za predpokladu, ze kazda skupina agentov mé exponencialnu fun-

kciu uzitocnosti, kazdy agent hlada Z;,; také, aby maximalizoval

Ejg[—e ], (3)

kde a; je koeficient averzie k riziku agenta i. Za predpokladu, ze

€2 ++1 mé podmienené normalne rozdelenie, tato tloha je ekviva-
lentna tlohe

1
max {Ei,t(Qi,t+1) - §ai%,t(ﬂi,t+1)}

it
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resp.

max {Qir + (1= Zip)gr + Qi Zi 1 i 4 (Pryy — Pr)—
1
— EQiZi%thz,tV;,t(PH'l — Pt)} . (4)

Ked sa maximalizovana rovnica zderivuje podla Z;; a nésledne
poloZ{ rovna nule, podmienka pre optimélne rieSenie Z;; ma na-
sledovny tvar:

—Qi1gr + Qi Eiy(Py — B) — OéiQ?,tV%,t(PtH — Pt)Zi,t =0

Odtial
5 Ez‘,t(PtH —P)— g
it =
" i Vi (P — B

Dopyt agenta ¢ po rizikovom aktive, ktory je rieSenim danej opti-

malizacnej tlohy je teda

Eii(P1—P) — g

i o a;Vit(Py1 — Py)

Skupiny agentov sa liSia v tom, ako stanovuji strednit hodnotu
a varlanciu.

U fundamentalistov sa predpokladéa, ze disponuju rozumnym od-
hadom fundamentalnej hodnoty rizikového aktiva a veria, ze tato
hodnota predstavuje droven, ku ktorej v dlhodobom horizonte
cena aktiva smeruje. Preto rataju s tym, Ze ocakavany vynos je
tumerny rozdielu medzi suc¢asnou cenou aktiva a fundamentéalnou
hodnotou, t.j.

E (P — P) — gt = (W — B),

10



kde 7 je citlivost o¢akavani vzhladom na odchylku od fundamen-
talnej hodnoty a W; je logaritmus fundamentéalnej hodnoty v case
t. O viariancii predpokladaju, Ze zostava konstantna, t.j.

Vie(FPr — P) = vy.
Dopyt fundamentalistov je teda dany ako
D} = a(W, - P), (5)

kde a, ktoré sa rovna $(> 0) je sila dopytu fundamentalistov.
Ak cena P je pod (nad) oc¢akavanou fundamentalnou cenou W4,
tak fundamentalisti aktiva kupuju (predavaju), pretoZe sa naz-
déavaju, ze cena akcie je podhodnotend (nadhodnotend), a teda
predpokladaji, Ze cena bude rast (klesat).

U chartistov sa predpoklada, Ze svoje odhady strednej hod-
noty a variancie zakladaji na informaciach o minulych vynosoch.
(Alternativne mozno o chartistoch hovorit ako o skupine, ktora
veri viac Statistickej analyze minulych cenovych trendov ako sna-
ham odhadnit fundamentalnu hodnotu.) Ako ;.41 sa oznacuje
ocakidvany vynos pocas nasledujiceho obdobia, t.j.

¢t,t+1 = Et(Pt+1 o Pt) = Et(Pt+1) - Pt-

Strednt hodnotu E, (P41 — F;) pocitaju chartisti podla nasledo-
venej schémy:

Urip1 = Y1+ (P — Poy — Y1), (6)

kde ¢ (0 < ¢ < 1) je citlivost odhadu vzhladom na najnovsi vyvoj
cien. Dopyt chartistov je teda dany ako

o @/)t,t+1 — Gt
Cep = ————.
Qele

11



Na rozdiel od fundamentalistov, chartisti menia svoj odhad va-
riancie v, podla velkosti |t 41 — g¢]. Ak sa tento rozdiel zvacsi,
ocakavaju vacsiu volatilitu - zvysia svoj odhad v, - a tym sa zmensi
sklon ich dopytovej funkcie. Dopyt chartistov teda mozno vo vse-
obecnosti charakterizovat nasledovne:

Dy = h(ri41 — g1), (7)
kde funkcia h(-) ma nasledovné vlastnosti:
1. W(x) >0 (Vz),
2. h(0) = 0,
3. dz* : B'(x) < 0(> 0) Vo > z*(z < x¥),
4. limy o0 A/ () = 0.

Tu sa pouziva funkcia h(z) = v arctan z.

Celkovy dopyt v ¢ase t (ak sa vezmu g; a W; konstantné, t.j.
g = g a Wy =W) je dany rovnicou

Dy = Q(W - Pt) + h(¢t,t+1 - 9)- (8>

Prispdsobovaci proces ceny akcii- predpoklada sa existencia
tvorcu trhu, ktorého tlohou je nastavit kazdy den dopyt na nulu
- vyzeré nasledovne:

1. Na zaciatku dia ¢ tvorca trhu vyhlasi cenu P, pre tento den.
2. Ucastnici trhu nasledne formuju dopyt D; podla (7).
3. Tvorca trhu, pozorujic dopyt, zaujme dlht alebo kratku po-

ziciu M, tak, aby vy¢istil trh, t.j. Dy + M; = 0.

12



4. Tvorca trhu potom oznami na zaciatku dalsieho dna novi
cenu Py vypocitani nasledovne: Py = P, + 3,D; pre ne-
jaké B, > 0.

Na zaciatku dna ¢t + 1 to teda vyzeré takto:

{ Py = P+ Bpla(W — P) + h(r 41 — 9)],

Vit = (1= )Ypin + cByla(W = Py) + h(Yei1 — 9)]-
(9)

V dalsom sa bude ;41 oznacovat ako ¢ (t) a P, ako P(t).

3 Dynamicky systém

V tejto kapitole sa na v predchadzajicom odvodeny model bu-
deme pozerat ako na diskrétny dynamicky systém, odvodime z
neho aj jeho spojiti verziu. Budeme vySetrovat rovnovazne stavy
a stabilitu oboch systémov.

Dvojrozmerny nelinedrny systém diferencnych rovnic

Pt +1) = (1 —)p(t) + cBpla(W — P(t)) + h(¢(t) — g)]
P(t+1) = P(t) + Bpla(W — P(1)) + h(y(t) — 9)], o
10
predstavuje rekurentnym vztahom definované zobrazenie x +>

f(@).

3.1 RovnovaZne stavy

Definicia 1. Bod & € R? sa nazjva pevniim bodom zobrazenia f,

ak f(z) = z.
Pevny bod ststavy (10) ndjdeme ako rieSenie stustavy

b = (1= Y+ Byela(W — P)+ (i) — g))
P =P+ Bla(W — P)+ h) — g)].

13



A tym je vektor [lﬂ = {W+1(;L(g):|'

Ak zavedieme substituciu p = P — ]57 systém nadobudne na-
sledovny tvar:

Ult+ 1) = (1= o0) — e fanlt) <KD )
p(t+1) =p(t) — Bylap(t) — k(¥ ()],
kde k(¥ (1)) = h(¥(t) — g) — h(—g).
Opat hladdme pevny bod rieSenim sustavy
= (1 — o)) — Byclap — k()]
13 D — Bplap — k(¥)].
Dostavame {ﬂ = [8}. Kvoli istému zjednoseniu, ktoré predsta-

vuje takato forma pevného bodu, budeme dalej uvazovat diskrétny
systém vzdy v tvare (11).

At = 1 znamena, Ze agenti sa rozhoduju vSetci naraz. Ak At < 1,
agenti sa rozhoduju "roztrisenejsie". Systém, kde takéto At uva-
zujeme, mé nasledovny tvar:

(it + At) = (1 = cAt)y(t) — cBpAtlap(t) — k(¥ ()] (12)
p(t + At) = p(t) — Atfylap(t) — k(¥ (1))].

Ak sa tento systém prepise do tvaru

LAV — (1) — eBylap(t) — k() (t))]
PHAD) — g fap(t) — k(¢ (t))]

a At — 0, vznika systém diferencialnych rovnic

= —c{ip(t) + Bylap(t) — k((t))]}
p=—Bplap(t) — k(1(1))].

14



Alebo inac: .
p = Bplk(¥(t)) — ap(t)].
Jeho pevny dostaneme riesenim sustavy rovnic

Y =0
p=0,

resp. )
cl0 =] =0

Bylk (i) — ap] = 0.

Vidno, ze takymto rieSenim je vektor V} = [O}.
D 0

3.2 Stabilita

O stabilite pevného bodu v jeho okoli rozhoduje v nekritickych pri-
padoch (vysvetlené dalej) linearizacia zobrazenia v fiom. O tom,
¢o rozumieme pod tymto pojmom, hovori nasledujica definicia.

Definicia 2. /3] Ak & je pevnyim bodom C* zobrazenia x — f(z),
potom linedrne zobrazenie

kde Df(z) je Jacobiho matica

>

=>
=>

r— Df(2)x, (14)
o @) G >>
D T) = &rl 8:r2
o (S—i?() 2

sa nazyva linearizdacia zobrazenia f v pevnom bode .

V nasledujucich dvoch castiach sa pokisime urc¢it oblasti sta-
bility pre diskrétny a spojity systém v zavislosti od hodnot para-
metrov.

15



3.2.1 Diskrétny pripad
O stabilite diskrétneho systému hovori nasledujtca veta:

Tvrdenie 1. /1] Nech f € Ct a nech & je pevngm bodom zobra-
zemia f. Potom T je

e asymptoticky stabilnym, ak su absolitne hodnoty vsetkijch
vlastnijch hodndt operdtora D f(Z) mensie ako 1

e nestabilnym, ak md niektord z vlastnigch hodndt operdtora
Df(z) absolitnu hodnotu vicsiu ako 1.

O tom, ¢o sa deje, ak nejaka z vlastnych hodnot Jacobiho ma-
tice v pevhom bode mé absolttnu hodnotu rovnu 1, sa vo vete
nehovori. Takymto kritickym pripadom sa bude venovat kapitola
3.

Kedze & je [0, 0], ma linearny operator tvar

1 — cAt + cB,Atk'(0) —acB,At

DI@) =\ g Atii(0) 1—aB,At |-
Ako h(zx) sa uvazuje yarctanz, preto k'(¢) = H(Jig)g resp.
K(0) =

Pre urcenie oblasti stability daného systému (12) mozno pouzit
Juryho podmienky, o ktorych vyuziti hovoria nasledujice dve vety.

Tvrdenie 2. [/] Nutnou a postacujicou podmienkou pre asymp-
toticki stabilitu daného pevného bodu x su Juryho podmienky:

[Det(Df(z))] <1
1 — Tr(Df(2)) + Det(Df(#)) > 0 (15)
1+ Tr(Df(2)) + Det(Df(i)) > 0.

Tvrdenie 3. /4] Plati:

16



o Ak Tr(Df(#)) =1+ Det(Df(2)), tak A = 1.
o Ak 1+Tr(Df(2))+ Det(Df(2)) =0, tak A = —1.

o AL |Tr(Df(2))| <1+ Det(Df(z)) a Det(Df(z)) =1, tak
vlastné hodnoty siu dvomi komplexne zdruZenymi cislami na
jednotkovej kruznici.

To teda znamené, ze systém (12) je stabilny, ak

11 — aB,At + afyc(At)* — cAt + B,cAtk'(0)] < 1
aBpc(At)* > 0 (16)

4 — 2aB,At + afyc(At)? — 2cAt + 28,cAtk'(0) > 0
Druha z tychto podmienok je v8ak nadbytocna, vSetky tri para-
metre, a, ¢ aj [y, st totizto uvazované ako kladné. Oblast stability

je teda definovani dvomi nerovnostami:

11 — aB,At + aByc(At)* — cAt + B,cAtk'(0)] < 1
4 — 2aB,At + afyc(At)* — 2cAt + 28,cAtk'(0) > 0

Hranice tejto oblasti, t.j. miesto, kde sa straca stabilita (a kde
niektora z vlastnych hodnot operatora D f(z) je rovna —1 (Flip)
alebo 1 (Hopf)), predstavuji krivky

2 20k'(0)
a = +
BpAt 2 —cAt

(F'lip) (17)

c(Bpk'(0) — 1)
a = 6;0(1 . CAt) (HOpf) (18>
Na nasledujucich obrazkoch st znazornené takéto oblasti pre
rozne parametre. Modra ¢iara predstavuje Flip-krivku, zelena Hopf-
krivku. Modrymi hviezdickami vyplnen4 plocha je oblastou stabi-
lity.

17
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Obr. 1: 8, =26,7v=05,g9g=1

Na obrazku 1 vidno, Ze systém je stabilny pre vSetky hodnoty
¢ (citlivost ocakavani chartistov) pokial je a (sila dopytu funda-
mentalistov) dostatocne malé.
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Obr. 2: 8, =26,7v=25,9g=1

Z obrazka 2a vidno, Ze na stabilitu je pre At = 1 potrebné, aby
a, teda citlivost dopytu fundamentalistov vzhladom na odchylky
od fundamentalnej hodnoty, dostatocne prevysovalo ¢, ktoré pred-
stavuje citlivost ocakavani chartistov vzhladom na vyvoj cien. Ne-
moze ho v8ak prevysovat prilis, dochadzalo by k velkym vychyl-
kam dopytu. Ako sa v8ak At zmensSuje, t.j. agenti sa rozhoduji
castejSie a tieto rozhodnutia robia na mensi casovy tsek, moze c
byt vicsie bez toho, aby dochadzalo k velmi vyraznym zmenam
dopytu.

Pri porovnani obrazkov 1 a 2 vidno rozdiel v tom, Ze zatial
¢o na vsetkych Styroch castiach obrazka 1 je systém stabilny aj
ked sila dopytu fundamentalistov je nulova (a = 0), na Castiach
obrazku 2 to uz neplati. Stvisi to s hodnotou parametra v, ktora je
na obrézku 1 mala (0.5), na druhom vécsia (2.5). Na nasledujtcich
obrazkoch, na ktorych st zobrazené aj oblasti pre zdporné hodnoty
parametra a a kde urc¢ujeme roézne hodnoty parametra ~y, vidno

dévod.
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Analogicky k parametru a charakterizujtceho silu dopytu funda-
mentalistov, mézeme chapat parameter v ako silu dopytu chartis-
tov. Plati totiz

(= h((t) —9).
Sila tohto dopytu, tak ako a je silou dopytu fundamentalistov,
je h'(0), ¢ize —L. Stabilitu systému v zavislosti od tychto dvoch

1+g2
parametrov budeme sledovat na nasledujtcej sérii obrazkov, kde

na horizontalnej osi je merané v a na vertikalnej a. Ostatné para-
metre maju fixované hodnoty:.
Flip a Hopf krivky st definované nasledovnymi predpismi:

2c . 2
2—cA(1+¢0) " BAL

a =

cBy c

I—cAD(1+¢0) | By(1—cAt)

a =

Gorriconingd ——
Lepcpreky’ e N—
rrprrnieny
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B OO OO RO

Cocorrrrpposs
I L o »Vw/)’
B

THHAAASOOOH IR IIAK AN AN OOk

D

- - R o5 JoRRRRREORIR,
e .
7KXX¥¥¥¥WXXX’?¥Y%*W 7(******%‘}6'
?(XX*%**%—‘F&XXX;%" ey
Rk —
xxxxxxxxxxxxx /
(a) c=10.2 (b) ¢=0.4
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Obr. 4: 8,=26,g=1 At=1

Vidno, ze pri nizsej citlivosti chartistického odhadu ocakava-
ného vynosu vzhladom na najnovsi vyvoj cien (¢) je pri nizsich
hodnotéch sily dopytu fundamentalistov (a) sila dopytu chartistov
() destabilizujacim prvkom. Pri vysokych hodnotéach sily dopytu
fundamentalistov st uz potrebné aj vyssie hodnoty sily dopytu
chartistov.

Pri absencii dopytu fundamentalistov (a = 0) je systém sta-
bilny bez ohladu na mieru citlivosti ¢ pre hodnoty sily dopytu
chartistov v rozmedzi (0,0.77).

So zvySovanim citlivosti chartistov dochadza k tomu, Ze hod-
noty sily dopytu chartistov ako aj fundamentalistov, pri ktorych
je systém stabilny, sa stavaju stale viac ohrani¢enymi, az napokon
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pri ¢ = 1 sila dopytu fundamentalistov nemo6ze prekroc¢it hranicu
1.5 a sila dopytu chartistov hranicu prib. 0.77.

Na nasledujtcich obrazkoch budu znazornené oblasti stability sys-
tému v zavislosti od paramatrov At a c. Hranice definuju krivky

2a8,At — 4

© 7 4B, (A2 — 2At + 28,At(0) (Elip)

afB,At
= 4B, (A2 — AT Gam) Horf)

Na horizontélnej osi je merané At na intervale (0, 1), na vertikalne;
c od 0 po 10.

Cc

Aip — [ —
i i

SRR HATAKH A F A A A

Lk

o 2 [

SHAA AR A A AAHAAA ARSI AAAAIOCOAA AR AA AR A A
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Obr. 5: 8,=2.6,7v=05,9g=1

3.2.2 Spojity pripad

Pomocou nasledovnej vety najdeme oblast stability pre spojity
systém.

Tvrdenie 4. [1/ Nech f € C1, f(2) = 0. Potom stabilné riesenie
x(t) = z diferencidlnej rovnice & = f(x) je

e asymptoticky stabilné, ak redlne casti vsetkych viastnijch hod-
not matice D f(Z) su zdporné

e nestabilné, ak redlna cast aspoti jednej vlastnej hodnoty D f(T)
je kladnd.

Pre systém

= —c{o(t) + Bplap(t) — k(¥ (1)]}
p = —Pplap(t) — k(¥ (1))]

vyzeréa Jacobiho matica D f (&) nasledovne:

—c+ Byck’(0) —apyc
Bpk'(0) —afy |
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P2

(19)
(20)

2

ja iba kladn

Ze sa uvazuj

azornena na

z

, musi platit

aporneé

— a@p

9 v

Det > 0.
Druhé z nerovnosti je splnena vzdy, ked

—c + Byck'(0)
Det = afc.
Tr <0

A2 — Tr\ + Det,
Aby realne casti vlastnych hodnot boli z

af, > c(Byk'(0) — 1)
Zo vztahu (20) je taktiez vidno, ze, ak 5,k'(0) < 1, nerovnost

je splnenéd vzdy (vSetky premenné sa uvazuju iba kladné). Pre
By = 2.6, v = 25 a g = 1 je oblast stability zn

obrazku:

—c+ Byek’(0) —af, <0

Tr
aByc > 0.

parametre a preto oblast stability spojitého systému definuje ne-

Vlastné hodnoty takejto matice predstavuju rieSenie charakteris-
rovnost

tického polynému
V tomto pripade

kde

F KKK F KA F KK AK

[ 3K 3K 3K 3K 3K 3 K K K K K K K
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Vidno, Ze systém je stabilny vtedy, ked pomer sily dopytu fun-

damentalistov a citlivosti ocakavani chartistov, 2, prekroci prelo-

c’
movii hodnotu Z2A0-1 5(0) =y
p

Rovnaka podmienka stability plati aj pre diskrétny systém s At
dostatocne malym. Zhrnuté vo forme tvrdenia a ddkazu to vyzera
nasledovne.

Tvrdenie 5. Diskrétny systém je pre dostatocne malé At stabilng
prave vtedy, ked jeho spojitd verzia.

Dokaz. Spojity systém bol v tvode kapitoly odvedeny z diskrét-
neho limitnym prechodom pre At — 0. Z toho sa bude vychadzat
aj v tomto dokaze. Oblast stability bola pre systém s diskrétnym
¢asom definovana vztahmi

11— aB,At + afB,c(At)? — cAt + B,eAtk(0) <1 (N1)
4 — 2aB,At + af,c(At)? — 2cAt + 2BpcAtk'(0) > 0. (N2)

Postupne budeme analyzovat obe nerovnosti, pricom prvu z nich
eSte prepiSeme do tvaru

0 < aB,At — aByc(At)?* + cAt — B,cAtk'(0) < 2. (N1)

Lava ¢ast nerovnosti (N1) Plati, ze

aB,At — af,c(At)? + cAt — B,cAtk'(0) > 0 <
afy — abycAt +c — Byck’(0) >0 <
afpcAt < afs, + ¢ — B,ck’(0)

Kedze ale a, 8, ¢, At > 0, musi platit, ze

af, + ¢ — Byck’(0) > 0,
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t.
afy > c(Bpk'(0) — 1). (21)
Ak toto plati, pre splnenie lavej ¢asti (N1) je potrebné, aby

< afp +c¢— Bka'(O)_

At 22

o 22)

Takéto At mozno najst, lebo CL@”“@%—W je za podmienky (21)
p

kladny vyraz. Bez (21) by bol vyraz zaporny a neexistovalo by
ziadne At > 0, ktoré by mohlo splnit (21).

Prava &ast nerovnosti (N1) V nasledovnom sa vyuziva fakt, ze
At < 1 a z toho vzplyvajtce (At)?* < At.

aByAt — afB,c(At)? + cAt — B,c Atk (0)

laB,At| + |aByc(At)?] + |cAt] + | Byc Atk (0)]

laBpAt] + |aBpcAt| + |cAt| + | BpcAtk’(0)]

(aBy + aBpc + ¢ + ByelK'(0)]) At

Preto na splnenie pravej strany (N1) staci, aby platilo, Ze

2

t < .
afy, + apyc 4 ¢+ Bpck’(0)

A A

A (23)

Nerovnost (N2) Opit sa vyuZije, Ze (At)* < At.

2a8,At — afB,c(At)? + 2cAt — 28,cAtk'(0)
12a8,At| + |aByc(At)?| + |2¢At| + |28,cAtk'(0)]
12a8,At| + |aBpcAt| + |2cAt| + |28,cAtk’(0)]
(2a8, + aByc + 2¢ + 25,¢|k' (0)|) At

A A

Preto staci, aby

4

At < :
2a3, + afpc + 2¢ + 26,c|k'(0)]

(24)
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Ak teda plati, ze
aBy > c(BpK'(0) — 1),
staci zvolit At tak, aby splialo zaroven (22), (23) aj (24), t.j. ak

afy, + ¢ — Byck’(0) 2
apyc afy, + aBye + ¢+ Byek’(0)

At < min {

4
2a3, + afyc + 2¢ + 26,c|k'(0)] } ’

diskrétny systém (12) je stabilny za rovnakej podmienky ako spo-
jity systém (3.1). O

4 Bifurkacie

V tejto kapitole budeme skiimat, ako sa meni asymptotické spra-
vanie systému v zavislosti od zmeny parametrov. Este pred tym

zavedieme definicie hyperbolického a nehyperbolického pevného
bodu.

Definicia 3. [3] Peuvny bod & zobrazenia x — f(x) sa nazjva
hyperbolickym, ak linedrne zobrazenie (14) je hyperbolickym, t.j.
ak Jacobiho matica Df(z) v & nemd Ziadne vlastné hodnoty s
absolitnou hodnotou jedna.

Ak pevny bod nelinearneho zobrazenia je nehyperbolicky, t.j.
ak Df(Z) ma aspon jednu vlastni hodnotu s absolitnou hodno-
tou rovnou 1, nie je mozné urcit typ stability pevného bodu z
linearnej aproximéacie. Navyse, ak nelinedrne zobrazenie zavisi na
parametroch, ocakéva sa, ze pevny bod bude vystaveny bifurké-
ciam.
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Bifurkacia, volne povedané, znamena, Ze od pevného bodu sa
mozu pri zmene parametra oddelit dalsie pevné alebo periodické
body alebo mdze dojst k zmene jeho stability. Pozname tri typy
zakladnych bifurkacif:

e sedlo-uzol
e flip
e Hopf

K prvym dvom typom dochadza vtedy, ked vlastné hodnoty su
realnymi ¢islami.

Ak jedna z vlastnych hodnot operatora Df(Z) je rovna 1 a
ostatné sa nerovnaju ani 1 ani -1 a v absolttnej hodnote st men-
Sie ako 1, potom je systém typicky vystavebny sedlo-uzol bifur-
kacii. [3] Tento typ bifurkacie sa v neskor uvazovanom systéme
vyskytovat nebude.

K flip bifurkacii, nazyvanej tiez period-doubling, dochadza, ak
sa jedna z vlastnych hodnot rovné -1 a druha je opét odlisna od +1
a v absolitnej hodnote mensia ako 1. Po prechode do nestability
sa stane bod Z nestabilnym, avSak iteracie zostavaju ohranicené
- nastava to, Ze nepérne iteracie konverguju k, povedzme, z* a
parne k f(z*). Potom f2(z*) = * a f(x*) # z*, ¢o znamena, Ze
x* je periodickym bodom periddy 2. [3] Takuto bifurkdciu budeme
sledovat v casti (4.1).

V pripade, Ze vlastné hodnoty st komplexné (a teda komplexne
zdruzené) a maju absolitnu hodnotu rovnu 1, dochadza k bifur-
kacii znamej ako Hopf bifurkacia, alebo tiez Poincaré-Andronov-
Hopf bifurkacia. Pri nej dochadza k tomu, Ze ked sa vlastné hod-
noty pohni z jednotkovej kruznice, objavi sa uzavreta invariantna
krivka - vSetky iteracie akéhokolvek bodu z tejto krivky na krivke
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zostand - obklucujica pevny bod. [3] Na tento typ bifurkacie sa
zameriava Cast (4.2).

V nasledujucich dvoch odsekoch budeme uvazovat systém (12) s
vol'bou parametrov 8, = 2.6, y = 0.5, g = 1, At = 1. V takomto
systéme, t.J. v systéme

bt +1) = (1= c)ip(t) — 2.6¢lap(t) — k(4(1))] (25)
p(t +1) = p(t) — 2.6[ap(t) — k(¥ (1))],

kde 1
k(w(t)) = 5 larctan (¢(t) — 1) — arctan (—1)],

budeme este fixovat parameter c: v ¢asti 3.1 na hodnote 0.4, v
¢asti 3.2 na hodnote 1.3.

Volnym parametrom zostava a, s ktorym budeme hybat v okoli
nehyperbolického pevného bodu a sledovat spréavanie takto urce-
ného systému. Toto je znazornené aj na obrazku 7, kde zvislé
z1té ciary predstavuju oblasti, z ktorych budeme vyberat hodnoty
parametrov a pre dané c. Tak ako v predchédzajicej kapitole, zvy-
raznend oblast je oblastou stability systému (25). NavySe st dve
hrubé ¢iary, ktoré zachytévaji hranice medzi oblastami, v kto-
rych mé linearny operator D f(Z) redlne alebo komplexné vlastné
hodnoty - t.j. predstavuju tie kombinacie parametrov ¢ a a, pri
ktorych mé operator D f(&) dvojnasobnu vlastnt hodnotu. Ty-
mito ¢iarami st priamky s predpisom

26, + 263'(0) £ 4, /52K (0)

a = C.

203
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4.1 Bifurkacie nehyperbolického pevného bodu s real-
nymi vlastnymi hodnotami

Skumat budeme flip bifurkaciu, ku ktorej dojde v systéme
Pt +1) = 0.6¢(t) — 1.04[ap(t) — k(v(1))]
p(t+1) = p(t) — 2.6[ap(t) — k(¥ (1))],
kde ]
k(p(t)) = 5 [arctan (¢(t) — 1) — arctan (—1)],

pri dosiahnuti istej bifurka¢nej hodnoty (vlastnad hodnota rovna
-1), ktora je definovana nasledovnou formulou:

2 N 2¢k'(0)
 BAt 2 —cAt
Touto hodnotou je 0.8942.

Nasledujtce obrazky predstavuju vyvoj systému pre hodnoty
parametra a ako je uvedené v popisku.

a
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(e) a = 0,91 (pouzita ind mierka, iba prvych
150 iteracif)

Obr. 8

Y(t)
p(t)

aj na obrazku 8b, avsak uz s tym rozdielom, ze [

} konverguje k stavu [8]. Rovnako

¥(t)
p(t)

Na obrazku 8a vidno, ze [

skace okolo
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vlastného vektora vy, ktory zodpoveda vlastnej hodnote s abso-
litnou hodnotou mensou ako 1 a skace tak trochu rovnobezne s
vlastnym vektorom v, zodpovedajicim vlastnej hodnote rovnej -
1, napokon dojde do [8] . Na obréazku 8c sa systém vyvija obdobne
ako na obrazku 8b, ale nekonverguje k poc¢iatku. Namiesto toho sa
ustéli na dvoch periodickych bodoch x* a f(z*) nachadzajucich
sa na vlastnom vektore vy. S rastiicou hodnotou parametra a sa
zvacsuje vzdialenost bodov z* a f(z*) od pociatku - obrazok 8d. A
ked sa uz s parametrom a vzdialime daleko do oblasti nestability,
systém straca aj tieto peridické body - obrazok 8e.

4.2 Bifurkacie nehyperbolického pevného bodu s kom-
plexnymi vlastnymi hodnotami

Skimat budeme Hopf bifurkéciu, ku ktorej ddjde v systéme
Pt +1) = =0.3¢(t) — 3.38[ap(t) — k(¥(1))]
p(t +1) = p(t) — 2.6[ap(t) — k(4 (1))],
kde ]
k(p(t)) = 5 [arctan (¢(t) — 1) — arctan (—1)],

pri dosiahnuti istej bifurka¢nej hodnoty (vlastnad hodnota rovna
1), ktora je definovana nasledovnou formulou:

RO 1)
Bp(1 — cAt)

Touto hodnotou je 0.5833. !
Nasledujice obrazky predstavuji vyvoj systému pre hodnoty
parametra a ako je uvedené v popisku.

' Ako bude moZno vidiet na obrazkoch, tato hodnota, ziskani vypoétom, sa odlisuje
od tej, ktorej hodnotu naznacaji numerické simulécie, t.j. medzi 0.54 a 0.55. Na analyzu
tohto problému v8ak uz nezostal Cas.
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(i) a = 0.589 (j) a = 0.7 (pouzité ina mierka)

(k) a = 0.9 (pouzita ind mierka) (1) @ = 1.1 (pouzita in& mierka, iba prvych
29 iteracii)

Obr. 9

Obrazky 9a a 9b zachytavaju stabilny systém, ktorého rovno-
vaznym stavom je [8}. Nasledujtce obrazky 9c a 9d zachytavaju
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vyvoj systému tesne pred a tesne po tom, ako je vystaveny Hopf
bifurkacii. Na obrazku 9d vidno, Ze ako stabilny stav sa odclenila
od bodu [8] kruznica, ktord s narastajicou hodnotou parametra
a zvacsuje svoj polomer - obrazky 9e, 9f a 9g. Téato indiferentna
krivka napokon straca tvar kruznice - obrazky 9h, 9i, 9j a 9k - az
napokon systém straca aj takuto cyklicka stabilitu - obrazok 9l.

5 Zaver

Na zaciatku prace sme analyzovali stabilitu systému diferencénych
rovnic. Tiez sme sledovali, ako sa tato stabilita, resp. oblast stabi-
lity systému, meni v zavislosti od zmeny hodnot roznych paramet-
rov a interpretovali sme hranice stability v terminoch sil dopytu
fundamentalistov a chartistov. Odvodili sme tiez podmienky sta-
bility rovnovazneho riesenia pre spojitt verziu modelu a ukazali, ze
diskrétny systém je pre dostato¢ne malé At stabilny prave vtedy,
ked aj jeho spojita verzia.

V dalgej casti sme sledovali spréavanie systému v okoli nehy-
perbolického pevného bodu. Konkrétne sa jednalo o teoretické a
numerické skiimanie vyvoja systému pri flip a Hopf bifurkaciach.
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