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Abstrakt

Jakubik Jozef, Odhadovanie miery samo-rekombinacie v koncoch DNA, Univerzita Komen-
ského v Bratislave, Fakulta matematiky fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matem-

atiky a Statistiky, vedica prace Mgr. Katarina Bodova, PhD., Bratislava, 2011, 35 stran.

Konce DNA, nazyvané aj teloméry, su specifické svojou stavbou a funkciou v bunke. V niek-
torych pripadoch na nich méze prebiehat proces samo-rekombinacie, ktory sa podiela na ich
obnovovani. Cielom bakalarskej prace je skiimanie vplyvu jednotlivych faktorov na priemerny
¢as potrebny na samo-rekombinaciu koncov DNA. Skimané faktory st maximalna vzdia-

lenost hotspotov, tvar potencialu, teplota a viskozita prostredia.

KTIacové slova

teloméra, Fokker-Planckova rovnica, first-exit cas, nadhodny pohyb v potenciali



Abstract

Jakubik Jozef, The Estimation of Rate of Self-Recombination in thr End of DNA |, Come-
nius University, Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department
of Applied Mathematics and Statistics, supervisor Mgr. Katarina Bodova, PhD., Bratislava,
2011, 35 pages.

DNA ends, also known as telomeres, have specific structure and function in the cell. In some
cases they may undergo the process of self-recombination, which is involved in their main-
tenance. The aim of the bachelor thesis is to investigate the impact of individual factors
on the average time needed for the emergence of self-recombination of DNA ends. Investi-
gated factors are the maximum distance of hotspots, the shape of potential, temperature

and viscosity of the environment.
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Uvod

Cielom prace je matematické skiimanie mechanizmov spojenych s predlzovanim a skra-
covanim telomér — nekédujucich repeticii DNA na koncoch chromozémov. Teloméry [7]
su dolezité pri replikdcii DNA, chrania koédujice useky DNA a brania nevhodnym DNA
opravam. Pri deleni buniek sa teloméry skracuji v dosledku problému replikacie koncov
chromozoémov. Existuje viacero sposobov predlzovania telomér. V tejto praci budem sku-
mat alternativny mechanizmus ich predlZovania pomocou telomerickych krizkov (t-circles),
ktoré vznikaju po oddeleni lasovitych a sluckovitych struktir z telomér. Telomerické slucky
vznikaji, ak sa dve miesta na telomére, ktoré st nichylné na rekombindciu (tzv. hotspoty),
dostanu do dostato¢nej blizkosti a zrekombinuji. V praci nebudem skumat vznik lasovitych
struktir, ktoré vznikaji odlisnym sposobom. Telomerické kruzky mozu volne difundovaf,

replikovat sa a spétne sa pripojit k telomére, ¢im ju predlzia 8, 9, 6].

V praci budem modelovat ndhodny pohyb telomerickych hotspotov na tom istom retazci
a skimaf, s akou pravdepodobnostou sa dostanii do dostatocnej blizkosti, aby mohli zrekom-
binovat. Model teloméry je zjednodusSeny na dva hotspoty, z ktorych jeden ma zafixovanui
polohu a druhy meni relativnu polohu vzhladom na pohyb prvého hotspotu. Tuhost telomér
je zavisla od vzdialenosti hotspotov, kratka teloméra je tuhsia a horSie sa ohyba. Dlhsia
teloméra je sice Tahsie ohybnd, ale je mensia pravdepodobnost, Ze sa hotspoty stretni.

Mozeme si to predstavit ako ndhodny pohyb gulocky v energetickom potenciali.

Pri modelovani pouzijem stochasticky algoritmus [1] zaloZeny na diskretizacii Fokker-
Plankovej rovnice [4] na koneénom intervale diiky rovnej maximalnej moznej vzdialenosti
medzi hotspotmi na telomére. Pravdepodobnosti presunu do susednych bodov zavisia od

potencialu, v ktorom sa hotspoty pohybuja.
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1 Teloméry

Dvojzavitnica DNA nesie geneticku informéaciu dolezitt na spravnu funkciu a prezitie bunky;,
ako aj celého organizmu. V DNA st dva typy sekvencii, kodujice — tiseky, ktoré nest gene-
ticku informaciu potrebni na syntézu proteinov nevyhnutnych pre zivot bunky a nekédujice
— tseky s roznou funkciou, ¢asto nezndmou. Teloméry [7] si nekédujiice tiseky na koncoch
DNA, ktoré sa skladaju z viacerych rovnakych tandemovych repeticii nukleotidov. Pocet
repeticii sa moze lisit na kazdej telomére. Pocet nukleotidov na jednu repeticiu sa meni

v zavislosti od organizmu. Teloméry maju tri zdkladné funkcie:

o chrania kédujuice casti DNA pred poskodenim enzymami,

o riesia problém replikacie koncov chromozémov, ktory vznika, lebo tisek materskej DNA
na mieste, kde sa odbtra primer (tisek RNA, ktory zohrava dolezitu tlohu pri replikacii
DNA) sa uz nedosyntetizuje, a preto je dcérska DNA kratsia ako povodnd materska

DNA

o brania nevhodnym DNA opravam.

Poskodenie spésobené enzymami ¢i nevhodnou opravou, pripadne skratenie kédujucej casti,
moze viest k neziadicej ¢i nebezpecnej genetickej mutacii v bunke. Aby bunka predisla nezia-
dicej genetickej mutéacii, ktorou by mohla poskodit cely organizmus, tak st pre nu skratené
teloméry signdlom, aby podstipila bezpecni programovani bunkovi smrt (apoptézu). Pre
niektoré organizmy a typy buniek je ale potrebny vyssi poc¢et bunkovych deleni ako dovoluje
di7ka telomér. Pre tieto bunky je pocet deleni dblezitejsi ako pripadné poskodenie mutaciou,
pripadne je u nich znizené riziko vyskytu mutacii. Napriklad v Tudskych embryonalnych
bunkéch sa vyskytuje telomeraza, lebo sa potrebuju intenzivne delif a maja znizené riziko
mutécie, pricom v bunkach dospelého jedinca sa uz telomeraza nenachadza. V zavislosti od
organizmu a typu bunky sa teloméry mozu predlzovaf roznymi mechanizmami, pripadne sa
moze uplatnovat viac mechanizmov aj v jednej bunke.

Mechanizmy predlzovania:

o telomerdza [7] (enzym syntetizujici telomerické repeticie)
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« alternativne sposoby [8] (homologickd rekombindcia telomér, replikacia valivou kruzni-

cou, replikdcia pomocou telomerickych krizkov, ...)

Nie kazdy druh buniek obsahuje telomerdzu, preto je dolezité zaoberat sa aj alternativnym
sposobom predlzovania telomér. V praci budem studovat jeden z alternativnych mechaniz-

mov, a to predlzovanie pomocou telomerickych kriazkov.

Ako modelovy organizmus pri vyskume telomerickych krizkov sa ¢asto pouziva kvasinka
Candida parapsilosis, ktora ma linedrnu minochondridlnu DNA. V jej mitochondriach sa
nenachadza telomerdza a ich teloméry sa mozu predlzovat iba alternativnymi spdsobmi.

C. parapsilosis ma do dvanést repeticii, kazdua diiky 738 bazovych parov.

1.1 Telomerické kruzky

Telomericky kriazok (t-circle) [8, 6, 9] moze vzniknit z linedrnej teloméry oddelenim sluckovitej
struktiry od pévodnej teloméry. Takato sluckovita struktira vznika intratelomerickou rekom-
binaciou (vo vnutri teloméry) alebo z telomerickej slucky (t-loop), ktoré sa tvori na volnom

konci teloméry.

telomericka
slucka

telomericky

— AL krazok

intratelomericka

rekombinacia

telomericky
S krdzok

’7
L

Obr. 1-1 Vznik telomerickych krazkov.
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Tymto procesom sa povodna teloméra skrati a vzniknuty telomericky kriuzok sa moze
pripojit k inej telomére, pripadne sa moéze replikovat mechanizmami, ktorymi sa nemoze
replikovat povodna teloméra. Nareplikované telomerické krizky sa moézu opat pripojif k
teloméram a rozvinit sa, ¢im teloméru predlzia. Vznik telomerickych krizkov bol pozorovany
v roznych experimentoch na kvasinkach Candida parapsilosis, Pichia philodendra a Candida
salmanticensis s roznou velkostou [9], pri¢om pocet bazovych parov je vidy celo¢iselnym

nasobkom poctu bazovych parov telomerickej repeticie.

1.2 Hotspot

Hotspot je miesto na DNA, kde moze prebiehaf rekombinacia. Ked sa dostant dva hotspoty
dostatocne blizko k sebe, moze prebehnit rekombindcia, ¢i uz hotspoty prislichaja k jed-
nému alebo dvom vlaknam DNA. Nésledne sa hotspoty opéat rozdelia, ¢o moze viest pri
spojeni dvoch vlakien DNA k vymene tsekov pred a za hotspotom, ¢im sa moéze zmenif
dlzka vyslednych vldkien. Pri samorekombinécii jedného vldkna moze vzniknit telomericky
kruzok a skratena teloméra. Predpoklada sa, ze hotspot sa vyskytuje na DNA v tych mies-
tach, kde je viac A-T parov ako G-C péarov, pretoze dvojita vodikova viazba medzi adeninom
a tyminom je slabsia ako trojitda vodikova vazba medzi guaninom a cytozinom. V takomto
slabsom mieste sa moze dvojzavitnica lahsie rozdelif. Kedze teloméry sa skladaji z viace-
rych rovnakych repeticii, tak ak je hotspot na niektorej repeticii, potom musi byt na kazdej
repeticii.

Teloméry sa pohybuji a ohybaju v cytoplazme ndhodnym pohybom prostrednictvom
diftzie a dosledkom elastickych stresov. Ich pohyb moze byt ovplyvneny proteinmi, navia-
zanymi na kostru DNA, ktoré mozu urcovat preferované skritenia telomér. V stcasnosti sa
tomuto problému venuje velka pozornost — wormlike chain model a J-faktory [3, 10]. Pohy-
blivost telomér taktiez zavisi od stavby telomér, teploty a viskozity okolitého prostredia. Ak
sa maju dostat dva hotspoty jednej DNA dostato¢ne blizko na to, aby mohli zrekombinovat,
musia tieto hotspoty prekonat urcity potencial, ktory je zavisly od stavby teloméry a od

okolitého prostredia.
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2 Model

V préaci budem modelovat pohyb hotspotov na tej istej telomére. Model bude zjednodusenim
reality a vo vysledku sa vzdiali od zlozitych biologickych procesov v bunke. Uvazované

zjednodusenia:

e Namiesto pohybu oboch hotspotov budeme uvazovat iba pohyb jedného hotspotu

vzhladom na pohyb druhého zafixovaného hotspotu.

o Teloméra sa nachadza vo volnom prostredi, teda neinteraguje so ziadnou inou Struk-

tarou.
o Na pohyb teloméry majia vplyv len diftzny a driftovy faktor.

o Odhliadnutie od dimenzionality problému a uvazovanie pohybu len v jednej dimenzii
— vzdialenost hotspotov (R). Podobne by sa dal preformulovat aj problém s radidlne

symetrickym potencidlom.

« Predpoklad okamzitej rekombinécie po tom, ako sa hotspoty dostant dost blizko. Dala

by sa implementovat aj koneéna miera reaktivity.

Volny hotspot sa moze pohybovat po usecke, ktorej dizka je maximélna mozna vzdialenost
oboch hotspotov. Viac sa volny hotspot vzdialit nemdze, lebo teloméra sa nemdze predizit
a hotspoty sa nemozu presuntut na iné miesto na telomére. V jednom konci tsecky bude
zafixovany hotspot. Ak sa volny hotspot dostane do maximalnej vzdialenosti (teda na druhy
koniec tusecky), nemoze uz pokracovat vo vzdalovani, a tak sa odrazi spat (R = L, L je
maximalna moznd vzdialenost). Ak sa dostane dostatocne blizko k zafixovanému hotspotu
(R = 0), tak hotspoty zrekombinuji a méze vzniknit telomericky krazok. Uvazujeme pohyb
v potenciali po tsecke s absorpcnou okrajovou podmienkou na jednej strane a reflexnou na
strane druhej. Volny hotspot sa bude pohybovat po diskretizovanom priestore, ktory nahradi

spojity pohyb.
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Obr. 2—2 Vyvoj polohy voIného hotspotu v ¢ase, pricom vzdialenost 10 um je diskretizovana 100 deliacimi

bodmi a v nultom bode sa nachadza zafixovany hotspot.

Pravdepodobnost presunu z jedného bodu do susedného bodu sa urcéi na zaklade poten-

cidlu, v ktorom sa hotspoty pohybuju. Vo vysledku nés bude zaujimat, za aky priemerny cas

sa dostani oba hotspoty dostatoc¢ne blizko na to, aby mohla prebehniif rekombinécia

(tzv. first-exit time problém) a ako tento ¢as zavisi od réznych faktorov. Model vychadza

z ¢lanku [1] a je postaveny na Fokker-Planckovej rovnici.

2.1 Fokker-Planckova rovnica

Fokker-Planckova [4] rovnica, tiez znama ako Kolmogorova dopredné rovnica, popisuje vyvoj

hustoty pravdepodobnosti v ¢ase. Je to parcidlna diferencidlna rovnica popisujica proces



MODEL 14

zahtnajuci diftziu a drift. V jednorozmernom pripade ma tvar:

P ) o’
- P(0.1) = = [V(x.)P(x.0] + = [D(x.1)P(x.1)]
P(x,19) = 6(x — xo) (21-1)
x €R,

kde P(x, t) je hustota pravdepodobnosti, V(x, t) driftovy koeficient a D(x, t) diftzny koeficient.
Pouziva sa na vypocet funkcie hustoty stochastického procesu popisaného stochastickou dife-

rencidlnou rovnicou

dX, = f(t,X,)dr + g(t,X,)dW,, (2.1-2)

pricom f popisuje drift, g popisuje difiziu a W, je Wienerov proces.

2.2 Stochasticky algoritmus na vypocet first-exit casu

V nasom pripade nas bude zaujimat c¢as, za ktory sa dostant dva hotspoty dostatoc¢ne blizko
na rekombindaciu. Predpokladame, ze volny hotspot je ovplyvneny diftiziou v bunke a nahodne
sa pohybuje v potenciali, ktory mu predurcuje stavba teloméry.

Budeme vychadzat z Fokker-Planckovej rovnice tvaru

dp 9V (x)p Da2p

o Ox 0x2
p(0,1) =0
J(L,t) =0,

kde p je hustota pravdepodobnosti, v(x) je potencidl uréeny stavbou teloméry, D je diftizny
koeficient, pre ktory plati Einstein-Stokesova rovnica D = KT /6anr, pricom Kp je Boltz-
manova konstanta, T je absolitna teplota, n je dynamicka viskozita prostredia a r je polomer
castice (hotspotu) a J = —v'(x)p— Ddp/dx oznacuje pravdepodobnostny tok. Vypocéitat pria-
mo hustotu pravdepodobnosti p je ¢asto pre komplikované potencidly v(x) netrividlne. Na
numericky vypocet strednej hodnoty vsak nepotrebujeme poznaf priamo hustotu pravde-

podobnosti. Stac¢i, ak budeme poznat dostatocne vela realizacii daného procesu, z ktorych
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vieme urcit stredni hodnotu skoro presne. Jednotlivé realizacie stochastického procesu, ktory
popisuje rovnica 2.2-1, st produktom Langevinovej rovnice
dx = —V'(x)dt + (2D)'?dW
(2.2-2)
x(0) = xo,
kde W je Wienerov proces. Na reflexnej hranici sa hotspot odrazi a v absorpc¢nej hranici
proces konéi. Dobry pristup, ako numericky simulovat proces, ktory popisuje rovnica 2.2-2,
je diskretizovat ¢as a pouzit Eulerov typ algoritmu na popis napredovania z miesta x(t,) do
miesta x(,11).

X(ty) = x(1,) = A’ (x,) + (2DA1)Y?E,, (2.2-3)

kde At je ¢asovy krok a &, ~ N(0, At) je ndhodnd premennd, vyberané nezavisle pre kazdy
krok.
Namiesto diskretizacie ¢asu sa da odvodit diskretizacia zavislej premennej x. Tym sme

prerobili problém na skokovity problém.

Un-1) U(n)
NN

—0 o o o
X(n-1) X(n) X(@n+)

A WA W4
D) D(mH)

Obr. 2—3 Skokovy problém aproximujuici jednotlivé realizacie stochastického procesu.

V élanku [1] je odvodeny ¢as, za ktory preskocime z pozicie x, do pozicie x,,1 alebo x,_1.

Situdciu na obrazku 2 -3 popisuje rovnica

dP,
dt

=U,-1Pp1 — D, P, + Dn+an+l - U,P,, (22—4)

pricom P, je pravdepodobnost, Ze v Case t sa nachadzame v bode x,, U, je miera, s akou
sa Castice presuvaju x, do x,,1 a D, je miera, s akou sa Castice presivaju z x, do x,_i.

Miery prechodu medzi stavmi ndhodného procesu (P, a U,) st v [1] zvolené tak, aby bola
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Fokker-Planckova rovnica splnena s presnostou druhého radu vzhladom na priestorovy krok
a aby bola splnena ekvilibriova podmienka tzv. detailed balance. Vysledné pravdepodobnosti

miery prechodu si

D

U, = e M2, (2.2-5)
D

Dn = _AXQ e[V(xn)—V(xn,l)}/QD' (22-6)

Na zaklade rovnice 2.2-4 mozeme za pomoci 2.2-5 a 2.2-6 zostrojit numericky algoritmus
na vypocet priemerného casu, za ktory sa dostani dva hotspoty dostatocne blizko na to, aby

mohli zrekombinovat.

2.3 Stochasticky algoritmus

Stochasticky algoritmus aplikovany v [1] je klasickym algoritmom pouzivanym v problémoch
chemickej kinetiky [2], ako aj v inych oblastiach vo fyzike a v aplikovanych vedéch. Za¢neme
z bodu xy, ktory je ndhodne vybrany z rozdelenia, ktoré generuje dany potencial (vid nizsie).

Cas, ktory hotspot stravi v bode x,, je vybrany nahodne z exponencidlneho rozdelenia,

charakterizovaného
1
E(t) = ——
D, + U,
Na vypocet casu pouzijeme vztah
-1
t = — In(X),
D, + U,

pricom X je z rovnomerného rozdelenia U([0,1]). Na urcenie, ¢i sa hotspot pohne do bodu
Xn+1 alebo x,-1, ndm poslizi iné ndhodne vygenerované ¢islo z U([0, 1]), ktoré porovname

s pravdepodobnostami, ze hotspot sko¢i do x,.1:

Uy
P(x, = xp11) = —,
(30 = ¥u11) = 57
pripadne, ze skoci do x,_1:
P( ) O
- _ e
Xn Xn-1 Dn _ Un

Ked sa volny hotspot dostane na maximalnu vzdialenost od fixovaného hotspotu (reflexni

hranicu), odrazi sa spat. Pri dostatocnej blizkosti (absorpéna hranica) hotspot zrekombinuje,
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¢im cely proces koné¢i. Opakovanim algoritmu dostaneme priemerny cas, za ktory sa dostane

volny hotspot k fixovanému.

Startovaci bod x; sa voli z rozdelenia, ktoré vznikne, ak do kazdého bodu x, umiestnime
rovnako vela hotspotov. Kazdy nechame ndhodne sa pohybovat v danom potenciali, pricom
obe hranice budu reflexné, dostato¢ne dlho. Potom sa pozrieme na to, v akej pozicii sa
ustalia. Podla poc¢tu hotspotov, ktoré sa ustalia v jednotlivych bodoch, rozdelime interval
[0, 1]. Potom generujeme ndhodné ¢islo z U([0, 1]) a porovname ho s intervalmi vzniknutymi

nasim delenim. Kolkému intervalu prislicha ¢islo, z tolkého bodu zac¢neme s x;.
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3 Analyticky vypocet first-exit casu

Problémom vypoctu first-exit ¢asu sa zaoberal vo svojej praci [5] Attila Szabo. Vychadzal
z rovnakej Fokker-Planckovej rovnice,
R C) N
ot ox Ox?
p(x,10) = 6(x — xo)
J(0,1) = kp(0,1)
J(L,t) =0,

(3.0-1)

s tym rozdielom, ze neuvazoval, ze castice zrekombinuji okamzite, ale s urc¢itou mierou
efektivity reakcie k. Ked « — oo, prvii okrajovii podmienku mézeme nahradif podmienkou
z predchéddzajicej kapitoly, p(0,7) = 0, ktora sa tiez nazyva Smoluchowského okrajova pod-
mienka. Szabo v ¢lanku [5] odvodil vSeobecnt formulu pre priemerny cas do reakcie, ak

uvazujeme Kk — 00:

L -1 pL1-d L 2
E(t):[ f xd—le—ﬁv(x)dx] f s [ f yd—le—BV(Y)dy] dx, (3.0-2)
0 0 X

kde d je dimenzia a B je konstanta odvodend od teploty. S pouzitim tohoto vysledku vieme
implicitne vypocitat, aky je cas do reakcie a porovnat ho s vysledkom numerického vypoctu.
V niektorych pripadoch, ak vieme vysledok spocitat vSeobecne, mozeme dostat aj zavislost
medzi vyslednym ¢asom a maximalnou moznou vzdialenostou hotspotov L.

Pre konstantny potencidl v(x) = k a dimenziu d = 1 vieme odvodit zavislost

E(t) = [ fo " e‘ﬁkdx]_l fo " %eﬂk [ f " e‘Bkdyrdx

o2k L -1 AL 1 L 2
= [f 1dx] f D [f 1dy] dx
0 0 X

e
L1 2 (3.0-3)
=57 L* —2Lx + x“dx '
0

11 31"
:—-—xLQ—sz—i—x—

D L 31,

L2

o
S
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Z vysledku sa d4 usudit, Ze pri rovnakej diftzii a konstantnom potenciali rastie priemerny cas,

potrebny na zrekombinovanie, kvadraticky s maximalnou moznou vzdialenostou hotspotov

L. Podobne vieme aj pre linearny potencidl v(x) = —ax a dimenziu d = 1 odvodit zavislost

E(1)

L -1 AL 1 L 2
[f eﬁ‘”dx] f —e_ﬁ‘”[f eﬁ"ydy] dx

0 0 D X

af

eaﬁL—l 0 D

L e—afﬂx [eaﬁL _ eaﬁx]2
dx
78]

1 1 L
_ . f o~ Px ( o20BL + o20Bx _ 9 poBx eaBL) dx
aBD el -1 J,
L
— L . 1 f e—aﬁerGﬁL + eaﬁx _ 2€aﬁde (3.0—4)
aBD el -1 J,
1 1 2afL 2a5L afL _ 1
= : . + 48 — 2ePtL
aBD el — 1\ aBe*Pr af af
1 1 2aBL 1
= . ¢ — — —2¢%PLL
afD e®BL -1\ aB aof
1 1

282D el — 1

(ezo’ﬁL -1- 2e“ﬂLLaﬁ)-
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4 Zavislost ¢asu do rekombinacie od jednotlivych
faktorov

Budeme skiimat zavislost priemerného ¢asu do rekombinacie od tychto faktorov:
o tvar potencialu,
« teplota a viskozita,

o maximalna vzdialenost hotspotov.

4.1 Zavislost ¢asu do rekombinéacie od tvaru potencialu

Do tvahy prihadza mnoho tvarov potencialov. Pozrieme sa na linearne potencidly a budeme
studovat, ako ¢as zavisi od ich sklonu. Taktiez sa pozrieme na periodické potencidly a budeme
skumat, ako zavisi ¢as od poctu peridd a rozdielu medzi maximom a minimom na peridde.

Konkrétne:
 konstantny potencial u(x) =k, x € [0, L]

o linearny potencial u(x) = ax, x € [0, L]

periodicky potencial u(x) = Bsin(y2nx/L), x € [0, L]
o linearny s periodickymi perturbaciami u(x) = ax + Bsin(y2zx/L), x € [0, L]

Ako si mézeme vSimnut, v numerickom algoritme nezalezi na posune potencialu o konstantu,
lebo pri vypocte U, a D, nés zaujima len rozdiel potencialov v dvoch po sebe idiicich polohach
hotspotu. Vsetky simulacie boli robené pri vzdialenosti 10 um a 100 deliacich bodoch. Data

s z 10000 opakovani algoritmu.
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Konstantny potencial
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Obr. 4—4 Histogram casov pre konstantny potencidl. Zeleny marker oznacuje explicitne spocitany
priemerny ¢as pomocou vysledku z éldnku [5] a derveny marker oznacuje priemerny ¢as spocitany numerickym

algoritmom. Takmer linearny graf vpravo naznacuje, ze ¢asy pochadzaju z exponencidlneho rozdelenia.

Ako je vidno vlavo na obrazku 4—4, ¢asy trvania jednotlivych realizacii stochastického
procesu sa zdajui byt exponencialne rozdelené. Toto sa dé overit na logaritmickom grafe 4—4
vpravo. Ak pochadzaju data z exponencidlneho rozdelenia, potom zakreslenim pocetnosti
pomocou logaritmickej mierky dostaneme linedrny graf. Spriemerovanim jednotlivych reali-
zacil dostavame strednit hodnotu daného exponencialneho rozdelenia, ako aj priemerny cas
do absorpcie. V tomto pripade vieme presnost numerického riesenia overit pomocou expli-
citného vysledku z ¢lanku [5]. Ako dobre sa dé v tomto pripade explicitné rieSenie odhadntt

numerickou simulaciou, naznacuje konvergenény diagram 4 —5.
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Obr. 4—5 Konvergencény diagram znazornujici priemerny cas v zavislosti od poc¢tu poctu dat na jeho

vypocet. Cervena hodnota znazoriuje explicitne spocitany priemerny ¢as pomocou vysledku zo [5].

Zaujimavé je sledovaf zavislost priemerného ¢asu do rekombinécie pre jednotlivé polohy
startovacieho bodu (obr. 4—6). Obrazok ukazuje, ako su na tom startovacie body z pohladu
rychlosti, s akou maji Sancu dostat v danom potenciali dostato¢ne blizko k zafixovanému
hotspotu. Vidno, ze asi prvych tridsat bodov je na tom priblizne rovnako, lebo ich priemerny
¢as do rekombinéacie je rovnaky. Z toho sa da usudit, ze v urcitej vzdialenosti od zafixovaného
hotspotu je v podstate jedno, kde zaciname, lebo vsetky vzdialenejsie body maji rovnaku

sancu zrekombinovat po takmer rovnakom case.
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Obr. 4—6 Zavislost priemerného ¢asu od pociatoéného startovacieho bodu. Cervend hodnota znazoriuje
explicitne spoéitany priemerny ¢as pomocou vysledku zo [5]. Na vypocet priemerného ¢asu bolo pre kazdy

Startovaci bolo pouzitych 1000 simulécii.
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Linearny potencial
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Obr. 4—7 Tri typy linedrneho potencidlu (—x — zeleny, —2x — ¢erveny, —3x — modry) a k nim vpravo

histogramy na logaritmickej osi.

Na zaklade obrazku 4—7 vpravo sa da opat tvrdif, Ze jednotlivé realizacie stochastic-
kého algoritmu pochadzaju z exponencidlneho rozdelenia. Jednotlivé zmeny strednej hod-
noty suvisia so zmenou sklonu grafu na logaritmickej osi. Pocetnost malych c¢asov sa nijako
zasadne nemeni, ale kvoli rozdielnym sklonom sa meni pocetnost vécsich casov, ¢o ma za
dosledok zmenu vysledného priemerného casu do rekombinacie. Z uvedeného jasne vyplyva,
ze s rasticim sklonom potencidlu vyraznejsie rastie aj priemerny cas do rekombinécie.

Zaujimalo by nas, aky je vztah medzi sklonom potencidlu a sklonom grafu na logarit-
mickom grafe. Potom by sme poznali priamo hustotu rozdelenia priemernych c¢asov do rekom-
binécie, lebo ak predpokladdme p,(x) = 1/4-e™*, z ¢oho dostavame log(p,(x)) = log 1/1—Ax.
Vieme, Ze 1/4 je strednd hodnota exponencidlneho rozdelenia, preto je aproximovanie sklonu
rovnako fazké, ako aproximovanie priemerného casu.

Na obrazku 4 — 8 vidime, ako sa so zmenou sklonu potencialu meni ¢as do rekombinacie pre
jednotlivé startovacie body. Da sa odpozorovat nielen rastici priemerny ¢as do rekombinacie

s rasticim sklonom potencialu, ale aj zvacsujica sa oblast s priblizne rovnakym priemernym
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casom do rekombinacie. V pripade modrého grafu sa javi, ze do tejto casti patri uz skoro
polovica bodov. Je to sposobené tym, zZe body zacinajice v strednej ¢asti sa lahsie a rychlejsie
pohnil v smere spadu potencialu, ¢im sa dostani v podstate na rovnaku vzdialenost ako body,

ktoré v tejto oblasti zacinali.
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Obr. 4—8 Zavislost priemerného ¢asu od pociatocného startovacieho bodu. Na vypocet priemerného ¢asu
bolo pre kazdy startovaci bolo pouzitych 1000 simulacii. Graf sa d4 vyhladit len zvéc¢Sovanim pocétu simulécii,

¢o nie je z technickych pri¢in mozné.
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Periodicky potencial
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Obr. 4—-9 P4t typov potencidlov s roznym poctom peridd. Vpravo histogramy na logaritmickej osi.

Z obrazku 4-9 vyplyva exponencidlne rozdelenie casov pre jednotlivé potencialy, ale
o rozdieloch medzi jednotlivymi funkciami sa neda vela povedat. Z toho sa d& usudit, ze
medzi poc¢tom periéd potencialu a ¢asom do rekombinacie je maléd zavislost. Pre uvazované
hodnoty pri naraste periéd na dvojnasobok nastava asi len trojpercentny narast priemerného

casu.

10"

POTENCIAL
POCETNOST (LOGARITMICKA MIERKA)

VZDIALENOST CAS

Obr. 4—10 Tri typy potencidlov s roznou velkostou amplitidy. Vpravo histogramy na logaritmickej osi.
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Podobna situacia nastava aj pri amplitide periody, ako naznacuje obrazok 4—10. Pri
nami meranych hodnotach sposobi dvojnédsobna zmena amplitidy asi dvojpercentni zmenu
V priemernom case.

Zvacsenie amplitudy moze v Specidlnom pripade sposobit aj pokles casu. Deje sa to vte-
dy, ak ma potencidl tvar len jednej prevratenej sinusovej periédy (—sin2zx/L). V takomto
pripade sa pociatoéna podmienka vygeneruje tak, Ze vela bodov sa usadi v potencidlovej
jame na sinuse, ktora je blizko zafixovaného hotspotu a je vysoka pravdepodobnost, ze vy-
startujeme z blizsieho bodu. S rasticou amplitidou sa prehlbuje potencidlova jama a stale
viac startovnych bodov sa generuje blizko zafixovaného hotspotu.

Predchadzajice vysledky st dost neintuitivne, pretoze keby sme pozorovali len jednu cas-
ticu, ktord by bola v potencidlovej jame sinusu, teda vo vzdialenosti 3L/4, tak jej priemerny
cas do rekombindcie by rastol s velkostou amplitidy vyraznejsie. Tento rozdiel sa ale straca,
lebo nezaciname s casticou len v tomto bode, ale vychddzame z ekvilibriovej pociatocnej
podmienky.

KedZe periodicita potencialu ma len maly vplyv na priemerny cas do rekombinacie, nema
zmysel uvadzat dalsie grafy priemerného casu pre jednotlivé startovacie body, ktoré by boli na
nerozoznanie od uz uvedenych. Taktiez neméa zmysel uvazovat rastici periodicky potencidl,
lebo zmena vyvolana periodicitou je v tomto pripade tiez velmi mala. Nadovazok jeden
priklad na obrazku 411, kde v oboch pripadoch dvojnasobny nérast poctu peridd, ako aj
dvojndsobny narast amplitidy vyvolal len asi 2 % zmenu v priemernom ¢ase. V porovnani
s linedrnym potencidlom bola zmena asi 4 %, ale narast priemerného casu dvojnasobnou

zmenou sklonu potenciélu bol asi 75 % pri kazdom tvare periody.
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Obr. 4—11 Maly vplyv periodicity potencialu na

priemerny ¢as do rekombinécie.
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4.2 Zavislost ¢asu do rekombinéacie od teploty a viskozity

prostredia

Zavislost c¢asu do rekombinacie od teploty a viskozity prostredia sa dé zhrniuf do jedného
faktora, lebo obe fyzikalne konstanty vystupuji vo vzorcoch len v diftiznej konstante

D = KT /6nnr. Bude nés teda zaujimat zavislost od diftzneho faktora. Difuzia je jav, kedy
castice jednej latky samovolne prenikajii medzi ¢astice druhej latky. Cim je diftizny koeficient
vacsi, tym rychlejsie je prenikanie castice (hotspotu) medzi okolité castice cytoplazmy alebo

mitochondridlnej matrix (vnitro mitochondrie).
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Obr. 4—12 Boxplot ¢asu pre diftizie od 1 po 10 m?/s. Maximalna vzdialenost 10 um, kazdy boxplot je
zostrojeny z 1000 opakovani procesu. Boxplot zachytdva postupne 25 %, 75 % dat a outliery st vykreslené

zv1ast.
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Ako ukazuje graf 4—12, v modeli plati zavislost, ze s rastiicim difiznym faktorom klesa
priemerny ¢as. Dalej sa d4 odpozorovat aj klesajtci rozptyl ¢asov s rastticim difaznym fak-

torom.

10° | i .

10° | 1 1

CAS (LORARITMICKA MIERKA)

_ 2
107 10% 10?2 10! 108 10! 192 mM/s
DIFUZIA

Obr. 4—-13 Boxplot casovej zavislosti od diftzie. Pri simulacii boli pouzité rovnaké parametre ako v pred-

chadzajicom pripade.

Graf 4 - 13 ukazuje, zZe medzi difiznym faktorom a priemernym c¢asom je linearny log-log
vztah. Rovnako to plati aj pre rozptyl ¢asov pre jednotlivé diftizne koeficienty, lebo boxploty
si udrziavaju rovnaku velkost.

Pre redlne koeficienty (T = 25 'C, 7 =44.5-10"* g/cm - s, r = 0.17- 107 m) je hodnota

diftizneho koeficientu 2,88 - 10719 m?/s. Pri tychto hodnotdch aj mald zmena niektorého z
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ovplyvnitelnych parametrov (teplota, viskozita) vyvola velky zmenu priemerného ¢asu do
rekombinacie.

Ako si mézeme vSimnif na obrazku 4—13, tak sklon boxplotov je takmer -1. Teda plati
vztah

log E(t) ~ a — log(D),

z Coho tpravou dostavame E(t) ~ A/D, ¢o zodpoveda vysledku, ktory sme ziskali z 3.0-3,

a taktiez vSeobecnému vzorcu 3.0-2, ak predpokladame, ze D je konstantné.
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4.3 Zavislost ¢asu do rekombinacie od maximalnej moznej
vzdialenosti hotspotov

UZ sme explicitne pomocou [5] odvodili zévislost medzi maximéalnou vzdialenostou dvoch
hotspotov a priemernym casom, potrebnym na rekombindaciu pre konstantny potencial 3.0-3.
Ako vidno na obrézku 414, v tomto pripade sa numerické vysledky zhoduji s explicitnym

vypoctom.
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Obr. 4—14 Porovnanie priemernych ¢asov pre konstantny potencidl ziskanych pomocou numerického algo-
ritmu (modra) s odvodenou funkciou L?/3D pre D = 1 (Cervend). Kazdy priemerny ¢as je ziskany pomocou

10000 simulécii, s konstantnymi ostatnymi parametrami.

Pre linearny potencial mame explicitny vypocet 3.0-4, ktory sa nezhoduje s numerickym
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vypoctom. Zhoduju sa iba radovo, ¢o je najpravdepodobnejsie spdsobené réznou pociato¢nou
podmienkou pre numericky vypocet a explicitné riesenie.

V suvislosti s maximalnou moznou vzdialenostou hotspotov a strmostou potencialu treba
byt obozretny pri numerickej simulacii a opatrne vyberat pocet deliacich bodov, teda velkost
kroku, ktory robime. Mo6ze sa stat, ze v pripade zlej volby kroku bude algoritmus trvat
prilis dlho — prili§ dlhy krok (pravdepodobnosti prechodu st prili§ malé) alebo bude dévat

nepresné vysledky — prilis maly krok (nastane numerické zaokrihlenie).
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5 Zaver

Cielom prace bolo pouzit stochasticky algoritmus z ¢lanku [1] na matematické skimanie
alternativneho mechanizmu spojeného s predlzovanim a skracovanim telomér — telomeric-
kych krazkov. V praci sme popisali pohyb dvoch hotspotov ako stochasticky, relativny pohyb
jedného volného hotspotu vzhladom na druhy zafixovany hotspot. Skiimali sme, za aky
priemerny cas sa dostani hotspoty dostatoc¢ne blizko k sebe na to, aby mohli zrekombinovat
a hlavne, ako na tento proces vplyvaju jednotlivé faktory (teplota a viskozita prostredia, tvar
potencialu). Dospeli sme k prekvapivému zaveru, ze periodicita potencidlu m4 pri porovnani
so sklonom potencidlu takmer zanedbatelny vplyv na priemerny cas do rekombindcie. Je
to spésobené tym, Ze nezac¢iname z rovnomernej pociatocnej podmienky, ale z ekvilibriovej
pociatocnej podmienky, Specidlnej pre kazdy tvar potencidlu. Ukazalo sa, ze asi najvplyv-
nejsi a najlahsie ovplyvnitelny faktor je teplota. Explicitne sme za pomoci vysledku z [5]
spocitali, ako zavisi priemerny c¢as do rekombinacie od maximalnej vzdialenosti hotspotov

pre konstantny potencial.
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