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Abstrakt

KABAT, Marek: Ekonomika a financie ako motivacny cinitel rozvoja matematiky. [Bakalar-
ska praca] — Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta matematiky, fyziky a informatiky.
Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky. — Veduci bakaladrskej prace: Mgr. Martin Kollar,

PhD. — Bratislava: FMFI UK, 2011, 38 s.

Préca sa zaoberd konkrétnymi prikladmi a problémami z oblasti ekonomiky a financii,
ktoré sa stali motivatnymi Cinite'mi rozvoja matematiky. Z historickych prikladov st v
préci spracované ukazky problémov, ktoré viedli k formovaniu teérie pravdepodobnosti a
objasneniu vyznamu Eulerovho &isla v stivislosti s teériou tiro¢enia. Dalej sa praca venuje
problémom, ktoré posunuli vyvoj matematiky vpred v oblasti linedrneho programovania,
tedrie hier a teorie grafov. Okrem motivacnych problémov z histdrie sa praca zaobera aj
modernymi ekonomickymi a finané¢nymi modelmi, ktoré i v sticasnosti ponukaju d’alSie

moznosti pre rozvoj matematiky.

KI'iacové slova: motivacia e problém e model e rieSenie.



Abstract

KABAT, Marek: Economy and Finance as a Motivational Factor of the Development of Mathe-
matics. [Thesis] — Comenius University in Bratislava. Faculty of Mathematics, Physics and
Informatics. Department of Applied Mathematics and Statistics. — Supervisor: Mgr. Martin

Kollér, PhD. — Bratislava: FMFI UK, 2011, 38 p.

This work deals with specific examples and problems of economics and finance, which
have become motivating factors of the development of mathematics. From the historical
examples, in this work are processed samples of problems that led to the formation of pro-
bability theory and explaining the significance of Euler’s number in connection with the
theory of compounding. This work also deals with problems, which moved the develop-
ment of mathematics further in the field of linear programming, game theory and graph
theory. In addition to motivational problems from the history, this work deals also with
modern economic and financial models, which still offers opportunities for the develop-

ment of mathematics.

Keywords: motivation e problem e model e solution.
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Uvod

There is no branch of mathematics, however abs-
tract, which may not some day be applied to phe-
nomena of the real world.

Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevskij

Matematika je v sticasnosti okrem iného hlavnym néstrojom riadenia ekonomickych a
finan¢nych procesov. Poc¢as uplynulych storo¢i sa prave ekonomika a financie stali vyznam-
nymi Cinitel mi rozvoja matematiky. Praca sa zaobera ukdzkami problémov z ekonomicke;j
a financ¢nej oblasti. Zaroven sleduje matematikov, ktorych snaha riesit’ tieto problémy ini-
ciovala vznik novych postupov a teérii. Tie ndsledne viedli k rozvoju a formovaniu novych

disciplin, ktoré st dnes ddleZitou a vyznamnou suicast'ou matematiky.

Cielom préce je zrozumitel nou formou uviest ukazky problémov a postupov v ekono-
mickej a finan¢nej oblasti, ktoré posunuli vjvoj matematiky vpred. U¢elom préce je moti-

vovat’ Studentov strednych $kol k $tiidiu ekonomickej a finan¢nej matematiky.

Praca pozostava z piatich kapitol. Prva kapitola opisuje okolnosti vzniku zédkladov tedrie
pravdepodobnosti a v suvislosti s te6riou spojitého tiroCenia vysvetl'uje podstatu Eulerovho
Cisla. Obsah druhej kapitoly tvoria tikdzky problémov, ktoré prispeli k rozvoju linedrneho
programovania. Tretia kapitola sa zaoberd problémami stivisiacimi s vyberom raciondlne;j
stratégie, ktoré viedli k rozvoju teérie hier a teérie grafov. Stvrta kapitola sa venuje mate-
matickym modelom ekonomickych procesov, z ktorych je v praci obsiahnuty model pro-
dukcie a model Cerpania obmedzenych zdrojov. Ocenovanie finan¢nych derivétov je té-
mou piatej kapitoly, v rdmci ktorej je spracovany tivod do tedrie stochastickych procesov a

Black-Scholesov model ocenovania opcii.



KAPITOLA 1

HAZARD A FINANCIE

Hazardné hry a vySka trokovej miery oddavna putali pozornost’ 'udi v savislosti s re-
dlnou moZnost'ou zndsobenia svojich tspor. V nasledovnych odsekoch opisujeme mate-
matické principy, na zéklade ktorych je moZzné odhadnut mieru rizika v hazardej hre, resp.

mieru zndsobenia dspor.

1.1 Problém rozdelenia stavky

V polovici 17. storocia sa presldveny hazardny hra¢ Antoin Gombaud obrétil na ma-
tematika Blaisa Pascala s radom otdzok ohl'adne hazardu a stédvok. Pascal viedol v roku
1654 na tito tému rozsiahlu koreSpondenciu s d’al$im vel'kym franctzskym matemati-
kom svojej doby Pierrom de Fermatom. Ciel om ich vzdjomnej spoluprédce bolo odhalit

matematické pravidld popisujuce zakony, ktorymi sa riadi ndhoda. [6]

Motivacia

Uvazujme hru s dvomi hrd¢mi, ktord spociva len v hddzani nevychylenej kocky. Na
zaciatku hry vlozi kazdy hrac stavku 24 minci. Prvy hrac si zvoli ¢islo 3, druhy hrac cislo 6.
Vzdy, ked' na kocke padne jedno zo zvolenych cisel, ziska hrac, ktory si dané cislo vybral,
jeden bod. Hraci sa pri hode kockou po kazdom kole striedaju. Vitazom sa stane ten hrac,
ktory ako prvy dosiahne 3 body. Predpokladajme v$ak, Ze po nejakej dobe hrania sa ¢islo 3
objavi na kocke dvakrat (tzn. hrac, ktory si zvolil ¢islo 3, ma 2 body), zatial’ o ¢islo 6 padne
na kocke len raz (tzn. siper md len jeden bod). Ak by sa z nejakého dévodu musela hra v
tej chvili ukoncit’, ako by sa malo 48 minci spravodlivo rozdelit medzi oboch hracov?

Keby sa hraci rozisli a d’als$i hod by sa neuskutoc¢nil, mohol by prvy hra¢ konstatovat’:
"Mdm zarucenych 24 minci aj keby som dalsie kolo prehral. Zvysnych 24 minci by ziskal
jeden z nds; Sance su rovnaké. Preto si rozdelme zvySnych 24 minci na polovicu.” Inymi
slovami, prvy hra¢ by mal dostat’ 36 minci a druhy 12 minci. Pascal a Fermat vSak nasli
matematicky logicku odpoved’, ktorad zaruci spravodlivé rozdelenie stavky. Ak by hrac s

dvoma bodmi vyhral d’al$ie kolo, ziskal by vSetkych 48 minci. Ak by d'al$ie kolo vyhral
druhy hrac, tak by obaja mali po dva body a kazdy z nich by dostal 24 minci. [6]
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RieSenie

Pre Pascala a Fermata bolo zrejmé, Ze hrac s vedenim 7-5 v hre do 10 bodov ma rovnaku
Sancu na celkové vit'azstvo, ako hra¢ s vedenim 17-15 v hre do 20 bodov. Obaja matematici
preto predpokladali, Ze preruSenie hry v jednom z tychto dvoch pripadov by malo viest’ k
rovnakému rozdeleniu stavky. Inymi slovami, nie je dolezity pocet vitaznych kol kazdého
hraca v momente prerusenia hry, ale pocet vit'aznych kol, ktoré chybaji kazdému hracovi

k celkovému vit'azstvu v hre. Fermat preto odvodil a odévodnil nasledovné:

e Ak v momente preruSenia hry prvy hrac potrebuje este r vitaznych kol k celkovému
vitazstvu v hre a druhy hrac ich potrebuje eSte s, potom hru urcite vyhra niektory z

hracov po r + s — 1 d’alSich kolach.

e Ak by hraci hrali d’alsich » + s — 1 kol, mohli by v nich dosiahnut’ celkovo 2"+5~1

roznych moznych vysledkov.

e Ak by hréci pokracovali v hre aj po jej rozhodnuti, t.j. hrali by nad’alej, aj keby niektory

z hracov vyhral hru, kazdy z 2"+5~! moznych vysledkov je rovnako pravdepodobny.

Fermat tak bol schopny vypocitat’ Sancu celkovej vyhry v hre pre kazdého hraca tym, ze
zostrojil tabul'ku vSetkych 27+*~! moznych pokratovani a vypocital, kol'ko z nich by viedlo
k celkovej vyhre kazdého hraca. Vysledok predstavoval spravodlivé rozdelenie stavky v po-

mere k Sanciam oboch hracov. [15]

Fermatove rieSenie vylepSil Pascal niekol'kymi spdsobmi. Po prvé, Pascal podal viac
rozpracovany argument, preco vysledné rozdelenie povazovat za spravodlivé. Po druhé,
ukézal, ako vypocitat' spravodlivé rozdelenie efektivnejSie neZ Fermatovou tabul'’kovou
metddou, ktord sa v tej dobe stala nepraktickou, ak » + s — 1 > 10. Pascal vymyslel princip

mensich krokov:

e Predpokladajme, Ze hrdci boli schopni hrat’ eSte jedno kolo predtym, ako bola hra
prerusend, a Ze bolo rozhodnuté, ako spravodlivo rozdelit’ stavku po poslednom kole;

zrejme preto, lebo posledné kolo rozhodlo o vyhre niektorého hraca.

e Dalsie (imaginarne) kolo by mohlo viest' k jednému z dvoch moZznych vysledkov s
roznymi spravodlivymi rozdeleniami. Ale nakol'ko obaja hraci maju rovnakua Sancu
vyhrat’ d’al$ie kolo, mali by rozdelit’ rozdiel medzi tymito dvoma vysledkami rovno-

merne.
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Pascal nakoniec ukdzal, Ze spravodlivé rozdelenie stavky v hre, v ktorej prvy hrac¢ po-

trebuje » bodov k celkovému vit'azstvu v hre a druhy hrac ich potrebuje s, je v pomere

S r+s—1\ M res—1

;o( L >k2( . > (1.1)
Navrhol tak spravodlivejsi princip rozdelenia stavky. Priame pouZitie jeho metody "krok
za krokom” sa stalo vyrazne rychlejsim ako Fermatova tabul'’kovd met6da moZnych vysled-
kov. Aj ked’ je Pascalov vysledok (1.1) pdvodne nezavisly od Fermatovej tabul’kovej metédy;,
je zrejmé, Ze presne opisuje vSetky mozné vysledky r + s — 1 d’al$ich kol, ktoré tvoria pod-

statu Fermatovho postupu. [15]

Vz4jomna spoluprdca dvoch vyznamnych matematikov tak polozila zdklady novej ved-

nej discipliny — teérie pravdepodobnosti.

1.2 Problém zloZzeného urocenia

ZloZené urocenie je metoda Urocenia zaloZend na principe, Ze nova vyska drokov sa
pocita z predchadzajicej sumy navySenej o uroky, teda sumy zvySenej o vySku urokov z
predchadzajiceho obdobia. Tento systém trocCenia, v ktorom sa turok reinvestuje, zohl'ad-
nuje faktor casu a redlnu hodnotu penazi. Dnes sa pouZiva najma pri sporeni, tveroch,

posudzovani investi¢nych projektov, arbitrdZzach a pod. [17]

Motivacia

Uvazujme obdobie jedného roka, tcet s poc¢iatocnym vkladom P = 1 a ro¢nd nomi-
nélnu drokovd mieru » = 100%. Sumu na Gcte na konci roku ozna¢me A. Ak sa suma na
ucte urocCi rocne, potom A = P + Pr = P(1 + r) = 2.V pripade, ak sa suma na tiCte uroci
polro¢ne, potom A = P+ P% + (P + P%)% = P(1+ §)? = 2,25. Pri §tvrtro¢nom trocen

A= P(1+ %)* = 2,44. Ak by sa suma na ti¢te trocila n-krat za rok, potom

a=(1+7) -
n

Aké suma bude na tCte na konci roka, ak by sa suma na tcte trocila z hodiny na hodinu, z

mintty na minttu, zo sekundy na sekundu?
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RieSenie
V 17. storoci sa o uvedeny problém zaujimal Jacob Bernoulli, jeden z ¢lenov matema-

tickej dynastie Bernoulliovcov. Pri skiimani postupnosti

1 n
Ty = <1 + > neN (1.2)
n

zistil nasledovné:
e ak san zvdcSuje, potom z,, rastie,
e ak san zvdcsuje, potom prirastok Ax = z,41 — =, klesa.

Bernoulliho zistenie je moZné sformulovat’ do nasledujticeho tvrdenia:

Veta 1.1 (Podl'a [4]). Postupnost'z, = (1 + %)” je rastiica a zhora ohranicend.

Dokaz:
o A el
T 142 n Ly
- (e ] () ]
= ()]

Pouzitim Bernoulliho nerovnosti

VneNn>1VreRz>—-1,x#0:(1+2)">1+nx

odvodime:
I 1 1 n
11— —— > 1 ) |-— | =1- =
{ <n+1)2] tht )[ (n+1>2} ntl n+l
1 e n
l—-——= >
{ (n+ 1)2] n+1
Vynasobenim oboch stran nerovnice vyrazom (1 + 1) dostavame:
1+- )1 > (142) -2
n (n+1)2 n)n+1
1
Tn+1 > n + -1
n+1 n+1

Tn
Tn+l > Tn

Tym sme dokazali, Ze postupnost’ z,, je rasttca.
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ny1  nn-1)n-2).(n—-k+1)1
<k5> nk n.n.n..n K
= 1(1—2) (1—2)...(1—k;1>1{1;!§;

1
2k—1

> L dostavame:

n\ 1 1

PouZitim binomickej vety a nerovnosti (1.3) odvodime:

_1+1n_1+n1+n1++n 1+n1<
Tn = n N 1/ n 2/n2 7 n—1/nr1 n)n® ~

Pouzitim nerovnosti Vk € N :

1 1 1 1
< 1+E+§+...+2n7_2+2n_1_
1-(3)" 1
= 1+ (21) <l+1=3
2 2

1 n

Tym sme dokdzali, Ze postupnost’ z,, je zhora ohranicena. [J

Bernoulli tak dospel k zaveru, Ze postupnost’ (1.2) konverguje ku kladnému ¢islu ¢ < 3.
Prvua presnt podobu tejto konstanty podal aZ v roku 1748 §vajciarsky matematik Leonhard
Euler. Kon3tantu oznacil symbolom e (Eulerovo ¢islo), vy¢islil ju na 18 desatinnych miest a

ako prvy dokdzal jej iracionalitu. Priblizn4 hodnota Cisla je
e = 2, 71828 18284 59045 23536 . .. [2]

Cislo e sa tak stalo rieSenim Bernoulliho problému zloZeného tiroCenia. Tuto skutoc-

nost’ CiastoCne interpretuje Tabul'’ka 1.1. V matematickom kontexte to znamen4, Ze

1 n
lim <1 + > =e. (1.4)
n— 00 n

OznaCme P pociato¢ny vklad a r rocnd nomindlnu drokovi mieru. Potom suma na

UcCte v Case t pri spojitom uroceni je dand vyrazom

lim P (1 n %)nt (1.5)

n—oo
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Vyraz (1.5) je moZzné upravit pomocou vzt'ahu (1.4) na jednoduchsi tvar:

r

—nt
n
:| _ PeT't

33

lim P(1+%)nt — lim P [(1+ %)

n—oo n—oo
Spojité troCenie je prikladom vyuZitia ¢isla e v praxi.
Po ¢isle 7 sa ¢islo e stalo d’alSou viznamnou a dbéleZitou konstantou matematickej ana-

lyzy. V stvislosti s te6riou logaritmovania je e zdkladom prirodzeného logaritmu. Zvycajne

sa vyskytuje pri vyjadreni rastu populdcie, penazi a pod.

n Tn Sposob tiro€enia
1 2 ro¢ne
2 2,25 polro¢ne
4 2,4414063 stvrtrocne
12 2,6130353 mesacne
52  2,6925970 tyZzdenne
365 2,7145675 denne

8760 2,7181267 kazdua hodinu
525600 2,7182792 kazdd minttu
31536000 2,7182818 kazdu sekundu

Tabul'ka 1.1: Vybrané ¢leny postupnosti z,, = (1 + %)n interpretuji sumu na ucte na konci
roka pri jednotlivych sposoboch trocCenia. Pri spojitom troceni s pociatocnym vkladom
1 a ro¢nou nominélnou trokovou mierou 100% bude suma na cte na konci roka rovna
hodnote e.

2.8 T T x :

2.7t

25t . |

2.4( 1

2.2f 1

2.1f 1

0 20 40 60 80 100

Obr. 1.1: Graf postupnosti z, = (1 + %)" a grafické znazornenie limity lim,, o 2.



KAPITOLA 2

PROBLEMY V TVARE ULOHY

LINEARNEHO PROGRAMOVANIA

V tejto kapitole definujeme tilohu linedrneho programovania, uvedieme niektoré moti-
vacné priklady z ekonomickej oblasti a opiSeme algoritmus rieSenia tloh linedrneho prog-

ramovania s ciel om poukdzat' na rozvoj tohto odvetvia aplikovanej matematiky.

2.1 Ulohaline4arneho programovania

Linedrne programovanie rieSi problém optimaliz4cie linedrnej funkcie n premennych
na mnozine popisanej sustavou linedrnych nerovnic, resp. ohraniceni. Priama tloha line-

arneho programovania ma tvar

cCr — max
Ax < b (2.1)
z > 0,
kde ¢ = (c1,...,c,)T je vektor koeficientov ucelovej funkcie, z = (z1,...,2,)" je vektor
premennych, A je maticarozmerum x nab = (b1, ...,by,)" je vektor ohranicujicich pod-

mienok. [10]
Je zrejmé, Ze minimaliza¢nu tlohu min (f(x)) je moZné vzdy rieSit’ ako maximalizacnt
ulohu max (—f(x)). Tato skuto¢nost’ vyuZziva aj nasledujuce tvrdenie, ktoré hovori o for-

muldcii tlohy linedrneho programovania !.

Veta 2.1 (Podl'a [8]). KaZdu ulohu linedrneho programovania je moZné previest na lubo-

vol'ny z nasledujticich troch tvarov:

'z — max r — max
'r — max

Az < b Arx = b
Arx < b

z > 0 z > 0

! Dékaz tvrdenia (Veta 2.1) ndjdeme v literattre [8, s. 14].
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2.2 Motivacné priklady

2.2.1 Dopravny problém

Dopravny problém prvykrat sformuloval americky matematik Frank Lauren Hitchcock
v roku 1941. Podstatou problému je optimalizicia rozvozu homogénneho tovaru zo zdro-
jov (od dodévatel'ov) do ciel ovych miest (k odberatelom). Cielom je minimalizovat’ cel-
kové néklady spojené s rozvozom tovaru, pricom poziadavky odberatel ov musia byt za-
chované. Ulohou je tak za ur¢itjch podmienok stanovit', kol'ko mernych jednotiek uréi-

tého homogénneho tovaru doda kazdy dodéavatel kazdému odberatel ovi. [13]

Uvazujme m vyrobcov py, . .., p,, toho istého produktu, ktori ho vyrobili v mnoZzstvach
ai,...,an. Tento produkt treba dopravit' k n odberatelom vy, ..., v,, ktorych poZiadavky
su by, ...,b,. Symbolom ¢;; oznatme néaklady na prepravu jednotkového mnozstva od vy-

robcu p; k odberatel'ovi v;. Predpokladajme, Ze dopravné naklady zavisia od mnoZstva li-
nearne. Od jedného vyrobcu je mozné rozviest' produkt k viacerym odberatelom a jeden
odberatel moZe dostat’ produkt od viacerych vyrobcov. Nakoniec predpokladajme tzv. vy-

bilancovanost’

Z a; = Z b;. (2.2)
i=1 j=1
Inymi slovami, spolu sa vyrobilo préve tol'ko ako je sumdrna poZiadavka. Ako najefektiv-
nejsie zostavit' taky pldn na rozvoz tovaru, aby celkové dopravné naklady boli minimadlne
a poziadavky vSetkych odberatel ov boli zachované? [8]

Matematicky model

Udaje dopravného problému je mozné zapisat v Tabul'’ke 2.1.

C11 NN Cln ai
Cnl --- Cmn | Om
by ... by

Tabul'ka 2.1: Udaje dopravného problému. [8]

Ak nezndma z;; vyjadruje mnozstvo tovaru prepraveného od dodavatel'a p; k odberate-
l'ovi v;, potom je moZné dopravnu tlohu interpretovat’' v podobe matematického modelu

nasledovne:
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m n
ZZCU‘TU — min (2.3)

i=1 j=1
inj‘ = Qy, Vi (2.4)
j=1
dwy o= b, Vi (2.5)
=1

:IJZ']‘ Z 0, Vl,j

Inymi slovami, tilohou je minimalizovat’ linedrnu funkciu (2.3) na mnoZine nezdpornych
rieSeni sustavy linedrnych rovnic (2.2), (2.4) a (2.5). Takyto matematicky model zodpoveda
ulohe linedrneho programovania (2.1). [8]

Dopravna dloha je najstarSou a dodnes i najcastejSie rieSenou tlohou linedrneho prog-

ramovania.

2.2.2 Vyrobny problém

Majme k dispozicii m zdrojov Sy, ..., S,, o kapacite b4, ...,b,,. Pomocou tychto zdro-
jov je mozné vyrdbat’ produkty P; so ziskom c; za jednotkové mnoZstvo pre j = 1,2,...,n.
Nech na vyrobu jednotkového mnoZzstva produktu P; spotrebujeme zo zdroja S; a;; jed-
notiek. Aké mnozstva jednotlivych produktov musime vyrobit, aby sme maximalizovali

celkovy zisk? [8]

Matematicky model

Vstupné tdaje vyrobného problému spolu s nezndmymi je mozné zapisat' do Tabul'ky 2.2.

P P, ... P, | kapacita
S1 a;l a2 ... ay by
Sm aml1 Am2 ... Omn bm
zisk cl Co .. Cn
mnozstvo | I ) ce T,

Tabul'ka 2.2: Udaje vyrobného problému. [8]

Nech z; oznacuje nezndme mnozstvo produktu P;. Potom matematicky model vyrob-

ného problému vyzerd nasledovne:

10
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c1r1 +crs+ ... +cpxry, — max (2.6)
a117r1 + apre + ...+ aprT, < b

(2.7)

IN
>
3

Am1T1 + Qm2Xo + ... + GmnTn

T1,%2,...,&n > 0 (2.8)

Ciel'om je maximalizovat linedrnu funkciu (2.6) na mnoZine urCenej stistavou linedrnych
nerovnic (2.7) a (2.8). Takyto model je ekvivalentny s tlohou linedrneho programovania

(2.1). [8]

2.2.3 Prirad’ovaci problém

Uvazujme n pracovnikov, pricom kazdy z nich md vykonévat’ jednu z n danych odlis-
nych Cinnosti. Ich kvalifikdcia pre vykon jednotlivych ¢innosti bola otestovand a ohodno-
tend ukazovatel'mi p;;, 1 < 4, j < n. Ukazovatel p;; ocenuje prinos toho, Ze i-ty praconik
vykondva j-tu ¢innost. Ulohou je néjst’ také priradenie pracovnika, aby kazdd €innost’
vykondval prave jeden pracovnik a aby thrnnd hodnota vysledkov vSetkych ¢innosti pri

tomto priradeni bola maximélne mozn4. [9]

Matematicky model

Nech z;; = 1 aki-ty pracovnik vykonéva j-tu ¢innost’ a z;; = 0 v pripade, Ze j-ty pra-
covnik nevykonéva i-tu ¢innost’. Potom matematicky model prirad’ovacieho problému ma

nasledujtci tvar:

n n

Zzpijwzj — max 2.9
j=11i=1
n
Dy = 1, 1<i<n (2.10)
7j=1
n
Zfﬂia’ =1, 1<j<n (2.11)
=1

vy > 0, 1<ij<n (2.12)

Ulohou je maximalizovat’ linearnu funkciu (2.9) prilinearnych ohrani¢eniach (2.10), (2.11)
a (2.12). Takto formulovany matematicky model zodpoveda tlohe linedrneho programo-
vania (2.1). [9]

11
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2.3 RieSenie tloh linearneho programovania

Ulohy linedrneho programovania s dvomi premennymi je mozné riesit' graficky, av-
Sak pri vdcSom pocte premennych je tento spdsob rieSenia nepouzitel ny. Navyse, pri tlo-
héch s dvomi premennymi a vel'kom pocte ohraniceni, grafickd met6éda nemusi predsta-
vovat efektivny sposob rieSenia. Uvedené problémy motivovali matematikov k ndjdeniu
vSeobecného a efektivneho algoritmu rieSenia réoznych druhov udloh linedrneho progra-
movania. Zdkladnou metédou rieSenia tiloh sa stala simplexovd metéda, ktorta v roku 1947
rozpracoval americky matematik George Dantzig. Jej princip spociva v eliminécii vybra-
nych premennych usporiadanych v simplexovej tabul'’ke. Simplexovd metdda sa stala naj-

vyznamnej$im a dodnes i najuspes$nej$im algoritmom.

T Tn | Y1 Ym
z h | —c1 —cp | O 0
Y1 | b
Amxn Lxm
Ym | bm

Tabul'ka 2.3: Simplexové tabul’ka tlohy (2.1). Ugelovi funkciu z = ¢’z zapiSeme v tvare

z — ¢z = 0. Sustavu ohraniCeni Az < b prepiSeme pomocou m novych nezapornych

premennych y1, . ..,y do tvaru rovnic. Cislo & vyjadruje hodnotu tiéelovej funkcie ¢’z v
danej iterdcii. Ulohou je eliminovat’ bazické premenné yi, . .., 3, podl'a uréitych pravidiel
tak, aby vSetky c¢isla v druhom riadku tabul'ky, okrem hodnoty /4, boli nezaporné. Priebeh
elimindcie v simplexovej tabul'ke je ekvivalentny s Gaussovym eliminacnym procesom.

Okrem simplexovej met6dy st zndme aj niektoré polynomidlne algoritmy. V roku 1979
predloZil arménsky matematik Leonid Chacijan tzv. elipsoidnti metédu. Hoci sa v praxi
stala netspes$nou, stala sa motivaciou pre indického matematika Narendra Karmarkara,
ktory v roku 1984 prezentoval tzv. met6dy vnutorného bodu. Tie sa stali vyznamnymi pri

ulohéch, ktoré simplexovd met6da nedokdze vyriesit'. [8]

12



KAPITOLA 3

VYBER RACIONALNE] STRATEGIE

Pri rozhodovaniach tykajucich sa svojho uzitku sa ¢lovek vzdy snazi rozhodovat’ raci-
onélne. V ekonomickom kontexte tym zvycajne rozumieme také rozhodnutie, ktoré vedie
k maximdlnemu zisku. V nasledovnych Castiach opisujeme matematické postupy, ktoré

dnes vyrazne pomahaji I'ud’om pri vybere raciondlnej stratégie v roznych oblastiach.

3.1 Hra Cournotovho duopolu

Cournotov model je ekonomicky model, ktory sa v sticasnosti pouZziva na popis Struk-
tary priemyslu. Jeho autorom je franctizsky matematik Antoine Augustin Cournot.

Uvazujme na trhu firmy F} a F5, ktoré vyrdbaju homogénny produkt. Firmy medzi se-
bou nespolupracuju a neexistuje medzi nimi zZiadna dohoda. Rozhodnutie kazdej firmy
ovplyviiuje cenu produktu. Obe firmy konaju strategicky a snazia sa maximalizovat’ svoj
zisk. Sut’az firiem spociva v simultdnnej vol'be mnoZstva produkcie vzh'adom na rozhod-

nutie svojho konkurenta. [12]

Pre firmu F; (i = 1, 2) oznaCme objem produkcie ¢;, ndkladovti funkciu C;(g;) a funkciu
zisku IT;(q1, g2). Spolo¢ny agregovany produkt firiem ozna¢me @) = ¢; + ¢2. Symbolom p
ozna¢me cenu vyrobku, resp. inverznu funkciu dopytu pp. Zisk firmy F; (i = 1,2) defi-

nujme ako rozdiel prijmov pg; a ndkladov C;(q¢;), teda I1;(q1, g2) = pg; — Ci(q;)-

Motivacny priklad

Uvazujme hru Cournotovho duopolu s inverznou funkciou dopytu pp = a — bQ, b > 0.
Nech nékladové funkcia firmy F; (i = 1,2) je Ci(¢;) = cigi (a > ¢1 > ¢2). Kol'ko jednotiek

produktu bude vyrdbat’ kazda firma v Cournotovej rovnhovahe?

RiesSenie

Cournotova rovnovaha vzikd, ak obidve firmy maximalizuja svoj zisk za predpokladu,
Ze aj ich konkurencna firma sa spréva raciondlne. [1] Firma F; (i = 1, 2) rie$i tlohu max I1;(q1, g2)

pri pevnom objeme vyroby svojho konkurenta.

13
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Mi(q1,92) = pg1 — C1(q1) =
=(a=bQ)q1 — 11 =
= (a —bq1 — bg2)q1 — c1q1 =

= aq — bg; — bq1g2 — c1q1

1Ly (q1, g2)

=0
oq

Q=q
a—2bq~1—bq2—01:0

~ a — C1 q2
a1 =

2b 2

H2(q1,q2) = pg2 — Ca(q2) =
= (a—bQ)q2 — c2q2 =
= (a —bq1 — bqg2)q2 — c2q2 =

= ags — bg3 — bq1q2 — 22

ol (q1,q2)

=0
92 42=q2
a—2baQ—bQ1—C2:0

~ :a—02 q1
2=y 2

Ak uvdZime nezdpornost’ vystupov q; a g2, potom je mozné na zdklade tychto vysledkov

odvodit tzv. reakénu funkciu firmy.

a—=c1 _ g2 <L azca
25 2 2=
Bi(q2) =

0 inak

a—c2 _ g1 < azc2
2 2 1=
Ba(q1) =

0 inak

Inymi slovami, ak firma F; zvoli objem vyroby g2, potom najlepSou reakciou firmy F; je
vol'ba objemu produkcie B;(q2). Analogicky vyplyva, Ze ak firma F} stanovi objem produk-
cie ¢;, potom najefektivnejSou reakciou firmy F» je vol'ba objemu vyroby Bs(q;). Rovno-

vaha nastdva v priese¢niku reakénych funkcii B; a By, t.j. prave vtedy, ked’ B1(g2) = B2 (q1).

Bi(@2) = Ba(q1)
a—c @ _ a—c (Zl
2b 2 2b 2
Po dosadeni vystupov q1 = 5 — & a ¢ = %52 — 4 dostdvame:
a—a lflfa—c q\ _ a—c
2 2\ 2b 2) 2 2
_a—2c+c
qg = 736
a—c @ _ a—C 1 a—c Q@
2b 2 2b 2\ 2b 2
_a—20+0
q2 = 73[)

UkédZzeme, Ze priesecnik (4=2g+c2 a—2cter )

reakénych funkcii B; a B je zaroven rieSenim

motiva¢ného prikladu.

14
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Obe firmy sa rozhoduju v ¢ase. OznaCme ¢;(¢) objem produkcie firmy F; v Case ¢ pre
i = 1,2. Ak uvaZzujeme diskrétny cas, potom sut'az firiem vieme na zdklade ich reakénych

funkcii modelovat' pomocou systému diferencnych rovnic ¢(t + 1) = Aq(t) + d.

t (O — a=c
an = (") a0 ) a-(F
q2(t) -5 0 S
t+1 0 —3 t acel
alt+ D) (00 =2 (@0) (5 3.1)
@(t+1) -3 0 q2(t) op2
a—c1  qt) a—c1  qt)
a(t+1) 2 9 @(t+1) 2% B

Riesenim motiva¢ného prikladu je droven ¢* = (¢}, ¢5)?, na ktorej sa dlhodobo ustéli ob-
jem produkcie oboch firiem. Pod pojmom dlhodoby stav rozumieme lim;_,, ¢(t), kde ¢(t)
je rieenie systému (3.1). Z toho vyplyva, Ze ¢* = lim;_, o, q(2).

Nech ); su vlastné hodnoty matice A a v; € R? prislusné vlastné vektory pre i = 1,2.

Potom rie$enie linedrneho dynamického systému (3.1) mé tvar
2
q(t) =G+ kividl, (3.2)
i=1

kde ¢ je pevny bod ! systému a k; (i = 1,2) st konstanty vyhovujtice danej pociatocnej
podmienke ¢(0) € R2.
Pevny bod systému (3.1) dostaneme rieSenim ststavy ¢ = Aq + d. Po spradvnom vyjad-

reni dostdvame g = (I — A)~'d.

-1

1 1 a—cy 4 2 a—cy a—2c1+co
Z‘]\ — 2 2b — 3 3 2b — 3b

1 1 a—cy _2 4 a—co a—2ca+cy

2 2b 3 3 2b 3b

Vlastné hodnoty matice A a prisludné nenulové vlastné vektory dostaneme rieSenim rov-
nice AUZ' = )\ivi (Z = 1, 2) .

)\1:% =" aer\{0} o=t = [?) seryvio)

! Pevnym bodom dynamického systému z(t + 1) = Az(t) +bjebodZ € R™ : & = AT + b.

15
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Po dosadeni do vzt'ahu (3.2) dostdvame vyjadrenie objemu vyroby kazdej firmy v Case t.

a—2ci1+c2 _ t t
q(t) = nlt)) o) gy [ <1> + ko Z (—1)

¢ (t) a—2§lz)+C1 o 2

_a—2c+c 1\° 1\*
() = 3b—k‘10¢<2> +k‘25<—2>

_a—20+0 1\° 1\*
@) = T-Fk‘la <2> + ko3 <_2>

Ako sme uz uviedli, rieSenim prikladu je dlhodoba troven objemu vyroby ¢* = lim;_,; q(¢).
Z tvrdenia Vx € R, |z| < 1 : lim,, o 2™ = 0 vyplyva, Ze bez ohl'adu na konStanty k; a k-
plati lim;_,, q(t) = g, a preto ¢* = ¢. Inymi slovami, objem produkcie firiem sa dlhodobo
ustdli na Grovni pevného bodu .

a—2c1 + ¢

Q1:T a3 =

a—2cy+
3b

To znamen4, Ze rieSenim prikladu je priesecnik reakénych funkcii B; a B,. RieSenie v§ak

nie je jednoznacné a zavisi od vzt'ahu medzi hodnotami “5* a “52. Na Obr. 3.1 su pre-

2b

hl'adne zndzornené jednotlivé situdcie, ktoré mozu nastat'.

qz A qz A

Obr. 3.1: UkéZzka konvergencie k rieSeniu ¢* = (%25t o=2ata) gk a-c > 92 (y'avo)

alebo k rieSeniu ¢* = (0, %5;2), ak “5% < %52 (vpravo). V oboch pripadoch trajektorie
konverguju k priese¢niku grafov reakénych funkcii B; a Bs.

V stivislosti s rozvojom teorie hier sa Cournotovmnu modelu kladie vel'ky vyznam. Cour-
notova rovnovéha je tzv. Nashovym ekvilibriom v hre, ktorej ticastnici su firmy s vyraba-
nymi mnoZstvami ako stratégiami a ziskom ako vyplatou. V sticasnosti je tedria hier vy-
znamnym odvetvim aplikovanej matematiky. Jej doleZité aplikacie dnes ndjdeme nielen v

ekon6mii, ale aj v medzinarodnych vzt'ahoch, vojenskej stratégii, biolégii a politolégii.
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3.2 Problém obchodného cestujiuceho

Problém obchodného cestujticeho sa datuje od 19. storocia a predstavuje tilohu kom-
binatorickej optimalizdcie. Ekonomické podstata problému spoc¢iva v minimaliz4cii urci-
tych ndkladov. Kvoli mnoZstvu praktickych aplikdcii je dnes problém obchodného cestu-

juceho jedna z najzndmejsich optimaliza¢nych tloh. [14]

Podstata problému

UvaZujme n danych miest. Predpokladajme, Ze je moZzné dostat’ sa z kazdého mesta
do vSetkych ostatnych, bud’ priamo, alebo cez niektoré iné mesto. Ciel om obchodného
cestujuceho je vybrat sa z mesta, vktorom sa prave nachddza, navstivit' kazdé mesto prave
raz a vratit sa do pociatocného mesta. Zaroven sa snazi tuto cestu absolvovat' tak, aby

minimalizoval svoje néklady. [14]

Obr. 3.2: Ukazka problému obchodného cestujticeho. Body A, B, C, D predstavuju jednot-
livé mestd a ¢islo pri kazdom spojeni vyjadruje dopravné ndklady. Ak sa rozhodneme ces-
tovat’ z bodu A, potom rieSenim problému je trasa ABDCA, resp. ACDBA. Pri absolvovani
tejto cesty st dopravné naklady vo vyske 18 minimélne.

RiesSenie

RieSenie problému tzko suvisi s rieSenim matematického hlavolamu, ktory v roku 1857
sformuloval irsky matematik William Rowan Hamilton. Podstatou hlavolamu bolo ndjst’
takd uzavreta trasu po hranédch pravidelného dvandst'stena, ktora by obsahovala kazdy

vrchol prave raz. [5]

Definicia 3.1 (Podl'a [5]). Uzavrety tah je taky tah, v ktorom je prvy vrchol zhodny s po-
slednym. KruZnica je uzavrety tah, v ktorom st vSetky dvojice vrcholov, s vynimkou prvého

a posledného, navzdjom rozne.
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Definicia 3.2 (Podl'a [5]). Hamiltonovskd kruZnica je takd kruznica, ktord obsahuje vsetky

vrcholy grafu. Hamiltonovskd cesta je cesta, obsahujiica vsetky vrcholy grafu.

L

Obr. 3.3: Graf a jeho Hamiltonovska kruZznica. [16]

V terminolégii teérie grafov jednotlivé mestd predstavuja vrcholy a prepojenia me-
dzi mestami st hrany. Ak v takomto hranovo ohodnotenom grafe existuji Hamiltonovské
kruznice, ciel' om je ndjst’ takd, ktord m& miniméalny sucet ohodnoteni hran.

Okrem planovania dopravy ndjdeme problému obchodného cestujiceho aj v inych
oblastiach. Zaujimavym prikladom je dierovanie otvorov do urcitych predmetov. Otvory,
ktoré je potrebné do predmetu vyvitat predstavuju mestd a ¢as potrebny k posunu vitace;j

hlavy od jednej diery k nasledujtcej predstavuje cestovné nédklady. [14]

Dnes je tedria grafov dolezitym odvetvim diskrétnej matematiky. Problém obchodného
cestujuceho obohatil tito vednu disciplinu o nové pojmy a postupy. Napriek pomerne dl-

hej histérii problému dodnes stile neexistuje efektivny algoritmus rieSenia.
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KAPITOLA 4

MATEMATICKE MODELOVANIE

EKONOMICKYCH PROCESOV

Spravne fungovanie ekonomiky spociva v udrzani optimélneho stavu medzi obme-
dzenymi zdrojmi a neobmedzenymi potrebami cloveka. Ekonomiku moéZeme chapat’ ako
systém na seba nadvédzujucich ekonomickych procesov. PouZitim matematickych met6d
vieme ekonomické procesy vyjadrit pomocou matematickych modelov. Prave takymto
modelom sa budeme venovat' v nasledovnych castiach, v rdmci ktorych opiseme model
produkcie a model ¢erpania obmedzenych zdrojov. Ciel om tejto kapitoly je poukdzat’ na
vyznam ekonomiky v stvislosti s formovanim novych matematickych postupov, na za-

kladne ktorych je moZné modelovat’ ekonomické procesy.

4.1 Model produkcie

V tejto Casti definujeme zdkladny koncept tedrie firmy (produkénu funkciu) a vysvet-

lime proces optimalizécie vyroby.

Motivaény priklad
Uvazujme urcitt technolégiu firmy, ktoréd vyuziva n vyrobnych faktorov z, . .., z, tak,
Ze na jednotku vystupu sa spotrebiiva ¢; jednotiek faktora z; pre i = 1,2,...,n. Zaroven

predpokladajme raciondlne spravanie firmy. Akt troven produkcie stanovi firma, aby do-

siahla optimalny plén vyroby? [1]

Oznaéme r = (x1,...,x,)! vektor faktorov, pricom ekonomicky zmysel maju iba vek-
tory splfiajice z; > 0 prei = 1,2,...,n. Symbolom y oznaéme objem vyroby za uréiti
casovu jednotku.

4.1.1 Produkéna funkcia

Ciel'om tejto Casti je odvodit’ prislusnt produkénu funkciu, ktoréd jednoznacne popi-

suje vstupno-vystupné transformdcie v procese vyroby.
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Definicia 4.1 (Podl'a [1]). Vektor (z1,...,7,,y)T € R nazyvame technologiou firmy.

Mnozinu moznych technoldgii Y C R nazyvame technologickou mnozinou.

Jednotlivé body technologickej mnoziny (z1,...,7,,y)’ € Y interpretuji mnozstvo
produktu y, ktoré moéze firma za urcita ¢asovu jednotku vyrobit’ pri spotrebe faktorov

(w1,...,2,)T.

Definicia 4.2 (Podl'a [1]). NechY je technologickd mnoZina. Funkcia f : R} — R dand
predpisom f(x) = sup {y : (z,y)" € Y} sa nazyva produkcnd funkcia technologickej mno-
zZiny Y.

Inymi slovami, ak pri objeme vstupu x je firma schopnd vyrobit’ produkt v objeme y,

potom pri objeme vstupu x firma vzdy vyprodukuje vystup v objeme y a nikdy nie mene;.

Vratme sa k ivodnému problému a pre zjednodusenie, bez ujmy na vSeobecnosti, uva-
zujme pripad n = 2. Ak technoldégia firmy spotrebuje na jednotku produktu ¢; jednotiek
faktora z1 a ¢ jednotiek faktora z,, potom je zrejmé, Ze firma vyrobi najviac £ alebo 2
jednotiek vystupu. Inymi slovami, technoldgia nepripust'a substittciu faktorov. Vyroba je
mozZnd iba pri pevne stanovenom pomere vstupov. Oznac¢me a; = C% pre: = 1,2. Potom
plati, Ze y < a1z alebo y < asxs. Z definicie produkcnej funkcie technologickej mnoziny
vyplyva, Ze plati prave jedna z rovnic y = a1z1, y = aswe. V pripade, Ze a;x1 = agxs, firma
vyrobi prave a1, resp. asxs jednotiek produktu. Ak a1z < agxs, potom y = a1x1 < agwe,
a teda firma vyrobi a; x; jednotiek produktu. V opacnom pripade, ak a1 z; > aszo, firma vy-
produkuje asz2 jednotiek vystupu. Produkéna funkcia technolégie firmy je tak definovand
predpisom

_ a1xry, a1xr; < a2
f(x1,29) = min {a121, a2x2} =
T2, Q1X1 > A2x2

Funkcia y = f(x1, z2) jednoznacne urcuje efektivny objem produkcie y pri danom objeme

vyrobnych faktorov (z1, z2)7.

Priklady produkénych funkcii

Literattra [1, s. 5] uvddza nasledujuce priklady produkénych funkcii f : R” — R:
1. Cobb-Douglassova produkéna funkcia: f(x) = cH zit a >0, Z a; < 1.
=1

7 0
=1

1
n P
2. Funkcia s konStantnou elasticitou: f(z) = (Z cix? ) :

%
=1
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3. Produkéna funkcia dokonale zamenitel'nych faktorov: f(x) = Z a; ;.
=1

4. Leontieffova produkénd funkcia: f(z) = min {a1z1,...,anxn}, a; >0,i=1,2,... n.

4.1.2 Optimalizacia vyroby

Firma sa podl'a predpokladu sprava racionélne, preto sa vzdy snazi maximalizovat' svoj
zisk. Nech w; > 0 oznacuje cenu jednotkového mnozstva faktora z; prei = 1,2,...,n.
Potom naklady firmy definujeme vyrazom )" | w;z; (= (w, z)).

Firma moéZe tlohu maximalizacie svojho zisku rozdelit’ nasledovne:

Uloha 1: minimalizovat svoje naklady pri pevne danom objeme vyroby y;
Uloha 2: urcit’ objem produkcie y, pri ktorom je zisk najvacsi.
Uloha 1

Minimalizacia ndkladov (w, z) pri pevne stanovenom objeme vyroby y za podmienky

nezapornosti vyrobnych faktorov je ilohou na viazany extrém:

8
o
“H
3
v
o

V pripade motivacného problému ma tiloha tvar

wi1T1 + wexro — min
min {a121,a222} = y

z1,T2 > 0

Metdda Lagrangeovych multiplikatorov pririeSeni tlohy zlyhda. Preto uvazujme najprv pri-

pad a;1z1 < asxo. Potom hl'addme rieSenie tlohy

wiT1 + were — min

ary = Yy
a1x1 < agr2
r1,T2 > 0
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Pre zaujimavost' poznamenajme, Ze takto upravend uloha je tilohou linedrneho progra-
movania, ktorou sme zaoberali v druhej kapitole. Z podmienok a1z1 = y a a1z1 < agxs

~ v oy P AV - . wey
vyplyva, Ze z1 = - ay < asx,. Nasledne moézeme ulohu zjednodusit' do tvaru

wlﬂ—kwg@ —  min

ai
z > L
a2
:Elzo

Ked'Ze wy > 0, ilohou je minimalizovat’ neklesajtiicu linedrnu funkciu premennej z2, ktora
dosahuje svoje minimum v 'avom krajnom bode svojho definicného oboru. Ten je jedno-

znacne ureny ohranic¢enim z, > . RieSenim tlohy je tak bod

Analogicky sa da ukdzat’, Ze v pripade a,x; > ax9 je rieSenie tlohy rovnaké.

Uloha 2

Definicia 4.3 (Podl'a [1]). Nech z = (Z1,...,%,)" je riesenim tilohy minimalizdcie ndkla-
dov pri danom objeme vyroby y. Potom ndkladovd funkcia firmy je definovand predpisom
Cly,w) = Z?=1 W;T;.

Cenu za jednotku produktu y oznacme symbolom p. Potom zisk firmy pri technolégii
(21,...,2,,y)T definujeme ako rozdiel prijmov py a nakladov (w, z), t.j. py— (w, z). Ak firma
hl'ada objem vyroby y, pri ktorom maximalizuje svoj zisk, snazi sa maximalizovat’ funkciu
II(z) = pf(x) — C(y,w), kde y = f(x) je produk¢na funkcia technolégie firmy. Inymi slo-
vami, firma maximalizuje rozdiel medzi prijmom a ndkladmi. Jej ciel om je stanovit' taky
optimélny objem vstupu z € R, Ze Vo € R} : II(Z) > II(x). Nutnou podmienkou, aby

riesilo tlohu pj — C(w,3) = max {py — C(w,y)}, je

o IR
@(py—C(w,y)) = 0,
oC (w,y
gﬁy) - p 4.1)
Y

Definujme hrani¢né néklady firmy M C vztahom MC(w,y) = %Z”y). Potom podmienku
(4.1) je mozné zapisat' v tvare M C(y) = p. Inymi slovami, nutnou podmienkou maximali-

zécie zisku firmy je rovnost’ hrani¢nych nékladov a ceny produktu.
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4.2 Model cerpania obmedzenych zdrojov

VycCerpatel'ny zdroj definujeme ako zdsobu urcitého materialu, ktorého médme k dispo-
zicii len v obmedzenom mnoZstve. Nech S oznacuje vel'kost’ zasob daného zdroja. Pred-
pokladajme, Ze t'azbu zdroja zatneme v ¢ase T' = 0 a skon¢ime v ¢ase T' > 0. Oznacme g(t)

t'azbu zdroja v ¢ase ¢t. Potom plati nerovnost’

T
/ g(t)dt < S. (4.2)
0

UvaZzujme plné vyuZitie vyCerpatelného zdroja. Potom nerovnost’ (4.2) prejde do rovnosti

T
/ o(t) dt = S.
0

RieSenie takéhoto modelu spociva v stanoveni optimédlneho rezimu t'azby. [10]

4.2.1 Optimalizicia tazby

Definujme rentu ako ocenenie, ktoré vyjadruje efektivnost’ t'aZby. Vel'kost' renty na za-
Ciatku t'aZzby ozna¢me symbolom v. Vzh'adom k obmedzenosti zdroja bude behom t'azby
daného zdroja ubtdat, ¢o vedie k rastu renty v ¢ase. Predpokladajme kon$tantné tempo

rastu renty v case. Potom renta jednotky vyt'aZzeného zdroja v Case t je dand vzt'ahom
v(t) = vl + 1),

kde v(t) vyjadruje vel'kost’ renty v Case t a r je diskontny koeficient, ktory moZe vyjadrovat
vel'kost’ tirokovej miery. Diskontovanie renty pre spojity ¢as budeme chépat’ ako limitny

pripad nespojitého casu:

. 1 ?Tt rt
u(t) = nh_{rgov(l + 7;) =ve'".
Ak symbolom C' oznac¢ime ndklady na vyt'aZenie jednotky zdroja, potom rovnica

p(t) =ve + C

vyjadruje ocenenie ponuky zdroja v ¢ase t. [10]
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4.2.2 Predpoklady modelu

Dolezitou sticast ou modelu je dopytova funkcia zdroja. Predpokladajme, Ze je hladka
a nerasttica na intervale (0, oo). Symbolom p ozna¢me cenu zdroja a symbolom ¢ poZzado-
vané mnoZstvo. Potom dopytova funkcia mé tvar ¢ = f(p). Dalej predpokladajme, Ze exis-
tuje cena p, pri ktorej je dopyt ¢ = f(p) po danom zdroji nulovy. Ked'Ze funkcia f je podl'a
predpokladu spojitd, mnozina cien s nulovym dopytom je uzavretd. Symbolom p oznacme
minimélnu cenu, pri ktorej je dopyt po zdroji nulovy (tzv. kritickd cena). Dopytova funkcia

f je tak definovand na intervale (0, oo) nasledovne:

f(p) >0 pre pe(0,p)

f(p)=0 pre pe (p,o0)

Uvazujme klesajicu funkciu f na intervale (0, p). Predpokladajme, Ze je znamy priebeh
dopytovej funkcie aj hodnoty paramterov r, C' a S. Pre existenciu rieSenia modelu je pod-
statny predpoklad, aby pre 'ubovol'nti vel'kost' zdroja S a kazdé obdobie 7" existovala cena

platnd pre pociato¢ny okamih t'azby p(0) tak, ze

/ ' f([p(0) =Cle"" +C)dt = 8, 4.3)
0
[p(0) = Cle'"+C = p. (4.4)

Vyraz p(0) — C vyjadruje vel'’kost’ renty na zaciatku t'azby. Vyraz [p(0) — C]e" vyjadruje rentu

za jednotku zdroja v Case t a vyraz [p(0) — Cle™ + C oznacuje cenu ponuky v Case t. Vyraz

F([p(0) = Cle™ +C)

vyjadruje mnoZstvo zdroja vyt'azeného a predaného za cenu ponuky v ¢ase ¢. Rovnice (4.3)
a (4.4) vyjadrujt podmienku, Ze pre kazdt vel'kost’ zdroja a 'ubovol'ni dizku trvania t' azby
existuje pociatocnd cena pokryvajica naklady t'azby tak, Ze zdroj je naplno vycerpany

(rovnica (4.3)) a efektivny dopyt naplno uspokojeny (rovnica (4.4)). [10]

4.2.3 Podmienky rovnovahy

UvaZujme zobrazenie (krivku vyvoja ocenenia ponuky), ktoré kazdému ¢asovému oka-
mihu priradi ocenenie ponuky, t.j. minimdlnu cenu, pri ktorej je efektivne t'azit' dany zdroj.
Podmienkou pre zahdjenie t'azby je, aby existovala taka cena p(0), Ze p(0) > C. Tato pod-

mienka je v§ak splnend podl'a predpokladov z predchddzajtcej Casti.
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Predpokladajme, Ze ponuka je pruzna. Inymi slovami, v kaZzdom ¢asovom okamihu sa

bude predévat za cenu ponuky (resp. cenu optimélneho planu)
p(t) =ve +C, te€(0,T).

Z predpokladov modelu vyplyva, Ze p(0) < p, inak by integrand zo vzt'ahu (4.3) nadobtuidal
nulové hodnoty. AvSak potom by bol i integrél na I'avej strane rovnice (4.3) nulovy a pre

S > 0 by nemohol byt splneny vzt'ah (4.3). Teda ak v €ase T' = 0 plati
p(0)=v+C<p,
potom pre dostatoCne malé ¢ plati:
ve +C < p. (4.5)
Vo vzt'ahu (4.5) je vyraz na l'avej strane rastuci a spojity v ¢, a preto existuje také T, Ze
C+ve'l =p. (4.6)

Akonéhle t > T, v tazbe sa nebude pokracovat, pretoZe pre minimdlnu rentabilnu cenu
C + e plati
C+vet>C+el =p.

Znamena to, Ze cena je vacsia ako kritickd cena, a teda dopyt, ktory zodpoveda tejto cene,
bude nulovy. Pri takejto cene by produkt nebol realizovany. Casovy vyvoj ocenenia ponuky

je tak na intervale (0, T") vyjadreny rovnicou
p(t) = C + ve'™.

Tazba bude zahdjend v ¢ase T = 0 a ukonéend v okamihu, ked’ prestane byt’ rentabilna.
To nastane vtedy, ked’ sa ocenenie ponuky rovna kritickej cene. Rovnica (4.6) urCuje vza-
jomnu zévislost’ endogénnych premennych 7" a v. Jednoznac¢ne budu tieto premenné ur-

cené d’alSou podmienkou rovnovéhy, ktora stanovuje iplné vyuZzitie zdroja:

T
/ f(CHve™)dt = S. 4.7)
0

Rovnice (4.6) a (4.7) nazveme podmienkami rovnovahy systému. [10]
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4.2.4 Ocenenie obmedzeného zdroja

Celkovy efekt obmedzeného zdroja vyjadruje veli¢ina, ktorti nazveme cena obmedze-
ného zdroja. Cena obmedzeného zdroja je dané stictom ro¢nych diskontovanych efektov
prislusného zdroja. V nasledovnych odsekoch ozna¢me cenu zdroja symbolom V' a dis-
kontny koeficient symbolom r.

Definujme cenu nereprodukovatelného zdroja pre diskrétny cas. Efekt realizovany v
¢ase t oznacme symbolom 4(¢). Diskontovany efekt zdroja, ktorého t'azba bola zahdjend v
Case T' = 0, a ktory je realizovany v okamihu ¢, je dany vyrazom %. Potom cena zdroja

je dand vztahom
(1) o(T)

TET RN (s

V:

kde T' > 0 oznacuje dizku t'azby zdroja aZ do jeho tipIného vycerpania. Ak je doba ¢erpania

neobmedzend, potom cena zdroja je dand sti¢tom nekone¢ného radu

N0
V_Z(l—l—r)t'

t=1

Ak je naviac efekt daného zdroja konStantny (6(¢) = §), potom pre cenu zdroja plati:

=9 b) 1 )
V: = = -
tz:;(l—l—r)t 1—1—7‘1——1}rr r

V spojitom pripade je diskontovana renta pre ¢asovy okamih ¢ dana vyrazom §(t)e .

Pre cenu zdroja plati:
T
V= / S(t)e "dt.
0
Ak je doba T' neobmedzen4d, bude cena zdroja dand nevlastnym integralom

Vz/ S(t)e "dt.
0

V pripade konStatného efektu zdroja (4(¢) = ) pre cenu zdroja plati:

00 oo 0
V = / Se "t = 5/ e "tdt =6 [e ] = é
0 0 bt A 0 r

V diskrétnom aj spojitom pripade je cena zdroja pri konstantnej hodnote efektu zdroja

rovnaka. [10]
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Ako sme uvideli, matematické modelovanie ekonomickych procesov je zvycajne zalo-
Zené na niekol'kych délezitych predpokladoch. V niektorych pripadoch su tieto predpo-
klady prijatel'né, inokedy su splnené len v zriedkavych pripadoch. Napriek tomu su vSak
moderné matematické modely povazované za dostato¢ne spol'ahlivy ndstroj pri analyze

ekonomickych procesov.
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KAPITOLA 5

MODEL OCENOVANIA FINANCNYCH

DERIVATOV

Cenné papiere su v stucasnosti beZzne zauZivanym a €oraz viac preferovanym sposo-
bom investovania. Obchodovanie na finan¢nych trhoch vSak prinésa i rizika, ktoré vzni-
kaju v dosledku kolisavého vyvoja cien obchodovatel'nych aktiv. V tejto kapitole sa venu-
jeme modernym matematickym metédam, na zdklade ktorych je mozné analyzovat' riziko

ohrozujice nase investicie.

Finan¢né derivaty

Snahou kazdého raciondlneho investora je minimalizovat' moZné straty plyntce z prud-
kého poklesu cien akcii. Jednym z ticinnych néstrojov na dosiahnutie tohto ciel'a je pou-
Zitie zaist'ovacich néstrojov, akymi sa rozne druhy derivéatov akcii. Finan¢né derivaty su
zékladnym néstrojom zabezpecovania investora voci riziku. Ich hodnota je odvodena (de-
rivovand) z hodnoty inych aktiv. Najzndmejsim prikladom je opcia, ktord déva vlastnikovi
pravo, nie v§ak povinnost’ ktpit, resp. predat’ dané podkladové aktivum za vopred dohod-

nutl cenu vo vopred stanovenom expira¢nom case. [11]

Problém ocenovania opcii

Uvazujme kiapu opcie na nakup akcii k ur¢itému ddtumu za vopred dohodnutu cenu.
Ak cena akcie vzrastie nad dohodnutt cenu pred vyprSanim terminu, kiipime si ju za po6-
vodne dohodnutt cenu, obratom ju na trhu preddme, a tak realizujeme zisk. Ak cena akcie
nepresiahne dohodnuti cenu, nemusime ju kupovat’, ale stratime tak peniaze, za ktoré
sme opciu kupili. Problém investorov spociva v optimalnom stanoveni ceny opcie na pod-

kladové aktivum. [3]

Praktické potreby investorov napokon podnietili vznik modernych finan¢nych mode-
lov. [11] Vysledkom bol Black-Scholesov model oceniovania finan¢nych derivétov, ktory v
roku 1973 prezentovali americki ekonémovia Fischer Black a Myron Scholes. Vyznamnu

ulohu na ceste k zostaveniu modelu zohral japonsky matematik Kijosi It6.
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V nasledujtcich castiach definujeme zdkladné pojmy z teérie stochastickych proce-
sov, opiSeme zdkladné ndstroje stochastickej analyzy a dokdzeme kl'tiCové tvrdenie teérie
ndhodnych procesov - Itéovu lemu. Ciel om tejto kapitoly je vysvetlit' diferencidlnu Black-
Scholesovu rovnicu oceriovania finan¢nych derivatov a zdroven poukdzat’ na vplyv financii

na rozvoj matematiky.

Zakladné vlastnosti Statistickych parametrov

V d’alSich castiach tejto kapitoly je nevyhnutné ovladat’ operacie so zdkladnymi Statis-
tickymi parametrami spojitych ndhodnych premennych. Definujme preto zédkladné vlast-

nosti strednej hodnoty E(.) a variancie Var(.).

Definicia 5.1. Nech X je spojitd ndhodnd premennd z rozdelenia s hustotou f(z). Potom
E(X) = [*_af(x)dx jestrednd hodnotaaVar(X) = E([X — E(X)]?) variancia ndhodnej

premennej X. Ak X aY su nezdvislé ndhodné premenné, potomVc € R plati:

E(c)=c Var(c) =0
E(X+Y)=EX)+E®Y) Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)
E(cX) = cE(X) Var(cX) = *Var(X)

E(c+ X) = c+ E(X) Var(c+ X) = Var(X)

Vsetky viastnosti okrem Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) platia aj bez podmienky nezdvis-
losti nahodnych premennych X aY .

5.1 Uvod do stochastickych procesov

Casovy vyvoj obchodovatel'nych aktiv je ¢asto nestaly, vykazujuci vicsiu alebo mensiu
vychylenost'. Tieto zmeny poukazuju na stochasticky charakter vyvoja cien roznych akcii

a indexov na svetovych burzach. [11]

Definicia 5.2 (Podl'a [11]). Stochasticky proces je t-parametricky systém ndhodnych pre-

mennych{X(t),t € I}, kde I je interval alebo diskrétna mnoZina indexov.

Definicia 5.3 (Podl'a [11]). Markovov proces je taky stochasticky proces, pre ktory plati, Ze
ak je dand hodnota X (s), tak budtice hodnoty X (t) pret > s mozZu zdvisiet' iba od X (s), nie
vsak od predoslych hodnot X (u) preu < s.

Nakol'ko jedine sicasné hodnoty cien akcii by mali sliZzit’ na vytvaranie budtcich hod-

not, predpokladdme markovovsky charakter stochastického vyvoja cien akcii. [11]
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Definicia 5.4 (Podl'a [11]). Brownov pohyb{X (t),t > 0} jet-parametricky systém ndhod-

nych velicin, pricom

i) vsetky prirastky X (t + A) — X (t) maju normdlne rozdelenie so strednou hodnotou A

a disperziou a* A,

ii) pre kazdé deleniety =0 < t1 <ty < ... <, st prirastky X (t1) — X (to),

X(t2)—X(t1),..., X (tn)— X (tn—1) nezdvislé nahodné premenné s paramterami podla
bodu i),
iii) X(0) =0.

Brownov pohyb s parametrami u = 0 ao? = 1 nazyvame Wienerov proces.

Wienerov proces budeme oznacovat ako {w(t),t > 0}. Jeho prirastky za kratky casovy
okamih dt ozna¢ime symbolom dw, t.j. dw(t) = w(t + dt) — w(t). Pre Statistické parametre
Wienerovho procesu plati: E(dw(t)) = 0, Var(dw(t)) = dt. Prirastky dw sa daju vyjadrit’
v tvare dw = ¢+/dt, kde ¢ ~ N(0,1). Vyplyva to z transforméacie ndhodnej premennej. Ak
X ~ N(u,0?), potom % ~ N(0,1).

Analyzujme Brownov pohyb {X(¢),t > 0} s parametrami ;. a o z hl'adiska jeho priras-
tkov dX (t) = X (t + dt) — X (t). Pre strednd hodnotu a disperziu plati:

E(dX(t)) = B(X(t+dt)— X(t)) = pdt,
Var(dX(t)) = Var(X(t+dt) — X(t)) = o%dt = o*Var(dw(t)).

To znamend, Ze Brownov pohyb mozeme charakterizovat' jeho deterministickou a fluktu-
acnou zlozkou dX (t) = ¢ + af(t), pricom strednd hodnota E(dX(t)) = pdt a variancia
Var(dX(t)) = 02Var(dw(t)) musia byt zachované. Vyuzitim vlastnosti strednej hodnoty a

variancie dostavame:

BAX(t) = Ble+af(t) = c+aB(f(t)) = pdt,
Var(dX(t)) = Var(c+af(t)) = a*Var(f(t)) = o*Var(dw(t)). (56.1)

Z podmienky (5.1) vyplyva, Ze a = o, f(t) = w(t), a preto ¢ = pudt. Prirastky dX(¢) tak

moZeme vyjadrit’ v tvare totdlneho diferencidlu
dX (t) = pdt + odw(t). (5.2)

Rovnicu (5.2) nazyvame stochastickd diferencidlna rovnica. [11]
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5.2 Zakladné nastroje stochastickej analyzy

5.2.1 TItéovalema

Hlavnou dlohou v tedrii ocenovania financnych derivatov je analyza funkcii, ktorych
jedna premennd je ndhodnou premennou spifiajiicou uréita stochasticku diferencialnu
rovnicu. DoéleZitou stiCast'ou tejto analyzy je Itéova lema, ktora je zdkladnym tvrdenim
stochastického diferencidlneho kalkulu. It6ova lema poskytuje ideu, ako zostavit’ stochas-
ticka diferencidlnu rovnicu opisujicu vyvoj 'ubovol'nej hladkej funkcie f(z,t), priCom

premennd z je rieSenim zadanej stochastickej diferencidlnej rovnice. [11]

Lema 5.1 (Podl'a [11], It6ova lema). Nech f(x,t) je hladkd funkcia dvoch premennych, pri-

com premennd x je rieSenim stochastickej diferencidlnej rovnice
dx = p(z,t)dt + o(x,t)dw

kde w je Wienerov proces. Potom prvy diferencidl funkcie f je dany vztahom

2
df = afd +<g{+ 2(x, )gJ;)dt

dosledkom coho funkcia f vyhovuje stochastickej diferencidlnej rovnici
0
ir = (5 + e 05+ 3

Dékaz: Funkciu f = f(z,t) rozvinieme do Taylorovho radu druhého stupna:

o*f of
5 2(x, t)8 2> dt + o(x, )%dw. (5.3)

2
dt+—d + - 0°f dx dt+8—(dt) ) + C.VI.

Ox

if = 0 oz () dxot ot?

f of <32f
Na zdklade vlastnosti dw = ¢\/dt, kde ¢ ~ N (0,1), dostavame:
(dz)? = 02(dw)? + 2po dw dt + 12 (dt)? ~ o?dt + O((dt)*'?) + O((dt)?).

Podobne vyraz dz dt = O((dt)*/?) + O((dt)?), a tak rozvoj diferencidlu df podl'a prirastkov

dt a dr je moZné napisat’ v tvare

2
df = 8fd +<g{+ 2(x, )g“§>dt

Dosadenim vyrazu dx = pu(z,t)dt + o(z, t)dw pre diferencidl dx dostdvame vzt'ah (5.3). O
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5.2.2 Itéovintegral aizometria

Dalsim dbleZitym nastrojom v analyze stochastickych procesov je tzv. Itéov integral
a izometria. Z definicie Wienerovho procesu {w(t),t > 0} vyplyva: w(t) ~ N(0,t). Tato

skutocnost’ moézeme zapisat’ ako

/0 duw(r) = w(t) — w(0) = w(t) ~ N(0, £).
To znamen4, Ze pre konstantnu funkciu f(7) = v plati:
| sy = 5 [ du(r) = yul) - 100 -
0 0
= u(®) ~ N (0.9 =N, [ ().
0

Uvedend identita poskytuje ndvod, ako zaviest' tzv. Itéov integrél funkcie f : (0,¢) — R
takej, ze [3 f2(7)dr < co. [11]

Definicia 5.5 (Podl'a [11], [t6ov integral). Integrdl

t n—1
| 1) = im 3 fm) ()~ w(m).
=0

kde v = max (1,41 — 7;) je norma delenia0 = 10 < 71 < ... < 7, = t intervalu (0,t) a

konvergenciu rozumieme podla pravdepodobnosti, nazyvame Itéov integrdl.

Zuvodnych poznatkov o prirastkoch Wienerovho procesu vyplyva, ze w(7;11) —w(7;) ~

N(0,7i+1 — 7). Nech funkcia f je konStantnd na kazdom intervale [7;, 7;+1]. Potom plati:

(Zf (7:) (w(7i+1) (Tz‘))) = Zf(Tz‘)E(w(Tz‘H) —w(r)) = 0.

Ked'Ze prirastky w(7;4+1) — w(7;) sGnezavislé a w(r;+1) — w(7) = ¢i/Tit1 — 7 ¢i ~ N(0,1),
tak pre varianciu plati:

(Zf 7i) (w(7i41) (Ti))) = ZVGT w(Tip1) —w(n))) =

:va« (F(m)($iv/Tiz1 — 7)) = ZE([M)(@W)J?) =
i=0 =0

“- Var(¢;) = i — )12 n—l
= z;fQ(Ti)E(Qb?)(TiH —T) = (@) f?]i(?qs?) Bl = z; A1) (g1 — ).
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Po dodato¢nych tivahéch [11, s. 31] dostdvame jeden z podstatnych vysledkov stochastic-

kého kalkulu pre It6ov integrél — [t6ovu izometriu. [11]

Lema 5.2 (Podl'a [11]). Nech pre meratelnu funkciu f : (0,t) — R plati f(f f2(r)dr < oo.
Potom existuje Itéov integril f(f f(r)dw(T), ktory predsatvuje ndhodnii premennti s normdl-

nym rozdelenim N (0,0%(t)), kde o0*(t) = [ f(r)%dr. Z toho vyplyva, Ze platia identity:

B([ i) = o,
B ([ / tf(T)dw(T)r> = [ ey

Poslednd identita sa nazyvya Itoova izometria.

5.3 Black-Scholesov model

Vysvetlenie Black-Scholesovej diferencidlnej rovnice budeme sledovat’ na priklade eu-
ropskej kiipnej opcie. Europska kipna opcia je kontrakt, v ktorom majitel’ opcie ziskava
pravo, ale nie povinnost’ kupit akciu v presne ur¢enom expiracnom case za vopred do-
hodnutt cenu. Toto pravo ma istt hodnotu, a preto zan treba v Case uzavretia kontraktu
zaplatit’ tzv. op¢nu prémiu. Pre vypisovatel'a opcie ako aj pre jej drzitel'a je doleZité vediet’,
ako stanovit’ spravodlivii hodnotu prémie tak, aby ani jedna zo stran nebola zvyhodnena.

Zaved' me nasledovné oznacenia:

S — cena aktiva,
V —hodnota opcie na dané aktivum,
T — expiracna doba, resp. termin vyprsania derivatu,

t —Casova premennd; ¢ € [0, 7.

Ulohou je néjst’ rovnicu, ktord opisuje vzt'ah pre funkciu ceny opcie V = V(S t) ako fun-
kcie aktudlnej ceny akcie S a ¢asu ¢t. Samotné odvodenie rovnice pozostéava z dvoch Casti.

V prvej Casti ur¢ime stochasticka rovnicu, podl'a ktorej sa sprava I'ubovol'na hladka
funkcia V' = V(5, t) od stochasticky meniacej sa ceny akcie S a Casu ¢.

V druhej casti je ilohou skombinovat’ portfélio pozostavajtce z akcii jedného druhu,
opcii na tieto akcie a bezrizikovych dlhopisov tak, aby sa neutralizovalo vystavenie port-
félia riziku. Snaha o dosiahnutie bezrizikového portfélia je zédkladnym predpokladom pre
odvodenie Black-Scholesovej rovnice. [11]

Dalej sa blizsie budeme venovat’ prvej Casti. Viac o vytvoreni bezrizikového portfélia

Citatel ndjde v literature [11, s. 34].
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5.3.1 Stochasticka rovnica pre derivat stochastickej ceny akcie

Definicia 5.6 (Podl'a [11]). Ak{X(t),t > 0} je Brownov pohyb s parametramiu, o ay, € RT,
tak systém ndhodnych premennych {Y (t) = yoeX®) t > 0} nazyvame geometricky Brownov

pohyb.

Nédhodny vyvoj ceny akcie ako funkcie ¢asu S = S(¢) budeme modelovat pomocou

stochastickej diferencidlnej rovnice reprezentujicu geometricky Brownov pohyb
dS = puSdt + oSdw , (5.4)

kde dS oznacuje zmenu ceny akcie za ¢asovy okamih dt, i je ocakdavany vynos alebo trend
vyvoja akcie, o je volatilita casového vyvoja akcie a dw je diferencidl Wienerovho procesu.

Nech funkcia V' = V/(S,t) je nejakd hladkd funkcia dvoch premennych, pricom pre-
mennd S je funkciou ¢asu S = S(t). Zaroven S vyhovuje stochastickej diferencidlnej rov-
nici (5.4), a teda u(S,t) = uS, o(S,t) = oS. Potom podl'a Itéovej lemy (Lema 5.1) cena
derivatu akcie, resp. funkcia V (.S, t) ndhodného procesu S, vyhovuje stochastickej diferen-
cidlnej rovnici

ov ov

_[OV 1 5 0%V
dV—( +u885+205 852)4—05’85(111). (5.5)

Rovnica (5.5) predstavuje stochasticku diferencidlnu rovnicu opisujicu vyvoj 'ubovol'nej

hladkej funkcie (derivdtu) ceny akcie a ¢asu. [11]

5.3.2 Black-Scholesova rovnica

Pouzitim bezrizikového portfélia a za platnosti dodatocnych predpokladov [7, s. 105] je

mozné odvodit’ vyslednu Black-Scholesovu rovnicu na oceniovanie opcii

ov

2
a5 + 02S28l +rSaV

1
- V=0
277 952 "5 !
kde r je bezrizikova trokova miera. [11]

Literattra [7, s. 102] tvadza prehl'adny postup, ako odvodit’ Black-Scholesovu rovnicu
na zdklade piatich vstupov. Ak oznac¢ime aktudlnu hodnotu kipnej opcie C, cenu pod-
kladového aktiva S, realizacnt cenu opcie K, ¢as vyprSania opcie 7, volatilitu podklado-

vého aktiva o, bezrizikova tirokova mieru r a distribu¢nt funkciu normalneho rozdelenia

N(0,1) ®, mdzeme Black-Scholesovu rovnicu zapisat' v tvare

S 1 S 1

ovT ovT
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Opisali sme finan¢né nastroje, ktoré sice riziko nikdy neodstrdnia, umoznia ho v§ak
analyzovat, zmerat a podl'a toho stanovit optimélnu cenu opcie na podkladové aktivum.
Black-Scholesov model, d’alej rozpracovany americkym ekonémom Robertom Mertonom,
zohral dolezita ulohu v rozvoji novodobého akciového trhu. Okrem toho pomohol inves-

torom premenit’ trh s derivitmi na lukrativny priemysel. [3]

Finan¢né derivéty a problém ich ocenovania podnietili vznik novych matematickych
konceptov (Itéov integrél) a tvrdeni (It6ova lema). Tie sa stali zdkladnym kameniom pri
vzniku novej tedrie, ktord je dnes zndma ako It6ov kalkul, resp. teéria stochastického dife-

rencidlneho poctu.
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Zaver

V préci sme sa zaoberali ukdzkami problémov z ekonomickej a financ¢nej oblasti, ktoré
posunuli vyvoj matematiky vpred. Ciel om prace bolo poukdzat’' na vyznam ekonomiky a
financii v stivislosti so vznikom novych matematickych postupov, tedrii a disciplin.

Z historickych prikladov zo 17. storoc¢ia sme uviedli problémy z oblasti hazardu a fi-
nancii. Vysvetlili sme Fermatov a Pascalov matematicky princip spravodlivého rozdelenia
stavky v hazardej hre a na probléme zloZeného trocenia sme objasnili vyznam cisla e.

V stivislosti s tedriou linedrneho programovania sme uviedli motivacné priklady z eko-
nomickej oblasti s ciel om poukézat’ naich vyznam pri h'adani vSeobecného a efektivneho
algoritmu rieSenia tloh linedrneho programovania.

Na konkrétnom priklade sme opisali princip hry Cournotovho duopolu, uviedli sp6sob
néjdenia ekvilibria a vysvetlili sivis Cournotovho modelu s rozvojom tedrie hier. Spome-
nuli sme problém obchodného cestujticeho, vysvetlili jeho podstatu a poukdazali na jeho
prinos v oblasti teérie grafov.

Dalej sme sa zaoberali matematickym modelovanim ekonomickych procesov. Uvideli
sme model produkcie a model cerpania obmedzenych zdrojov, v radmci ktorych sme pou-
kézali na potrebu konStrukcie matematického modelu za icelom podrobnej analyzy eko-
nomickych procesov.

V zdvere prace sme sa zaoberali problémom ocenovania finan¢nych derivatov. Defi-
novali sme a opisali zdkladné ndastroje stochastickej analyzy, na zdklade ktorych sme od-
vodili a vysvetlili parcidlnu diferencidlnu Black-Scholesovu rovnicu ocenovania derivatov.
Uviedli sme nové matematické konspekty a postupy, ktoré viedli k vzniku teérie stochas-
tického diferencidlneho poctu.

MozZeme sa domnievat, Ze praktické potreby ekonémov, financnikov a investorov v
d’alSich rokoch podnietia matematikov k formovaniu novych matematickych postupov a
teorii. Tie moZno vyplnia a vysvetlia dodnes chybajtce a nevyjasnené miesta matematiky.

Tu sa naskytuje otdzka: "Bola matematika v priebehu dejin objavend alebo vytvorend?”
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