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Abstrakt
KERTYS, Peter — Modelovanie poc¢tu udalosti.

[Bakalarska praca]

Kertys Peter — Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky
a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky. Skolitel: RNDr. Bedta
Stehlikova, PhD.

Bratislava FMFI UK, 2011, pocet stran = 48

Predmetom predkladanej bakaldrskej priace je aplikdcia matematickych
poznatkov o Poissonovom rozdeleni na vytvorenie Poissonovho regresného modelu,
ktory predpoveda buduci pocet udalosti. V praci sa najskor predvedu rozne modely pre
modelovanie poctu udalosti. Nédsledne sa predstavi Poissonovo a negativne binomické
rozdelenie. V tejto Casti su taktieZ opisané ich zdkladné charakteristiky a odvodené
stredné hodnoty a disperzie. Dalej sa prdca venuje podrobnému popisu Poissonovho
regresného modelu, odhadovaniu parametrov, ich vlastnostiam a testovaniu hypotéz
o modely. Dolezitd Cast’ tvori aj vytvorenie a vysvetlenie modelu v Statistickom softvéri
R. Podstatou prace je nakoniec samotnd prakticka aplikdcia poznatkov o Poissonove]
regresii na modelovanie poétu tumrti nasledkom dopravnych nehéd vo Svédsku
v rokoch 1986-2004. Vychadzame z analyzy a modelov Statistick€ého inStitdtu dopravy
vo Svédsku, ktord podrobne overime apodrobime dokladnému preskimaniu

a testovaniu. TaktieZ sa venujeme porovnaniu predpovedanych vysledkov s realitou.
KPracové slova: pocet udalosti, Poissonovo rozdelenie, negativne binomické

rozdelenie, Poissonova regresia, Poissonov model v R, umrtia nédsledkom nehod,

smrtel'né dopravné nehody, Svédska doprava 1986-2004
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Abstract
KERTYS, Peter — Models for count data.

[Bachelor’s work]

Kertys Peter — Comenius University Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and
Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics. Thesis supervisor:

RNDr. Beata Stehlikova, PhD.

Bratislava FMFI UK, 2011, 48 pgs.

The theme of proposed work is the application of mathematical knowledge
about Poisson distribution in order to create Poisson regression model, which should
predict further count data. At the beginning we offer description of different models for
count data. Furthermore the Poisson and negative binomial distribution are introduced.
Main characteristics, derived mean and variance of these distributions are described too
in this section. As follows we are aimed on precise description of Poisson regression
model, estimating parameters, their attributes and testing model hypothesis. Creating
and implementation of the Poisson model into statistic software R is a significant part
as well. The main part is a practical application of information known about Poisson
regression in spite of modeling traffic fatalities in Sweden during period 1986-2004.
The keystone of this part is study on traffic fatalities made by Swedish National Road
and Transport Research Institute. A proper analysis and revise of this study is then

followed by model testing. Finally we would compare predicted results with the reality.
Keywords: count data, Poisson distribution, negative binomial distribution,

Poisson regression, Poisson model in R, death caused by traffic accident, traffic

fatalities, Sweden traffic in 1986-2004
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Uvod

Tito tému som si zvolil pre jej spojitost’ s blizkou budicnostou. Odddvna ludia
premyslali, ako predpovedat’ nastavajice udalosti a s rozvojom matematiky sa tieto sny
stdvaju skutocnostou. Dnes sa uz beZne modeluji ekonomické a sociologické javy
pomocou rdznych modelov, z ktorych hlavna ¢ast’ ma svoj povod v dobre popisanej
minulosti.

Modelovanie poctu udalosti sa od ostatnych modelov liSi hlavne svojou diskrétnost'ou,
t. j. celoCiselnostou. Vdaka tejto vlastnosti mozno model poctu udalosti pouzit
v mnohych oblastiach realneho Zivota.

V tejto praci sa budeme venovat’ hlavne Poissonovmu regresnému modelu, ktory je
zéroven najviac pouzivanym modelom pre pocet udalosti. Nemdme za ciel predloZzit
mnozstvo informdacii o modeli, ale chceme ho predstavit v jednoduchej, pristupne;j
forme apredkladime aj niektoré zdkladné dokazy. Zhrnieme zdkladné poznatky
s prepojenim na praktické pouZitie. Porovnanie predpovedi z minulosti o udalostiach,
ktoré uz medzitym nastali, nim ndsledne ukdZe vhodnost takéhoto modelovania
a celkovy prinos modelu.

Dalo by sa povedat’, ze ¢itatel by mohol pouZit’ tito pracu ako ndvod pre vytvorenie

svojho vlastného modelu.



1 Modely s diskrétnou zavislou premennou

Pre kvalitné popisanie beznych javov a ich vyvinu v budicnosti sa Casto vytvdraju
matematické modely. Jednym z najpouzivanejSich Statistickych a ekonometrickych
modelov je linedrna regresia. Zavisli premenntd Y modelujeme pomocou jednej, alebo

viacerych vysvetl'ujicich premennych x,,...,x, . Predpokladdme, Ze zdvislost’ m4 tvar

Y=0,+Bx +...4 B.x, +&,
pre nejaké koeficienty f,,...,[, . Ndhodnd premennd £ vyjadruje odchylku skutoénej

hodnoty Y od jej strednej hodnoty. Klasickym predpokladom je normélne rozdelenie €.
Akokol'vek aj pri oslabeni tohto predpokladu, ¢o je bezné, ostdva Y pri danych

hodnotich x,,...,x, spojitou ndhodnou premennou. O regresnom modeli sa d4d viac

docitat’ v knihach od Greenea [1], Montgomeryho [2], alebo Fishera [3].

Redlny svet je vSak v mnohych pripadoch diskrétny. Ako priklad ndm moéZzu slazit
vysledky volieb, ked’ kandididt dostane nakoniec presny pocet hlasov, alebo pocet
ochoreni, ked presne 21 T'udi ochorie, pripadne, ked’ sa za rok udeje presne 4200
dopravnych nehdd.

V niektorych pripadoch moéZeme pre pocet udalosti pouZit' aproximdciu spojitym
rozdelenim. Na obrdazku 1 vlavo je ukdZzka hustoty, ktorou by sme modelovali pocet
hlasov, ktord nejakd strana dostane vo volbach. Je to spojité rozdelenie,
pravdepodobnost’ kazdej konkrétnej hodnoty je nula, ale ked’Ze nema prakticky vyznam
rozliSovat’ napriklad medzi 420 000 a 420200 hlasmi, nemusi to byt problém.
Prakticky nds zaujimaju pravdepodobnosti urCitych intervalov. (V skuto¢nosti by
v tomto pripade mohlo byt lepSie modelovat percento poctu hlasov, ktoré strana
dostala). Na obrdzku 1 vpravo je spojité rozdelenie navrhnuté pre pocet gélov vo
futbalovom zdpase. Na rozdiel od predchadzajiceho pripadu, tento model pouZitelny

nie je, lebo pri tychto malych poctoch spojity model nie je dobrou aproximéciou.
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obrazok 1: Priklady rozdeleni

Modely pre diskrétne zdvislé premenné modzeme rozdelit do niekolkych skupin

podobne ako Green [1]. Ich pouZitie ilustrujeme na prikladoch.

1. Modelovanie poctu udalosti
Vo vSeobecnosti je to premennd, ktorej vyvin nadobuida nezdporné hodnoty O, 1, 2, ...
MoZeme napriklad modelovat’ pocet patentov za rok, pocet predanych aut v krajine za
mesiac, alebo pocet vymeskanych dni Ziakmi.
Tieto modely maju Siroké vyuZitie vo viacerych odboroch a disciplinach ako

zdravotnictvo, Skolstvo, poistovnictvo, ale aj ekondmia.

2. Kvalitativne modely
Sem patria modely, kde zavisld premennd je kédovanim pre nejaky kvalitativny vystup.
Modely mozu byt rozneho charakteru:

¢ Bindrne modely — napriklad tucast’ poslancov v parlamente: ,nie* bude
kédované ako 0 a ,,ano* ako 1

¢ Modely poradia — napriklad ndzory v ankete: O pre ,,silne proti*, 1 ,,proti®, 2
,heutrdlny®, 3 ,,za*, 4 ,silne za*“. Tieto Cisla su stupfiovanim a hodnota je skor
poradim ako kvalitativnym ukazovatel'om.

e Kategorické modely — napriklad typ zamestnania: nech O je nezamestnany, 1
Student, 2 inZinier, 3 pravnik, atd’. Tieto data sd zvacSa kategérie, neuddvajice
pocet ani poradie.

Kazdy z tychto typov modelov si vyzaduje iny pristup k modelovaniu. My sa v tejto

praci budeme zaoberat’ prvou triedou modelov — modelovanim poctu udalosti.



2 Modelovanie poctu udalosti

V nasledujticej Casti predstavim zédkladné rozdelenia pouzivané pri modelovani poctu
udalosti. Tieto rozdelenia st spracované predovsetkym podla [4], iné zdroje su uvedené
na prislusSnom mieste. Niektoré zdkladné tvrdenia uvedené v [4] bez ddkazu su
doplnené o ddkazy. PodrobnejSie popiSem hlavne dve najviac pouZivané rozdelenia,

Poissonovo a negativne binomické.

2.1 Poissonovo rozdelenie

Je rozdelenim, ktoré sa pri modelovani poctu udalosti pouZiva najviac. Jeho vyhodou je

relativna jednoduchost’ a pritom efektivnost’.

2.1.1 Definicia

Nech Y je ndhodnd premennd s diskrétnym rozdelenim, ktoré je definované na mnoZine

celych nezdpornych &isel {0,1,2,...}. ¥ md Poissonovo rozdelenie s parametrom

A >0 (oznadujeme ako Y ~ Poisson(A)), ak jeho rozdelenie pravdepodobnosti je

-2 9y
P(Y = Ay =1 ? . y=0,1,2,... .
y.

2.1.2 Stredna hodnota a disperzia

Strednt hodnotu ndhodnej premennej Y ~ Poisson(/i) je rovnd parametru A :

EN) =3Py =)=y et =23y A iy A

y=0 y=0 y' y=1 y' y=1 (y - 1)' -

- R ﬂ'y_l -1 A
v (y—D)!

Podobne vypocitame E(Y?):



By ziiﬂi’i—j —de (et +e*)= AA+1)= 2 + 2
= 5 ' = e e )= =

Disperzia je potom
DY)=EXY)-[E =2 +1-1=1.
Pre modelovanie pomocou tohto rozdelenia je vel'mi dblezity vztah, Ze strednd hodnota

je rovna disperzii.

2.1.3 Poissonovo rozdelenie a modelovanie poctu udalosti

UvaZzujme udalosti, ktoré ndhodne nastdvaji v Case a definujme stochasticky proces
{x (t),te T} ako pocet udalosti, ktoré sa uskuto¢nia pred ¢asom r. Uvedomme si, Ze
potom pre s <t udava X (t)— X (s) uddva pocet udalosti v intervale (s,t).
Proces poctu udalosti sa nazyva staciondrnym ak rozdelenie poctu udalosti
v akomkol'vek ¢asovom intervale zéleZi iba od dizky intervalu, t. j. pre kazdé Gasy
0<t <t, apre kazdé s >0 (oznacuje dizku intervalu) plati
X(t,+s)-X(t,+5)= X(1,)- X(t,).

Hovorime, Ze proces poctu udalosti ma nezdvislé prirastky, ak pocet udalosti
v disjunktnych intervaloch je nezdvisly (prirastky procesu X vyjadruji pocet udalosti,
ktoré nastali).
Pomocou tychto vlastnosti teraz definujeme Poissonov proces, pricom definujeme
rozdelenie jeho prirastkov (t. j. popiSeme, ako nastavaji udalosti, ktorych vyskyt tento
proces pocita). Poissonov proces je spojity proces poctu udalosti v Case so
stacionarnymi a nezavislymi prirastkami. M6Zeme to teda forméalne zhrnit’ ako

1. Pravdepodobnost, Ze sa objavi udalost pocas intervalu (t,t+A) je

stochasticky nezavisla na pocte udalosti pred ¢asom t.



2. Pravdepodobnosti poctu udalosti pocas intervalu (t,t + A) zéavisia iba od
dizky tohto intervalu. Oznaéme Y(t,r+A) polet udalosti, ktoré nastand
pocas intervalu (t,t + A). Poissonov proces je charakterizovany tym, Ze

P{Y(t,t+A)=1}=AA+0(A) a P{Y(r,t+A)=0}=1-1A+0(A).
Pripomefime si, e 0(A) je funkcia, pre ktord plati [o(A)/A] =0 ak A —0.
Pravdepodobnost’ nastania udalosti pocas urcitého ¢asového intervalu je proporcéna
k dizke intervalu a proporény faktor je konstanta nezavisla od 7. V§imnime si, Ze potom
P{r(t,t+A)>1}=1-P{Y(t,t + A)=0}—-P{¥ (r,t + A) =1}=0(A).
Ozna¢me dalej p, (t+A)=P{r(0,r+A)=k} ako pravdepodobnost, 7e sa udeje
k udalosti na intervale dizky (r+ A) (zo stacionarity vyplyva, Ze tato pravdepodobnost’
zavisi iba od dizky intervalu). Hodnota pre {Y(0,r+A)=k} moZe byt vyjadrend ako
kombindcia (k +1) moZnosti:

{r(0,r)=k}a{r(r,t+A)=0},
{r(0,1)=k —1}a{r(t,r +A)=1},....{¥(0,1) =0} A {r (.t + A) = k}

Z nezdvislosti vyplyva, Ze pravdepodobnost’ kazdého vysSie uvedeného vystupu sa

rovna sucinu jednotlivych pravdepodobnosti dvoch €asti. Napriklad
Pl (0.0)=kiN{r(e.0+4)=0}]= p, (11— 24 +0(a))= p, (1)1 - 22)+o(4).
a podobne
P[{r(0.0)=k-1}N{¥(t,e + A)=1}]= p,, () AA +0(A)) = p,_, (1)AA +0(A),
Pl (0.6)=k - jiN{r(e.0+4)= j}]=0(a).
pre j=2. Nakoniec, ked’Ze tieto uvazované moznosti si disjunktné, pravdepodobnost’

ich zjednotenia je dand suctom ich pravdepodobnosti, a teda dostaneme

p(t+A)=p ()1-AA)+ p,_, (t)AA+0(A), teda

)= p ) 0= )+ 2D),
A A
Ak spravime limitu A — 0, dostaneme
dp, t
P ) 0).

Podobne

d%(f):_z(po(t)_ P (0)==Apy(1)=0)=—Ap, 1)



Touto diferencidlnou rovnicou s pociatocnou podmienkou pO(O)zl (ked’Ze na

intervale dizky nula nenastane Ziadna udalost’ s pravdepodobnostou 1) ziskame pre

A>0
polt)=exp(- ).

()" _, .

e

Matematickou indukciou teraz dokdzeme, Ze pre kazdé n plati p, (t)= '
n.

Pre vypocet p, (t) pouzijeme indukény predpoklad, Ze toto tvdrdenie plati aj pre k —1

a dostaneme:

pka):exp<—zr)pn(o)+jexp(—w—s»z +expl- Ashs =

= exp(-—

j n B ﬂ“t) e—ﬂr
0

kde sme vyuzili, Ze p, (0)=1 pre k>1.Potom pre kazdé f, tvori pn(t) Poissonovo

rozdelenie.

2.2 Negativne binomickeé rozdelenie

Je hlavnou alternativou voci Poissonovmu rozdeleniu. V}’/hodou tohto rozdelenia je

.....

videl, v pripade Poissonovho rozdelenia, strednd hodnota sa zhoduje s disperziou. Pri

analyze reélnych dat sa vSak Casto stretdvame s tym, Ze disperzia je vicsia (napriklad

.....

boli indické vol'by v roku 2004 modelované cez toto rozdelenie — vid’ [5]). Negativne
binomické rozdelenie ndm umoziuje tito charakteristiku zachytit' pomocou pridaného

parametra 6.

2.2.1 Definicia

Nédhodnd premennd Y md negativne binomické rozdelenie s parametrami o =0 a
0 >0, (oznatujme ako Y ~ Negbin (&, 0)), ak rozdelenie pravdepodobnosti je

Py = y)= - L@*) ( ! ja( o jy, y=0,1,2,...,

) (y+1)1+6) \1+6

kde T'(*) je Gama funkcia definované vztahom I'(s J. e dz pre s>0.



n
Klasicky binomicky koeficient (k] sa pomocou gama funkcie zovSeobecni aj pre n

mimo mnoziny prirodzenych ¢isel, pozri [6]. Potom pravdepodobnost’ udalosti ¥ =y

a+y-1

JP”’(I — p)’, kde sme oznagili p = (Lj ,
Y 1+6

mozeme zapisat’ ako P(Y = y) :(

2.2.2 Stredna hodnota a disperzia

Najprv dokdzeme, Ze plati rovnost’

k—n-1
Pre zovSeobecnené binomické koeficienty plati [ j = (- 1){ " J , pozri [6]
n
-1- k+ k+ -1-
Z toho dostaneme ?= (- l)k ¢ , Tesp. ?= (- l)k . .
k n n k

Vyuzitim zovSeobecnenej binomickej vety (vid’ [6]) dostaneme
>(k+a > (—1-a
Z( ](1 ) ZZ( ](‘ )= pfrt=p,
n=0 n n=0 k
¢o po dosadeni potvrdzuje predpokladand rovnost’.

Strednd hodnotu vyratame ako:

~ y = y-(y-la-1) a
- -1
_ Z O{a+ y ]pa(l ))+1—1 _
y=1 y_l
> a+y-1) , _
Zza(l—p)[ jp (1-p)~ =
y=1 y_l
>(a+y-1) _
=04(1—p)2( j (1-p)~ =
y=1 y_l
a(l_p) S a+y_1] 0:+1( y-1
= 1—p) =
p Z‘ y—1
_al-p)_
p
=ab



Podobne E(Y?) bude:

¥=0 y

S -y St 7 a0 ==
= a(ll; p)g(J +1)(aJ;JJp““(1— Y mﬁ[g j(a;]jp““(l— pY +1} =
g s ety (@) ]

B D2 ey Ty L ”}

— z(
- ae_ia(o.” / jp““(l— p) + i(o.‘f / jp““(l— p) +1} k= j-1)

_ a0 ai(

=) . (1"’)(“+k“]p”’”(1—p)k+i(l‘p)(“+k+ljp””(1—p)k+1}
e a(l‘p)i(“”“jp”’”(l—p)k+(l‘p)i(“+k“jp“”(l—p)k+1}

=ab a(l_p)+(1_p)+1}:a0[a0+0+1]
p p

Disperzia je potom:
D(Y)=E(Y?)-[EW)] = ab(ad +6+1)-a*6” = ad(6+1)= E(Y (0 +1).
Kedze 6 >0, tak disperzia negativne binomického rozdelenia presahuje svoju stredni

hodnotu.

2.2.3 Parametrizacia

Toto rozdelenie sa pouZiva v réznych parametrizdcidch. Oznacme

A=ab,
kde A je stredna hodnota. Rozdelenie sa zvic¢Sa pouZiva v 2 nasledovnych forméch,
ktoré popisali uz Cameron a Trivedi v roku 1986 (vid’ [7]).

e Negbin I: V tomto pripade sa uvaZzuje transformacia a = A/6 . Potom disperzia

bude



D(Y)=A(1+6),

a pravdepodobnost’ vyjadrend pomocou parametrov 4,6 ma tvar

P(Y:y)zrr(ﬂ/ﬂy) ( 1 j“’[ 0 jy-

(Ar6)r(y+1)\1+6 1+6

e Negbin II: Tu uvazujme transformécia € = A/« . Potom
D(Y)=A+a ' 2.
Pravdepodobnost’ vyjadrend pomocou parametrov 4,6 ma tvar
o+ a \'( 2
]
Ta)(y+1)\a+1) \a+1

V praxi sa pouzivaji aj mnohé iné parametrizicie spominané v knihdch venujicich sa

diskrétnym rozdeleniam (porovnaj [8]).

2.2.4 Vznik negativne binomického rozdelenia

Budeme postupovat’ podla [9]. Nech ndhodnd premennd X mé Poissonovo rozdelenie
s parametrom A . Na velkost' (hodnotu) parametra A vplyva vela faktorov. Preto ho
mdzeme povazovat za ndhodni premennd. Ak predpokladdme, Ze ma gama rozdelenie
S parametrami (k;q/ p), t. j. jeho hustota je

—p

k
f(ﬂ)=(£) ﬁ/’i’“le “, 1>0,0<p<lg=1-p,
q

tak ndhodnd premennd X ma negativne binomické rozdelenie s parametrami (k ; p).

Pravdepodobnost’ toho, Ze X = x potom bude

b

T (p S % (P kLlw _ﬂ(lfj kbt gy _
P(X_x)_£ - qu F(k)/l e dA= x‘([e A1g =
k

k k+x—1

q p k x

= I'k+x)= 1- , x=0,12,...
!F(k) ( ) ( jp ( P)

¢o je pravdepodobnostné rozdelenie negativne binomického rozdelenia.
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2.3 Rozdiely medzi Poissonovym a negativne binomickym

rozdelenim

Uz sme spomenuli, Ze pri danej strednej hodnote je disperzia Poissonovho rozdelenia

jednoznacne urcend (a rovnd strednej hodnote), kym v pripade negativne binomického

.....

Na obrdzku 2 je Poissonovo rozdelenie so strednou hodnotou 3 a niekol’ko negativne
binomickych rozdeleni pre porovnanie s rovnakou strednou hodnotou, ktoré sa liSia

disperziou — v jednotlivych pripadoch sa rovnd 4, 6, 9. Porovnanie Poissonovho
rozdelenia so strednou hodnotou E(Y) =3 a negativne binomického je podla obrazka

2 nasledovné:

- £(Y)=3 %9 E(Y)=3
& . D(Y)=4
[ ] a _
1 Q
g o _
| o
S - Q [ |
= I I T I I T | = I T I I I I !
Poissonovo rozdelenie Negativne binomické rozdelenie
- _ E(Y)=3 g E(Y)=3
= D(Y)=6 g D(Y)=9
N o
= - S|
> _|
S I T | T T T | g o T T T : : :
0 1 2 3 4 5 6 0 2 4 6 8 10 12
Negativne binomické rozdelenie Negativne binomické rozdelenie

obrazok 2: Porovnanie Poissonovho a negativne binomického rozdelenia

Dal$im rozdielom medzi Poissonovym anegativne binomickym rozdelenim je
pravdepodobnost” toho, Ze modelovand premennd nadobudne nulovid hodnotu.
Z pravdepodobnostnych rozdeleni Poissonovho anegativne binomického rozdelenia

vyplyva pre nulovy pocet udalosti, Ze

11



_ a 1
P (Y=0)=¢" a P, (Y=0)= = .
Pois: neghm( ) a+ﬂ/ ( ﬂja
I+—
a
Ak teda médme dand strednd hodnotu, v pripade Poissonovho rozdelenia je
pravdepodobnost’, Ze Y =0 uz uréend. V pripade negativne binomického rozdelenia

zavisi od druhého parametra. Zoberme teda stredni hodnotu A =1, na obrdzku 3
vidime zavislost’ pravdepodobnosti nulovej udalosti v zavislosti od parametra negativne
binomického rozdelenia. Tato pravdepodobnost’ je porovnand s pravdepodobnost'ou

tejto udalosti pre Poissonovo rozdelenie s rovnakou strednou hodnotou.

a+ A
a

-
Plati (pozri [10]) limm( j =e¢”, ateda lim,.. f,(0)=limf,,(0). Pre

egbin (O) > Ppoiss (O) .

n

kone¢né « vsak plati (pozri tiez [11]) (1+ij <e’, &0 znamena P
(04

Poissonovo
_____ Negativne binomické

0.8 4

064 N

obrazok 3:Podmienené pribliZenie negativne binomického rozdelenia k Poissonovmu

2.4 Modelovanie vacsieho poctu nul

Tieto modely sliZia na popisanie dat, ktoré obsahuji vela nulovych tdajov. Dobré
porovnanie tychto modelov je v [11]. Vo vSeobecnosti mdéze nula v diatach znamenat’
bud’ skuto¢nu 0-ovd nameranad hodnotu, alebo nenamerand hodnotu.
e Ako priklad ndm modze slazit’ pocet deti Zeny. Bud’ mala O deti, lebo bola
neplodnd, alebo mala O deti, lebo sa tak rozhodla.
¢ Iny priklad je modelovanie poctu chytenych ryb detmi, ktoré sa na vylete
snazili chytat’ ryby na r6znych miestach v roznych podmienkach. Nie vSetky

deti sa vSak do chytania ryb zapojili.
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Tieto modely sa potom odhaduji pomocou dvoch rovnic, jednou pre pocet udalosti
vratane nuly a druhou pre neuskuto¢nitel'né udalosti - nadbyto¢né nuly.

V tomto modeli sa dopliia este jedna bindrna premenn4 ¢, pomdahajiica vysvetlit' 0-ové
pocty udalosti:

0 akc=1
vy akc=0

Ak pravdepodobnost, Ze ¢ =1 ozna¢ime ako @, tak rozdelenie pravdepodobnosti Y
modze byt napisané ako
Py =y)=wd+(1-o)g(y). y=0.12....

lak y=0

a g(y) je pravdepodobnost’ bezného Poissonovho, alebo
Oak y=12,...

kde d:{

negativne binomického rozdelenia.

Na vysSie spominanom priklade s rybami by sme v prvom kroku modelovali
pravdepodobnost’, Ze diet'a nechyti rybu. Pre ostatné deti potom pouZijeme Poissonovo
rozdelenie (v ktorom tiez mdézu vzniknit nejaké nuly, ak dieta sice chytat’ bude, ale

nepodari sa mu chytit’ Ziadnu).

2.5 Dalsie modely

Stru¢ne spomenieme niektoré d’alSie typy modelov:
¢ Model, kde sa kombinuji dva modely a to pocet nulovych udalosti a kladny
pocet udalosti s Poissonovym, geometrickym, alebo negativne binomickym
rozdelenim.
e Poissonov, alebo negativne binomicky model, kde sa z dit vyberi nulové
hodnoty.
¢ Kirizeny model, ktory vznikaju zloZitejSim spajanim a parametrizaciou modelu

.....

Podrobnosti sa daji ndjst’ v [4].
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3 Poissonov regresny model

Poissonov regresny model je zdkladny model pre modelovanie poctu udalosti, rovnako
ako vSeobecny linedrny regresny model pre modelovanie redlnych spojitych dat.
Vlastnosti modelu, problémy a niektoré z prikladov vychadzaji opiat’ od Wienkelmana
[5]. Prvykrit sa model spomina v roku 1982 Gilbertom [12], neskér ho podrobnejsie
rozvinuli Cameron a Trivedi v roku 1986 [8]. Model dostal meno podla zdkladného
predpokladu a to, Ze skimand velicina ma Poissonovo rozdelenie. Pre svoju relativnu
jednoduchost’, pri ktorej si zachovdva robustnost’, je zdroven aj najpouzivanejSim

modelom pri modelovani poc¢tu udalosti.

Poissonova regresia vychddza z toho, Ze zdvisld celo¢iselna a kladnd premennd Y ma
Poissonovo rozdelenie. M4 jeden parameter A, ktory je strednou hodnotou a taktieZ
disperziou rozdelenia skimanej premennej. Logaritmus ocakdvanej hodnoty je
modelovany ako linedrna kombindcia nezndmych parametrov. Tento model je tiezZ
niekedy zndmy pod menom log-linedrny model [13].
Uved’'me niekol’ko prikladov konkrétneho pouzitia Poissonovej regresie
e McCullagh a Nelder [14] pozorovali nehody urcitych lodi spdsobené vinami na
zdklade dat poistovacej spolocnosti. Modelovali pocet nehdd odhliadnuc od
stupiia a rozsahu poskodenia.
e Svédska $tidia vroku 2005 [15], ktorej sa podrobnejsie venujeme dalej
modelovala pocet imrti ndsledkom dopravnych nehod za rok na zdklade dat
o obyvateloch a cestnej premavky z rokov 1986-2004 a predpovedali modelom
pocet umrti v roku 2007.
e Modelovanie poétu narodenych deti na FidZi zdvisiaci od diZky trvania

manzelstva, miestu bydliska a vzdelania matky (vid’ [16]).

3.1 Formulacia a specifikacia

Model Poissonovej regresie sa vztahuje pravdepodobnostné rozdelenie zavislej
premennej Y v zdvislosti od regresorov X. Nech kje polet regresorov (zvycajne
zahfnajic konsStantu), X je potom vektor dimenzie kX1. Nakoniec n je pocet
pozorovani v subore.

Standardny Poissonov regresny model pouZiva 3 nasledujice predpoklady:

14



Predpoklad 1 (Poissonovo rozdelenie): Predpokladame, Ze skimand premennd Y
ma Poissonovo rozdelenie. Pravdepodobnost’, Ze nastane y udalosti za jednotku

Casu, ak parameter rozdelenia je 4 >0, je potom

_Zy

e
PY=y)= - y=0,12,....
y!

Predpoklad 2 (logaritmickd forma): Parameter A sa dd vyjadrit v tvare
A=exp(x'B),

kde [ je kx1 vektor parametrov a x je kx1 vektor regresorov obsahujici

kon$tantu. To znamend, Ze logaritmus parametra A je linedrnou kombindciou

regresorov.

Predpoklad 3 (nezavislost’): Pozorovania (yl.,xl. ), i=1,...,n st nezavislé a

identicky rozdelené.

Hlavné vyhody tohto tvaru strednej hodnoty su (podl'a [5]):

Automaticky zachovava nezdporny rozsah zavislej premenne;j.

Poskytuje jednoduchu interpretdciu koeficientov v zmysle semi-elasticity — aky
percentudlny vplyv md zmena jednej nezdvislej premenne, pri zafixovani
ostatnych premennych, na odhad E (Y) . A,

Ako uvidime neskor, vedie k jednoduchym vypoctom funkcie vierohodnosti

a odhadovaniu parametrov.

Existuju vSak aj pripady, kedy takyto model nie je vhodny. Opat’ podla [5] uvedieme

niekol’ko takychto situdcii:

Nepozorovana  heterogenita dat. Hodnoty  regresorov Xyseees Xy

prostrednictvom funkcie A =exp(x’3) uréuji intenzitu, sakou sa udalosti
objavia. Ak by v modeli bola eSte nejakd d’alSia premennd ovplyviiujica
intenzitu, ktord by sme vSak nevedeli pozorovat, cCelili by sme problému
s nepozorovanou heterogenitou dat.

Chyba merania. Najprirodzenej$im pohl'adom a modelovanim chyby merania
je vychadzat’ z inej premennej odvodenej od x a to napriklad z =x+¢&, kde sa o
nahodnej premennej £ predpokladd, Ze je nezavisla od x, mé stredni hodnotu 0

a kovarian¢nou maticou Q. Guo aLi [17] dobre popisali dosledky takéhoto
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nastavenia. Zistili, Ze takto upravend premennd znie je velmi vhodnd pre
Poissonovu regresiu a nardsa konzistentnost’ modelu.

e Zavislost. Povodny model predpokladd o jednotlivych pozorovaniach, Ze su
nezdvislé. V realite sa ale Casto stiva, Ze tento predpoklad je naruseny,
napriklad v pripade ¢asovych radov, ked’ hodnoty premennych v Case nie su
nezévislé. D4 sa to rieSit’ pomocou modelovania samotného procesu zavislosti.

e Model je zostaveny iba z Casti skuto¢nych dat. Stava sa to napriklad vtedy, ak
y" je celkovy pocet udalosti (ktory nepozndme) a y nahldseny pocet udalosti.

Toto nenahldsenie moZe vznikat' z r6znych dévodov (ndhodné nenahldsenie,
logistické nenahlasenie a podmienené nenahldsenie).

e Podobne ako v kapitole o pravdepodobnostnych rozdeleniach moZe byt

.....

.....

Nebudeme sa venovat vSetkym tymto problémom a potrebnym modifikdcidam

Poissonovho modelu. V nasej prici sa budeme venovat’ otdzke disperzie.
3.2 Odhadovanie parametrov

3.2.1 Vypocet odhadov parametrov
Najskor vysvetlime princip metédy maximalnej vierohodnosti (pozri napr. [18]).
Majme n pozorovani, ktoré chceme modelom vysvetlit. Pre idaje typu (y,.,xi ), kde y

je vysvetlovana premennd, x je vektor regresorov a [ je vektor parametrov, zdruZena
funkcia hustoty bude sucin jednotlivych podmienenych hustdt (v spojitom pripade),

resp. pravdepodobnosti (v diskrétnom pripade) — tu oznacujeme obe symbolom f( y)

X X, ):ﬁf(yi\xi;,b’).

Této funkcia sa oznacuje ako funkcia vierohodnosti (likelihood function) a piSe sa
L=L(B:y,s..0.y, XX, ),

teda chapeme ju ako funkciu parametrov [ .

f(yl,---,yn

Potom odhad met6dou maximélnej vierohodnosti bude argument maxima tejto funkcie,

.
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B=argmaxL(,B;yl,...,yn,xl,...xn).
Pre zjednodusSenie vypoctu sa tento sucin zjednodusuje logaritmickou transformaciou
(zachovava argument maxima) na logaritmicki funkciu vierohodnosti (log-likelihood
function) ¢ =1log L. Tato transformacia zdrovenl umoZiiuje vyuZitie centralnej limitnej
vety pri skimani vlastnosti ziskaného odhadu. V pripade Poissonovho regresného

modelu bude (pozri [5])

(p:¥.3) =10 [ ] P %, B)=

) = Z log P(
i=1
=3 —exp(f)+ 3,5, f-log ;!

Hodnota [, pre ktort sa nadobtida maximum (ozna¢ime ju ,B ) sa vyréata klasickou
prvou derivaciou funkcie £, poloZenou do rovnosti s nulou. V Poissonovom regresnom
modeli, tak ziskame k derivacii prislichajice k jednotlivym f,,f,,..., B, . Tieto
hodnoty S, budeme mat’ v jednom vektore oznaovanom ako gradient, alebo skdre.

Tento vektor derivacii vyratame ako

5,(By.x)= Wy’ z[y, —exp(eB)]x

kde n je pocet idajov. RieSime teda rovnicu

s, (,3; v, x) =0.
Na tomto mieste si eSte oznac¢me rezidud i, ako rozdiel predpovedanych hodnot od
nameranych a to i, =y, —E(yi|xi)= y; —exp(x;,[a’).

V ziskanom systéme rovnic pre vektor s, dalej podla podmienok prvého rddu pre

n
ndjdenie maxima pre konStantné x, musi platit’ Z i, =0 a pre nekonstantné regresory
i=1

n
podmienky ortogonality Zﬁix ;=0 j=2,...k.

i=1
Pre overenie, ¢i sme naozaj ziskali maximum potrebujeme zritat’ aj druhd derivéaciu
funkcie vierohodnosti /. T4to druhd derivdcia ndm dad Hessidn

ML SRR
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ktory je zdporne definitny pre vSetky hodnoty A. Funkcia / je teda konkdvna a tak

plati, Ze ziskany odhad ﬁ’ je skutoéne maximom vierohodnostnej funkcie.

3.2.2 Vlastnosti odhadov

N

Vlastnosti odhadu S si sumarizované v nasledujicom konvergenénom vztahu, ktory

formulovali a dokdzali pomocou centrdlnej limitnej vety Amemiya [19] a Cramer [20]
N 1
Jn(B- B} Nlo.1(8)™).

kde —4— je konvergencia podl'a distribicie a Fisherova informa¢nd matica / (ﬂ ) je

rovnd zdpornej ocakdvanej strednej hodnote Hessidnu zaloZzenom na pozorovaniach

s pouzitim skuto¢ného parametru

16)- —E{—yg% Z;,’“)L .

Odhad metédou maximalnej vierohodnosti je asymptoticky nevychyleny, lebo
rozdelenie, ku ktorej konverguje je centralizované na skuto¢nd hodnotu parametru £ .
Odhad je dalej asymptoticky efektivny, ked’Ze jeho disperzia je rovnd inverznej
Fisherovej informacii, teda Cramér-Raovej dolnej hranici pre nevychyleny odhad.

Kedze tieto asymptotické vlastnosti v striktnom zmysle platia len pre nekonecné

vzorky dat, v praxi sa Casto predpokladd, Ze platia len priblizne. Priblizny odhad
distribucie ,[3’ je dany vzt'ahom

B-N(BLn(B]").
Medzi d’alSie dolezité vlastnosti odhadu patri aj robustnost’. Plati, Ze odhad pre S je

konzistentny pokial' strednd hodnota A je dobre vysvetlend, aj ked predpoklad

Poissonovho rozdelenia nie je splneny [4].

3.2.3 Odhad kovarianénej matice

Pre vytvorenie kovarian¢nej matice potrebujeme najprv zritat Fisherovu informacénui
maticu I(/3), ktord zdvisi na nezndmom S . Jeho hodnota je v principe neznima, preto
modzeme spravit’ iba odhad varian¢nej matice.

Ako sme uviedli, 7(f) sa rovni zdpornej oGakdvanej strednej hodnote Hessidnu

zaloZenom na pozorovaniach a f. UZ sme ukdzali ako vyrdtat’ Hessidn. M6Zeme ho
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teda pouzit pre vypocet I (B), t. j. aproximdicie Fisherovej informagnej matice.

Vieobecne pouziteny odhad varianénej matice pouZitim vztahu I(8)=-nH (,[3) je
A A ~A\F1
Var(p)={m, (8]

3.3 Testovanie hypotéz

Ked’Zze odhadujeme Poissonov regresny model metédou maximdlnej vierohodnosti, na
testovanie hypotéz moézeme pouzit' niektory z troch Standardnych testov — test
pomerom vierohodnosti, Waldov test a test Lagrangeovych multiplikdtorov (LM test).
Priklady hypotéz, ktoré moZe byt zaujimavé testovat’ si rozne linedrne a nelinedrne
hypotézy o parametroch, alebo Poissonovo verzus nejaké iné vSeobecnejSie rozdelenie,
pripadne negativne binomické rozdelenie. Niektoré testy popiSeme dalej. Priklady

mnohych inych testov si zhrnuté v [21].

Uvazujme hypotézu, ktord predstavuje platnost’ restringovaného modelu. Nech @r je

hodnota funkcie vierohodnosti vyrdtand pre reStringovany model a % je hodnota

povodnej funkcie vierohodnosti anech kje pocet reStrikcii. Test pomerom

vierohodnosti je zaloZeny na porovnani tychto dvoch hodnét. Ak plati H,, teda
reStrikcia je spravna, je Statistika

tr=-2,-7,)-~ Xioy-
kde ;((Zk) je chi-kvadrat rozdelenie s k stupniami volnosti. Ak hodnota LR prekroci

stanovenu kritickd hodnotu, zamietame nulovi hypotézu (podl'a [1]). Nevyhodou tohto
testu je, Ze vyzaduje pripravit zvlast dva odhady a modely, ktoré sa potom

porovnavaju.

LM test (test Lagrangeovymi multiplikdtormi) na rozdiel od predchddzajiceho a aj
Waldovho testu nevyZaduje rétat’ alternativny model. Je zndmy aj pod menom skére
test, lebo vyuziva vektor skore, t. j. vektor prvych derivacii logaritmickej funkcie

vierohodnosti. Majme  log(L,) ako logaritmicki funkciu  vierohodnosti

neresStringovaného modelu. Potom 6, je rieSenim podmienok prvého radu
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alog(Lu)| _8€u| _0
0 |, 90|,

u u

Ak do tohto vektora skoére dosadime odhad reStringovaného modelu 6, tak
nedostaneme presne nulovy vektor. Ak ale hypotéza o reStringovanom modeli plati,

nemal by byt od nulového vektora ,,prili§ vzdialeny“. Hypotézu H, zamietame ak je

hodnota skoére ,,d’aleko* od nuly. Formalne (vid’ [1]) pri & reStrikcidch

(28] o (28]

V suvislosti s Poissonovou regresiou uvedme zaujimavy priklad LM testu. Je nim
jednoduchy test, ktorym vieme po odhadnuti Poissonovej regresie testovat, ¢i by nebol
vhodnejsi nejaky vSeobecnejsi model na modelovanie vacsej disperzie (podla [1] a [8]).
Pre dobré porovnanie Poissonovho verzus negativne binomického modelu slizi LM

Statistika

Véhy w, zavisia na predpokladanom alternativnom rozdeleni. Pre negativne binomicky

model budi vdhy rovné 1. Nasledovne potom Statistika pre tento model bude

jednoducho v tvare

’ —)\2
= ee=ny)"
2477

Hlavnd vyhoda tohto testu je, Ze staci odhadnit’ iba Poissonov model. Ak plati
hypotéza, Ze data maju Poissonovo rozdelenie, LM Statistika ma chi-kvadrét rozdelenie

s 1 stupiiom vol'nosti.

Test dobrej zhody vo vSeobecnosti porovndva Poissonov model so skuto¢nymi
hodnotami (nakol’ko dobre ich model popisuje), respektive s jednoduchym modelom -
strednou hodnotou (¢i je prinos modelu v porovnani s takymto jednoduchym modelom
dostatocne vel’ky).

Jeden mozny pristup vychadza z Pearsonovej Statistiky
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Motivaciou zostavenia takejto Statistiky je rovnost’ (pozri [1])

E|:i(yi _/11')2//11] = iE[(yi _ﬂ’i)z/;ii]: iﬂiE[(y, _/1[)2]:

i=1

.....

nepozname, mame k dispozicii len odhad. Preto je P porovnavané s n—k, kde k je
pocet odhadovanych parametrov (pozri [1]). Ak P prekro¢i kritickd hodnotu g~ ,

rozdelenia, hypotézu o vhodnosti Poissonovho modelu zamietame.

Cameron a Windmeijer (vid' [22]) rozoberali pouZitie pseudo R® na uréenie dobrej
zhody v ramci tried modelov poctu udalosti. V pripade Poissonovej regresie nie je taky
priamod&iary predpis R’ ako pre linedrny model. V knihe [1] sa uvddza niekolko
moznosti, nie vSetky vSak maji vlastnosti, ktoré by sme od takejto miery kvality

modelu ocakavali. Prikladom moZe byt

Tento odhad ma dobrd vlastnost’, Ze porovnava odhad modelu s modelom zaloZenom
len na konstantnom ¢lene. Nevyhodou je jeho moZnost’ zdpornej hodnoty a klesanie ak
vynechdme v modeli nejakd premennd (porovnaj [1]). Lepsi pristup (podla [24]) je

>l 0gld 75)-(y, -4

2 _ =l
R; =

>y, logl(y, /5)
i=1
Vieme vSak, Ze ak Poissonov model obsahuje konsStantny ¢len, sucet rezidui je nulovy

(vid kapitola 3.2.1 ). Teda scitanec Z (yi — /ii ) je nulovy a zostane

i=1
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>y, logld /3)
R2 — =1 .
Zyi log(yi /y)
i=l
D4 sa dokazat’ (pozri [1]), Ze odhad je ohraniceny nulou a jednotkou a rastie s poctom

pridanych regresorov do modelu.

Pre d’alSie testovanie modelov existuje eSte Sirokd paleta d’alSich nastrojov. Napriklad
aj simuldcie Monte-Carlo, Vuongov, ¢i Hausmanov test. PodrobnejSie su tieto aj
predtym uvedené testy rozobraté takmer vo vSetkych knihdch venujucich sa

ekonometrickym odhadom a modelom, napriklad [23],[24] a [25].
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4 Poissonov regresny model v softvéri R

Pre spominané modely existuje Sirokd paleta ndstrojov a programov, v ktorych sa
relativne jednoducho daju zratat’. Podstatnd Cast’ prace potom zdleZi na pozorovatel'ovi,
ktory musi vediet’ spravne ziskané vysledky vysvetlit’ a interpretovat’. NajrozsSirenejSim
a zdroven najdostupnejSim programom pre tieto modely je softvér R, v ktorom sme aj
my naSe modely.

Ked’Zze tento program je vol'ne dostupny a na jeho vyvoji sa neustdle pracuje, pontka
Sirokud paletu pridavnych balikov a funkcii, ktoré vedia efektivne zratat’ vSetky vysSie
spominané modely a testy. V nasledujuicej ¢asti uvedieme len tie jednoduchsie priklady
modelov a simulécii spomenuté v publikécii o pouZzivani programu R na modelovanie

postu udalosti Achimom Zeileisom (vid’ [12]).

4.1 Priprava dat

Pouzitie softvéru R vysvetlime na konkrétnom priklade. Budeme pracovat’ s ddtami z
[24]. Samotné data si vriadku oddelené ciarkami (pozor na desatinné ciarky,
respektive nastavenie rozhrania v R) v sibore s koncovkou ,,.csv*. V prvom riadku su

nazvy premennych, tiezZ oddelené ¢iarkami. Vid’ obrazok 4.

AN FEENN= RENEA- N -
W21 - i

A | B | ¢ | D
id,skola,ch,mat,umen.dniBol.dniChyb
1001,1,1,56.95583 42 45086,73 4
1002,1,1,37.09416 46 8205973 4
1003,1,0,32 27546 43 56657 76,2
1004,1,0,29.05672 43.56657,74,3
1005,1,0,6.745048,27 24847 73,3

O e | L D —

obrazok 4: UkdZzka pripravenych dat

Pre nacitanie dit pouZijeme tieto prikazy:

p<-read.table("K:/BAKALARKA/chybanie/chybanie.csv", sep=",", header = TRUE)

attach(p)

names(p)
Prikaz attach() vytvori vektory veli¢in podl'a ndzvov v prvom riadku. Pomocou prikazu
names() si zobrazime aké nazvy premennych mame v datach. PouZitim kniZnice fields
(inicializujeme ju prikazom library(fields)) a prikazom stats() mdzeme ziskat’ zakladny

prehl'ad o modelovanych datach. Vystup je zobrazeny na obrazku 5.
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> stats(p)

id skola ch mat umen dniBol dniChyb
H 316.0000 316.000000 316.0000000 316.000000 316.000000 316.00000 316.000000
mean 1576.3386 1.496835 0.4873418 48.751011 50.063794 74.65823 5.810127
S5td.Dev. 502.3638 0.500783 0.5006325 17.880756 17.939211 11.46743 7.445003
min 1001.0000 1.000000 0.0000000 1.007114 1.007114 13.00000 0.000000
Q1 1079.7500 1.000000 0.0000000 37.725360 40.150260 70.00000 1.000000
median 1158.5000 1.000000 0.0000000 48.943760 50.000000 76.00000 3.000000
Q3 2078.2500 2.000000 1.0000000 61.043880 61.043880 B84.00000 g.000000
max 2157.0000 2.000000 1.0000000 98.992890 98.992890 86.00000 45.000000
missing values 0.0000 0.000000 0.0000000 0.000000 0.000000 0.00000 0.000000

1

obrazok 5: Vystup nacitanych dét a zdkladné charakteristiky dat
Pred vytvaranim modelu je potrebné vysvetlit premenné, ktoré chceme pouZzit
v modeli. Z dat, ktoré mame k dispozicii, nds zaujimajui (pre modelovanie dniChyb):
dniChyb ~ pocet dni za rok, kedy Ziak chybal,
ch ~ ,,dummy* premennd urcujica pohlavie Ziaka (0 znaci dievca, 1 chlapca),
mat ~ udéva pocet bodov vo vstupnom teste z matematiky

umen ~ udava pocet bodov vo vstupnom teste z umenia

4.2 Modelovanie

Na zaciatku si musime uvedomit’ akd funkciondlnu formu ma model mat'.

Poissonov regresny model méd exponencidlny tvar A=exp(x’8)= P teda
In(A)=x'8.

Aby sme mohli tento model v R odhadnit’, potrebujem vymenovat premenné, ktoré

tvoria vektor x.
Preto napriklad model v tvare dniChyb = axb™ xc"™" xd" zapiseme ako
In(dniChyb) ~ Ina + mat xInb + umenxIna + chxInd .
Ak oznacime
In(dniChyb) ~ B, + B, x mat + 3, xumen + B, x ch,
koeficienty modelu teda budd
a=e”, b=e?, c=e, d=e".
Model odhadnem pomocou funkcie glm(). Vstupny prikaz pre vytvorenie Poissonovho
modelu ,,m1°“ bude
ml<—glm(dniChyb~ I +mat+Inumen+ch, family=poisson),
kde ,.dniChyb* je néazov zavislej premennej a ,mat“, ,umen* a ,ch* si ndzvy
nezavislych premennych, teda vektor regresorov x vo vSeobecnej formulacii modelu.
Pre zobrazenie vysledkov modelu sa pouZzije prikaz summary() poskytujici zdkladné

charakteristiky modelu — odhady koeficientov, ich signifikantnost’ a d’alSie Statistiky.
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> summary (ml)

Call:
glm(formula = dniChyvb ~ 1 + mat 4+ lnumen + ch, family = poi=zszon)

Deviance Residuals:
Min 10 Median R Max
-3.9579 -Z2.5939 -1.1073 0.8308 11.6659

Coefficients:

Eztimate 5td. Error z walue Pri>|z|)
{Intercept) 2Z.804379 0.123401 22.728 <« Ze-lg **=*
mat -0.0093593 0.0015%9 -5.873 4.28e-09 #**=*
lnumen -0.118063 0.035104 -3.019 O0.00253 **
ch -0.360073 0.047977 -7.505 6.13e-14 ##=

Signif. codes: 0§ “***f 0,001 ***f Q.01 **f 0.0 *.* 0.1 ** 1
(Disper=sion parameter for poisson family taken to be 1)
Hull deviance: 2409.8 on 315 degrees of freedom

BEezidual dewviance: 2269.5 on 312 degrees of freedom
BTC: 3138.9

Number of Fisher Scoring iterations: 6

obrazok 6: Vystup z R pre priklad Poissonovho modelu

Na obrizku 6 vidiet' hodnoty vyratanych koeficientov v stipci ,,Estimate* ako hodnoty

uz spominanych koeficientov p,,p,,/,,;. Podla kédov signifikancie vidime, Ze

vSetky koeficienty si v tomto priklade vyznamné, menej hviezdiciek znaci 0,1%, 1%
a 5% hladinu vyznamnosti. Pre samostatné zobrazenie koeficientov slizi prikaz print().
Predpovedané hodnoty mdZeme ziskat' pomocou prikazu predict():

fitted<-predict(ml, type="response").
Ak chceme s tymito hodnotami d’alej pracovat’ v inom softvéri, data sa daji exportovat’
pomocou prikazu write():

write(round(fitted), file="K:/BAKALARKA/data.csv", ncolumns=1).

4.3 Negativhe binomicky model

Tento model uvddzame ako hlavni alternativu k Poissonovmu modelu. PouZzije sa ak
sme vyvratili hypotézu o rovnosti disperzie so strednou hodnotou. Pri zadavani modelu
pouZzijeme prikaz z kniznice MASS a to glm.nb(). Tento model ndm zrita koeficienty
taktiez v logaritmickej forme a navySe pridd hodnotu d’alSieho parametra € pre lepsi

odhad disperzie. Vztah medzi disperziou a odhadnutym parametrom &, podla tohto
. [EV) ... .
modelu v programe R, je D(Y)= E(Y)+T, vid’ kapitola 2.2.3.

Model, bude vyzerat’ rovnako ako pri Poissonovom modeli, vyrobime ho prikazom

m2<-glm.nb(dniChyb~1+mat+Inumen+ch, link="log").
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Vystup tohto konkrétneho modelu je potom na obriazku 8. Odhad pre parameter €
vysiel 0,7627, o déva, pri E(dniChyb)=5,810127, D(dniChyb)=50,07075 . Zarovei

nam vysiel koeficient pri premennej ,,mat* ako nesignifikantny.

> summary (m2)

Call:
glm.nbk (formula =
inic.theta = 0.7626734251)
Deviance Residuals:
Min 1Q
-2.0347 -1.0607

Median
-0.4424

3Q
0.3273

Coefficients:

Estimate S5td.
{Intercept) 3.1291405 0.
mat -0.006471 0.004710
lnumen -0.23578% 0.135135
ch -0.405053 0.139323

Error z

Signif. codes: O '®¥**f 0,001

vEwRL 0

(Dispersion parameter for Negative

373.71
356.90

Null deviance:
Residual dewviance:
AIC: 1776.1

on 315
on 312

Humber of Fisher Scoring iterations:

Theta: 0.76&627
5td. Err.: 0.0725
2 x log-likelihood: -1766.1420

wvalue
444286 7.
-1.
-1.

-2.

dniChyb ~ 1 + mat 4+ lnumen + ch,

Max

3.0404

Pr

043 1.

LO1 vEr

Binomial (0.

degrees of
degrees of

1

88e-12
374 0.
745 0.
907 0.

link = "log",

(=l=zl)

*w
16947
08100 .
00365 ==

Q.05 *.r 0.1 " 1

T627) family taken to be 1)

freedom
freedom

obrdzok 7: Vystup z R pre priklad negativne binomického modelu

Odhady modelovanej premennej mdéZeme vyvolat’ tym istym prikazom predict().

Hodnoty pravdepodobnosti si mdéZeme zobrazit’ prikazom hist(predict(m2), col="grey",

freq=FALSE)). Atribat ,freq=FALSE“ nadm zobrazi pravdepodobnosti, inak by

zobrazilo pocetnost’. Na obrazku 8 je porovnanie pravdepodobnosti dvoch vysSie

popisanych modelov.
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obrazok 8: Porovnanie pravdepodobnosti Poissonovho a negativne binomického modelu

26



5 Model poctu umrti nasledkom dopravnych nehéd vo
Svédsku

V nasledujiicej cCasti sa budeme venovat konkrétnej analyze vybranych Ccasti zo
Statistiky nehdd a dopravy ainych sdvisiacich vplyvov vo Svédsku,“ ktord bola
publikovand v roku 2005 (vid' [16]). Stidia sa venuje kompletnej analyze dmrti

nasledkom dopravnych nehod po rok 2004.

5.1 Svédska studia

Publikdcia najskor predklada Statistické data z obdobia rokov 1950 az 2004. V tejto
Casti sa venuje poctom obyvatelov, umrti, narodeni, dopravnych nehdd, udmrti
nasledkom dopravnych nehdd, vplyvu prace na nehody a popisu dopravnych nariadeni
v tom obdobi. Stddia tieto ddaje porovniva na medzindrodnej, ako aj $kandindvskej
drovni.

Dalej sa §tidia venuje Statistickym trendom v rokoch 1996 az 2004. Tito Gast ma
hlavne vysvetl'ujici charakter, ktory ddva do stvisu spominané okolnosti. Pre toto
obdobie pontka udaje o umrtiach, r6znych typoch zraneni, ich ndsledkov a vplyvov
vzhl'adom na zabezpecenie policiou, firmami a zdravotnictvom. MoZno tu taktieZ ndjst’
udaje o pocte vozidiel, vodiov, ich zru€nosti, pouZivania bezpecnostnych opatreni,
vplyve alkoholu, rychlostnych limitov a bezpecnostnych opatreni. Smrtelné nehody
potom podla policajnych udajov porovndva k miere premavky, poctu aut, l'udi
a zraneni, tieZ sa venuje porovnaniu s inymi krajiny a mierou nehodovosti na 100 000
obyvatelov.

V tretej Casti sa Stidia venuje detailnému popisu vysSSie predloZenych Statistik.
Vysvetluje vplyvy policie, zdkonov a trendov dopravy s konkrétnym prepojenim na
spominané cisla. Su tu taktiez spomenuté zdkladné Statistické ukazovatele ako
priemernd nehodovost za mesiac, alebo percentudlne vplyvy pocasia, pripadne
vytazenost ciest, vek vozidiel. K zdveru je spomenutd predpoved’ vyvinu populdcie.
Klicovym prvkom tejto Casti je ,,Predpoved’ dmrti ndsledkom dopravnych nehod pre
rok 2007, ktord budeme d’alej analyzovat'.

V poslednej kapitole Stiudie st spomenuté vSetky d’alSie dopravné Statistiky a dodatky,

ktoré boli pouzité pri analyze dat, ako i vSetky podkladové data.
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5.2 Modelovanie poc¢tu umrti nasledkom nehody podla studie

V prvych dvoch castiach tejto kapitoly popiSeme modely Stidie [16] anavrhnuté
predikcie pomocou nich ziskané. Stidia za zamerala na predikciu pre rok 2007, ktory
bol vrcholnym obdobim strednodobého planu zniZit pocet umrti ndsledkom
dopravnych nehdd pod hranicu 360. Na nasledujicich riadkoch bude citovana
predpoved’ zo Stadie. Uvedené grafy sme taktieZ ziskali vlastnymi vypoctami, ktoré

nasledne vysvetlime.

5.2.1 Pouzité premenné

Pre modelovanie poc¢tu umrti ndsledkom dopravnych nehod boli pouzité tieto premenné
a udaje:

Mrtvy ~ pocet umrti spésobenych dopravnymi nehodami za rok,

Rok ~ premenna pre potreby modelu, ocislovanie poradia rokov zac¢inajic 1-kou pre

rok 1986 a konciac 22 pre rok 2007,

Prem ~ poéet miliénov najazdenych km vozidlami vo Svédsku za rok,

Ludi ~ po&et obyvatel'ov Svédska na konci roka,

Aut ~ pocet dut vo Svédsku na konci roka.

Vyvin tychto premennych je sumdrne zhrnuty v obrazku 9:

Pocet umrti . Pocet najazdenych km
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obrazok 9: Vyvin premennych zo Stidie
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5.2.2 Odhad modelov a vypocet predikcii pre rok 2007

Vsetky modely maju tvar:
Ocakdvany pocet mitvych = axb™ x Prem °,
kde Rok je rovny 1,2,3,... a Prem je miera premavky — pocet 1 000 000 najazdenych

kilometrov. Modely budeme odhadovat’ pomocou Poissonovej regresie.

Model |

Model I bol vytvoreny na zdklade dat z obdobia rokov 1986 az 2004, a pre predpoved’
po rok 2007 bola predpokladana zvySend miera premavky o 1% rocne.

Vystup odhadovaného modelu je na obrazku 10:

[+ summary (ml)

Call:
glm(formmla = Mrtvy ~ 1 + Rok + 1lnPrem, family = poisson)

Deviance Residuals:
HMin 10 Median 30 HMa=x
F3.37506 -1.15446 0.08351 1.37046 3.87050

Coefficients:

Eztimate 5td. Error z wvalue Pr(>|z|)
(Intercept) -16.87152 3.49782 -4.824 1.4le-06 #***
Rok -0.06336 0.00454 -13.955 <« 2e-1lg #***
lnPrem 2.15535 0.31870 6.763 1.35e-11 ##*=*

Bignif. codes: 0 **#%=&rf Q0 001 *#**f Q.01 **f Q.05 *." 0.1 ** 1
(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)
Hull deviance: 546.248 on 18 degrees of freedom

Eesidual deviance: 73.515 on 16 degrees of freedom
BRIC: 236.58

Humber of Fisher Scoring iterations: 4

obrazok 10: Vystup z R pre Model I

Vsetky koeficienty vysli signifikantné. OCakdvany pocet mftvych je teda:

-16,87192 —0,06336 XxRok 2,15535

Ocakdvany pocet mrtvych = e Xe X Prem ,

kde uZ je rovnica v tvare podl'a kapitoly 4.2.

Pre vypocet predpovede po rok 2007 bola predpokladand zvySend miera premdvky
0 1% rocne. Grafické porovnanie predpovedi s redlnymi poctami, ako aj predpovede

pre niekol'’ko nasledujicich rokov st na obrazku 11.
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obrazok 11: Porovnanie reality a Modelu I s predpovedou po rok 2007

Ako vidno na obrdzku 11, skutocné pocty boli vrokoch 1994-1998 nizZSie ako

ocakdvané (predpovedané). V roku 1999 sa trend zmenil a potom boli pocty vysSie ako

oCakdvané. Po dosadeni predpokladanej miery premavky (rasticej kazdoro¢ne o 1%)

v roku 2007 na trovni 78418 dostaneme rovnicu

Ocakdvany pocet mitvych = e '*%""%% x e 7003 22 5 78418>1>°%

Vysledkom je 413 predpokladanych dmrti nasledkom dopravnych nehdd.

Model Il

Model II bol vytvoreny len na zdklade trendu pocas rokov 1986 az 1998.

Vystup odhadovaného modelu je na obrazku 12:

> ummary [ms)

Call:
glm(formmla = Mrtvy ~ 1 4+ Rok 4+ 1lnPrem, family = poisson)

Deviance Residuals:
Min 10 Median 30 Ma=x
-1.8205 -1.2742 0.1285 1.1328 2.15921

Coefficients:

Eztimate 5td. Error z wvalue Pr(>|z]|)
(Intercept) -14.53541¢6 3.547481 -4.097 4.18e-05 #==
Rok -0.077348 0.005034 -15.366 <« Ze-lg **¥
1nPrem 1.8950180 0.323141 6.035 1.59e-09 #*¥*%

Signif. codes: 0 Ye&®&F 0 001 Ye*f 0, 01 *f 0,05 *.' 0.1

(Disper=zion parameter for poiszon family taken to be 1)
Hull deviance: 391.958 on 12 degrees of freedom

Rezidual deviance: 21.134 on 10 degreezs of freedom

ATC: 135.52

HNumber of Fisher Scoring iterations: 3

N

r

1

obrdzok 12: Vystup z R pre Model II
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Aj pre model II, ktory vychddzal iba z ddajov zrokov 1986 az 1998 vysli vSetky

koeficienty opit’ signifikantné a preto ma Model II tvar

-14,535416 -0,07734 xRok 1,950180

Ocakdvany pocet mrtvych =e Xe X Prem
Pre vypocet predpovede po rok 2007 bola predpokladand zvySend miera premavky
0 1% ro¢ne. Grafické porovnanie predpovedi s redlnymi poctami, ako aj predpovede

pre niekol’ko nasledujuicich rokov si na obrazku 13:
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obrazok 13: Porovnanie reality a Modelu II s predpoved’ou po rok 2007
Po dosadeni predpokladanej miery premavky (rasticej kazdoro¢ne o 1%) v roku 2007

na urovni 78418 dostaneme rovnicu

Ocvakdvan)j poc‘,’et m},’.tvych — 6—14,535416 % 6—0,07734 x22 X78418 1,950180 )

Vysledkom predpovede je 413 umrti. Skuto¢né a predpovedané hodnoty sedia vel'mi
dobre pre celé obdobie rokov 1986 az 1998, ale pre roky 1999 az 2004 st uz skuto¢né

hodnoty znac¢ne vysSie ako predpovedané.

Model llI

Model III (rovnako ako Model 1) bol tieZ robeny z dat pre roky 1986-2004 a doplneny
ndsobiacim vylepSujicim faktorom (,,dummy* premennd pre roky 1999-2007).
,2Dummy* premennd mala pre roky 1986-1998 hodnotu d =0 a pre roky 1999-2007
hodnotu d =1. Ddévodom je lepSie vysvetlovanie poctu mftvych.

Vystup pre Model III z R je na obrdzku 14:
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Call:
glm(formmla = Mrtvy ~ 1 + Rok + 1lnPrem + d, family = poisson)

Deviance Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-2.1122 -1.0948 0.1873 0.8738 2.1093

Coefficients:
Eztimate 5td. Error z wvalue Pr(>|z]|)
(Intercept) -15.539675 3.470259 -4.478 T7.54e-0g #®=

Rok -0.077212 0.005016 -15.392 « 2e-lp #***
InPrem 2.040925 0.316187 6.455 1.08e-10 #***
d 0.238500 0.035276 6.761 1.3T7e-11 ##*%

Signif. codes: (O w##Ff 0 Q01 *%r g _Ql1 *wf Q.05 *.F 0.1 * * 1
(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)
Hull deviance: 546.248 on 18 degrees of freedom

Rezidual deviance: 27.492 on 15 degrees of freedom
ATC: 192.56

HNunber of Fisher Scoring iterations: 3

obrédzok 14: Vystup z R pre Model IIT

Aj v tomto modeli vysli vSetky koeficienty signifikantné a Model III m4 tvar

-15,539675 -0,077212  xRok 2,040822 0,238506 xd

Ocakdvany pocet mrtvych = e Xe X Prem Xe
Doplnujici faktor v tomto pripade ndsobi model pre roky 1999-2007 priblizne ¢islom
1,27.

Grafické porovnanie predpovedi s redlnymi poctami, ako aj predpovede pre niekol’ko

nasledujucich rokov st na obrazku 15:
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obrazok 15: Porovnanie reality a Modelu III s predpoved’ou po rok 2007
Ocakévana hodnota v roku 2007 (za predpokladu rastu premavky 1%, na drovni 78418

v roku 2007) ndm vysla 404.
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V tabulke 1 sd zhrnuté vysledky modelov a taktieZ aj pouZité premenné.

Rok Mrtvy | Model I | AT | ModelII | AII | Model IIT | A TIT
1986 844 736 108 799 45 789 55
1987 787 785 2 830 -43 823 -36
1988 813 824 -11 850 -37 847 -34
1989 904 865 39 870 34 872 32
1990 772 792 -20 788 -16 789 -17
1991 745 757 -12 741 4 743 2
1992 759 726 33 700 59 702 57
1993 632 651 -19 621 11 622 10
1994 545 627 -82 589 -44 590 -45
1995 531 613 -82 565 -34 568 -37
1996 508 581 -73 528 -20 531 -23
1997 507 549 -42 492 15 494 13
1998 492 528 -36 465 27 468 24
1999 536 530 6 458 78 586 -50
2000 564 514 50 436 128 560 4
2001 551 497 54 415 136 533 18
2002 532 500 32 409 123 527 5
2003 529 489 40 393 136 507 22
2004 480 469 11 371 109 479 1
2005 450 350 453

2006 431 330 427

2007 413 311 404

tabul’ka 1: Ciselné porovnanie predpovedi modelov I, IT a III s realitou

5.2.3 Porovnanie predikcii s realitou

Podla $tatistik [26] meranych Eurépskou tniou bol vo Svédsku vyvin podtu dmrti

nasledkom nehdd relativne podobny, ako predpovedala Stidia.

550
Rok | Umrti | Model I | Model III
2003 | 529 489 507 500
2004 | 480 469 479 ”

| —_ .
2005 | 440 | 450 453 40 Umrti
2006 | 445 | 431 427 —&— Model I
2007 | 471 413 404 4007 —&— Model I1I
2008 | 397 396 381
2009 | 355 380 360 %07

300
2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010

tabul’ka 2: Data modelov I a III obrazok 16: Grafické porovnanie vyvinu trmti

Ako vidiet' na obrazku 16 hodnota z roku 2004 skimand Stddiou v roku 2004, ked
robili odhad na rok 2007 sa znevysvetlenych pri¢in vymykd predchddzajicemu
a nastavajucemu trendu. Pre vypocet Modelu I a III pre roky 2004 az 2009 sme

predpokladali rast dopravy o 1% rocne.
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5.3 Alternativne modely

Model IV

Pokisme sa ndjst’ iny model, vyskisame pouzit’ aj d’alSie relevantné premenné, ktoré
mame kdispozicii. Model bude mat tvar OCcakdvany pocet mrtvych
=axb™ x Prem ‘X Ludi® x Aut®. V tomto modeli vysli signifikantné iba koeficienty
pri Roku apocte LCudi. Ak by sme robili model v tvare Ocakdvany pocet mrtvych
=axb®™ xLudi‘ x Aut’, vyjdi ndm vsetky koeficienty uZ signifikantné a model m4

tvar:

46,343237 -0,053485 xRok . -5,546274 3,238902
X Ludi X Aut .

Ocakdvany pocet mrtvych =e Xe

Tento model vSak nie je dobre pouzitelny, lebo len tazko odovodnit’ negativny vplyv
rasticeho poctu l'udi (pri zafixovani ostatnych parametrov) na pokles poctu umrti

nasledkom nehod. Pre rovnaky dovod nie je pouZitelny ani model v tvare Ocakdvany

pocet mitvych = axb™ xLudi® x Prem® . Testovali sme aj ostatné kombin4cie, avsak

tie sa nedali pouZit’ z rovnakych, uZ spominanych, dovodov. Ako priklad majme model:
Ocakdvany pocet mitvych = axb"™ xPrem® x Ludi’ x D*

kde D je dummy premennd s hodnotou O pre roky 1986-1998 a1l pre 1999-2004.

Vystup tohto modelu je na obrazku 17:

Call:
glm(formula = Mrtvy ~ 1 4+ Rok + 1lnPrem + 1lnLudi + d, family = poisson)

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 30 Max
-1.7115 -1.0001 0.1450 0.7236 2.4386

Coefficients:

Eztimate 5td. Error z wvalue Pr(>|z])
[Intercept) 57.0266%9 38.55609 1.47% 0.13512
Rok -0.05496 0.01277T -4.304 1.68e-05 **%*
InFrem 2.15393 0.32120 6.706 2.00e-11 ***
InLudi -4.63062 Z2.45094 -1.885% 0.03885 .
d 0.15342 0.05705 2.689 0.0071a **

Signif. codes: 0 Y#%&%f 0_001 ‘Y*%*f 0,01 “#f g0.05 *.f 0.1 * r 1
(Disperzion parameter for poisson family taken to be 1)

on 18 degreezs of freedom

Null deviance: 54
2 on 14 degrees of freedom

Residual deviance:
ATC: 190.%9%9

Humber of Fisher Scoring iterations: 3

obrazok 17: ZIy priklad modelu

Tvar modelu s koeficientmi je:
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v . A v - - 57,02669 -0,05496 xRok 2,15393 - —4,63062 0,15342 D
Ocakdvany pocet imrti = e X e B X Prem X Ludi X e .

Podla obrazka 17 vidiet, Ze Cast premennych vySla nesignifikantnd a signifikantny
koeficient pri premennej ,.Ludi“ vysiel zdporny. Aj tento model je teda nevhodny.
Dospeli sme takto k takému istému zdveru ako Svédska Studia s Modelom III, na

zéklade ktorého predpovedali vyvin po rok 2007. Model III je preto najvhodne;jsi.

Model V

Pre tento model pouZijeme novsie ddta, bude vychadzat’ z idajov z rokov 1989-2009

a budeme sa nim snazit’ predpovedat’ pocet umrti v roku 2010. PouZijeme uz osvedceny
tvar Mrtvy = axb™ x Prem ‘xd”, kde D je ,dummy*“ premenni D=0 pre roky

1989-1998 a D =1 pre roky 1999-2009. Po vypocte bude mat’ model tvar

-29,487049 -0,085777 xRok 3,281921 0,174919 x D

Ocakdvany pocet mrtvych = e Xe X Prem Xe

Pre rok 2010 tak dostaneme hodnotu

-29,487049 -0,085777 22 3,281921 0,174919 1 .
e xe™ ¥ %79994> xe” =348

Ked’ budi skuto¢né déta k dispozicii, je moZné tito predpoved’ overit'.

5.4 Testovanie modelov

Existuje mnoho literatiry, ktord sa podrobne venuje testovaniu regresnych modelov
(vratane Poissonovho modelu) v softvéri R (napr. [27], [29], ). My sa tu budeme
venovat’ hlavne testovaniu hypotéz spomenutych v teoretickej Casti v kapitole 3.3.

Budeme testovat’ Modeli I a III.

e Pseudo R’. Tito hodnota uréuje celkovi kvalitu modelu. Cim je tito hodnota
blizsie k 1, tym lepSie, lebo to dokazuje, Ze modelovand veli€ina sa malo 1iSi od
skutoCnosti. Ak pridivame do modelu premennd, musi byt ndrast Statistiky
dostato¢ne vysoky. Hodnotu zratame ako

>y, 1ogld, /5)
R? = :
3y, log(y, /)

i=1

Pre Model I vysla hodnota 0,8654185, o je uz relativne blizko k jednotke. Pre
Model III vysla hodnota 0,9496716, ¢o je jemny ndrast.

¢ Test dobrej zhody. V tomto teste porovndvame Pearsonovu Statistiku Modelu I

s 5% kritickou hodnotou ;, (26,296). Statistiku vyritame ako
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o A

Pre Model I dostaneme vysoku hodnotu 73,18174, pre Model III mame hodnotu
27,42053, ktord porovndvame s 5% kritickou hodnotou }(125 (24,996), lebo tam
mame 4 parametre. Téato Statistika taktieZ vyvracia vhodnost’ Poissonovho
modelu pre tieto data.

e LM test Poissonovho rozdelenia. Hlavnym ciel'om je zistit’, ¢i je Poissonov
model vhodny. Ak nie, treba pouZit’ alternativu — negativne binomicky model.
Uvazujme hypotézu, Ze Poissonovo rozdelenie je spridvne. Potom spominand

LM Statistika:

’ —\2
o Lee—ny)
2144

nam d&, za predpokladu platnosti nulovej hypotézy, hodnotu s rozdelenim chi-
kvadrat s n—k stupnami volnosti. Pre Model I vysSla hodnota 180,4964. Tato
hodnota je daleko aj za 5% kritickou hodnotou y;. (26,296). Pre Model III
vysla 180,4987. Tito hodnotu sme vSak porovndvali s 5% kritickou hodnotou
X5 (24,996). ). N&§ predpoklad, Ze modelovany podet imrti md Poissonovo
rozdelenie je teda podl’a tychto testov v oboch modeloch nespravny.

Vysledky tychto testov st zhrnuté v tabulke 3 a 4.

pseudo R*2 | n-k 5% X 5_,( LM test verdikt Zhoda verdikt
Model 1 0,865 16 26,296 180,496 | zamietame | 73,182 |zamietame
tabul’ka 3: Vysledky testov pre Model I
pseudo R*2 | n-k 5% X 5_,( LM test verdikt Zhoda verdikt
Model 1 0,950 15 24,996 180,499 | zamietame | 27,421 |zamietame

tabul’ka 4: Vysledky testov pre Model III

Ako vidiet' v oboch pripadoch zamietame Poissonovo rozdelenie, t .j. ani jeden model

nie je vhodny pre Poissonovu regresiu.

5.5 Negativnhe binomicky model

KedZe LM test aj test dobrej zhody signalizovali nevhodnost predpokladu

o Poissonovom rozdeleni, spravime eSte Model IIIB, ktory predpokladd negativne
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binomické rozdelenie. PouZijeme data z rovnakého obdobia ako v pripade Modelu III
(t. j. z rokov 1986 az 2004) aby sme mohli porovnat’ vysledky tychto modelov.

Model IIIB ma taky isty tvar ako Model III.

Vystup z R so vSetkymi potrebnymi tidajmi pre Model IIIB je na obrazku 18:

Call:
glm.nb (formula = Mrevy ~ 1 + Rok + 1nPrem + d, init.theta = 1357.429066,
link = log)

Deviance Residuals:
Min hike] Median 30 Max
-1.7768 -0.8885 0.1512 0.7303 1.7062

Coefficients:
Estimate Std. Error z wvalue Pr(>|z|)

(Intercept) -15.58%06 4.34090 -3.591 0.000325 #*#*%*
Rok -0.0771& 0.00616 -12.526 <« 2e-1lg ***
lnPrem 2.04534 0.38551 5.171 2.32e-07 #*=
d 0.23814 0.04205 5.663 1.49e-08 =**

Signif. codes: 0 ***#%f 0,001 ‘#*f 0,01 “** 0.05 *.* 0.1 * " 1

(Dispersion parameter for Negative Binomial (1357.429) family taken to be 1)
Hull deviance: 369.246 on 18 degrees of freedom

RBesidual deviance: 18.558 on 15 degrees of freedom

ATIC: 192.86

Number of Fisher Scoring iterations: 1

Theta: 1357
5td. Err.: 1337

2 x log-likelihood: -183.856

obrazok 18: Vystup z R pre Model I1IB

Vsetky koeficienty vysli aj v tomto modeli signifikantné a model bude mat’ teda tvar

-15,58906 -0,07716 xRok 2,04534 0,23814 xd

Ocakdvany pocet mrtvych = e Xe X Prem Xe

Disperzie modelu pri odhadnutom parametri € =1357 je podla vztahu uvedeného

[633,210]

v kapitole 2.2 D(Mrtvy)=633,2105+ =928,6826.

V tabul’ke 5 je porovnanie vysledkov predpovedanych tmrti tychto modelov.

Rok 1986 | 1987 | 1988 | 1989 | 1990 | 1991 | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997
Model 111 789 | 823 | 847 | 872 | 789 | 743 | 702 | 622 [ 590 | 568 [ 531 | 494

Model IIIB | 788 | 823 | 847 | 872 | 788 | 743 | 702 | 622 [ 590 | 568 | 531 | 495
Rozdiel 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 -1
Rok 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009
Model 111 468 | 586 [ 560 | 533 | 527 | 507 | 479 | 453 | 427 | 404 | 381 | 360
Model IIIB | 468 587 560 533 527 507 479 | 453 | 428 404 | 382 361
Rozdiel 0 -1 0 0 0 0 0 0 -1 0 -1 -1
tabul’ka 5: Ciselné porovnanie Modelov III a IIIB

Oba modely teda takmer identicky predpovedaji vyvin poctu Umrti nasledkom

dopravnych nehod v obdobi rokov 1986 az 2009.
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Zaver

Ako sme videli, predlozené modely poctu udalosti, resp. Poissonov regresny model ma
skuto¢ne adekviatne a relativne pravdivé uplatnenie v praxi. Konkrétny priklad Svédske;j
Studie je taktiezZ vysledok ich ddsledného sledovania dopravnej situdcie a celkového
prehl’adu o problematike. Takéto schopné institicie, ktoré verejne informuji o svojej

dokladnej praci ndm modzu byt vzorom.

Vd’aka pokrocilej technike a softvérom dnes uz nie je problém vskutku okamzZite zratat’
aj vel’ky model s mnoho premennymi. Na nds vSak potom ostdva hlavné bremeno
modelovania, a to dobre vysvetlit, ¢o znamenaji premenné v modeli a aky maji vplyv
na predpokladanu realitu. Ked’Ze sme pouzivali logaritmickd formu modelovania, pdjde
o nejaky percentudlny vplyv nezdvislych premennych na modelovany odhad. Tieto
informdcie modzu prakticky vyuZzit' vlady a inStiticie pri urCovani a dosahovani ciel'ov

na zniZenie poctu ochoreni, umrti, alebo pripadne havarii o 5, 10, ¢i 15%.

Napokon je dobré si uvedomit’ a mat’ na pamiiti, Ze akékol'vek modelovanie zaloZené na
minulosti nebude nikdy uplne presne predpovedat’ budicnost’, lebo Zijeme v rychlom
dynamicky sa meniacom svete, do ktorého vstupuje mnoho viac, alebo mene;j
ndhodnych faktorov. Dosledky takychto udalosti mozno badat’ kazdy den a bolo by
naivné spoliehat’ sa iba na modely. Ako hovori vyvojar [28] o predpovedani budicnosti
pomocou zlozitych modelov: ,,l'udia budd musiet’ vZdy urobit’ dblezité kroky, ktoré

pocitac nezvladne.

Otézka blizkej budicnosti nadobuida vd’aka modelom konkrétnejSiu podobu, ktoré vSak

nenahradzaju aktudlne plné Zitie pritomnosti.
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