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Abstrakt

KUKUMBERG, Roman: Proximal-gradient, metéda konvexného programovania
[Bakalarska pracal|, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky,
fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky;

veduci prace: RNDr. Méaria Trnovski, PhD., Bratislava, 2011

Bakalarska praca sa zaoberd tzv. proximal gradient metédou konvexného pro-
gramovania, ktora sluzi na optimalizéciu konvexnych nediferencovatelnych funkeii
ako neohrani¢eného problému(Cize bez vézieb). Zakladnym prvkom metody je
tzv. proximal operator, podla ktorého je metdéda pomenovani. Zaoberame sa
s roznymi modifikdciami metody ako je zrychlend proximal gradient metdéda a
spadova proximal gradient metéda. Praca obsahuje taktiez analyzu konvergencie
podvodnej aj zrychlenej metdédy, kde sa ukaze, ze obe konverguji rychlejsie ako

klasické subgradientné met6dy.

Kruacové slova: gradientné metody, konvexné programovanie, konvexné nedifer-

encovatelné funkcie, subgradienty, proximal operator, proximal gradient metoda



Abstrakt

KUKUMBERG, Roman: Proximal-gradient method of convex optimization [Bach-
elor’s thesis], COMENIUS UNIVERSITY; Faculty of Mathematics, Physics and
Informatics; Department of Applied Mathematics and Statistics ;
thesis supervisor: RNDr. Maria Trnovska, PhD., Bratislava, 2011

Bachelor’s thesis deals with the so-called proximal gradient method of convex
optimization, which is used for optimization of convex nondifferentiable functions
as unconstrained problem (without bonds). An essential element of the method is
called proximal operator, after which is the method called. We deal with various
modifications of the method such as accelerated proximal gradient method and
descent proximal gradient method. The thesis also includes convergence analysis
of the classic and accelerated method, which shows that both of them converge

faster than subgradient methods.

Key words: gradient methods, convex optimization, convex nondifferentiable

functions, subgradients, proximal operator, proximal gradient method
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1 Uvod

V optimalizicii neexistuji optimalne metody na rieSenie tloh. Casto sa stretavame s
potrebou rieit ulohy s nediferencovatelnymi konvexnymi funkciami. Jednou z moznosti
ako dané ulohy riesit st tzv. subgradientné meto6dy konvexného programovania, ktoré
ako smer optimalizicie vyuzivaji subgradienty. Subgradientné met6dy maji v§ak mnoho
nevyhod, si velmi pomalé a nemaju dobré ukonc¢ovacie kritéria. Tieto metody nie sa
spadovymi metdédami, nerastiicost ucelovej funkcie nie je zarucenéd. VAcSina sposobov
volby kroku taktieZz nezarucuje konvergenicu tychto metod.

Vzhl'adom na nevyhody subgradientnych metod boli vytvorené iné metody na rieSenie
uloh konvexného programovania s nediferencovatelnymi funkciami. Medzi tieto metody
patri aj proximal gradient metoda. Proximal gradient metoda riesi dlohy, ktoré maja
Specialnu Struktiaru mxin f(z) = g(x)+h(z), kde sa ucelova funkcia d4 rozdelit na kon-
vexnu diferencovatelni ¢ast g(x) a konvexnu nediferencovatelni ¢ast h(z). Proximal
gradient je spadovid metdda, hodnota tcelovej funkcie po kazdom kroku klesa alebo
ostava rovnaka.

Klasické subgradientné metody maji zlozitost O(1/€?), ¢o znamend, Ze potrebujeme
O(1/€2) iteracii aby sa nagiel e-suboptimalny bod spliajuci f(z*)) — f < e. Proximal
gradient metoda mé v oboch pripadoch vol'by kroku lepsiu zlozitost O(1/e€), sta¢i nam
menej iterdcii na dosiahnutie tej istej presnosti €. AvSak proximal gradient metoda sa
da vylepsit, touto upravou dosahuje este lepsiu zlozitost O(1/4/€). Upraveny algorit-
mus sa nazyva zrychlena proximal gradient metéda alebo proximal gradient metoda s
extrapolaciou.

Zrychlen4 metoda viak nema vlastnost nerasticosti ucelovej funkcie f(z®) < f(2*—1)
tak ako povodna verzia algoritmu. Z uvedeného doévodu existuje dalSia modifikicia
proximal gradient metédy, ktora tito vlastnost spliia. Nazyva sa spadova (descent)
verzia zrychlenej proximal gradient metody. Vlastnost nerastiicosti ucelovej funkcie
spliia taktiez nova modifikicia proximal gradient metody, ktort navrhneme s tuéelom
dalsieho vylepSenia metody.

V redlnom svete nachddza proximal gradient metdéda vyuzitie na odSumovanie signalu,

kompresiu a zaostrovanie (deblur) obrazkov a fotiek. Proximal gradient metoda a jej



modifikacie maja dostatok presnosti a rychlosti pre rieSenie velkorozmernych problé-

mov.

Praca obsahuje teoretickii analyzu proximal gradient metddy, pri spracovani sme cer-
pali najmé z [1|. Praca pozostava zo Styroch hlavnych ¢asti.

V prvej casti prace zhrnieme zdkladné vedomosti o konvexnych funkcidch a konvexnom
programovani, nasledne zadefinujeme subgradienty, ktoré si analégiou ku gradientom
pri nediferencovatelnych funkcidch. Spomenieme ich vlastnosti a podmienky optimality
pre nediferencovatelné funkcie, ktoré si pomocou nich definované.

V dal8ej ¢asti sa oboznamime s proximalnym operatorom, zakladnym prvkom proximal
gradient metody, s jeho vlastnostami a taktiez so samotnou proximal gradient meto-
dou. Praca takisto obsahuje analyzu konvergencie, pri spracovani sme vyuzili hlavne
zdroj [1].

V tretej casti sa budeme venovat roznym modifikicidm metddy, predstavime si zrych-
lent metodu a vySetrime jej konvergenciu. Taktiez navrhneme novi modifikdciu metody.
V dalgej kapitole sa venujeme numerickym experimentom s proximal gradient metdédou
a jej upravenymi verziami. Skumame napriklad vplyv poc¢tu nenulovych prvkov v op-
timalnom rieSeni na rychlost riesenia tloh pomocou danej metody. Metody otestujeme

aj na velkorozmernych tlohéach.



Notacia:

0 zedl
Ic - indikatorova funkcia I (x) =
oo inak

Pe - projekcia na mnozinu C, Po(x) = argrgin”u — |3

ue
D(f) - defini¢ny obor funkcie f
Vf(x) - gradient funkcie f v bode x
of(x) - subdiferencial funkcie f v bode x
V2 f(z) - Hessova matica funkcie f
epi(f) - epigraf funkcie f
]| = i |l
|2 - Euklidovska norma, [|z|js = /Y ., ©7
z - bod optima, optiméalne riesenie
f - optimalna hodnota funkcie f v bode &
L - Lipschitzovska konStanta
€ - presnost
xt - bod nasledujtcej iteracie
z° - podiato¢ny /Startovaci bod
t,tg - dlzka kroku fixna / v k-tej iteracii
argmin - argument minima
prozy(x) - proximélny operator funkcie h v bode z



2 Konvexné programovanie

V nasledijucej kapitole zhrnieme zdkladné poznatky o konvexnych mnozinach a funkciach,
spomenieme hlavne vlastnosti, ktoré budeme v dalSom postupe vyuzivat. Taktiez sfor-
mulujeme zakladnt tlohu konvexného programovania. Kapitola bola spracovani na

zéklade poznatkov ziskanych zo zdrojov [1], [2], [4] a [5].

2.1 Konvexné funkcie

Definicia 2.1. Mnozina C C R™ sa nazyva konvexnd, ak pre kazdé dva body x,y

patriace mnozine C' obsahuje aj cela tsecku [z, y] medzi nimi.

Pozndmka 2.1. Ekvivalentne: Mnozina C sa nazyva konvexnd, ak pre kazdé dva body
x,y € C' obsahuje aj ich kazda konvexni kombinéciu.

Teda M+ (1—-ANyeC pre0< A<

Vlastnosti konvexnych mnozin:

e Prienik konvexnych mnozin je konvexna mnozina.

e Linedrna transformécia konvexnej mnoziny je konvexni mnozina.

.
|
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Obr. 1: Definicia 1: konvexnid mnozina, nekonvexna mnozina, nekonvexnid mnozina,

konvexna mnozina

Definicia 2.2. Funkciu n-premennych f(z) definovani na konvexnej mnozine C' C
R" nazyvame konvexnou funkciou, ak pre kazdu dvojicu roznych bodov z,y € C a

Tubovolné ¢islo 0 < A < 1 plati:

fOz+ (1 =XNy) <Af(z)+ (1 =N F(y)



0 xel
Priklad 2.1. Indikatorova funkcia konvexnej mnoziny C definovana ako I =

oo nak

je konvexna funkcia.

'(U f(y))

Obr. 2: Definicia 2

Veta 2.1. (podmienky 1.rddu): Nech f(x): R" — R md spojité prvé parcidlne derivd-

cie. Potom funkcia f(x) je konvexnd prdve vtedy, ked plati:

vy #a: fly) — fz) = Vi) (y - 2) (1)

f(x) + Vf(:r}T(-y — )

(2, f(2))

Obr. 3: Veta(podmienky 1.radu)



Veta 2.2. (podmienky 2.radu): Nech f(z) : R® — R md spojité druhé parcidlne de-
rivdcie. Potom funkcia f(x) je konvernd prdve vtedy, ked plati Vx : V2f(x) je kladne

semidefinitnd matica.

Definicia 2.3. Funkcia f(x) : R® — R sa nazyva silnokonvexna, ak existuje 5 > 0

také, ze pre vSetky x £y € R", 0 < X <1 plati:

FO@+ (1= Ny) + BAA = Nz —ylI* < Af(2) + (1= A\ f(y)

Veta 2.3. Nech f(x): R* — R md spojité druhé parcidlne derivdicie. Potom funkcia

f(z) je silnokonvernd prave vtedy, ak ezistuje 5 > 0 tak, Ze pre vSetky x,s € R™ plati:
s"V2f(x)s > pBs’s
Vlastnosti silnokonvexnych funkecii:

e Ak f(z) je konvexnd funkcia a h(z) = «||z||3, tak ich siucet F(z) = f(x) + h(z)

je silnokonvexnou funkciou.
e Mnozina S, = {z € R"|f(x) < b} je konvexna, uzavreta a ohranicena.

e Silnokonvexn4 funkcia mé vzdy prave jedno minimum.

Definicia 2.4. Epigraf funkcie f(x): R — R definujeme ako:

epi(f) = {(z, )|z € D(f), f(x) < 1},

¢o je podmnozina R"™!. (Epi znamena "nad", a preto epigraf znamena "nad grafom".)

Definicia 2.5. Konvexn4 funkcia sa nazyva uzavreta, ak mé uzavrety konvexny epigraf.
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Obr. 4: Definicia 4 - Epigraf funkcie f

2.2 Uloha konvexného programovania

Za zékladni dlohu konvexného programovania mozno povazovat tlohu tvaru:

min  fo(z)

kde funkcie  fi(z): R* = R i=0,...m st konvexné, spliaji Definiciu 2.2.

Z toho vyplyva, 7e oblast, na ktorej hfaddme minimum (optimalizujeme), je konvexna.
Uloha konvexného programovania sa preto moze charakterizovat ako hladanie minima
konvexnych funkcii na konvexnych mnozinach.

Vyhodou konvexného programovania je fakt, ze kazdé lokdlne minimum tcelovej funkcie
fo(z) je zarovei globalnym minimom a mnoZina vietkych minim je konvexna. Dalsou
vyhodou je fakt, Ze optimalizujeme na konvexnej mnoZzine, ¢o umoznoje prechod z

TubovoIného bodu = mnoziny do akéhokolI'vek iného jej bodu po tsecke.



2.3 Subgradienty

Ako vieme z predchadzajicej kapitoly, ilohou konvexného programovania je najst min-
imum konvexnych funkcii. Pre diferencovatélné konvexné funkcie pozname podmienky
optimality a aj mnohé metody konvexného programovania na ich optimalizéaciu. Cas-
tokrat vSak treba optimalizovat nediferencovatelné funkcie. Pri nediferencovatelnych
funkcidch existuje analogia k gradientom zvana subgradienty, ktorym sa budeme v
tejto kapitole venovat. Spomenieme vlastnosti subgradientov, pomocou nich zadefin-
jeme podmienky optimality nediferencovatelnych funkcii a taktiez si ukédZeme sub-
gradientné metoédy konvexného programovania. Pri pisani tejto kapitoly sme vyuzili

informacie z literatury [1],[3] a [6].

Definicia 2.6. Nech je f(z) : R* — R konvexna funkcia. Vektor g € R™ nazyvame
subgradient funkcie f v bode x € D(f) ak plati:

f(2) = f2) + 9" (2 —x), Vz€D(f) (2)

Pozndmka 2.2. Pre konvexni diferencovatelnt funkciu f je subgradient rovny gradientu
funkcie pre kazdé x. Kedze f je konvexné a diferencovatelna funkcia, plati pre nu podla
vety 2.1.(podmienky 1.radu) vztah: Vz : f(2) — f(z) > Vf(z)T(z — z), kde V f(z) je
gradient funkcie f v bode z. Z tohto vztahu vidime, Ze vektor V f(z) spliia definiciu

subgradientu.

Pozndmka 2.3. Subgradient existuje aj v bodoch z, v ktorych funkcia nie je difer-
encovatelna. AvSak v tychto bodoch nemusi byt subgradient jednoznac¢ne definovany,
t.j. existuje mnozina vektorov, ktoré si subgradientami danej funkcie v bode x. Této

konvexna mnozina sa nazyva subdiferencial v bode x a znaci sa df(x).

Definicia 2.7. Funkcia f sa nazyva subdiferencovatelna v x, ak existuje aspon jeden
subgradient v x. Funkcia f sa nazyva subdiferencovatelna, ak existuje subgradient v

kazdom bode jej defini¢ného oboru.

Priklad 2.2. Subgradient absolutnej hodnoty |z|

Pre hodnoty = # 0 je subdiferencial absolatnej hodnoty jednoprvkovou mnozinou, ¢ize



| f(x)

f(fl"l) —|— RT[T — :??1)\ II\'\\

\
N\ /
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Obr. 5: Definicia 5 - Subgradienty funkcie f

subgradient je v tychto bodoch jednoznac¢ne definovany. Ak je bod x 7 intervalu (—oo, 0)
tak je subdiferencial rovny df(x) = —1. Pre body z z intervalu (0, 00) naopak plati
Of(z) = 1.

V oboch predoslych pripadoch je subgradient v tychto bodoch rovny gradientu. Preto
nas najviac zaujima bod nediferencovatelnosti funkcie.

Ak x = 0 vieme, Ze pre subgradient plati nerovnost (2) z Definicie 2.6.:

f(2) = f(@) + g7 (z — ), V=€ D(f).

V naSom pripade sa tato nerovnost zjednodusi na tvar |z| > gz, Vz € D(f). Z toho
dostavame, ze subdiferencial funkcie v bode z = 0 je mnozina 9f(0) = (—1,1) a

subgradient je Tubovolnym bodom tohto itervalu.

of(x)
1

Obr. 6: Subdiferencial absolitnej hodnoty



Obr. 7: f = max(x, 2?)

x x € (0,1)
Priklad 2.3. Subgradient funkcie f = max(z, z?) =

2 x¢g(0,1)

Najzaujimavejsie body x funkcie f buda tie, v ktorych sa pretinaji funkcie z a 22. St
to body x1 = 0 a x5 = 1. V ostatnych bodoch sa subgradient rovna gradientu funkcie,
ktorda ma na danom intervale vi¢§iu funként hodnotu.
Subgradient v bode x; = 0: Pre bod x; sa nerovnost (2) z definicie subgradientu
zredukuje na tvar: Vz  f(z) > 0+ g(z —0).
Ak z € (—00,0) :

22> gz

z2<g
Aby subgradient ¢ spliial nerovnost pre vietky z z intervalu musi byt g > 0.
Ak z € (0,00) :

z > gz

I>g
Spojenim predoslych dvoch podmienok pre g spliiame defini¢nit nerovnost pre vetky z,
a preto subgradient v bode 7 je Tubovolny bod z intervalu (0, 1). Teda subdiferencial
v tomto bode je: f(0) = (0,1) = ((x?)'(0),z(0)).
Subgradient v bode zo = 1: Pre bod xs sa nerovnost (2) z definicie subgradientu

zjednodusi na tvar: Vz  f(z) > 1+ g(z —1).

10



Ak z € (—o00,1) :
z2>14+g(z—1)
z—1>g(z—1)
I<yg
Ak z € (1,00) :
2 >14+g(z-1)
2 —1>g(z—1)
z2+1>g
Aby subgradient ¢ spliial nerovnost pre vietky z z daného intervalu musi byt g < 2.
Spojenim podmienok pre g splitame nerovnost z definicie v bode x5 pre vietky z, a
preto subdiferencial v bode x; je: df(1) = (1,2) = (x'(1), (z%)'(1)).
Vidime, 7e v oboch pripadoch je subgradient v bode "zlomu"z; Iubovolny bod z inter-
valu (V fi(x;), V fa(x;)). Tento jav plati aj v8eobecne pri funkcidch typu
f(z) = max{fi(x), fo(x)}, kde funkcie fi(x), fo(z) st konvexné a diferencovatelné.

Priklad 2.4. Subdiferencial Euklidovskej normy ||z||s v bode 0
Zredukujeme nerovnost z Definicie 2.6. a nasledne pouzijeme Cauchy - Schwarzovi

nerovnost.
1202 > llgll2llzll2 > ¢"=

1> gl

0f(0) = {glllgll2 < 1}
Subdiferencial Euklidovskej normy v bode 0 obsahuje vetky vektory, ktoré maju dlzku

mensiu alebo rovniu 1.
Aplikacia subgradientov

e Pomocou subgradientov sa definuji podmienky optimality pre nediferencovatelné

funkcie.

e Subgradienty su vyuzivané v algoritmoch pre optimalizaciu nediferencovatelnych

konvexnych funkcii ako optimalne smery a ukoncovacie kritéria.

11



Minimum nedifirencovatel'nej funkcie
J

Veta 2.4. Nech [ je konvexnd a subdiferencovatelnd v . Funkcia nadobida v bode &

minimum prdve vtedy, ked 0 € 0f(Z).

Dokaz: Pri dokazovani pouzijeme definiciu subgradientu 2.6..

7«7 ZAtaktu 0 € Of (&) vyplyva, ze v definicii subgradientu moézme polozit subgradient
g rovny nule. Preto plati vztah f(y) > f(2)+07(y—2), Yy, ktory je zaroven definiciou
minima Z funkcie f(z).

7 =7 Ak bod Z je minimom funkcie f(x) potom plati f(y) > f(z), Vy. Po pripo¢itani
nuly k pravej strane nerovnice ziskame: f(y) > f(2) + 07 (y — &), Vy. Vidime, 7e bod
0 splita definiciu subgradientu v bode %, preto patri do mnoZiny subdiferencialu 0 €

Of (&), O

=)

Obr. 8: Minimum nedifirencovatelnej funkcie

Vlastnosti subgradientov
Veta 2.5. Subgradient funkcie f(x) md nasledugice vlastnosti:
o Ak « je kladnyg skaldr, potom plati O(af)(x) = adf(z).
o Ak f(x) = fi(x)+...+fn(x), tak pre subgradient plati O f (x) = Of1(x)+...4+0 [, ().

o Pre funkciu tvaru h(z) = f(Ax+b) sa subgradient rovnd Oh(x) = ATOf(Ax+1D).

12



Veta 2.6. (Monotdnnost) Ak s € 0f(x) a § € 0f(&) potom plati (s — §)*(x — &) > 0.

Dokaz: Postupujeme z definicie subgradientu 2.6.. Ked7e s je subgradientom v bode x

a § je subgradientom v bode & dostavame dve nerovnice:

flx) > f(z) + 8" (¢ - 2)
f@) > f(z) +s" (i — )
S¢itanim a nésledne preusporiadanim tychto dvoch nerovnic dostaneme pozadovany

tvar.

2.4 Subgradientné met6dy konvexného programovania

Subgradientné met6dy st vyuzivané na optimalizaciu nediferencovatelnych, konvexnych

funkecii. V tychto metddach sa ako optimélny smer minimalizacie pouziva subgradient.

Algoritmus: Zvolime zaciato¢ny krok zy a opakujeme hlavni iterdciu, ktord ma nasle-
dovny tvar:

Ty =Tp1 — g1, k=12,

kde gp_1 je akykolvek subgradient ucelovej funkcie f v bode x;_; z predoslej itera-
cie. Premenné t;, predstavuje dizku kroku, byva ¢asto konstantou alebo sa voli tak,
aby vzdialenost dvoch za sebou idicich bodov xj bola konstantna(||xy — zx_1]]2 =
trllgk—1]|2 = const.). Treti sposob volby kroku ¢ je tzv. zmensujici sa krok, v ktorom

t, — 0, 220:1 t) = o0.

Konvergencia metédy

Predpoklady:
e f je konvexna funkcia s D(f) = R™.

e f ma kone¢nu optimélnu hodnotu f a bod optima 2.
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e f je Lipschitzovsky spojita s konstantou L > 0:
[f(@) = f)| < Lllz —yll2 Va,y

Poznamenajme, ze konvergencia metody vyzaduje prave zmensujicu sa(dimishing)
dlzku kroku 5, ostatné sposoby volby kroku konvergenciu nezaru¢uju. Subgradientna
metoda nie je spadovou(nerasticou) metodou, platnost vztahu f* < f*=1 pie je
zarucend. 7Z uvedeného dévodu oznacime flffgt hodnotu ucelovej funkcie, ktora je naj-
blizgia optimalnej hodnote celovej funkcie zo vietkych hodnot f@ az po iteraciu k.
D4 sa ukazat, 7ze pocet operécii potrebnych pre dosiahnutie e-suboptimélneho rieSenia

Z](fgt —f < eje O(1/€%). Subgradientné metody maja vSak nevyhody. Si velmi po-
malé a zloZzitost O(1/€?) nie je dobra, pre tlohy roznych tvarov sa dajt ndjst rychlejsie
metody s lepSou zlozitostou. Subgradientné metddy taktiez nemaji dobré ukoncovacie

kritéria.
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3 Proximal-gradient metéda

Vzhl'adom na nevyhody subgradientnych met6d boli vymyslené iné metddy na riese-
nie tloh rézneho tvaru s nediferencovateInymi konvexnymi funkciami. Specidlne tlohy
typu min f(x) = g(z) + h(z), v ktorych sa da tuc¢elova funkcia rozdelif na diferencov-
atelnu a nediferencovatelna ¢ast, vedu k zavedeniu tzv. proximal operatora a metody
proximal gradient. Tejto metode konvexného programovania a jej roznym modifikdciam
sa budeme venovat v nasledujuicich kapitolach. Kapitoly 3 a 4 boli spracované na zak-

lade [1] a [5].

Proximal gradient metoda sa pouziva na optimalizédciu neohrani¢eného problému(éize

bez vizieb), pricom tcelova funkcia f(z) sa d& napisat ako stucet dvoch funkeii.
min f(z) = g(x) + h(z) (3)
kde:
e Funkcia g(z) : R" — R je diferencovatelna, konvexna.

e Funkcia h(x) je uzavreta konvexna. Moze byt nediferencovatelné, najlepsie taka,

pri ktorej je proximal operator nenaroc¢ny, jednoduchy.

3.1 Proximal operator

Zakladnym prvkom algoritmu proximal gradient metody je tzv. proximal operator,

ktorému sa budeme v nasledujicej podkapitole venovat.

Definicia 3.1. Proximal operator konvexnej funkcie h je definovany ako:

proz(a) = angain (h(u) + 3 u ~ I3 ()

Veta 3.1. Prozimal operdtor prox,(x) pre konvexd funkciu h existuje a je jednoznacne

urcéeny pre kazZdé x.

Dokaz: Ukazeme, ze funkcia h(u)+ 1|ju —z[|3 je silnokonvexnd vzhladom na premennt
u. Ak je funkcia silnokonvexna tak ma prave jeden bod minima, z ¢oho vyplyva exis-

tencia a jednozna¢nost.
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Kedze funkcia h(u) je konvexna, budeme sa d'alej ststredit na vySetrovanie konvexnosti

1

L(u—2)"(u—1) = f(u). Po dvojnasobnom derivovani funkcie

pridavku 3llu — z||3 =
f(u) podla u zistujeme, Ze jej Hessova matica je rovna jednotkovej matici. Z toho podla
Vety 2.3. vyplyva, ze funkcia f(u) je silnokonvexnou funkciou v premennej u.

Ak h je konvexna a f je silnokonvexna, potom funkcia F(u) = h(u) + f(u) je tiez
silnokonvexna(vlastnost silnokonvexnych funkcif). Teda funkcia h(u) + fju — z||3 je

silnokonvexna, ¢o sme chceli ukazat. n

Definicia pomocou subgradientu

Veta 3.2. Proximal operdtor prox(x) funkcie h mozno charakterizovat ako:
= proxy(r) < x—u€ Oh(u) (5)

Dokaz: Veta 2.4. o minime nediferencovatelnej funkcie nam hovori o podmienkach op-
timality pre minimalizaciu nediferencovatelnej funkcie. Kedze funkcia h(u) moze byt
nediferencovatelnd pouZijeme pri odvadzani vztahu medzi subgradientom funkcie h v

bode optima u a proximal operatorom funkcie h prave tato vetu.

1
U = proxp(x) = argmin (h(u) + §Hu - :L‘H%)

Funkcie h(u) a 5 |lu — z[|3 st konvexné, ich sacet bude tiez konvexna funkcia. Hladame
bod minima @ funkcie F(u) = h(u) + 1||u — z||3. Z podmienok optimality nediferenco-

vatelnych funkcii dostavame:0 € OF ()

0eo (h(ﬂ) + (o —2) (0 — x))
0 €0h(u) + (4 — z)
x —u €0h(u).

Medzi proximal operatorom a subgradientom funkcie h v optime  teda plati vztah:

U =proxy(r) < x—u€ Oh(u)
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Vlastnosti proximal operatora

Tvrdenie 3.1. Ak je h : R™ x R"™ — R separovatelnd funkcia h(uy,us) = hy(up) +

ha(uz), potom plati proxy(z1,x2) = (proxs, (x1), prowa, (z2)).

Dokaz:

. 1
proxp(xy, xe) = argmin (h(ul, ug) + §Hu — .IH%) =

(u1,u2)

. 1 1
—axguin ((ur) + 31w 2+ hlue) + s~ a3]3) =

(u1,u2)
Z doévodu, 7Ze hladanie u; nezavisi od funkcii s premennou us(bera sa ako konstanta)

a opaCne, mozme namiesto hladania celého vektora @ hladat jeho 2 ¢asti a potom ich

spojit do jedného vektora.

. 1 , 1
= (argmm (h(ul) + §Hu1 — leg) , argmin (h(uQ) + §Huz — a:QHS)) =

u1 u2

= (proxn, (x1), prown, (22)) .
[l
Tvrdenie 3.2. (Skdlovanie a posivanie argumentu): Ak je funkcia h(u) = f(tu + a),

t # 0 ziskand Skdlovanim a posdvanim argumentu funkcie f, potom sa prozimdlny

operdtor funkcie h dd prepisat ako:
1
proxp(x) = 7 [proze¢(te + a) — a
Dokaz:

1 /
proxy(x) = argmin (f(tu +a)+ §||u - x||§) =lu =tu+al=

u

, , 1 v —a
Jargmin (1) + 512~ 012) —a]

/ ]_ ’
{argmin (th(u )+ §Hu —a— th%) — a]

u

S N S R

= — [proxp(tr + a) — a]
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Tvrdenie 3.3. (Nerozpinavost): Ak u = prox,(x), 4 = proxy () potom plati ||u—1al|s <

[ = &2

Dokaz: Vyuzijeme definiciu proximal operdtora pomocou subgradientu (vztah (5)) a

nasledne Vetu 2.6. o monoténnosti subgradientu.

&
|
IS
m
Q
=
<
=>
|
>
m
Q
=
=

) = (r—u—2+0)"(u—10)>0

~112 ANT ~ c-5 ~ ~
Ju—dl; < (z—2) (u—1) < [Jz—2|2flu—dal
Ju—dalls < [l — 2
proxy, je nerozpinavy alebo Lipschitzovky spojita funkcia s konstantou L = 1. O
Priklady
V nasledujicich prikladoch si precvi¢ime pocitanie proximalneho operatora pre roézne

tvary funkcii h(u). Casto budeme odvadzat proximal operator proxy, () funkcie th(w)

z dovodu Struktiry algoritmu proximal gradient metody, kde skalar ¢ predstavuje dlzku

kroku.

Priklad 3.1. h(u) =0:  proa,(z) = argmin (

u

N =

(u—2)'(u—2)) =2

Priklad 3.2. Kvadratickd funkcia:  h(u) = su”Au+ bTu + ¢

1
proxy,(r) = argmin (th(u) + §||u — xH%) =

1 1
= argmin (t(éuTAu +b'u+c) + §(u — ) (u— x)) =
1 1 1
= argmin (t(EUTAu + ') + E(uTu — 2z u) +te + §xTx) =

1
= argmin (§uT(tA + D+ u” (th — x))

u

Zderivovanim funkcie F' = u” (tA + I)u + u” (tb — ) podla u dostaneme:

9E — (tA+Du+ (tb—2)=0 < a=(tA+1)""(z—1th), a preto

prozy(r) = (tA+ 1) (z — tb)
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Priklad 3.3. Logaritmicka bariéra: h(u) = — Y ., logu;
Ked7e logaritmicka bariéra je separovatelnou funkciou staci vyjadrit proximal operator
pre jednu zlozku.

proxy,(r); = argmin (th(ui) + %HuZ — szg) = argmin (—tlog u; + %(uZ - xZ)Q)

Zderivovanim funkcie F' = —t log ui+%(ui—xi)2 podla u; dostaneme: % = —f—{—ui—xi.

Polozime derivaciu rovna nule: —& + @; —x; = 0
K2
Prenésobenim rovnice premennou ; dostaneme kvadratickt rovnicu, ktord ma 2 ko-

Tt /xf+4t
2

kladnou, a preto korefi s minusovym znamienkom nebudeme dalej uvazovat.

rene: U; = . AvSak premenné u; musi byt vdaka definicnému oboru logaritmu

Dostévame

T+ /el + 4t
prozy,(x); = 5 , 1=1,...,n.

Priklad 3.4. Jednotkova norma: h(u) = ||Jully = > 0 |ul
Vdaka separovatelnosti jednotkovej normy sta¢i vyjadrit proximal operator pre jednu
zlozku.
proxy,(x); = argmin (th(ui) + %HuZ — szg) = argmin (t]uly + %(Uz - $1)2)
Pre u; > 0,

1 1 1
proxy,(x); = argmin (tui + §(ul - :z:z)Q) = argmin <§uf + ui(t — ;) + —xf)

Dostali sme kvadraticka funkciu jednej premennej(u;), ktord nadobtida minimum v

bode u; = —% = x; — t. Z nezapornosti 1; ziskame podmienku z; > t.

Pre u; < 0 analogickym postupom dostaneme u; = x; + t, ked z; < —t.

Na zvysnej oblasti, kde |z;| < ¢ je 4; = 0.

Spojenim predchadzajucich zisteni ziskavame proximal operator funkcie th(x) = t||z||;,

ktory ma tvar:
.

provg, ()i = S oy +t x; < —t (6)

\

19



prox, (x);

xT;

Obr. 9: Proximalny operator jednotkovej normy

Priklad 3.5. Euklidovska norma: h(u) = ||u/2

. 1 . 1
proxy,(x) = argmin (th(u) + §Hu - xH%) = argmin (tHuH2 + §Hu - xH%)

Bod u, v ktorom funkcia F(u) = (t[jull2 + i|u — z||3) nadobtida minimum, najdeme
podobne ako v predoslych pripadoch zderivovanim funkcie podla premennej u a polozenim

derivacie rovnej nule.

OF (w) _ O (tllull + 5llu —«l3) _

ou ou
=t

+u—z=0
]l

Po derivéacii funkcie dostavame vyraz, z ktorého na prvy pohlad nevieme vyjadrit pre-
mennu u predstavujicu proximalny operator. Preto si z vyrazu najprv vyjadrime ¢omu
je rovné [|ul|2, ktora spédtne dosadime do povodného vyrazu. Poznamenajme, ze v bode

u = 0 nie je funkcia diferencovatelna. Pre u nenulové plati:

t

s (— ; 1) Iz = el
Tl
( ! +1)|| e = ll|
_— Ull2 = ||T||2
Tl

[ullz = [zll2 = ¢

Pri upravovani sme vyuzili fakt, ze (W + 1) je konstanta, a preto sme ju mohli

vytiahnut pred normu. Z dovodu vlastnosti nezapornosti normy dostavame podmienku
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|z||2 > t. Nahradime normu ||u||; a nésledne vyjadrime, ¢omu sa rovné u:

t
U ( + 1) =z
]2
( 2]l ) -
Ul ——m— | ==z
]2 — ¢
t
U=2= <1 — )
[E4P

Ak nie je podmienka ||z||2 > ¢ splnend bodom minima je prave bod nediferencov-

atelnosti funkcie u = 0. Proximéalny operator Euklidovskej normy je teda rovny:

x (1 — = ) |x||e >t
[EFP
proxy,(x) =

0 inak

0 ueC
Priklad 3.6. Indikatorova funkcia: h(u) = Io(u) =

00 inak

1
proxp(x) = argmin ([C(u) + §Hu — a:Hg) =

Zaujima nas bod minima u danej funkcie, ktord obsahuje indikdtorovia funkéni cast.
Vdaka tejto casti sme "penalizovani"hodnotou +oo vtedy, ked sa pohybujeme mimo
mnoziny C. Preto hTadanie bodu minima ztzime prave na mnozinu C, v ktorej bodoch
ma indikatorova funkcia funként hodnotu rovnu 0.
= argminlﬂu — x5 = argmin|ju — z||3 = Po(z).
uec 2 ueC

Proximal operétor indikitorovej funkcie /- je Euklidovska projekcia na mnozinu C'.

prox.(z) = Po(x)
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3.2 Algoritmus proximal-gradient metédy

Algoritmus proximal-gradient metody na rieSenie tlohy (3) pozostava z opakovania
hlavnej iteracie az po dosiahnutie pozadovanej presnosti. Proximal-gradient iteracia

vyzera nasledovne:

%) = proxy, (x5 7Y — £, Vg(zF~D))

Tento vztah sa da prepisat ako
o ® = gD gy (2 *D),

pricom Gy(z) = 1(x — prozy,(x — tVg(x))) je smer, ktory mozeme chapat ako subgra-
dient funkcie f, o ¢om hovori aj Veta 3.3. a Poznamka 3.1..
Premenna t;, > 0 je dlzka kroku, ktori volime bud kongtantni alebo ju budeme urcovat

v kazdej iteracii pomocou line search.

Priklad 3.7. h(u) =0

Minimaliza¢nd tloha sa zjednodusi na tvar min g(z) a iteracia je nasledovného tvaru:
€T
k) — pk=1) thg(x(k‘l))
Dostaneme teda klasickti gradientnt metodu.

Priklad 3.8. h(u) = Io(u)
Minimaliza¢né tloha sa d4 chapat ako mzcr} g(x). Tteracia sa zmeni na tvar gradientnej
Te

projekénej metody, pretoze proximal operator sa sprava ako projekcia.
% = P (:E(k_l) - thg(x(k_l)))
Veta 3.3. : Pre smer Gy(x) definovany ako Gy(x) = 1(z — prozy,(x — tVg(x))) plati:
Gi(z) € Vg(z) + Oh(x — tGy(x)). (7)
Dokaz: Vztah definujici smer Gy(x) prepiSeme na nasledovny tvar:
x — tGy(z) = proxy, (v — tVg(x))
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V dalsom kroku si oznaéime u' = z — tGy(z), 2’ = x — tVg(x), rovnica sa nam teda
zjednodusi na tvar ' = prox, (). Potom z Vety 3.2.(definicia pomocou subgradientu)
vyplyva, Ze ' —u € toh(u'). Vratenim sa na poévodné znacenie ziskame vztah, ktory
jednoduchymi tpravami dostaneme do pozadovaného tvaru.
t(=Vyg(z) + Gi(x)) € toh(z — tGy(x))
Gi(z) € Vg(z) + Oh(x — tGy(x))

O

Pozndmka 3.1. Veta nam vlastne hovori o tom, ze smer G;(z) patri do subdiferencialu

funkcie h v bode z* novej iteracie posunutom o gradient funkcie g v bode predchidza-

jucej iteracie %71 Preto sa Gy(x) da chapat sko "subgradient"ucelovej funkcie f.

Dosledok 3.1. : Bod x je minimom funkcie f(x) = g(x) + h(z) prdve vtedy, ked
Gi(z) = 0. Tdto skutocnost vyplgva priamo z podmienok optimality diferencovatelnijch

a nediferencovatelnych funkcii.

Interpretacia iteracie

Vyuzijeme definiciu proximal operatora.
1
" = proxy,(x — tVg(x)) = argmin (th(u) + §||u —x+ th(x)H%)

i 1
— argmin (i) + g7l = ol + Tola)(u — ) + Va2 )

u

= argmin (h(u) +g(z) + V(@) (u—z) + _tHu — xH%)

Vysledok nam hovori o tom, 7e v kazdej iteracii novy bod x*®) minimalizuje funkciu

(k-1

h(u) plus jednoduchy lokalny kvadraticky model funkcie g(u) okolo bodu z*~V 7 pred-

chadzajtcej iteracie.

Line search

Cielom line search algoritmu je ur¢it optimalnu dizku kroku ¢, v ¢asti metody:
a® = proxy,, (z*7) — 4, Vg(a®* V) = 2tV — ,Gy, (z*7Y)

Algoritmus:

Zatiname s krokom ¢ = t;_; z predoslej iteracie a opakujeme t = 5t (0 < § < 1) az
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pokym nas krok splni line search nerovnost:
t
9(2®) = g G () < g Y) = Vg V)G a ) + G o)

Ako pociatocny krok tg volime I'ubovolnt kladni hodnotu. Algoritmus vyZaduje vypocet
jedného proximal operédtora za line search iteraciu. Line search nerovnost je in§pirovana

analyzou konvergencie, ¢o ukdzeme v dalsej podkapitole.

3.3 Konvergencia proximal-gradient metody

Predpoklady:
e Gradient funkcie Vg je Lipschitzovsky spojita funkcia s konstantou L > 0
IVg(z) = Vg2 < Lllx = yll2, Va,y € R
e Optimélna funkéna hodnota fje kone¢n4 a funkcia ju nadobtuda v bode z, ktory
nemusi byt jednoznacny.

Konvergenciu metody budeme vySetrovat pre fixny krok ¢ ako aj pre krok ¢, ktory

ur¢ujeme pri kazdej iterdcii pomocou line search.

Désledky Lipschitzovského predpokladu
Ako prvé odvodime horné ohranic¢enie pre funkciu g z Lipschitzovej vlastnosti, ktoré

budeme v dalSom postupe potrebovat.

Veta 3.4. Konvexnd funkcia g s Lipschitzovsky spojitym gradientom s konstantou L

md horné ohranicenie

L
9(y) < 9(@) + V(@) (y = 2) + S lly = 23 Yo,y (8)
Dokaz: Oznaéme v = y — x. Vieme, ze pre g(y) plati nasledujica rovnost, z ktorej

postupnymi tpravami ziskame horné ohranicenie.

9(y) = g(x) + Vg(x) v + /o (Vg(x +tv) — Vg(x)) vdt <
< g(a) + Vgla) v + / Vgl + tv) — Vg(a)lallvlladt <
(2 g(z) + Vg(x)Tv +/0 Lt||v||3dt =

L
= 9(x) + Vg(@) v+ Zoll3
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Uprava (1) vyplyva z Cauchy-Schwarzovej nerovnosti 27y < ||z||2||y|l2. V druhej tprave
(2) sa vyuziva Lipschitzovska spojitost gradientu Vg, ktora bola zahrnuté v predpok-

ladoch konvergencie. O]

Obr. 10: Horné a dolné ohranicenie konvexnej funkcie g(x)

Désledok 3.2. (Line search nerovnost) PoloZenimy = x—tGy(x) do horného orhranice-

nia (8) dostaneme:
T t°L 2
gl — 1Gi(2)) < glx) — (Vg(w) Gulw) + - IGol)
Na zdklade toho je line search nerovnost v tvare:

g(z —1Gy(x)) < g(z) — tVg(x)" Gi(x) + %HGt(x)HS (9)

Nerovnost je splnend pre dizku kroku 0 < t < 1/L. Pre krajné hodnoty t sa uvedené
vztahy rovnaji. Mimo intervalu je prvy vztah slabsou podmienkou, a preto nie je platnost

druhého vztahu zarucend.

Veta 3.5. (globdlna nerovnost): Nech funkcia [ je tvaru f(x) = g(x)+h(x), kde funkcia
g(z) je konvexnd diferencovatelnd a h(x) je konvernd nediferencovatelnd funkcia. Ak

plati line search nerovnost (9) pre funkciu g, potom pre kazdé z plati vztah:

flz —1Gy(x)) < f(2) + Gi(a)" (v — 2) — %HGt(%')H% (10)
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Dokaz:
flx —tGy(x)) =g(x — tGy(x)) + h(x — tGy(x))
<g(e) = IVg(2) Gi() + SG(2) B + Rz — 1Go(w))
<g(2) + Vg(2)" (z — 2) = tVg(2)" Gi(2) + %HGt(SC)Hg
+h(2) + (Gi(z) = Vg(a))"(z — 2 — tGy(x))

=/(2) + (@) (& = 2) = Z]IGu(a)
V druhom riadku je vyuZzita line search nerovnost (9) pre funkciu g. V nasledujicom
riadku sa pouzila konvexnost oboch funkcii: pre funkciu g bola pouzita Veta 2.1.(pod-
mienky 1.rddu), pre funkciu h bola vyuzita Definicia 2.6.(subgradient) a fakt, ze

(Gi(x) —Vg(x)) € Oh(x —tGy(x)), ¢o sme si ukazali po definovani smeru Gy(x) vo Vete
3.3.. [

Veta 3.6. Prozimal gradient je spidovd metdda, plati f(xz™) < f(x) — §||Gi(x)]|3

Dokaz: Ozna¢me bod nasledujicej iteracie z+ = x — tGy(x). Ak v globalnej nerovnosti

(10) polozime z=x dostaneme pozadovany tvar. H

Pozndmka 3.2. Tento vztah nam hovori o tom, ze proximal gradient je nerastuca(klesajica)
metoda. Po kazdej novej iteracii sa funkéna hodnota tcelovej funkcie zmensi alebo os-
tane rovnaka(ak sme v optime). Funkéna hodnota sa za kazdu iteraciu zlepsuje prina-
jmensom o hodnotu £[|G,(x)||3, tento jav je dostatoény na to, aby garantoval konver-

genciu metody.

Ak do globélnej nerovnosti (10) dosadime z = Z, dostaneme:

(@) (&~ ) = 51Gu(2) 3

Oﬁf($+)_f§Gt
1 . 1 1 . 1 .
= (o= (= 8) = o —a | - 5o — 218+ ol — 213
1
= o (e = 3l = o+ — 311)
(11)
V druhom riadku sme vyuzili rovnost Gy(z) = % a pripo¢itali sme nulu. Pokracovali

sme s Gpravou na Stvorec podla vzorca (A—B)? = A2—2AB+B%*kde A = (v—1)a B =
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(x — x™). Z predchédzajtcej nerovnice taktiez pozorujeme, Ze vzdialenost priebezného

rieSenia od optimélneho sa znizuje kazdou iteraciou, pretoze plati:
la* =23 < [lz — &[|3 (12)

Analyza konvergencie PGM
Konstantny krok ¢t =1/L

Veta 3.7. Prozimal gradient metdda s konstantngm krokok t = 1/L dosahuje € presné

riesenie po O(1/€) krokoch - plati f(z®) — f < ||z — ]2,

Dokaz: V nerovnosti (11) polozme x = 20~ g+ = ()

1

57 (270 = 25 = [l = 2[3) (13)

f@9) = f <

Zosumujeme vietky nerovnosti (13) od prvej iteracie a7 po posledna k-tu iteraciu.

k k
i ; 1 i - i) _ A
D (FED) = Fy <D (1 a3 - [ — 2]3)
i=1 i=1
1 . . .
= o (12 = &[5 = |2 = &[5 + ]2 = 2[5 - ...
= BT = E[E A 2D — 25— e - 3)
1

= o (129 = &l — 2% — 3113

1 .
< EHCL’(O) — &3

Nerovnost predelime po¢tom iteracii k a z poznatku, ze f(2()) je nerastiica dostavame:

k

k
P = f = £ 306 — ) £ 3060~ ) < gl

i=1 =1

Krok uréovany pomocou line search v kazdej iteracii t = t; > t,.n

Veta 3.8. Proximal gradient metoda s line search krokom ty ndjde € presné riesenie

po O(1/¢) iteracidch - plati f(z®) — f < Qk;m |20 — 2|3.

Dokaz: Budeme postupovat analogicky ako v predoslom pripade, jedinym rozdielom

bude zavislost kroku ¢ od iteracie i. Zosumovanim vSetkych nerovnosti (13) od prvej
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iteracie az po k-tu iteraciu dostavame:

k
. A 1 . )
Z(f(ﬂf(’)) - f) < Zg (127D = 23 = |2 - 2])3)

1 ) 0
Z 2 = 213 — [l — 2])3)

| A

= (2@ = 2[5 — =™ — 2[I3)
mzn

1 .
< %Hﬁ(o) — &3

Nerovnost predelime po¢tom iterécii k a z poznatku, ze f(x(i)) je nerastiica dostaneme:

|2 — 2|3

fla®)—f <

2kt in

[
Ukazali sme, Ze pri oboch sposoboch volby kroku sa rozdiel f(z®)) — f znizuje na-
jmenej rychlostou 1/k. Na nijdenie e-suboptimalneho bodu spliajiceho f(z*)) —f<e
pomocou klasickej proximal gradient metody teda potrebujeme O(1/e) iteracii. Téato
zlozitost sa viak da vylepsit vhodnou upravou metddy na hodnotu O(1/4/€). Upraveny

algoritmus s lepSou zlozitostou sa nazyva zrychlend proximal gradient metdda.
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4 Zrychleni proximal gradient metoda

Zrychlena metoda mé priblizne rovnakt naro¢nost za iteraciu ako zakladna proximal
gradient metoda. Od klasického algoritmu sa liSi v tom, Ze do proximélneho operéatora
v kazdej iteracii vstupuji namiesto hodnot z*~Y hodnoty y*~b, ktoré st ziskané

(k=1) 3 2(®) Preto je zrychlena metoda nazyvana

extrapolaciou z predoslych hodnot z
tiez ako proximal gradient metoda s extrapoléciou.
Algoritmus:

Zvolime §tartovaci bod z(*) € D(h) a polozime y© = 2 potom pre k > 1:

.T(k) = Proxy. (y(k_l) — thg(y(k_l)))

k—1
(k) — (k) (k) _ p(k=1)
y " + T 2(93 )

Krok t;, byva konstanty alebo urc¢ovany pomocou line search.
V8imnime si, Ze prva iteracia zrychlenej metody je zhodna s prvou iteraciou péovodne;j

metody.

Line search

Cielom line search algoritmu je ur¢it optimalnu dizku kroku ¢ v ¢asti metody:
2 = prozys, (4" — 4 Vg(y* V) = y* Y — 4,Gy, ()

Algoritmus line search:
Zaciname s krokom ¢t = t;_; z predoslej iteracie a opakujeme t = 5t (0 < f < 1) az

pokym nas krok splni nerovnost:
t
9(@®) = g™ = 1Gu (") < gy ) = Vg Gy + SIIG )

Ako pociatocny krok ¢y volime Tubovolna kladni hodnotu. Poznamenajme, Ze takto

definovany line search algoritmus implikuje nerasticost kroku ¢, < t;_;.
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4.1 Konvergencia zrychlenej proximal gradient metédy

Predpoklady:
e Gradient funkcie Vg je Lipschitzovsky spojita funkcia s konstantou L > 0

Vg(z) = Vg(y)lls < Lllz — yll2, Va,y.

e Optimalna funkéna hodnota fje konecn4 a funkcia ju nadobtuda v bode z, ktory

nemusi byt jednoznacny.

Rovnako ako v predoslej kapitole budeme analyzovat konvergenciu zrychlenej metody
pre oba spdsoby volby kroku t - pre fixny krok aj pre krok pomocou line search.
Postup je analogicky k predchéddzajicemu vySetrovaniu konvergencie pre klasickt metodu,
a preto vyuzijeme niektoré vztahy, ktoré boli odvodené a zdévodnené tam.

Line search nerovnost je tvaru:

oy — 1G)) < 90) ~ 199(3)" Guly) + £ | Gulw)

v ktorej je jedinym rozdielom to, Ze namiesto povodnych hodnot x pouzivame ex-
trapolované hodnoty y. Nerovnost je splnena pre dizku kroku 0 < ¢ < 1/L. Takisto

plati aj globalna nerovnost pre vietky z, ked ¢ spliia line search nerovnost.

Py~ 1Guly) < F(2) + Coly)(y — 2) — £ Culw)]3 (14

Notacia:

Oznacme 0, = definujeme v(© = 2 a pre k > 1:

2
i
L _ -

(k) — .(k—1)
v x + 0

Pri novom oznacovani sa da extrapolované y*) prepisat nasledovne:

k—1
(k) —..(K) (k) _ .(k—1)
Y '\ + T Q(x x )
k+1 2
— (k) (k) _ .(k=1)y _ (k) _ ,.(k—1)
B = oty -
0
=) 1 P40 460) g, (200 — o) (15)
k

L) _ gy

:(1 — 9k+1)$(k) + 0k+1(l’<k71) + 0
k

=(1 = Ops1)a® + s 0™
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Pomocou nového y® prepiseme aj v®:

) gt L) )y
O
_ 1 _ _ _
=D 4 — (y*Y 1, G, (y*FY) — D)
it (16)
—pk-D) ; (1 = 0,)z* Y 4 ™Y — 1, Gy, (V) — 2*=D)
k
_oh _ g ()
Ok

Druhy riadok vychédza z rovnosti 2% = y*=Y — 4, G, (y*=V). V trefom riadku sme

y*~1) rozpisali pomocou predchadzajtceho vztahu (15).

V dalsom postupe vyuzijeme aj fakt, Ze 6, splia nerovnost:

1-6, k*—1 K 1
@ - 1 SaiTe, ")

Progres v jednej iteracii

Veta 4.1. Zriychlend prorimal gradient metdda dosahuje za jednu iterdciu progres

1-0;
62

(FED) = )+ oo — 33 < TP 0) — f b oD 3l (18)

Dokaz: Pouzijeme globalnu nerovnost(14), ktor& plati pre vSetky z. V nasom pripade

poloZime z rovné konvexnej kombinécii z = (1 — 6;)20~Y + 6,2
. t ,
F@®) <f(1= 0270 +0,2) + Go(y" )T (Y = (1= 02" = b,2) = S Gy V)3

‘ R . ‘ R t i
<(1—0)f(") +0:f + Gy T (00 — 0,7) — §|‘Gt(y( I3

(i-1) 2 07 (2t GoNT (o) o F (i—1)\]2
=(1—0)f" D) +6,f + o Q_Gt(y )" (v —7) - —2||Gt(y ik
i— R 912 i— A i i 2,
(- 0)1) 405 + ﬁ(n<”—ﬂ@—m<l—ga<<w i)
92

=(1= 0@+ 0:f + o (00 = 25 — o — 2]3)

Pri tpravach na druhy riadok bola vyuzitd lambda definicia konvexnosti funkcie f
(Definicia 2.2.), takisto sa pouzil upraveny vztah(15) pre y@—. V gtvrtom riadku sme
predchadzajici vyraz upravili na $tvorce pomocou vzorca (A — B)? = A2 —2AB + B2,
kde A = (0071 — ), B = £Gy(y" V). Posledny riadok pouziva rovnost(16) pre pre-

menni v,
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Odpocitanim od oboch stran f , predelenim nerovnice 6? a preusporiadanim, aby na
lavej strane boli indexy novej iterdcie i a na pravej indexy predchadzajucej iteracie
i — 1, dostaneme "progres"za jednu iterdciu, ktory pouzijeme na odvodenie konvergen-
cie zrychlenej metody.

1—-0;
02

7

1

(FD) = )+ oo — a3

Looaon oy Low
g (f@) = )+ 50 =2l <

Analyza konvergencie zrychlenej PGM
Konstantny krok t;, =t =1/L

Veta 4.2. Zrijchlend prorimal gradient metdda s konstantnym krokom potrebuje na
dosiahnutie e-presného riesenia f(x2®)— f < € pocet O(1/+/(e)) iterdcit, plati f(z®)—

f < wmle® - &3

Dokaz: Budeme opakovane vyuzivat vlastnost 6 (17) a nerovnicu progresu za jednu

iteraciu (18).

1 A 1 .
g (F@®) = 1) < G (F @) = ) + 5 o™ = 25 <
k k
1— 0k 1
(k—1) Zlp®D a2 <
<~ G =D+ gl I3 <
1 _ oo 1 - .
< (FE) = ) g™ ) <
k—1
1 -0, P 1
< ) = P+ Sl = a5 =
1
1 R
= 5l =21
Preto plati:
. 0 2
(k)Y _ F < TR0 _ 512 — 0) _ 412
@) = f < 5l =2l = e — 213
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Krok uréovany pomocou line search v kazdej iteracii t;_1 > t; > t,in

Veta 4.3. Zryjchlend prozimal gradient metdda s line search krokom ndjde e-suboptimdlny

bod f(z®)) — f < € za pocet O(1/\/€) iterdcii, plati f(z®) — f < (k++|]x(0) — 7|3

)thin

Dokaz: Budeme postupovat analogickym sposobom ako v predoglom pripade, jedinym

rozdielom bude zévislost kroku ¢ od iteracie i.

timin A t A 1 .
(@) — ) < 2 (FE) )+ o - 2] <
k k
< B0 (ppmy - gy g Lt - <
02 2
th _ A 1 .
< G (f@®) = ) + gl — 33 <
k—1

o 1 R
< (@) — )+ S - 3 =
1

Preto plati:

2 0)

[E3 >

— &f3

O _s12==—=

O
Ukazali sme si, ze rozdiel f(z*) — f sa znizuje prinajmensom rychlostou 1/k?. Pri
oboch spoésoboch volby kroku dosahuje algoritmus proximal gradient metédy s ex-
trapolaciou zlozitost O(1//€). Zrychlena metoda v8ak nezarufuje nerasticost ucelove]
funkcie f(x®) < f(z*=V) tak ako povodna verzia. Tato podmienka vieobecne nie je
platna, metdda sa dostava k optiméalnej hodnote ¢asto skokovito. Z uvedeného dévodu
existuje d'alia modifikacia proximal gradient metody, ktora nerasticost splha. Nazyva

sa spadova(descent) verzia zrychlenej proximal gradient metody.
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4.2 Descent verzia zrychlenej proximal gradient metédy

Nasledujtuca modifikacia algoritmu zarucuje nerasticost tucelovej funkcie.

Z(k) = proxy (y(k_l) — thg(y(k_l)))

A9 JE0) < fat)
2 —
ALy mak
o) = =1 ¢ 2w e
O
y® = (1= f1)2® + s y0®
Premenna 6, ostava definovana ako v predoslej kapitole ako 6, = k%l V&imnime si,

ze ak nie je splend podmienka, premenné x; ostava konstantna az pokym sa nenajde

lepSie suboptimalne riesenie.

4.3 Nova modifikacia proximal gradient metédy

Nasledujtucu tpravu sme vytvorili na zéklade poznatkov z predoslych kapitol, vyuzili
sme predovsetkym Vetu 3.6.(proximal gradient je spadova metoda) a vztah (12). Mod-
ifikdcia je podobna descent verzii, taktiez ma vlastnost nerastiicosti tcelovej funkcie.
Najvacsi rozdiel je ten, Ze premennéd x neostava konstantnou, ale v kazdej iteracii sa

meni, priblizuje sa optimalnemu rieSeniu.

2 = prozy, ("D — 6, Vg(y*Y))

G F(29) < ()
T =
proxip (x('“_l) — 1t Vg(zF~D)) inak
y® = 20 L L ow ey

k+ 2
Pokial je podmienka nerastucosti splnené, pouZiva sa klasicka zrychlena metoda, kvoli

jej rychlosti konvergencie. Ak dan& podmienka neplati, vyuzivame povodni proximal
gradient metodu na predchadzajiuce 1), ktora je vidy spadova. Tato tprava je za-
lozena na tom, ze v klasickom proximal gradient algoritme je tcelova funkcia nerastiica
a vzdialenost priebezného od optimélneho riesenia sa zmensuje kazdou iteraciou, ¢o sme
si ukazali vo Vete 3.6. a vzfahu (12). Vdaka tomu nage priebezné riegenie *) nebude

nikdy stagnovat, od ¢oho o¢akavame rychlejSie dosiahnutie suboptimalneho rieSenia.
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5 Numerické experimenty

V tejto kapitole otestujeme proximal gradient metddu a jej modifikacie na prikladoch.
Experimenty st vykonané v programe Matlab, zdrojové kody sa nachidzaji v posled-
nej Casti prace. VSetky pokusy prebiehali na zostave PC so Stvorjadrovym procesorom
Intel Core i7 2.66 GHz a 6GB RAM. Ulohy, na ktorych prebiehaji numerické experi-

menty ndm generuje generator tuloh, ktory popiseme v dalSej ¢asti.

Vsetky testy a pozorovania spracujeme na tlohe, ktoru si zvolime nasledovného tvaru:

1 n
Min{z|Az = bll; + [lelh, = € R"},

kde sa t¢elova funkcia da rozlozit na diferencovatelnt funkciu g(z) = 3||Az — b|3 a
nediferencovatelnu ¢ast h(z), ktorou je v nasom experimente jednotkova norma ||z||;.
VzhTadom na Strukttru algoritmu proximal gradient metody vyuZijeme proximalny
operator funkcie th(u) = t||u||;, ktory sme odvodili v 3. kapitole.

r

proxy,(r); = T, +1 T, < —t

\

Urcovanie kroku t:

Metody otestujeme na oboch spésoboch volby kroku t,. V pripade kroku line search
pouzijeme algoritmus z kapitoly 3.2. resp. v pripade zrychlenej metody z kapitoly 4.
Konstantny krok volime velkosti ¢, = ¢t = 1/L, kde L je Lipschitzovskd konstanta
gradientu funkcie g(x), ¢o je taktiez inSpirované line search nerovnostou. Ukazeme si,
7e v pripade nadej funkcie g(z) = 3||Az — b[|3 je tato konstanta rovna najvicsiemu
vlastnému ¢islu matice A7 A, a preto volime v algoritme metddy s fixnym krokom krok

dizky t = 1/Amax(AT A).

Hladame teda konstantu L z Lipschitzovskej vlastnosti gradientu Vg(x).

IVg(z) = Vgl < Ll|lz —yll2, Vz,y € R"
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Po zderivovani funkcie g(x) podla x zistime, Ze gradient je tvaru:
Vy(z) = AT(Az —b)

Gradient nasledne dosadime do vztahu Lipschitzovskej vlastnosti a jednoduchymi tpravami

najdeme L.
IAT Aw — AT — (AT Ay — ATD) |2 = AT Az — y)]l2 < Anao(A"A) |2 = yll2

Preto L = M\pae (AT A).

Generator tloh:
Nami vytvoreny generator tloh tvori tlohy tak, Ze pozname ich optimélne rieSenie.

Funguje nasledovne:

1.) Zvolime rozmery m,n matice A, [ - pocet nenulovych prvkov bodu optima, v -

vzdialenost pociato¢ného bodu z(® od optima.
2.) Nahodné generovanie matice A, bodu optima = € R".
3.) Dopocitanie vektora b € R™ tak, aby optimalnym rieenim tlohy bolo z.
4.) Dopocitanie Startovacieho bodu 2(®) podla vzdialenosti od optimalneho riegenia.

Funkcie generatora "pocet nenulovijch prvkov"” a "vzdialenost od bodu optima" sa daju

vypnit hodnotou vstupu —1, vtedy sa tidaje tvoria tplne ndhodne.

KedZe generujeme tlohy, u ktorych pozname rieSenie, pouzijeme ako stopovacie kritérium
pri dosiahnuti e presnosti ||} — 2||y < e. Vo vysledkoch budeme uvadzat priemerny

pocet iteracii a priemernt ¢asovi naroc¢nost v sekundach.

36



5.1 Vplyv poc¢tu nenulovych prvkov v optimalnom rieSeni na

rychlost dosiahnutia rieSenia

Tabulky su spracované zo vzorky 500 tloh rozmerov 500x200 na kazdy riadok.

Vsimnime si, Ze line search met6dy dosahuji suboptiméalne rieSenie za menej iteracii ako

metody s konstantym krokom, ale st ¢asovo naroc¢nejsie, preto je vyhodnejsie pouzivat

fixny krok.

Vysledok experimentu: Metody potrebuji viac iterdcii a ¢asu na najdenie rieSenia, ak

je viac nenulovych prvkov v optimalnom rieSeni.

m=500 &£=0.0001 # pokusov =500 volbakroku: konitantny=1/L
n=200 ||x"— %[ =5 max # it. = 500
metdda: | Proximal Gradient Zrychleny PG Spadovy PG Mova verzia PG
I cas # iteracii £as # iteracii cas # iteracii cas # iteracii
0 0.0446 67.028 0.0305 45.674 0.0337 44.772 0.0278 35.596
40 0.0518 71724 0.03%6 59.68 0.0442 38.904 0.0325 41.132
80 0.0578 87.95 0.0459 70.46 0.052 70.272 0.0348 44,946
100 0.0616 94,386 0.0498 76.666 0.0569 76.5 0.0368 46.786
120 0.0679 101.53 0.0562 83.82 0.0643 83.916 0.0381 47.44
160 0.0781 120.1 0.0847 100.04 0.0735 100.96 0.04 52.604
200 0.0967 146.5 0.0802 120.986 0.0927 123.494 0.0441 56.212
Obr. 11: Met6dy s konstantnym krokom
m=500 £=0.0001 # pokusov=>500 volbakroku: LINESEARCH
n=200 ||x°— %[ =5 max # it. = 500
metdda: | Proximal Gradient Zrychleny PG Spadovy PG Mova verzia PG
I cas # iteracii Eas # iteracii cas # iteracii cas # iteracii
0 0.0538 46.688 0.0512 41.906 0.054 40.9%6 0.0473 32,244
40 0.0556 54.296 0.0607 54.938 0.0852 54.67 0.0523 37.072
80 0.0642 61.21 0.06332 65.546 0.0729 65.19 0.0555 40.936
100 0.0676 65.2 0.0733 71158 0.0738 71.248 0.0568 43.326
120 0.0734 70.414 0.0798 77.972 0.0864 78.156 0.0599 44,684
160 0.0792 83.526 0.0878 93.648 0.0965 94.634 0.0617 49.374
200 0.0977 | 104.688 0.1056 | 113.972 0.1198 118.646 0.0653 52.6

Obr. 12: Metody s line search krokom
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5.2 Vplyv zmeny pozadovanej presnosti na rychlost dosiahnutia
rieSenia
Tabulky su spracované zo vzorky 1000 uloh rozmerov 400x100 na kazdy riadok.

Vysledok experimentu: ZvySovanie presnosti sposobuje zvySovanie poctu iteracii a

¢asovej narocnosti.

m=400 ||x%— %[ =10 # pokusov=1000 volbakroku: konitantny=1/L
n=100 max # it. = 500

metdda: || Proximal Gradient Zrychleny PG Spadovy PG Mova verzia PG

£ tas # iteracii £as # iteracii tas # iteracii tas # iteracii
0.1 0.0075 22.549 0.0049 14.748 0.0057 14.826 0.0052 13.495
0.01 0.0128 37.856 0.0092 27.028 0.0107 27.181 0.0086 21.127
0.005 0.0138 42,313 0.0108 33.051 0.0127 33.367 0.0092 23.275
0.001 0.0167 52.744 0.0145 45.328 0.0168 45.376 0.011 27.929
0.0005 0.0184 36.783 0.0167 20.847 0.01%4 31.386 0.0117 29.204
0.0001 0.0224 67.741 0.0219 65.849 0.0256 66.542 0.0134 32.311
0.00005 0.0237 71.995 0.0237 72.03 0.0278 72744 0.0142 34.225

Obr. 13: Met6dy s konstantnym krokom

m=400 ||x"— x| =10 # pokusov=1000 volbakroku: LINESEARCH
n=100 max # it. = 500

metdda: | Proximal Gradient Zrychleny PG Spadovy PG Mova verzia PG

£ fas # iteracii Eas # iteracii tas # iteracii tas # iteracii
0.1 0.0155 16.304 0.0144 12.751 0.015 12,632 0.0147 11.874
0.01 0.0201 27.338 0.0196 24,993 0.0211 25.422 0.0192 20.485
0.003 0.0206 30.274 0.021 30.452 0.0222 29.915 0.0157 22.949
0.001 0.0232 37.684 0.0235 42,535 0.0275 42,883 0.0215 27.467
0.0005 0.0245 40.645 0.0278 48.243 0.03 48.236 0.0225 29.208
0.0001 0.028 43.431 0.0342 63.2060 0.0372 63.346 0.0249 32.637
0.00005 0.0291 31.796 0.0367 69.46 0.0403 69.841 0.0258 34.376

Obr. 14: Metody s line search krokom
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5.3 Vplyv rozmerov tlohy na rychlost dosiahnutia rieSenia

Tabulky su spracované zo vzorky 500 tloh na kazdy riadok.

Vsimnime si, 7Ze pre velké rozmery uloh metddy s line search krokom nedokézali néjst

optimum v limite 500 iteracii, ¢o je pravdepodobne spdsobené zaokrihlovacimi chybami

a tym, 7Ze line search krok sa uz velmi zmensil a metody sa tak nedokazu pohnit k

optimélnej hodnote.

Vysledok experimentu: ZvySovanie rozmerov tloh spdésobuje zvySovanie po¢tu iteracii

a casove] naroc¢nosti.

£=0.0001 # pokusov =500 volbakroku: konitantny=1/L
max # it. = 500
metdda: Proximal Gradient Zrychleny PG Spadovy PG Mova verzia PG
m n tas # iteracii tas # iteracii tas # iteracii tas # iteracii
10 4 0.0023 62.668 | 0.0018 45.034 | 0.0022 40.706 | 0.0012 159.39
30 20 0.0096 124.674 | 0.0077 98.122 0.01| 103.634 | 0.0041 38.336
100 40 0.022 142.294 | 0.0186 119.1 0.0227  125.804 ( 0.0083 45.562
200 80 0.0435 157.458 | 0.0375 140,108 | 0.0478 | 145.256 | 0.0186 32,754
500 200 0.1129 173.074 | 0.1071 162.696 | 0.1252 | 165.448 | 0.0511 63.092
1000 400 0.2482 182.402 | 0.2361 176.876 0.275 | 177.682 | 01216 75.598
2000 800 0.3033 190.994 | 0.4926 189.704 | 0.9016 | 187.698 | 0.4256 86.376
3000 | 1200 0.8742 196.06 | 0.8815 196.774 | 1.7191 | 193.604 | 0.8926 98.23
Obr. 15: Metody s konsStantnym krokom
£=0.0001 # pokusov =500 volbakroku: LINESEARCH
max # it. = 500
metdda: Proximal Gradient Zrychleny PG Spadovy PG Mowva verzia PG
m n cas # iteracii tas # iteracii cas # iteracii tas # iteracii
10 4 0.0045 61.244 | 0.0037 46.044 0.004 41.358 0.0024 19.55
30 20 0.0124 103.19 | 0.0111 89.082 | 0.0132 93.938 0.0066 35.808
100 40 0.0248 115.998 | 0.0223 104,696 | 0.0247 | 110.312 0.011e 41.352
200 &0 0.0504 128.878 0.0435 121.672 ( 0.0551 ( 125,912 0.0269 47.416
500 200 0.1093 120,588 | 0.1342 154.37 0.143 | 156.884 0.0722 59.564
1000 400 0.2839 154164 0.376 214,642 | 04771 | 243,218 0.1679 72.02
2000 200 2.4367 445,924 | 2.6791 486.916 | 3.6203 | 453.394 0.9425 117.504
3000 | 1200 2.0364 498.264 | 5.0671 499 [ 7.2229 499 2.9538 194.88
Obr. 16: Metody s line search krokom
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5.4 Vplyv vzdialenosti startovacieho bodu od optima na rychlost
dosiahnutia rieSenia
Tabulky su spracované zo vzorky 500 tloh rozmerov 500x200 na kazdy riadok.

Vysledok experimentu: ZvySovanie vzdialenosti Startovacieho bodu od optima spo-

sobuje zvySovanie poctu iteracii a ¢asovej naroc¢nosti.

im =500 £=0.0001 # pokusov =500 volbakroku: konitantny=1/L
n=200 max #it. = 300
metdda: [ Proximal Gradient Zrychleny PG Spadovy PG Mova verzia PG
|x®— 2| gas # iteracii gas # iterdcii £as # iteracii gas # iteracii
0.3 0.0626 95.162 0.0451 68.596 0.0516 69.196 0.0346 44.704
1 0.0689 | 106.092 0.0527 80.406 0.0601 80.906 0.0371 48.308
0.0764 116.56 0.0603 92.086 0.0695 93.138 0.0399 51.114
3 0.0867 132.56 0.0726 110.382 0.0827 112.07 0.042 54.206
10 0.0961 | 143.762 0.0826 124.076 0.0943 126.202 0.045 57.45
20 0.103 154.858 0.0926 139.056 0.107 141.19 0.047 58.908
30 0.1141 | 165.724 0.10685 158.336 0.1227 | 161.288 0.0504 62.262
100 0.1213 | 182.418 0.1161 175.042 0.1337 | 178.618 0.0511 64.51
200 0.1303 194.094 0.1297 192.12 0.14592 195.406 0.0563 68.516
1000 01477 | 222.404 0.1552 [ 233.078 0.1778 236.968 0.0591 73.01

Obr. 17: Metody s konStantnym krokom

m =500 £=10.0001 # pokusov =500 volbakroku: LINESEARCH
n=200 max # it. = 500
metdda: [ Proximal Gradient Zrychleny PG Spadovy PG Mova verzia PG
||x®— || £as # iterdcii £as # iterdcii £as # iterdcii tas # iterdcii
0.5 0.0685 66.398 0.0669 63.168 0.0725 63.468 0.055 41.212
1 0.0728 73.668 0.0741 74.398 0.0811 75.116 0.0568 43.908
2 0.0733 80.904 0.0853 87.762 0.0921 87.02 0.06le 47.97
3 0.0875 92.576 0.0964 | 103.822 0.1071 105.174 0.063 50.53
10 0.0942 | 100.514 0.1081 117.032 0.1185 118.95 0.0668 54.172
20 0.1005 108.79 0.1183 131.352 0.1319 133.456 0.0688 55.504
50 0.11 118.922 0.1344 [ 150.058 0.1508 152.908 0.0729 58.836
100 0.115 128.936 0.1436( 166.632 0.161 169.712 0.0739 61.002
200 0.1247 | 136.632 0.1603 183.19 0.1781 186.122 0.0791 64.76
1000 0.1363 154.79 0.189 223.304 0.2106 226.542 0.0832 69.062

Obr. 18: Metddy s line search krokom
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5.5 Porovnanie meto6d

Na nasledujucich obrazkoch si ukéZeme vyvoj vzdialenosti priebezného riesenia z(*®)
od bodu optima #, ¢ize vztah ||z®) — |, v zavislosti od iterdcie k. Pomocou tohto
vyvoja porovname rozne modifikicie proximal gradient metédy, pripadne poukizeme

na $pecidlne spravanie metod.
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Obr. 19: Porovnanie metod s konStantnym krokom
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Obr. 20: Porovnanie metody s konstantnym krokom a line search krokom

0.25 T T T T T T I
— PGradient
IrjchlenyPG

02+ B

015+ -
_™
=3
XD
=

01 -

0.05 - -

0 1
0 =3 1o 15 20 25 30 32 40

#iteracii

Obr. 21: Ukazka "skokov"zrychlenej metody
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6 Zaver

V bakalarskej praci sme sa venovali proximal gradient metode konvexného programova-
nia, ktora sa pouziva na minimaliziciu neohrani¢eného problému s nediferencovatelnou
ucelovou funkciou Specidlnej struktury.

V jednotlivych ¢astiach sme sa oboznamili s roznymi poznatkami z oblasti konvexnych
funkcii a konvexného programovania, zadefinovali sme subgradienty a objasnili sme
podmienky optimality nediferencovatelnych funkcii. Teoreticky sme spracovali proxi-
mal gradient metoédu, proximélny operator aj s jeho vlastnostami. Predstavili sme
si rozne verzie proximal gradient metédy - zdkladné verzia, zrychlena verzia a spa-
dova verzia. Praca obsahuje analyzu konvergencie prvych dvoch pre oba sposoby volby
kroku. Navrhli sme novii modifikaciu s acelom dalSieho vylepsenia metody, ktora sme
podrobili testom. V casti numerické experimenty sme testovali metédy na tlohéch,
ktoré generoval nami navrhnuty generator tuloh, vdaka ktorému sme optiméalne rieSe-
nia tloh poznali. Testovali sme vplyv nenulovych prvkov v optime na pocet iteracii a
¢asovi naroc¢nost, vysledok hovori o tom, Ze ¢im je viac nenulovych prvkov tym metoda
pomalgie nachadza optimum. Otestovali sme taktiez u¢innost metodd na vysokorozmerné
ulohy rozmerov az do 3000x1200 a zistili sme, zZe st efektivne. Metody poskytovali v

experimentoch velmi dobré vysledky.
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8 Priloha - zdrojové kédy programov

Tolotoloto o Too JoJo o To o o Jo o

%GENERATOR ULOHY

ToloToloto o To o JoTo o Jo o o To o

function [G,h,A,b,x_opt,x0]=generatornormi(m,n,l,v)

hvstupy rozmery m,n; pocet nenulovych prvkov 1; vzdialenost od optima

htvorba optimalneho riesenia

if(17=-1) %hodnota 1=-1 vypina volbu poctu nenulovych prvkov
xnen={(2*round (rand(1,1))-1) . *round (4*rand(1,1)+1);
htvorba nenulovych z (-5,-1) a (1,5)
x_opt=[xnen;zeros(n-1,1)]; ’%pridanie nul
x_opt=x_opt (randperm(n)); %premiesanie

else
x_opt=round (10*(rand(n,1)-0.5));

end

%tvorba A
A=round(10* (rand(m,n)-0.5)) ;
G=A’x*A;

%hdopocitanie vektora b
h=zeros(n,1);
for i=1:n
if (x_opt (i) ~=0)
h(1)=G(4,:)*x_opt+x_opt(i)/abs(x_opt(i));
hdotvorenie h aby bolo optimum x_opt
else
h(i)=G(i,:)*x_opt;
end
end
b=A’\h; Yriesenim sustavy dostaneme b

hvzdialenost od optima
if(v¥=-1) %hodnota v=-1 vypne funkciu vzdialenost od optima
dd=zeros(n,1);
sumdd=0;
for i=1:n-1
dd(i)=(2*rand()-1)*v/sqrt(n);
sumdd=sumdd+dd (i) ~2;
end
dd(n)=sqrt (v-2-sumdd) ;
dd=dd (randperm(n)) ;
x0=x_opt+dd;
else
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x0=round (10*(rand(n,1)-0.5));
end

Tolo o to o to o to o To o To e T o 1o o To  Fo o Fo o Fo o Fo o Fo o Fo o Fo o Voo Yoo Yo to Fo o Yoo Yoo Yot Fo o o
hproximalny operator funkcie t*(jednotkova norma)
Tototo oo to Tofoto To o Fo o To oo Fo o to Fo o to Fo o to To oo o Fo o o Fo o to Fo o Fo Fo oo o oo o o o o o o
function [x]=proxnorml(x,t)
m=size(x);
for i=1:m
if (x(1)>=t)
x(1)=x(1)-t;
end
if (abs(x(1))<=t)
x(1)=0;
end
if (x(i)<=-t)
x(1)=x(1)+t;
end
end

Toloto oo Toton To o o To o o ToTo 1o o To 1o o Jo o o Jo To o o ToTo o Jo o o Jo o o

% 8 VERZII PROXIMAL GRADIENT METQODY %

Yoot ToToTo o oo oo Jo ToTo o o o o o o o ToFo o o o o o T T Fo oo o o o o

function [d1,d2,d3,d4,d5,d6,d7,d8]=normi(m,n,1l,v,beta,ls,mmax)

hvstup rozmery m,n; pocet nenulovych prvkov 1; vzdialenost od optima;
%beta v line search; pouzit/nepouzit line search; max pocet iteracii
clc;

[G,h,A,b,x_opt,x0]=generatornorml(m,n,1,v);

e=0.0001;

%KONSTANTNY KROK
t=1/(max (eig(G)));

tl = tic;

%Proximal Gradient

x=x0;

delta=ones (mmax,1);

k=1;

while((norm(x-x_opt) > e) && (k < mmax))
gg=G*x-h;
[x]=proxnorml (x-t*gg,t) ;
delta(k)=norm(x-x_opt);
k=k+1;
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end
di=delta(k-1);
Casl=toc(t1)

tl = tic;

hZrychleny PG

x=x0;

y=x0;

delta2=ones (mmax,1);

k=1;

while ((norm(x-x_opt) > e) && (k < mmax))
XS=X;
gg=G*xy-h;
[x]=proxnorml (y-t*gg,t) ;
y=x+((k-1)/ (k+2)) *(x-x8) ;
delta2(k)=norm(x-x_opt) ;
k=k+1;

end

d2=delta2(k-1);
Cas2=toc(tl)

tl = tic;

%DESCENT PG

x=x0;

y=x0;

delta3=ones (mmax,1);

k=1;

while((norm(x-x_opt) > e) && (k < mmax))
XS=X;
gg=G*y-h;
[z]=proxnorml (y-t*gg,t) ;
fs=(1/2)*norm(A*xs-b) ~2+sum(abs(xs));
fn=(1/2)*norm(A*z-b) ~2+sum(abs (z)) ;
if (fn<=fs)

X=z;

end
v=xs+((k+1)/2)*(z-x8);
y=(k/ (k+2) ) *x+(2/ (k+2)) *v;
delta3(k)=norm(x-x_opt);
k=k+1;

end

d3=delta3(k-1);
Cas3=toc(t1)
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tl = tic;
%NOVA MODIFIKACIA PG
x=x0;
y=x0;
deltad=ones (mmax,1);
k=1;
while((norm(x-x_opt) > e) && (k < mmax))
XS=X;
gg=G*y-h;
[z]=proxnorml (y-t*gg,t) ;
fs=(1/2)*norm(A*xs-b) ~2+sum(abs (xs));
fn=(1/2)*norm(A*z-b) ~2+sum(abs (z)) ;
if (fn<=fs)
X=Z;
else
gg=G*xs-h;
x=proxnorml (xs-t*gg,t);
end
y=x+((k-1)/ (k+2)) *(x-x8) ;
deltad (k)=norm(x-x_opt);
k=k+1;
end

d4=delta4d (k-1);
Cas4=toc(tl)

%LINE SEARCH KROK

d5=0; d6=0; d7=0; d8=0;

if (1s==1)

tl = tic;

%Proximal Gradient

tk=2;

x=x0;

deltab=ones (mmax,1);

k=1;

while((norm(x-x_opt) > e) && (k < mmax))
gg=G*x-h;
[tk,x]=1search(A,b,gg,tk,x,beta);
deltab(k)=norm(x-x_opt);
k=k+1;

end

d5=deltab(k-1);
Casb=toc(tl)
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tl = tic;

hZrychleny PG

tk=2;

x=x0;

y=x0;

delta6=ones (mmax,1);

k=1;

while((norm(x-x_opt) > e) && (k < mmax))
XS=X;
gg=G*xy-h;
[tk,x]=1search(A,b,gg,tk,y,beta);
y=x+((k-1)/ (k+2)) *(x-x8) ;
delta6(k)=norm(x-x_opt);
k=k+1;

end

d6=delta6(k-1);
Cas6=toc(tl)

tl = tic;

%DESCENT PG

tk=2;

x=x0;

y=x0;

delta7=ones (mmax,1);

k=1;

while((norm(x-x_opt) > e) && (k < mmax))
XS=X;
gg=G*xy-h;
[tk,z]=1search(A,b,gg,tk,y,beta);
fs=(1/2)*norm(A*xs-b) ~2+sum(abs(xs));
fn=(1/2)*norm(A*xz-b) ~2+sum(abs (z)) ;
if (fn<=~fs)

X=z;

end
v=xs+((k+1)/2)*(z-x8);
y=(k/ (k+2) ) *xx+(2/ (k+2) ) *v;
delta7(k)=norm(x-x_opt);
k=k+1;

end

d7=delta7(k-1);
Cas7=toc(tl)
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tl = tic;
%NOVA MODIFIKACIA PG
tk=2;
x=x0;
y=x0;
delta8=ones (mmax,1);
k=1;
while((norm(x-x_opt) > e) && (k < mmax))
XS=X;
gg=G*xy-h;
[tk,z]=1search(A,b,gg,tk,y,beta);
fs=(1/2)*norm(A*xxs-b) “2+sum(abs (xs)) ;
fn=(1/2)*norm(A*z-b) ~2+sum(abs(z)) ;
if (fn<=~fs)
X=z;
else
gg=G*xs-h;
[tk,x]=1search(A,b,gg,tk,xs,beta);
end
y=x+((k-1)/(k+2))*(x-xs) ;
delta8(k)=norm(x-x_opt);
k=k+1;
end

d8=delta8(k-1);
Cas8=toc(t1)
end

ool ToToTo 1o 1o o oo JoToTo o o o oo Jo To T 1o o o o o Jo T o o oo o o T T o 1o oo o
ALINE SEARCH spojeny s proximal iteracioul
oo ToToTo o ToTo o oo JoTo o o ToTo o o o Toto o o ToToJo o o Jo T o o o To o o o To o o
function [tk,x]=1lsearch(A,b,gg,tk,xs,beta)
prox=proxnorml (xs-tk*gg,tk) ;
Gt=1/tk* (xs-prox) ;
g=1/2*norm(A*xs-b)~2;
gprox=1/2*norm(A*prox-b)~2;
while (gprox>g-tk*gg’*Gt+tk/2*norm(Gt) ~2)
tk=betaxtk;
prox=proxnorml (xs-tk*gg,tk) ;
gprox=1/2*norm(A*prox-b)~2;
Gt=1/tk*(xs-prox) ;
end
X=prox;
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