
UNIVERZITA KOMENSKÉHO V BRATISLAVE

FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

BAKALÁRSKA PRÁCA

Bratislava 2011 Roman Kukumberg



Proximal-gradient, metóda konvexného programovania

BAKALÁRSKA PRÁCA

Roman Kukumberg

UNIVERZITA KOMENSKÉHO V BRATISLAVE

FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

KATEDRA APLIKOVANEJ MATEMATIKY A �TATISTIKY

9.1.9 aplikovaná matematika

ekonomická a �nan£ná matematika

Vedúci bakalárskej práce:

RNDr. Mária Trnovská, PhD.

Kód práce:

6a1b8de2-2295-47e0-8b36-0b2b45bd12eb

BRATISLAVA 2011





�estné prehlásenie

�estne prehlasujem, ºe som túto bakalársku prácu vypracoval samostatne s vyuºitím

teoretických vedomostí a s pouºitím uvedenej odbornej literatúry.

Bratislava, 2. jún 2011 ....................................

Roman Kukumberg



Po¤akovanie

Aj touto cestou by som sa chcel po¤akova´ svojej vedúcej RNDr. Márii Trnovskej,

PhD. za cenné rady a pripomienky pri písaní tejto bakalárskej práce.



Abstrakt

KUKUMBERG, Roman: Proximal-gradient, metóda konvexného programovania

[Bakalárska práca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky,

fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky;

vedúci práce: RNDr. Mária Trnovská, PhD., Bratislava, 2011

Bakalárska práca sa zaoberá tzv. proximal gradient metódou konvexného pro-

gramovania, ktorá slúºi na optimalizáciu konvexných nediferencovate©ných funkcií

ako neohrani£eného problému(£iºe bez väzieb). Základným prvkom metódy je

tzv. proximal operátor, pod©a ktorého je metóda pomenovaná. Zaoberáme sa

s rôznymi modi�káciami metódy ako je zrýchlená proximal gradient metóda a

spádová proximal gradient metóda. Práca obsahuje taktieº analýzu konvergencie

pôvodnej aj zrýchlenej metódy, kde sa ukáºe, ºe obe konvergujú rýchlej²ie ako

klasické subgradientné metódy.

K©ú£ové slová: gradientné metódy, konvexné programovanie, konvexné nedifer-

encovate©né funkcie, subgradienty, proximal operátor, proximal gradient metóda



Abstrakt

KUKUMBERG, Roman: Proximal-gradient method of convex optimization [Bach-

elor's thesis], COMENIUS UNIVERSITY; Faculty of Mathematics, Physics and

Informatics; Department of Applied Mathematics and Statistics ;

thesis supervisor: RNDr. Mária Trnovská, PhD., Bratislava, 2011

Bachelor's thesis deals with the so-called proximal gradient method of convex

optimization, which is used for optimization of convex nondi�erentiable functions

as unconstrained problem (without bonds). An essential element of the method is

called proximal operator, after which is the method called. We deal with various

modi�cations of the method such as accelerated proximal gradient method and

descent proximal gradient method. The thesis also includes convergence analysis

of the classic and accelerated method, which shows that both of them converge

faster than subgradient methods.

Key words: gradient methods, convex optimization, convex nondi�erentiable

functions, subgradients, proximal operator, proximal gradient method
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1 Úvod

V optimalizácii neexistujú optimálne metódy na rie²enie úloh. �asto sa stretávame s

potrebou rie²i´ úlohy s nediferencovate©nými konvexnými funkciami. Jednou z moºností

ako dané úlohy rie²i´ sú tzv. subgradientné metódy konvexného programovania, ktoré

ako smer optimalizácie vyuºívajú subgradienty. Subgradientné metódy majú v²ak mnoho

nevýhod, sú ve©mi pomalé a nemajú dobré ukon£ovacie kritériá. Tieto metódy nie sú

spádovými metódami, nerastúcos´ ú£elovej funkcie nie je zaru£ená. Vä£²ina spôsobov

vo©by kroku taktieº nezaru£uje konvergenicu týchto metód.

Vzh©adom na nevýhody subgradientných metód boli vytvorené iné metódy na rie²enie

úloh konvexného programovania s nediferencovate©nými funkciami. Medzi tieto metódy

patrí aj proximal gradient metóda. Proximal gradient metóda rie²i úlohy, ktoré majú

²peciálnu ²truktúru min
x

f(x) = g(x)+h(x), kde sa ú£elová funkcia dá rozdeli´ na kon-

vexnú diferencovate©nú £as´ g(x) a konvexnú nediferencovate©nú £as´ h(x). Proximal

gradient je spádová metóda, hodnota ú£elovej funkcie po kaºdom kroku klesá alebo

ostáva rovnaká.

Klasické subgradientné metódy majú zloºitos´ O(1/ε2), £o znamená, ºe potrebujeme

O(1/ε2) iterácii aby sa na²iel ε-suboptimálny bod sp¨¬ajúci f(x(k))− f̂ ≤ ε. Proximal

gradient metóda má v oboch prípadoch vo©by kroku lep²iu zloºitos´ O(1/ε), sta£í nám

menej iterácii na dosiahnutie tej istej presnosti ε. Av²ak proximal gradient metóda sa

dá vylep²i´, touto úpravou dosahuje e²te lep²iu zloºitos´ O(1/
√
ε). Upravený algorit-

mus sa nazýva zrýchlena proximal gradient metóda alebo proximal gradient metóda s

extrapoláciou.

Zrýchlená metóda v²ak nemá vlastnos´ nerastúcosti ú£elovej funkcie f(x(k)) ≤ f(x(k−1))

tak ako pôvodná verzia algoritmu. Z uvedeného dôvodu existuje ¤al²ia modi�kácia

proximal gradient metódy, ktorá túto vlastnos´ sp¨¬a. Nazýva sa spádová (descent)

verzia zrýchlenej proximal gradient metódy. Vlastnos´ nerastúcosti ú£elovej funkcie

sp¨¬a taktieº nová modi�kácia proximal gradient metódy, ktorú navrhneme s ú£elom

¤al²ieho vylep²enia metódy.

V reálnom svete nachádza proximal gradient metóda vyuºitie na od²umovanie signálu,

kompresiu a zaostrovanie (deblur) obrázkov a fotiek. Proximal gradient metóda a jej
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modi�kácie majú dostatok presnosti a rýchlosti pre rie²enie ve©korozmerných problé-

mov.

Práca obsahuje teoretickú analýzu proximal gradient metódy, pri spracovaní sme £er-

pali najmä z [1]. Práca pozostáva zo ²tyroch hlavných £astí.

V prvej £asti práce zhrnieme základné vedomosti o konvexných funkciách a konvexnom

programovaní, následne zade�nujeme subgradienty, ktoré sú analógiou ku gradientom

pri nediferencovate©ných funkciách. Spomenieme ich vlastnosti a podmienky optimality

pre nediferencovate©né funkcie, ktoré sú pomocou nich de�nované.

V ¤al²ej £asti sa oboznámime s proximálnym operátorom, základným prvkom proximal

gradient metódy, s jeho vlastnos´ami a taktieº so samotnou proximal gradient metó-

dou. Práca takisto obsahuje analýzu konvergencie, pri spracovaní sme vyuºili hlavne

zdroj [1].

V tretej £asti sa budeme venova´ rôznym modi�káciám metódy, predstavíme si zrých-

lenú metódu a vy²etríme jej konvergenciu. Taktieº navrhneme novú modi�káciu metódy.

V ¤al²ej kapitole sa venujeme numerickým experimentom s proximal gradient metódou

a jej upravenými verziami. Skúmame napríklad vplyv po£tu nenulových prvkov v op-

timálnom rie²ení na rýchlos´ rie²enia úloh pomocou danej metódy. Metódy otestujeme

aj na ve©korozmerných úlohách.
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Notácia:

IC - indikátorová funkcia IC(x) =

0 x ∈ C

∞ inak

PC - projekcia na mnoºinu C, PC(x) = argmin
u∈C

‖u− x‖22

D(f) - de�ni£ný obor funkcie f

∇f(x) - gradient funkcie f v bode x

∂f(x) - subdiferenciál funkcie f v bode x

∇2f(x) - Hessova matica funkcie f

epi(f) - epigraf funkcie f

‖x‖1 =
∑n

i=1 |xi|

‖x‖2 - Euklidovská norma, ‖x‖2 =
√∑n

i=1 x
2
i

x̂ - bod optima, optimálne rie²enie

f̂ - optimálna hodnota funkcie f v bode x̂

L - Lipschitzovská kon²tanta

ε - presnos´

x+ - bod nasledujúcej iterácie

x0 - po£iato£ný/²tartovací bod

t, tk - d¨ºka kroku �xná / v k-tej iterácii

argmin - argument minima

proxh(x) - proximálny operátor funkcie h v bode x
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2 Konvexné programovanie

V nasledújúcej kapitole zhrnieme základné poznatky o konvexných mnoºinách a funkciách,

spomenieme hlavne vlastnosti, ktoré budeme v ¤al²om postupe vyuºíva´. Taktieº sfor-

mulujeme základnú úlohu konvexného programovania. Kapitola bola spracovaná na

základe poznatkov získaných zo zdrojov [1], [2], [4] a [5].

2.1 Konvexné funkcie

De�nícia 2.1. Mnoºina C ⊆ Rm sa nazýva konvexná, ak pre kaºdé dva body x, y

patriace mnoºine C obsahuje aj celú úse£ku [x, y] medzi nimi.

Poznámka 2.1. Ekvivalentne: Mnoºina C sa nazýva konvexná, ak pre kaºdé dva body

x, y ∈ C obsahuje aj ich kaºdú konvexnú kombináciu.

Teda λx+ (1− λ)y ∈ C pre 0 ≤ λ ≤ 1.

Vlastnosti konvexných mnoºín:

• Prienik konvexných mnoºín je konvexná mnoºina.

• Lineárna transformácia konvexnej mnoºiny je konvexná mnoºina.

Obr. 1: De�nícia 1: konvexná mnoºina, nekonvexná mnoºina, nekonvexná mnoºina,

konvexná mnoºina

De�nícia 2.2. Funkciu n-premenných f(x) de�novanú na konvexnej mnoºine C ⊆

Rn nazývame konvexnou funkciou, ak pre kaºdú dvojicu rôznych bodov x, y ∈ C a

©ubovolné £íslo 0 ≤ λ ≤ 1 platí:

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

4



Príklad 2.1. Indikátorová funkcia konvexnej mnoºiny C de�novaná ako IC =

0 x ∈ C

∞ inak

je konvexná funkcia.

Obr. 2: De�nícia 2

Veta 2.1. (podmienky 1.rádu): Nech f(x) : Rn → R má spojité prvé parciálne derivá-

cie. Potom funkcia f(x) je konvexná práve vtedy, ke¤ platí:

∀y 6= x : f(y)− f(x) ≥ ∇f(x)T (y − x) (1)

Obr. 3: Veta(podmienky 1.rádu)
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Veta 2.2. (podmienky 2.rádu): Nech f(x) : Rn → R má spojité druhé parciálne de-

rivácie. Potom funkcia f(x) je konvexná práve vtedy, ke¤ platí ∀x : ∇2f(x) je kladne

semide�nitná matica.

De�nícia 2.3. Funkcia f(x) : Rn → R sa nazýva silnokonvexná, ak existuje β > 0

také, ºe pre v²etky x 6= y ∈ Rn, 0 ≤ λ ≤ 1 platí:

f(λx+ (1− λ)y) + βλ(1− λ)‖x− y‖2 ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

Veta 2.3. Nech f(x) : Rn → R má spojité druhé parciálne derivácie. Potom funkcia

f(x) je silnokonvexná práve vtedy, ak existuje β > 0 tak, ºe pre v²etky x, s ∈ Rn platí:

sT∇2f(x)s > βsT s

Vlastnosti silnokonvexných funkcií:

• Ak f(x) je konvexná funkcia a h(x) = α‖x‖22, tak ich sú£et F (x) = f(x) + h(x)

je silnokonvexnou funkciou.

• Mnoºina Sb = {x ∈ Rn|f(x) ≤ b} je konvexná, uzavretá a ohrani£ená.

• Silnokonvexná funkcia má vºdy práve jedno minimum.

De�nícia 2.4. Epigraf funkcie f(x) : Rn → R de�nujeme ako:

epi(f) = {(x, t)|x ∈ D(f), f(x) ≤ t},

£o je podmnoºina Rn+1. (Epi znamená "nad", a preto epigraf znamená "nad grafom".)

De�nícia 2.5. Konvexná funkcia sa nazýva uzavretá, ak má uzavretý konvexný epigraf.
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Obr. 4: De�nícia 4 - Epigraf funkcie f

2.2 Úloha konvexného programovania

Za základnú úlohu konvexného programovania moºno povaºova´ úlohu tvaru:

min
x

f0(x)

fi(x) ≤ 0 i = 1, ...,m

kde funkcie fi(x) : R
n → R i = 0, ...,m sú konvexné, sp¨¬ajú De�níciu 2.2.

Z toho vyplýva, ºe oblas´, na ktorej h©adáme minimum(optimalizujeme), je konvexná.

Úloha konvexného programovania sa preto môºe charakterizova´ ako h©adanie minima

konvexných funkcií na konvexných mnoºinách.

Výhodou konvexného programovania je fakt, ºe kaºdé lokálne minimum ú£elovej funkcie

f0(x) je zárove¬ globálnym minimom a mnoºina v²etkých miním je konvexná. �al²ou

výhodou je fakt, ºe optimalizujeme na konvexnej mnoºine, £o umoºnoje prechod z

©ubovo©ného bodu x mnoºiny do akéhoko©vek iného jej bodu po úse£ke.
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2.3 Subgradienty

Ako vieme z predchádzajúcej kapitoly, úlohou konvexného programovania je nájs´ min-

imum konvexných funkcií. Pre diferencovaté©né konvexné funkcie poznáme podmienky

optimality a aj mnohé metódy konvexného programovania na ich optimalizáciu. �as-

tokrát v²ak treba optimalizova´ nediferencovate©né funkcie. Pri nediferencovate©ných

funkciách existuje analógia k gradientom zvaná subgradienty, ktorým sa budeme v

tejto kapitole venova´. Spomenieme vlastnosti subgradientov, pomocou nich zade�n-

jeme podmienky optimality nediferencovate©ných funkcií a taktieº si ukáºeme sub-

gradientné metódy konvexného programovania. Pri písaní tejto kapitoly sme vyuºili

informácie z literatúry [1],[3] a [6].

De�nícia 2.6. Nech je f(x) : Rn → R konvexná funkcia. Vektor g ∈ Rn nazývame

subgradient funkcie f v bode x ∈ D(f) ak platí:

f(z) ≥ f(x) + gT (z − x), ∀z ∈ D(f) (2)

Poznámka 2.2. Pre konvexnú diferencovate©nú funkciu f je subgradient rovný gradientu

funkcie pre kaºdé x. Ke¤ºe f je konvexná a diferencovate©ná funkcia, platí pre ¬u pod©a

vety 2.1.(podmienky 1.rádu) vz´ah: ∀z : f(z) − f(x) ≥ ∇f(x)T (z − x), kde ∇f(x) je

gradient funkcie f v bode x. Z tohto vz´ahu vidíme, ºe vektor ∇f(x) sp¨¬a de�níciu

subgradientu.

Poznámka 2.3. Subgradient existuje aj v bodoch x, v ktorých funkcia nie je difer-

encovate©ná. Av²ak v týchto bodoch nemusí by´ subgradient jednozna£ne de�novaný,

t.j. existuje mnoºina vektorov, ktoré sú subgradientami danej funkcie v bode x. Táto

konvexná mnoºina sa nazýva subdiferenciál v bode x a zna£í sa ∂f(x).

De�nícia 2.7. Funkcia f sa nazýva subdiferencovate©ná v x, ak existuje aspo¬ jeden

subgradient v x. Funkcia f sa nazýva subdiferencovate©ná, ak existuje subgradient v

kaºdom bode jej de�ni£ného oboru.

Príklad 2.2. Subgradient absolútnej hodnoty |x|

Pre hodnoty x 6= 0 je subdiferenciál absolútnej hodnoty jednoprvkovou mnoºinou, £iºe

8



Obr. 5: De�nícia 5 - Subgradienty funkcie f

subgradient je v týchto bodoch jednozna£ne de�novaný. Ak je bod x z intervalu (−∞, 0)

tak je subdiferenciál rovný ∂f(x) = −1. Pre body x z intervalu (0,∞) naopak platí

∂f(x) = 1.

V oboch predo²lých prípadoch je subgradient v týchto bodoch rovný gradientu. Preto

nás najviac zaujíma bod nediferencovate©nosti funkcie.

Ak x = 0 vieme, ºe pre subgradient platí nerovnos´ (2) z De�nície 2.6.:

f(z) ≥ f(x) + gT (z − x), ∀z ∈ D(f).

V na²om prípade sa táto nerovnos´ zjednodu²í na tvar |z| ≥ gz, ∀z ∈ D(f). Z toho

dostávame, ºe subdiferenciál funkcie v bode x = 0 je mnoºina ∂f(0) = 〈−1, 1〉 a

subgradient je ©ubovo©ným bodom tohto itervalu.

Obr. 6: Subdiferenciál absolútnej hodnoty
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Obr. 7: f = max(x, x2)

Príklad 2.3. Subgradient funkcie f = max(x, x2) =

x x ∈ 〈0, 1〉

x2 x 6∈ 〈0, 1〉
Najzaujímavej²ie body x funkcie f budú tie, v ktorých sa pretínajú funkcie x a x2. Sú

to body x1 = 0 a x2 = 1. V ostatných bodoch sa subgradient rovná gradientu funkcie,

ktorá má na danom intervale vä£²iu funk£nú hodnotu.

Subgradient v bode x1 = 0: Pre bod x1 sa nerovnos´ (2) z de�nície subgradientu

zredukuje na tvar: ∀z f(z) ≥ 0 + g(z − 0).

Ak z ∈ (−∞, 0〉 :
z2 ≥ gz

z ≤ g

Aby subgradient g sp¨¬al nerovnos´ pre v²etky z z intervalu musí by´ g ≥ 0.

Ak z ∈ 〈0,∞) :

z ≥ gz

1 ≥ g

Spojením predo²lých dvoch podmienok pre g sp¨¬ame de�ni£nú nerovnos´ pre v²etky z,

a preto subgradient v bode x1 je ©ubovolný bod z intervalu 〈0, 1〉. Teda subdiferenciál

v tomto bode je: ∂f(0) = 〈0, 1〉 = 〈(x2)′(0), x′
(0)〉.

Subgradient v bode x2 = 1: Pre bod x2 sa nerovnos´ (2) z de�nície subgradientu

zjednodu²í na tvar: ∀z f(z) ≥ 1 + g(z − 1).
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Ak z ∈ (−∞, 1〉 :
z ≥ 1 + g(z − 1)

z − 1 ≥ g(z − 1)

1 ≤ g

Ak z ∈ 〈1,∞) :

z2 ≥ 1 + g(z − 1)

z2 − 1 ≥ g(z − 1)

z + 1 ≥ g

Aby subgradient g sp¨¬al nerovnos´ pre v²etky z z daného intervalu musí by´ g ≤ 2.

Spojením podmienok pre g sp¨¬ame nerovnos´ z de�nície v bode x2 pre v²etky z, a

preto subdiferenciál v bode x1 je: ∂f(1) = 〈1, 2〉 = 〈x
′
(1), (x2)

′
(1)〉.

Vidíme, ºe v oboch prípadoch je subgradient v bode "zlomu"xi ©ubovo©ný bod z inter-

valu 〈∇f1(xi),∇f2(xi)〉.Tento jav platí aj v²eobecne pri funkciách typu

f(x) = max{f1(x), f2(x)}, kde funkcie f1(x), f2(x) sú konvexné a diferencovate©né.

Príklad 2.4. Subdiferenciál Euklidovskej normy ‖x‖2 v bode 0

Zredukujeme nerovnos´ z De�nície 2.6. a následne pouºijeme Cauchy - Schwarzovú

nerovnos´.
‖z‖2 ≥ ‖g‖2‖z‖2 ≥ gT z

1 ≥ ‖g‖2

∂f(0) = {g|‖g‖2 ≤ 1}

Subdiferenciál Euklidovskej normy v bode 0 obsahuje v²etky vektory, ktoré majú d¨ºku

men²iu alebo rovnú 1.

Aplikácia subgradientov

• Pomocou subgradientov sa de�nujú podmienky optimality pre nediferencovate©né

funkcie.

• Subgradienty sú vyuºívané v algoritmoch pre optimalizáciu nediferencovate©ných

konvexných funkcií ako optimálne smery a ukon£ovacie kritériá.
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Minimum nedi�rencovate©nej funkcie

Veta 2.4. Nech f je konvexná a subdiferencovate©ná v x̂. Funkcia nadobúda v bode x̂

minimum práve vtedy, ke¤ 0 ∈ ∂f(x̂).

Dôkaz: Pri dokazovaní pouºijeme de�níciu subgradientu 2.6..

”⇐ ” Z faktu 0 ∈ ∂f(x̂) vyplýva, ºe v de�nícii subgradientu môºme poloºi´ subgradient

g rovný nule. Preto platí vz´ah f(y) ≥ f(x̂)+0T (y− x̂), ∀y, ktorý je zárove¬ de�níciou

minima x̂ funkcie f(x).

”⇒ ” Ak bod x̂ je minimom funkcie f(x) potom platí f(y) ≥ f(x̂), ∀y. Po pripo£ítaní

nuly k pravej strane nerovnice získame:f(y) ≥ f(x̂) + 0T (y − x̂), ∀y. Vidíme, ºe bod

0 sp¨¬a de�níciu subgradientu v bode x̂, preto patrí do mnoºiny subdiferenciálu 0 ∈

∂f(x̂).

Obr. 8: Minimum nedi�rencovate©nej funkcie

Vlastnosti subgradientov

Veta 2.5. Subgradient funkcie f(x) má nasledujúce vlastnosti:

• Ak α je kladný skalár, potom platí ∂(αf)(x) = α∂f(x).

• Ak f(x) = f1(x)+...+fn(x), tak pre subgradient platí ∂f(x) = ∂f1(x)+...+∂fn(x).

• Pre funkciu tvaru h(x) = f(Ax+ b) sa subgradient rovná ∂h(x) = AT∂f(Ax+ b).
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Veta 2.6. (Monotónnos´) Ak s ∈ ∂f(x) a ŝ ∈ ∂f(x̂) potom platí (s− ŝ)T (x− x̂) ≥ 0.

Dôkaz: Postupujeme z de�nície subgradientu 2.6.. Ke¤ºe s je subgradientom v bode x

a ŝ je subgradientom v bode x̂ dostávame dve nerovnice:

f(x) ≥ f(x̂) + ŝT (x− x̂)

f(x̂) ≥ f(x) + sT (x̂− x)

S£ítaním a následne preusporiadaním týchto dvoch nerovníc dostaneme poºadovaný

tvar.
0 ≥ ŝT (x− x̂) + sT (x̂− x)

(s− ŝ)T (x− x̂) ≥ 0

2.4 Subgradientné metódy konvexného programovania

Subgradientné metódy sú vyuºívané na optimalizáciu nediferencovate©ných, konvexných

funkcií. V týchto metódach sa ako optimálny smer minimalizácie pouºíva subgradient.

Algoritmus: Zvolíme za£iato£ný krok x0 a opakujeme hlavnú iteráciu, ktorá má nasle-

dovný tvar:

xk = xk−1 − tkgk−1, k = 1, 2, ... ,

kde gk−1 je akýko©vek subgradient ú£elovej funkcie f v bode xk−1 z predo²lej iterá-

cie. Premenná tk predstavuje d¨ºku kroku, býva £asto kon²tantou alebo sa volí tak,

aby vzdialenos´ dvoch za sebou idúcich bodov xk bola kon²tantná(‖xk − xk−1‖2 =

tk‖gk−1‖2 = const.). Tretí spôsob vo©by kroku tk je tzv. zmen²ujúci sa krok, v ktorom

tk → 0,
∑∞

k=1 tk =∞.

Konvergencia metódy

Predpoklady:

• f je konvexná funkcia s D(f) = Rn.

• f má kone£nú optimálnu hodnotu f̂ a bod optima x̂.
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• f je Lipschitzovsky spojitá s kon²tantou L > 0:

|f(x)− f(y)| ≤ L‖x− y‖2 ∀x, y

Poznamenajme, ºe konvergencia metódy vyºaduje práve zmen²ujúcu sa(dimishing)

d¨ºku kroku tk, ostatné spôsoby vo©by kroku konvergenciu nezaru£ujú. Subgradientná

metóda nie je spádovou(nerastúcou) metódou, platnos´ vz´ahu f (k) ≤ f (k−1) nie je

zaru£ená. Z uvedeného dôvodu ozna£íme f (k)
best hodnotu ú£elovej funkcie, ktorá je naj-

bliº²ia optimálnej hodnote ú£elovej funkcie zo v²etkých hodnôt f (i) aº po iteráciu k.

Dá sa ukáza´, ºe po£et operácii potrebných pre dosiahnutie ε-suboptimálneho rie²enia

f
(k)
best − f̂ ≤ ε je O(1/ε2). Subgradientné metódy majú v²ak nevýhody. Sú ve©mi po-

malé a zloºitos´ O(1/ε2) nie je dobrá, pre úlohy rôznych tvarov sa dajú nájs´ rýchlej²ie

metódy s lep²ou zloºitos´ou. Subgradientné metódy taktieº nemajú dobré ukon£ovacie

kritériá.
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3 Proximal-gradient metóda

Vzh©adom na nevýhody subgradientných metód boli vymyslené iné metódy na rie²e-

nie úloh rôzneho tvaru s nediferencovate©nými konvexnými funkciami. �peciálne úlohy

typu min f(x) = g(x) + h(x), v ktorých sa dá ú£elová funkcia rozdeli´ na diferencov-

ate©nú a nediferencovate©nú £as´, vedú k zavedeniu tzv. proximal operátora a metódy

proximal gradient. Tejto metóde konvexného programovania a jej rôznym modi�káciám

sa budeme venova´ v nasledujúcich kapitolách. Kapitoly 3 a 4 boli spracované na zák-

lade [1] a [5].

Proximal gradient metóda sa pouºíva na optimalizáciu neohrani£eného problému(£iºe

bez väzieb), pri£om ú£elová funkcia f(x) sa dá napísa´ ako sú£et dvoch funkcií.

min
x

f(x) = g(x) + h(x) (3)

kde:

• Funkcia g(x) : Rn → R je diferencovate©ná, konvexná.

• Funkcia h(x) je uzavretá konvexná. Môºe by´ nediferencovate©ná, najlep²ie taká,

pri ktorej je proximal operátor nenáro£ný, jednoduchý.

3.1 Proximal operátor

Základným prvkom algoritmu proximal gradient metódy je tzv. proximal operátor,

ktorému sa budeme v nasledujúcej podkapitole venova´.

De�nícia 3.1. Proximal operátor konvexnej funkcie h je de�novaný ako:

proxh(x) = argmin
u

(
h(u) +

1

2
‖u− x‖22

)
(4)

Veta 3.1. Proximal operátor proxh(x) pre konvexú funkciu h existuje a je jednozna£ne

ur£ený pre kaºdé x.

Dôkaz: Ukáºeme, ºe funkcia h(u)+ 1
2
‖u−x‖22 je silnokonvexná vzh©adom na premennú

u. Ak je funkcia silnokonvexná tak má práve jeden bod minima, z £oho vyplýva exis-

tencia a jednozna£nos´.
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Ke¤ºe funkcia h(u) je konvexná, budeme sa ¤alej sústredi´ na vy²etrovanie konvexnosti

prídavku 1
2
‖u − x‖22 = 1

2
(u − x)T (u − x) = f(u). Po dvojnásobnom derivovaní funkcie

f(u) pod©a u zis´ujeme, ºe jej Hessova matica je rovná jednotkovej matici. Z toho pod©a

Vety 2.3. vyplýva, ºe funkcia f(u) je silnokonvexnou funkciou v premennej u.

Ak h je konvexná a f je silnokonvexná, potom funkcia F (u) = h(u) + f(u) je tieº

silnokonvexná(vlastnos´ silnokonvexných funkcií). Teda funkcia h(u) + 1
2
‖u − x‖22 je

silnokonvexná, £o sme chceli ukáza´.

De�nícia pomocou subgradientu

Veta 3.2. Proximal operátor proxh(x) funkcie h moºno charakterizova´ ako:

û = proxh(x) ⇔ x− û ∈ ∂h(û) (5)

Dôkaz: Veta 2.4. o minime nediferencovate©nej funkcie nám hovorí o podmienkach op-

timality pre minimalizáciu nediferencovate©nej funkcie. Ke¤ºe funkcia h(u) môºe by´

nediferencovate©ná pouºijeme pri odvádzaní vz´ahu medzi subgradientom funkcie h v

bode optima û a proximal operátorom funkcie h práve túto vetu.

û = proxh(x) = argmin
u

(
h(u) +

1

2
‖u− x‖22

)
Funkcie h(u) a 1

2
‖u− x‖22 sú konvexné, ich sú£et bude tieº konvexná funkcia. H©adáme

bod minima û funkcie F (u) = h(u) + 1
2
‖u− x‖22. Z podmienok optimality nediferenco-

vate©ných funkcií dostávame:0 ∈ ∂F (û)

0 ∈∂
(
h(û) +

1

2
(û− x)T (û− x)

)
0 ∈∂h(û) + (û− x)

x− û ∈∂h(û).

Medzi proximal operátorom a subgradientom funkcie h v optime û teda platí vz´ah:

û = proxh(x) ⇔ x− û ∈ ∂h(û)
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Vlastnosti proximal operátora

Tvrdenie 3.1. Ak je h : Rn1 × Rn2 → R separovate©ná funkcia h(u1, u2) = h1(u1) +

h2(u2), potom platí proxh(x1, x2) = (proxh1(x1), proxh2(x2)).

Dôkaz:

proxh(x1, x2) = argmin
(u1,u2)

(
h(u1, u2) +

1

2
‖u− x‖22

)
=

= argmin
(u1,u2)

(
h(u1) +

1

2
‖u1 − x1‖22 + h(u2) +

1

2
‖u2 − x2‖22

)
=

Z dôvodu, ºe h©adanie û1 nezávisí od funkcií s premennou u2(berú sa ako kon²tanta)

a opa£ne, moºme namiesto h©adania celého vektora û h©ada´ jeho 2 £asti a potom ich

spoji´ do jedného vektora.

=

(
argmin

u1

(
h(u1) +

1

2
‖u1 − x1‖22

)
, argmin

u2

(
h(u2) +

1

2
‖u2 − x2‖22

))
=

=(proxh1(x1), proxh2(x2)) .

Tvrdenie 3.2. (�kálovanie a posúvanie argumentu): Ak je funkcia h(u) = f(tu + a),

t 6= 0 získaná ²kálovaním a posúvaním argumentu funkcie f , potom sa proximálny

operátor funkcie h dá prepísa´ ako:

proxh(x) =
1

t
[proxt2f (tx+ a)− a]

Dôkaz:

proxh(x) = argmin
u

(
f(tu+ a) +

1

2
‖u− x‖22

)
= |u′

= tu+ a| =

=
1

t

[
argmin

u′

(
f(u

′
) +

1

2
‖u

′ − a
t
− x‖22

)
− a
]

=
1

t

[
argmin

u′

(
t2f(u

′
) +

1

2
‖u′ − a− tx‖22

)
− a
]

=
1

t
[proxt2f (tx+ a)− a]
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Tvrdenie 3.3. (Nerozpínavos´): Ak u = proxh(x), û = proxh(x̂) potom platí ‖u−û‖2 ≤

‖x− x̂‖2

Dôkaz: Vyuºijeme de�níciu proximal operátora pomocou subgradientu (vz´ah (5)) a

následne Vetu 2.6. o monotónnosti subgradientu.

x− u ∈ ∂h(u), x̂− û ∈ ∂h(û) ⇒ (x− u− x̂+ û)T (u− û) ≥ 0

0 ≤ ((x− x̂)− (u− û))T (u− û) = (x− x̂)T (u− û)− (u− û)T (u− û)

‖u− û‖22 ≤ (x− x̂)T (u− û)
C−S
≤ ‖x− x̂‖2‖u− û‖2

‖u− û‖2 ≤ ‖x− x̂‖2

proxh je nerozpínavý alebo Lipschitzovky spojitá funkcia s kon²tantou L = 1.

Príklady

V nasledujúcich príkladoch si precvi£íme po£ítanie proximálneho operátora pre rôzne

tvary funkcií h(u). �asto budeme odvádza´ proximal operátor proxth(x) funkcie th(u)

z dôvodu ²truktúry algoritmu proximal gradient metódy, kde skalár t predstavuje d¨ºku

kroku.

Príklad 3.1. h(u) = 0 : proxh(x) = argmin
u

(
1
2
(u− x)T (u− x)

)
= x

Príklad 3.2. Kvadratická funkcia: h(u) = 1
2
uTAu+ bTu+ c

proxth(x) = argmin
u

(
th(u) +

1

2
‖u− x‖22

)
=

= argmin
u

(
t(
1

2
uTAu+ bTu+ c) +

1

2
(u− x)T (u− x)

)
=

= argmin
u

(
t(
1

2
uTAu+ bTu) +

1

2
(uTu− 2xTu) + tc+

1

2
xTx

)
=

= argmin
u

(
1

2
uT (tA+ I)u+ uT (tb− x)

)
Zderivovaním funkcie F = 1

2
uT (tA+ I)u+ uT (tb− x) pod©a u dostaneme:

∂F
∂u

= (tA+ I)u+ (tb− x) = 0 ⇔ û = (tA+ I)−1(x− tb) , a preto

proxth(x) = (tA+ I)−1(x− tb)
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Príklad 3.3. Logaritmická bariéra: h(u) = −
∑n

i=1 log ui

Ke¤ºe logaritmická bariéra je separovate©nou funkciou sta£í vyjadri´ proximal operátor

pre jednu zloºku.

proxth(x)i = argmin
ui

(
th(ui) +

1

2
‖ui − xi‖22

)
= argmin

ui

(
−t log ui +

1

2
(ui − xi)2

)
Zderivovaním funkcie F = −t log ui+ 1

2
(ui−xi)2 pod©a ui dostaneme: ∂F

∂ui
= − t

ui
+ui−xi.

Poloºíme deriváciu rovnú nule: − t
ûi
+ ûi − xi = 0

Prenásobením rovnice premennou ûi dostaneme kvadratickú rovnicu, ktorá má 2 ko-

rene: ûi =
xi±
√
x2i+4t

2
. Av²ak premenná ui musí by´ v¤aka de�ni£nému oboru logaritmu

kladnou, a preto kore¬ s mínusovým znamienkom nebudeme ¤alej uvaºova´.

Dostávame

proxth(x)i =
xi +

√
x2i + 4t

2
, i = 1, ..., n.

Príklad 3.4. Jednotková norma: h(u) = ‖u‖1 =
∑n

i=1 |ui|

V¤aka separovate©nosti jednotkovej normy sta£í vyjadri´ proximal operátor pre jednu

zloºku.

proxth(x)i = argmin
ui

(
th(ui) +

1

2
‖ui − xi‖22

)
= argmin

ui

(
t|ui|+

1

2
(ui − xi)2

)
Pre ui ≥ 0,

proxth(x)i = argmin
ui

(
tui +

1

2
(ui − xi)2

)
= argmin

ui

(
1

2
u2i + ui(t− xi) +

1

2
x2i

)
Dostali sme kvadratickú funkciu jednej premennej(ui), ktorá nadobúda minimum v

bode ûi = − b
2a

= xi − t. Z nezápornosti ûi získame podmienku xi ≥ t.

Pre ui ≤ 0 analogickým postupom dostaneme ûi = xi + t, ke¤ xi ≤ −t.

Na zvy²nej oblasti, kde |xi| ≤ t je ûi = 0.

Spojením predchádzajúcich zistení získavame proximal operátor funkcie th(x) = t‖x‖1,

ktorý má tvar:

proxth(x)i =


xi − t xi ≥ t

xi + t xi ≤ −t

0 |xi| ≤ t

(6)
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Obr. 9: Proximálny operátor jednotkovej normy

Príklad 3.5. Euklidovská norma: h(u) = ‖u‖2

proxth(x) = argmin
u

(
th(u) +

1

2
‖u− x‖22

)
= argmin

u

(
t‖u‖2 +

1

2
‖u− x‖22

)

Bod u, v ktorom funkcia F (u) =
(
t‖u‖2 + 1

2
‖u− x‖22

)
nadobúda minimum, nájdeme

podobne ako v predo²lých prípadoch zderivovaním funkcie pod©a premennej u a poloºením

derivácie rovnej nule.

∂F (u)

∂u
=
∂
(
t‖u‖2 + 1

2
‖u− x‖22

)
∂u

=

= t
u

‖u‖2
+ u− x = 0

Po derivácii funkcie dostávame výraz, z ktorého na prvý poh©ad nevieme vyjadri´ pre-

mennú û predstavujúcu proximalny operátor. Preto si z výrazu najprv vyjadríme £omu

je rovná ‖u‖2, ktorú spätne dosadíme do pôvodného výrazu. Poznamenajme, ºe v bode

u = 0 nie je funkcia diferencovate©ná. Pre u nenulové platí:

u

(
t

‖u‖2
+ 1

)
= x

‖u
(

t

‖u‖2
+ 1

)
‖2 = ‖x‖2(

t

‖u‖2
+ 1

)
‖u‖2 = ‖x‖2

‖u‖2 = ‖x‖2 − t

Pri upravovaní sme vyuºili fakt, ºe
(

t
‖u‖2 + 1

)
je kon²tanta, a preto sme ju mohli

vytiahnu´ pred normu. Z dôvodu vlastnosti nezápornosti normy dostávame podmienku
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‖x‖2 ≥ t. Nahradíme normu ‖u‖2 a následne vyjadríme, £omu sa rovná u:

u

(
t

‖u‖2
+ 1

)
= x

u

(
‖x‖2
‖x‖2 − t

)
= x

u = x

(
1− t

‖x‖2

)
Ak nie je podmienka ‖x‖2 ≥ t splnená bodom minima je práve bod nediferencov-

ate©nosti funkcie u = 0. Proximálny operátor Euklidovskej normy je teda rovný:

proxth(x) =

x
(
1− t

‖x‖2

)
‖x‖2 ≥ t

0 inak

Príklad 3.6. Indikátorová funkcia: h(u) = IC(u) =

0 u ∈ C

∞ inak

proxh(x) = argmin
u

(
IC(u) +

1

2
‖u− x‖22

)
=

Zaujíma nás bod minima û danej funkcie, ktorá obsahuje indikátorovú funk£nú £as´.

V¤aka tejto £asti sme "penalizovaní"hodnotou +∞ vtedy, ke¤ sa pohybujeme mimo

mnoºiny C. Preto h©adanie bodu minima zúºime práve na mnoºinu C, v ktorej bodoch

má indikátorová funkcia funk£nú hodnotu rovnú 0.

= argmin
u∈C

1

2
‖u− x‖22 = argmin

u∈C
‖u− x‖22 = PC(x).

Proximal operátor indikátorovej funkcie IC je Euklidovská projekcia na mnoºinu C.

proxIC (x) = PC(x)
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3.2 Algoritmus proximal-gradient metódy

Algoritmus proximal-gradient metódy na rie²enie úlohy (3) pozostáva z opakovania

hlavnej iterácie aº po dosiahnutie poºadovanej presnosti. Proximal-gradient iterácia

vyzerá nasledovne:

x(k) = proxtkh(x
(k−1) − tk∇g(x(k−1)))

Tento vz´ah sa dá prepísa´ ako

x(k) = x(k−1) − tkGtk(x
(k−1)),

pri£om Gt(x) =
1
t
(x− proxth(x− t∇g(x))) je smer, ktorý môºeme chápa´ ako subgra-

dient funkcie f , o £om hovorí aj Veta 3.3. a Poznámka 3.1..

Premenná tk > 0 je d¨ºka kroku, ktorú volíme bu¤ kon²tantnú alebo ju budeme ur£ova´

v kaºdej iterácii pomocou line search.

Príklad 3.7. h(u) = 0

Minimaliza£ná úloha sa zjednodu²í na tvar min
x

g(x) a iterácia je nasledovného tvaru:

x(k) = x(k−1) − tk∇g(x(k−1))

Dostaneme teda klasickú gradientnú metódu.

Príklad 3.8. h(u) = IC(u)

Minimaliza£ná úloha sa dá chápa´ ako min
x∈C

g(x). Iterácia sa zmení na tvar gradientnej

projek£nej metódy, pretoºe proximal operátor sa správa ako projekcia.

x(k) = PC
(
x(k−1) − tk∇g(x(k−1))

)
Veta 3.3. : Pre smer Gt(x) de�novaný ako Gt(x) =

1
t
(x− proxth(x− t∇g(x))) platí:

Gt(x) ∈ ∇g(x) + ∂h(x− tGt(x)). (7)

Dôkaz: Vz´ah de�nujúci smer Gt(x) prepí²eme na nasledovný tvar:

x− tGt(x) = proxth(x− t∇g(x))
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V ¤al²om kroku si ozna£íme u
′
= x − tGt(x), x

′
= x − t∇g(x), rovnica sa nám teda

zjednodu²í na tvar u
′
= proxth(x

′
). Potom z Vety 3.2.(de�nícia pomocou subgradientu)

vyplýva, ºe x
′ − u′ ∈ t∂h(u′

). Vrátením sa na pôvodné zna£enie získame vz´ah, ktorý

jednoduchými úpravami dostaneme do poºadovaného tvaru.

t(−∇g(x) +Gt(x)) ∈ t∂h(x− tGt(x))

Gt(x) ∈ ∇g(x) + ∂h(x− tGt(x))

Poznámka 3.1. Veta nám vlastne hovorí o tom, ºe smer Gt(x) patrí do subdiferenciálu

funkcie h v bode xk novej iterácie posunutom o gradient funkcie g v bode predchádza-

júcej iterácie xk−1. Preto sa Gt(x) dá chápa´ sko "subgradient"ú£elovej funkcie f .

Dôsledok 3.1. : Bod x je minimom funkcie f(x) = g(x) + h(x) práve vtedy, ke¤

Gt(x) = 0. Táto skuto£nos´ vyplýva priamo z podmienok optimality diferencovate©ných

a nediferencovate©ných funkcií.

Interpretácia iterácie

Vyuºijeme de�níciu proximal operátora.

x+ = proxth(x− t∇g(x)) = argmin
u

(
th(u) +

1

2
‖u− x+ t∇g(x)‖22

)
= argmin

u

(
h(u) +

1

2t
‖u− x‖22 +∇g(x)T (u− x) +

t

2
‖∇g(x)‖22

)
= argmin

u

(
h(u) + g(x) +∇g(x)T (u− x) + 1

2t
‖u− x‖22

)
Výsledok nám hovorí o tom, ºe v kaºdej iterácii nový bod x(k) minimalizuje funkciu

h(u) plus jednoduchý lokálny kvadratický model funkcie g(u) okolo bodu x(k−1) z pred-

chádzajúcej iterácie.

Line search

Cie©om line search algoritmu je ur£i´ optimálnu d¨ºku kroku tk v £asti metódy:

x(k) = proxtkh
(
x(k−1) − tk∇g(x(k−1))

)
= x(k−1) − tkGtk(x

(k−1))

Algoritmus:

Za£íname s krokom t = tk−1 z predo²lej iterácie a opakujeme t = βt (0 < β < 1) aº
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pokým ná² krok splní line search nerovnos´:

g(x(k)) = g(x(k−1)− tGt(x
(k−1))) ≤ g(x(k−1))− t∇g(x(k−1))TGt(x

(k−1))+
t

2
‖Gt(x

(k−1))‖22

Ako po£iato£ný krok t0 volíme ©ubovo©nú kladnú hodnotu. Algoritmus vyºaduje výpo£et

jedného proximal operátora za line search iteráciu. Line search nerovnos´ je in²pirovaná

analýzou konvergencie, £o ukáºeme v ¤al²ej podkapitole.

3.3 Konvergencia proximal-gradient metódy

Predpoklady:

• Gradient funkcie ∇g je Lipschitzovsky spojitá funkcia s kon²tantou L > 0

‖∇g(x)−∇g(y)‖2 ≤ L‖x− y‖2, ∀x, y ∈ Rn.

• Optimálna funk£ná hodnota f̂ je kone£ná a funkcia ju nadobúda v bode x̂, ktorý

nemusí by´ jednozna£ný.

Konvergenciu metódy budeme vy²etrova´ pre �xný krok t ako aj pre krok tk, ktorý

ur£ujeme pri kaºdej iterácii pomocou line search.

Dôsledky Lipschitzovského predpokladu

Ako prvé odvodíme horné ohrani£enie pre funkciu g z Lipschitzovej vlastnosti, ktoré

budeme v ¤al²om postupe potrebova´.

Veta 3.4. Konvexná funkcia g s Lipschitzovsky spojitým gradientom s kon²tantou L

má horné ohrani£enie

g(y) ≤ g(x) +∇g(x)T (y − x) + L

2
‖y − x‖22 ∀x, y (8)

Dôkaz: Ozna£me v = y − x. Vieme, ºe pre g(y) platí nasledujúca rovnos´, z ktorej

postupnými úpravami získame horné ohrani£enie.

g(y) = g(x) +∇g(x)Tv +
∫ 1

0

(∇g(x+ tv)−∇g(x))Tvdt ≤

(1)

≤ g(x) +∇g(x)Tv +
∫ 1

0

‖∇g(x+ tv)−∇g(x)‖2‖v‖2dt ≤

(2)

≤ g(x) +∇g(x)Tv +
∫ 1

0

Lt‖v‖22dt =

= g(x) +∇g(x)Tv + L

2
‖v‖22
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Úprava (1) vyplýva z Cauchy-Schwarzovej nerovnosti xTy ≤ ‖x‖2‖y‖2. V druhej úprave

(2) sa vyuºíva Lipschitzovská spojitos´ gradientu ∇g, ktorá bola zahrnutá v predpok-

ladoch konvergencie.

Obr. 10: Horné a dolné ohranicenie konvexnej funkcie g(x)

Dôsledok 3.2. (Line search nerovnos´) Poloºením y = x−tGt(x) do horného orhrani£e-

nia (8) dostaneme:

g(x− tGt(x)) ≤ g(x)− t∇g(x)TGt(x) +
t2L

2
‖Gt(x)‖22

Na základe toho je line search nerovnos´ v tvare:

g(x− tGt(x)) ≤ g(x)− t∇g(x)TGt(x) +
t

2
‖Gt(x)‖22 (9)

Nerovnos´ je splnená pre d¨ºku kroku 0 ≤ t ≤ 1/L. Pre krajné hodnoty t sa uvedené

vz´ahy rovnajú. Mimo intervalu je prvý vz´ah slab²ou podmienkou, a preto nie je platnos´

druhého vz´ahu zaru£ená.

Veta 3.5. (globálna nerovnos´): Nech funkcia f je tvaru f(x) = g(x)+h(x), kde funkcia

g(x) je konvexná diferencovate©ná a h(x) je konvexná nediferencovate©ná funkcia. Ak

platí line search nerovnos´ (9) pre funkciu g, potom pre kaºdé z platí vz´ah:

f(x− tGt(x)) ≤ f(z) +Gt(x)
T (x− z)− t

2
‖Gt(x)‖22 (10)
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Dôkaz:

f(x− tGt(x)) =g(x− tGt(x)) + h(x− tGt(x))

≤g(x)− t∇g(x)TGt(x) +
t

2
‖Gt(x)‖22 + h(x− tGt(x))

≤g(z) +∇g(x)T (x− z)− t∇g(x)TGt(x) +
t

2
‖Gt(x)‖22

+ h(z) + (Gt(x)−∇g(x))T (x− z − tGt(x))

=f(z) +Gt(x)
T (x− z)− t

2
‖Gt(x)‖22

V druhom riadku je vyuºitá line search nerovnos´ (9) pre funkciu g. V nasledujúcom

riadku sa pouºila konvexnos´ oboch funkcií: pre funkciu g bola pouºitá Veta 2.1.(pod-

mienky 1.rádu), pre funkciu h bola vyuºitá De�nícia 2.6.(subgradient) a fakt, ºe

(Gt(x)−∇g(x)) ∈ ∂h(x− tGt(x)), £o sme si ukázali po de�novaní smeru Gt(x) vo Vete

3.3..

Veta 3.6. Proximal gradient je spádová metóda, platí f(x+) ≤ f(x)− t
2
‖Gt(x)‖22.

Dôkaz: Ozna£me bod nasledujúcej iterácie x+ = x− tGt(x). Ak v globálnej nerovnosti

(10) poloºíme z=x dostaneme poºadovaný tvar.

Poznámka 3.2. Tento vz´ah nám hovorí o tom, ºe proximal gradient je nerastúca(klesajúca)

metóda. Po kaºdej novej iterácii sa funk£ná hodnota ú£elovej funkcie zmen²í alebo os-

tane rovnaká(ak sme v optime). Funk£ná hodnota sa za kaºdú iteráciu zlep²uje prina-

jmen²om o hodnotu t
2
‖Gt(x)‖22, tento jav je dostato£ný na to, aby garantoval konver-

genciu metódy.

Ak do globálnej nerovnosti (10) dosadíme z = x̂, dostaneme:

0 ≤ f(x+)− f̂ ≤ Gt(x)
T (x− x̂)− t

2
‖Gt(x)‖22

=
1

t
(x− x+)T (x− x̂)− 1

2t
‖x− x+‖22 −

1

2t
‖x− x̂‖22 +

1

2t
‖x− x̂‖22

=
1

2t

(
‖x− x̂‖22 − ‖x+ − x̂‖22

)
(11)

V druhom riadku sme vyuºili rovnos´ Gt(x) =
x−x+
t

a pripo£ítali sme nulu. Pokra£ovali

sme s úpravou na ²tvorec pod©a vzorca (A−B)2 = A2−2AB+B2,kde A = (x−x̂) a B =
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(x− x+). Z predchádzajúcej nerovnice taktieº pozorujeme, ºe vzdialenos´ priebeºného

rie²enia od optimálneho sa zniºuje kaºdou iteráciou, pretoºe platí:

‖x+ − x̂‖22 ≤ ‖x− x̂‖22 (12)

Analýza konvergencie PGM

Kon²tantný krok t = 1/L

Veta 3.7. Proximal gradient metóda s kon²tantným krokok t = 1/L dosahuje ε presné

rie²enie po O(1/ε) krokoch - platí f(x(k))− f̂ ≤ 1
2kt
‖x(0) − x̂‖22.

Dôkaz: V nerovnosti (11) poloºme x = x(i−1), x+ = x(i):

f(x(i))− f̂ ≤ 1

2t

(
‖x(i−1) − x̂‖22 − ‖x(i) − x̂‖22

)
(13)

Zosumujeme v²etky nerovnosti (13) od prvej iterácie aº po poslednú k-tú iteráciu.

k∑
i=1

(f(x(i))− f̂) ≤ 1

2t

k∑
i=1

(
‖x(i−1) − x̂‖22 − ‖x(i) − x̂‖22

)
=

1

2t
(‖x(0) − x̂‖22 − ‖x(1) − x̂‖22 + ‖x(1) − x̂‖22 − . . .

. . .− ‖x(k−1) − x̂‖22 + ‖x(k−1) − x̂‖22 − ‖x(k) − x̂‖22)

=
1

2t

(
‖x(0) − x̂‖22 − ‖x(k) − x̂‖22

)
≤ 1

2t
‖x(0) − x̂‖22

Nerovnos´ predelíme po£tom iterácii k a z poznatku, ºe f(x(i)) je nerastúca dostávame:

f(x(k))− f̂ =
1

k

k∑
i=1

(f(x(k))− f̂) ≤ 1

k

k∑
i=1

(f(x(i))− f̂) ≤ 1

2kt
‖x(0) − x̂‖22

Krok ur£ovaný pomocou line search v kaºdej iterácii t = ti ≥ tmin

Veta 3.8. Proximal gradient metóda s line search krokom tk nájde ε presné rie²enie

po O(1/ε) iteraciách - platí f(x(k))− f̂ ≤ 1
2ktmin

‖x(0) − x̂‖22.

Dôkaz: Budeme postupova´ analogicky ako v predo²lom prípade, jediným rozdielom

bude závislos´ kroku t od iterácie i. Zosumovaním v²etkých nerovností (13) od prvej
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iterácie aº po k-tú iteráciu dostávame:

k∑
i=1

(f(x(i))− f̂) ≤
k∑
i=1

1

2ti

(
‖x(i−1) − x̂‖22 − ‖x(i) − x̂‖22

)
≤ 1

2tmin

k∑
i=1

(
‖x(i−1) − x̂‖22 − ‖x(i) − x̂‖22

)
=

1

2tmin

(
‖x(0) − x̂‖22 − ‖x(k) − x̂‖22

)
≤ 1

2tmin
‖x(0) − x̂‖22

Nerovnos´ predelíme po£tom iterácii k a z poznatku, ºe f(x(i)) je nerastúca dostaneme:

f(x(k))− f̂ ≤ 1

2ktmin
‖x(0) − x̂‖22

Ukázali sme, ºe pri oboch spôsoboch vo©by kroku sa rozdiel f(x(k)) − f̂ zniºuje na-

jmenej rýchlos´ou 1/k. Na nájdenie ε-suboptimálneho bodu sp¨¬ajúceho f(x(k))− f̂ ≤ ε

pomocou klasickej proximal gradient metódy teda potrebujeme O(1/ε) iterácii. Táto

zloºitos´ sa v²ak dá vylep²i´ vhodnou úpravou metódy na hodnotu O(1/
√
ε). Upravený

algoritmus s lep²ou zloºitos´ou sa nazýva zrýchlená proximal gradient metóda.
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4 Zrýchlená proximal gradient metóda

Zrýchlená metóda má pribliºne rovnakú náro£nos´ za iteráciu ako základná proximal

gradient metóda. Od klasického algoritmu sa lí²i v tom, ºe do proximálneho operátora

v kaºdej iterácii vstupujú namiesto hodnôt x(k−1) hodnoty y(k−1), ktoré sú získané

extrapoláciou z predo²lých hodnôt x(k−1) a x(k). Preto je zrýchlená metóda nazývaná

tieº ako proximal gradient metóda s extrapoláciou.

Algoritmus:

Zvolíme ²tartovací bod x(0) ∈ D(h) a poloºíme y(0) = x(0), potom pre k ≥ 1:

x(k) = proxtkh
(
y(k−1) − tk∇g(y(k−1))

)
y(k) = x(k) +

k − 1

k + 2
(x(k) − x(k−1))

Krok tk býva kon²tantý alebo ur£ovaný pomocou line search.

V²imnime si, ºe prvá iterácia zrýchlenej metódy je zhodná s prvou iteráciou pôvodnej

metódy.

Line search

Cie©om line search algoritmu je ur£i´ optimálnu d¨ºku kroku tk v £asti metódy:

x(k) = proxtkh
(
y(k−1) − tk∇g(y(k−1))

)
= y(k−1) − tkGtk(y

(k−1))

Algoritmus line search:

Za£íname s krokom t = tk−1 z predo²lej iterácie a opakujeme t = βt (0 < β < 1) aº

pokým ná² krok splní nerovnos´:

g(x(k)) = g(y(k−1)− tGt(y
(k−1))) ≤ g(y(k−1))− t∇g(y(k−1))TGt(y

(k−1)) +
t

2
‖Gt(y

(k−1))‖22

Ako po£iato£ný krok t0 volíme ©ubovo©nú kladnú hodnotu. Poznamenajme, ºe takto

de�novaný line search algoritmus implikuje nerastúcos´ kroku tk ≤ tk−1.
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4.1 Konvergencia zrýchlenej proximal gradient metódy

Predpoklady:

• Gradient funkcie ∇g je Lipschitzovsky spojitá funkcia s kon²tantou L > 0

‖∇g(x)−∇g(y)‖2 ≤ L‖x− y‖2, ∀x, y.

• Optimálna funk£ná hodnota f̂ je kone£ná a funkcia ju nadobúda v bode x̂, ktorý

nemusí by´ jednozna£ný.

Rovnako ako v predo²lej kapitole budeme analyzova´ konvergenciu zrýchlenej metódy

pre oba spôsoby vo©by kroku t - pre �xný krok aj pre krok pomocou line search.

Postup je analogický k predchádzajúcemu vy²etrovaniu konvergencie pre klasickú metódu,

a preto vyuºijeme niektoré vz´ahy, ktoré boli odvodené a zdôvodnené tam.

Line search nerovnos´ je tvaru:

g(y − tGt(y)) ≤ g(y)− t∇g(y)TGt(y) +
t

2
‖Gt(y)‖22,

v ktorej je jediným rozdielom to, ºe namiesto pôvodných hodnôt x pouºívame ex-

trapolované hodnoty y. Nerovnos´ je splnená pre d¨ºku kroku 0 ≤ t ≤ 1/L. Takisto

platí aj globálna nerovnos´ pre v²etky z, ke¤ t sp¨¬a line search nerovnos´.

f(y − tGt(y)) ≤ f(z) +Gt(y)
T (y − z)− t

2
‖Gt(y)‖22 (14)

Notácia:

Ozna£me θk = 2
k+1

, de�nujeme v(0) = x(0) a pre k ≥ 1:

v(k) = x(k−1) +
1

θk
(x(k) − x(k−1))

Pri novom ozna£ovaní sa dá extrapolované y(k) prepísa´ nasledovne:

y(k) =x(k) +
k − 1

k + 2
(x(k) − x(k−1))

=x(k) +
k + 1

k + 2
(x(k) − x(k−1))− 2

k + 2
(x(k) − x(k−1))

=x(k) +
θk+1

θk
(x(k) − x(k−1))− θk+1(x

(k) − x(k−1))

=(1− θk+1)x
(k) + θk+1(x

(k−1) +
1

θk
(x(k) − x(k−1)))

=(1− θk+1)x
(k) + θk+1v

(k)

(15)
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Pomocou nového y(k) prepí²eme aj v(k):

v(k) =x(k−1) +
1

θk
(x(k) − x(k−1))

=x(k−1) +
1

θk
(y(k−1) − tkGtk(y

(k−1))− x(k−1))

=x(k−1) +
1

θk
((1− θk)x(k−1) + θkv

(k−1) − tkGtk(y
(k−1))− x(k−1))

=v(k−1) − tk
θk
Gtk(y

(k−1))

(16)

Druhý riadok vychádza z rovnosti x(k) = y(k−1) − tkGtk(y
(k−1)). V tre´om riadku sme

y(k−1) rozpísali pomocou predchádzajúceho vz´ahu (15).

V ¤al²om postupe vyuºijeme aj fakt, ºe θk sp¨¬a nerovnos´:

1− θk
θ2k

=
k2 − 1

4
≤ k2

4
=

1

θ2k−1
(17)

Progres v jednej iterácii

Veta 4.1. Zrýchlená proximal gradient metóda dosahuje za jednu iteráciu progres

1

θ2i
(f(x(i))− f̂) + 1

2ti
‖v(i) − x̂‖22 ≤

1− θi
θ2i

(f(x(i−1))− f̂) + 1

2ti
‖v(i−1) − x̂‖22 (18)

Dôkaz: Pouºijeme globálnu nerovnos´(14), ktorá platí pre v²etky z. V na²om prípade

poloºíme z rovné konvexnej kombinácii z = (1− θi)x(i−1) + θix̂

f(x(i)) ≤f((1− θi)x(i−1) + θix̂) +Gt(y
(i−1))T (y(i−1) − (1− θi)x(i−1) − θix̂)−

t

2
‖Gt(y

(i−1))‖22

≤(1− θi)f(x(i−1)) + θif̂ +Gt(y
(i−1))T (θiv

(i−1) − θix̂)−
t

2
‖Gt(y

(i−1))‖22

=(1− θi)f(x(i−1)) + θif̂ +
θ2i
2t

(
2t

θi
Gt(y

(i−1))T (v(i−1) − x̂)− t2

θ2i
‖Gt(y

(i−1))‖22
)

=(1− θi)f(x(i−1)) + θif̂ +
θ2i
2t

(
‖v(i−1) − x̂‖22 − ‖v(i−1) −

t

θi
Gt(y

(i−1))− x̂‖22
)

=(1− θi)f(x(i−1)) + θif̂ +
θ2i
2t

(
‖v(i−1) − x̂‖22 − ‖v(i) − x̂‖22

)
Pri úpravách na druhý riadok bola vyuºitá lambda de�nícia konvexnosti funkcie f

(De�nícia 2.2.), takisto sa pouºil upravený vz´ah(15) pre y(i−1). V ²tvrtom riadku sme

predchádzajúci výraz upravili na ²tvorce pomocou vzorca (A−B)2 = A2− 2AB+B2,

kde A = (v(i−1) − x̂), B = t
θi
Gt(y

(i−1)). Posledný riadok pouºíva rovnos´(16) pre pre-

mennú v(i).
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Odpo£ítaním od oboch strán f̂ , predelením nerovnice θ2i a preusporiadaním, aby na

©avej strane boli indexy novej iterácie i a na pravej indexy predchádzajúcej iterácie

i− 1, dostaneme "progres"za jednu iteráciu, ktorý pouºijeme na odvodenie konvergen-

cie zrýchlenej metódy.

1

θ2i
(f(x(i))− f̂) + 1

2ti
‖v(i) − x̂‖22 ≤

1− θi
θ2i

(f(x(i−1))− f̂) + 1

2ti
‖v(i−1) − x̂‖22

Analýza konvergencie zrýchlenej PGM

Kon²tantný krok ti = t = 1/L

Veta 4.2. Zrýchlená proximal gradient metóda s kon²tantným krokom potrebuje na

dosiahnutie ε-presného rie²enia f(x(k))− f̂ ≤ ε po£et O(1/
√

(ε)) iterácií, platí f(x(k))−

f̂ ≤ 2
(k+1)2t

‖x(0) − x̂‖22

Dôkaz: Budeme opakovane vyuºíva´ vlastnos´ θk (17) a nerovnicu progresu za jednu

iteráciu (18).

1

θ2k
(f(x(k))− f̂) ≤ 1

θ2k
(f(x(k))− f̂) + 1

2t
‖v(k) − x̂‖22 ≤

≤ 1− θk
θ2k

(f(x(k−1))− f̂) + 1

2t
‖v(k−1) − x̂‖22 ≤

≤ 1

θ2k−1
(f(x(k−1))− f̂) + 1

2t
‖v(k−1) − x̂‖22 ≤ . . .

. . . ≤ 1− θ1
θ21

(f(x(0))− f̂) + 1

2t
‖v(0) − x̂‖22 =

=
1

2t
‖x(0) − x̂‖22

Preto platí:

f(x(k))− f̂ ≤ θ2k
2t
‖x(0) − x̂‖22 =

2

(k + 1)2t
‖x(0) − x̂‖22

32



Krok ur£ovaný pomocou line search v kaºdej iterácii ti−1 ≥ ti ≥ tmin

Veta 4.3. Zrýchlená proximal gradient metóda s line search krokom nájde ε-suboptimálny

bod f(x(k))− f̂ ≤ ε za po£et O(1/
√
ε) iterácií, platí f(x(k))− f̂ ≤ 2

(k+1)2tmin
‖x(0) − x̂‖22

Dôkaz: Budeme postupova´ analogickým spôsobom ako v predo²lom prípade, jediným

rozdielom bude závislos´ kroku t od iterácie i.

tmin
θ2k

(f(x(k))− f̂) ≤ tk
θ2k
(f(x(k))− f̂) + 1

2
‖v(k) − x̂‖22 ≤

≤ tk(1− θk)
θ2k

(f(x(k−1))− f̂) + 1

2
‖v(k−1) − x̂‖22 ≤

≤ tk−1
θ2k−1

(f(x(k−1))− f̂) + 1

2
‖v(k−1) − x̂‖22 ≤ . . .

. . . ≤ t1(1− θ1)
θ21

(f(x(0))− f̂) + 1

2
‖v(0) − x̂‖22 =

=
1

2
‖x(0) − x̂‖22

Preto platí:

f(x(k))− f̂ ≤ θ2k
2tmin

‖x(0) − x̂‖22 =
2

(k + 1)2tmin
‖x(0) − x̂‖22

Ukázali sme si, ºe rozdiel f(x(k)) − f̂ sa zniºuje prinajmen²om rýchlos´ou 1/k2. Pri

oboch spôsoboch vo©by kroku dosahuje algoritmus proximal gradient metódy s ex-

trapoláciou zloºitos´ O(1/
√
ε). Zrýchlená metóda v²ak nezaru£uje nerastúcos´ ú£elovej

funkcie f(x(k)) ≤ f(x(k−1)) tak ako pôvodná verzia. Táto podmienka v²eobecne nie je

platná, metóda sa dostáva k optimálnej hodnote £asto skokovito. Z uvedeného dôvodu

existuje ¤al²ia modi�kácia proximal gradient metódy, ktorá nerastúcos´ sp¨¬a. Nazýva

sa spádová(descent) verzia zrýchlenej proximal gradient metódy.
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4.2 Descent verzia zrýchlenej proximal gradient metódy

Nasledujúca modi�kácia algoritmu zaru£uje nerastúcos´ ú£elovej funkcie.

z(k) = proxtkh
(
y(k−1) − tk∇g(y(k−1))

)
x(k) =

z
(k) f(z(k)) ≤ f(x(k−1))

x(k−1) inak

v(k) = x(k−1) +
1

θk
(z(k) − x(k−1))

y(k) = (1− θk+1)x
(k) + θk+1v

(k)

Premenná θk ostáva de�novaná ako v predo²lej kapitole ako θk = 2
k+1

. V²imnime si,

ºe ak nie je splená podmienka, premenná xk ostáva kon²tantná aº pokým sa nenájde

lep²ie suboptimálne rie²enie.

4.3 Nová modi�kácia proximal gradient metódy

Nasledujúcu úpravu sme vytvorili na základe poznatkov z predo²lých kapitol, vyuºili

sme predov²etkým Vetu 3.6.(proximal gradient je spádová metóda) a vz´ah (12). Mod-

i�kácia je podobná descent verzii, taktieº má vlastnos´ nerastúcosti ú£elovej funkcie.

Najvä£²í rozdiel je ten, ºe premenná x neostáva kon²tantnou, ale v kaºdej iterácii sa

mení, pribliºuje sa optimálnemu rie²eniu.

z(k) = proxtkh
(
y(k−1) − tk∇g(y(k−1))

)
x(k) =

z
(k) f(z(k)) ≤ f(x(k−1))

proxtkh
(
x(k−1) − tk∇g(x(k−1))

)
inak

y(k) = x(k) +
k − 1

k + 2
(x(k) − x(k−1))

Pokia© je podmienka nerastúcosti splnená, pouºíva sa klasická zrýchlená metóda, kvôli

jej rýchlosti konvergencie. Ak daná podmienka neplatí, vyuºívame pôvodnú proximal

gradient metódu na predchádzajúce x(k−1), ktorá je vºdy spádová. Táto úprava je za-

loºená na tom, ºe v klasickom proximal gradient algoritme je ú£elová funkcia nerastúca

a vzdialenos´ priebeºného od optimálneho rie²enia sa zmen²uje kaºdou iteráciou, £o sme

si ukázali vo Vete 3.6. a vz´ahu (12). V¤aka tomu na²e priebeºné rie²enie x(k) nebude

nikdy stagnova´, od £oho o£akávame rýchlej²ie dosiahnutie suboptimálneho rie²enia.
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5 Numerické experimenty

V tejto kapitole otestujeme proximal gradient metódu a jej modi�kácie na príkladoch.

Experimenty sú vykonané v programe Matlab, zdrojové kódy sa nachádzajú v posled-

nej £asti práce. V²etky pokusy prebiehali na zostave PC so ²tvorjadrovým procesorom

Intel Core i7 2.66 GHz a 6GB RAM. Úlohy, na ktorých prebiehajú numerické experi-

menty nám generuje generátor úloh, ktorý popí²eme v ¤al²ej £asti.

V²etky testy a pozorovania spracujeme na úlohe, ktorú si zvolíme nasledovného tvaru:

Min{1
2
‖Ax− b‖22 + ‖x‖1, x ∈ Rn},

kde sa ú£elová funkcia dá rozloºi´ na diferencovate©nú funkciu g(x) = 1
2
‖Ax − b‖22 a

nediferencovate©nú £as´ h(x), ktorou je v na²om experimente jednotková norma ‖x‖1.

Vzh©adom na ²truktúru algoritmu proximal gradient metódy vyuºijeme proximálny

operátor funkcie th(u) = t‖u‖1, ktorý sme odvodili v 3. kapitole.

proxth(x)i =


xi − t xi ≥ t

xi + t xi ≤ −t

0 |xi| ≤ t

Ur£ovanie kroku tk:

Metódy otestujeme na oboch spôsoboch vo©by kroku tk. V prípade kroku line search

pouºijeme algoritmus z kapitoly 3.2. resp. v prípade zrýchlenej metódy z kapitoly 4.

Kon²tantný krok volíme ve©kosti tk = t = 1/L, kde L je Lipschitzovská kon²tanta

gradientu funkcie g(x), £o je taktieº in²pirované line search nerovnos´ou. Ukáºeme si,

ºe v prípade na²ej funkcie g(x) = 1
2
‖Ax − b‖22 je táto kon²tanta rovná najvä£²iemu

vlastnému £íslu matice ATA, a preto volíme v algoritme metódy s �xným krokom krok

d¨ºky t = 1/λmax(A
TA).

H©adáme teda kon²tantu L z Lipschitzovskej vlastnosti gradientu ∇g(x).

‖∇g(x)−∇g(y)‖2 ≤ L‖x− y‖2, ∀x, y ∈ Rn
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Po zderivovaní funkcie g(x) pod©a x zistíme, ºe gradient je tvaru:

∇g(x) = AT (Ax− b)

Gradient následne dosadíme do vz´ahu Lipschitzovskej vlastnosti a jednoduchými úpravami

nájdeme L.

‖ATAx− AT b− (ATAy − AT b)‖2 = ‖ATA(x− y)‖2 ≤ λmax(A
TA)‖x− y‖2

Preto L = λmax(A
TA).

Generátor úloh:

Nami vytvorený generátor úloh tvorí úlohy tak, ºe poznáme ich optimálne rie²enie.

Funguje nasledovne:

1.) Zvolíme rozmery m,n matice A, l - po£et nenulových prvkov bodu optima, v -

vzdialenos´ po£iato£ného bodu x(0) od optima.

2.) Náhodné generovanie matice A, bodu optima x̂ ∈ Rn.

3.) Dopo£ítanie vektora b ∈ Rm tak, aby optimálnym rie²ením úlohy bolo x̂.

4.) Dopo£ítanie ²tartovacieho bodu x(0) pod©a vzdialenosti od optimálneho rie²enia.

Funkcie generátora "po£et nenulových prvkov" a "vzdialenos´ od bodu optima" sa dajú

vypnú´ hodnotou vstupu −1, vtedy sa údaje tvoria úplne náhodne.

Ke¤ºe generujeme úlohy, u ktorých poznáme rie²enie, pouºijeme ako stopovacie kritérium

pri dosiahnutí ε presnosti ‖x(k) − x̂‖2 < ε. Vo výsledkoch budeme uvádza´ priemerný

po£et iterácii a priemernú £asovú náro£nos´ v sekundách.
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5.1 Vplyv po£tu nenulových prvkov v optimálnom rie²ení na

rýchlos´ dosiahnutia rie²enia

Tabu©ky sú spracované zo vzorky 500 úloh rozmerov 500x200 na kaºdý riadok.

V²imnime si, ºe line search metódy dosahujú suboptimálne rie²enie za menej iterácii ako

metódy s kon²tantým krokom, ale sú £asovo náro£nej²ie, preto je výhodnej²ie pouºíva´

�xný krok.

Výsledok experimentu: Metódy potrebujú viac iterácii a £asu na nájdenie rie²enia, ak

je viac nenulových prvkov v optimálnom rie²ení.

Obr. 11: Metódy s kon²tantným krokom

Obr. 12: Metódy s line search krokom
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5.2 Vplyv zmeny poºadovanej presnosti na rýchlos´ dosiahnutia

rie²enia

Tabu©ky sú spracované zo vzorky 1000 úloh rozmerov 400x100 na kaºdý riadok.

Výsledok experimentu: Zvy²ovanie presnosti spôsobuje zvy²ovanie po£tu iterácii a

£asovej náro£nosti.

Obr. 13: Metódy s kon²tantným krokom

Obr. 14: Metódy s line search krokom
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5.3 Vplyv rozmerov úlohy na rýchlos´ dosiahnutia rie²enia

Tabu©ky sú spracované zo vzorky 500 úloh na kaºdý riadok.

V²imnime si, ºe pre ve©ké rozmery úloh metódy s line search krokom nedokázali nájs´

optimum v limite 500 iterácii, £o je pravdepodobne spôsobené zaokrúhlovacími chybami

a tým, ºe line search krok sa uº ve©mi zmen²il a metódy sa tak nedokáºu pohnú´ k

optimálnej hodnote.

Výsledok experimentu: Zvy²ovanie rozmerov úloh spôsobuje zvy²ovanie po£tu iterácii

a £asovej náro£nosti.

Obr. 15: Metódy s kon²tantným krokom

Obr. 16: Metódy s line search krokom
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5.4 Vplyv vzdialenosti ²tartovacieho bodu od optima na rýchlos´

dosiahnutia rie²enia

Tabu©ky sú spracované zo vzorky 500 úloh rozmerov 500x200 na kaºdý riadok.

Výsledok experimentu: Zvy²ovanie vzdialenosti ²tartovacieho bodu od optima spô-

sobuje zvy²ovanie po£tu iterácii a £asovej náro£nosti.

Obr. 17: Metódy s kon²tantným krokom

Obr. 18: Metódy s line search krokom
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5.5 Porovnanie metód

Na nasledujúcich obrázkoch si ukáºeme vývoj vzdialenosti priebeºného rie²enia x(k)

od bodu optima x̂, £iºe vz´ah ‖x(k) − x̂‖2 v závislosti od iterácie k. Pomocou tohto

vývoja porovnáme rôzne modi�kácie proximal gradient metódy, prípadne poukáºeme

na ²peciálne správanie metód.

Obr. 19: Porovnanie metód s kon²tantným krokom
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Obr. 20: Porovnanie metódy s kon²tantným krokom a line search krokom

Obr. 21: Ukáºka "skokov"zrýchlenej metódy
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6 Záver

V bakalárskej práci sme sa venovali proximal gradient metóde konvexného programova-

nia, ktorá sa pouºíva na minimalizáciu neohrani£eného problému s nediferencovate©nou

ú£elovou funkciou ²peciálnej ²truktúry.

V jednotlivých £astiach sme sa oboznámili s rôznymi poznatkami z oblasti konvexných

funkcií a konvexného programovania, zade�novali sme subgradienty a objasnili sme

podmienky optimality nediferencovate©ných funkcií. Teoreticky sme spracovali proxi-

mal gradient metódu, proximálny operátor aj s jeho vlastnos´ami. Predstavili sme

si rôzne verzie proximal gradient metódy - základná verzia, zrýchlená verzia a spá-

dová verzia. Práca obsahuje analýzu konvergencie prvých dvoch pre oba spôsoby vo©by

kroku. Navrhli sme novú modi�káciu s ú£elom ¤al²ieho vylep²enia metódy, ktorú sme

podrobili testom. V £asti numerické experimenty sme testovali metódy na úlohách,

ktoré generoval nami navrhnutý generátor úloh, v¤aka ktorému sme optimálne rie²e-

nia úloh poznali. Testovali sme vplyv nenulových prvkov v optime na po£et iterácii a

£asovú náro£nos´, výsledok hovorí o tom, ºe £ím je viac nenulových prvkov tým metóda

pomal²ie nachádza optimum. Otestovali sme taktieº ú£innos´ metód na vysokorozmerné

ulóhy rozmerov aº do 3000x1200 a zistili sme, ºe sú efektívne. Metódy poskytovali v

experimentoch ve©mi dobré výsledky.
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8 Príloha - zdrojové kódy programov

%%%%%%%%%%%%%%%%

%GENERATOR ULOH%

%%%%%%%%%%%%%%%%

function [G,h,A,b,x_opt,x0]=generatornorm1(m,n,l,v)

%vstupy rozmery m,n; pocet nenulovych prvkov l; vzdialenost od optima

%tvorba optimalneho riesenia

if(l~=-1) %hodnota l=-1 vypina volbu poctu nenulovych prvkov

xnen=(2*round(rand(l,1))-1).*round(4*rand(l,1)+1);

%tvorba nenulovych z (-5,-1) a (1,5)

x_opt=[xnen;zeros(n-l,1)]; %pridanie nul

x_opt=x_opt(randperm(n)); %premiesanie

else

x_opt=round(10*(rand(n,1)-0.5));

end

%tvorba A

A=round(10*(rand(m,n)-0.5));

G=A'*A;

%dopocitanie vektora b

h=zeros(n,1);

for i=1:n

if(x_opt(i)~=0)

h(i)=G(i,:)*x_opt+x_opt(i)/abs(x_opt(i));

%dotvorenie h aby bolo optimum x_opt

else

h(i)=G(i,:)*x_opt;

end

end

b=A'\h; %riesenim sustavy dostaneme b

%vzdialenost od optima

if(v~=-1) %hodnota v=-1 vypne funkciu vzdialenost od optima

dd=zeros(n,1);

sumdd=0;

for i=1:n-1

dd(i)=(2*rand()-1)*v/sqrt(n);

sumdd=sumdd+dd(i)^2;

end

dd(n)=sqrt(v^2-sumdd);

dd=dd(randperm(n));

x0=x_opt+dd;

else
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x0=round(10*(rand(n,1)-0.5));

end

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%proximalny operator funkcie t*(jednotkova norma)%

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

function [x]=proxnorm1(x,t)

m=size(x);

for i=1:m

if(x(i)>=t)

x(i)=x(i)-t;

end

if(abs(x(i))<=t)

x(i)=0;

end

if(x(i)<=-t)

x(i)=x(i)+t;

end

end

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% 8 VERZII PROXIMAL GRADIENT METODY %

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

function [d1,d2,d3,d4,d5,d6,d7,d8]=norm1(m,n,l,v,beta,ls,mmax)

%vstup rozmery m,n; pocet nenulovych prvkov l; vzdialenost od optima;

%beta v line search; pouzit/nepouzit line search; max pocet iteracii

clc;

[G,h,A,b,x_opt,x0]=generatornorm1(m,n,l,v);

e=0.0001;

%KONSTANTNY KROK

t=1/(max(eig(G)));

t1 = tic;

%Proximal Gradient

x=x0;

delta=ones(mmax,1);

k=1;

while((norm(x-x_opt) > e) && (k < mmax))

gg=G*x-h;

[x]=proxnorm1(x-t*gg,t);

delta(k)=norm(x-x_opt);

k=k+1;
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end

d1=delta(k-1);

Cas1=toc(t1)

t1 = tic;

%Zrychleny PG

x=x0;

y=x0;

delta2=ones(mmax,1);

k=1;

while((norm(x-x_opt) > e) && (k < mmax))

xs=x;

gg=G*y-h;

[x]=proxnorm1(y-t*gg,t);

y=x+((k-1)/(k+2))*(x-xs);

delta2(k)=norm(x-x_opt);

k=k+1;

end

d2=delta2(k-1);

Cas2=toc(t1)

t1 = tic;

%DESCENT PG

x=x0;

y=x0;

delta3=ones(mmax,1);

k=1;

while((norm(x-x_opt) > e) && (k < mmax))

xs=x;

gg=G*y-h;

[z]=proxnorm1(y-t*gg,t);

fs=(1/2)*norm(A*xs-b)^2+sum(abs(xs));

fn=(1/2)*norm(A*z-b)^2+sum(abs(z));

if(fn<=fs)

x=z;

end

v=xs+((k+1)/2)*(z-xs);

y=(k/(k+2))*x+(2/(k+2))*v;

delta3(k)=norm(x-x_opt);

k=k+1;

end

d3=delta3(k-1);

Cas3=toc(t1)
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t1 = tic;

%NOVA MODIFIKACIA PG

x=x0;

y=x0;

delta4=ones(mmax,1);

k=1;

while((norm(x-x_opt) > e) && (k < mmax))

xs=x;

gg=G*y-h;

[z]=proxnorm1(y-t*gg,t);

fs=(1/2)*norm(A*xs-b)^2+sum(abs(xs));

fn=(1/2)*norm(A*z-b)^2+sum(abs(z));

if(fn<=fs)

x=z;

else

gg=G*xs-h;

x=proxnorm1(xs-t*gg,t);

end

y=x+((k-1)/(k+2))*(x-xs);

delta4(k)=norm(x-x_opt);

k=k+1;

end

d4=delta4(k-1);

Cas4=toc(t1)

%LINE SEARCH KROK

d5=0; d6=0; d7=0; d8=0;

if(ls==1)

t1 = tic;

%Proximal Gradient

tk=2;

x=x0;

delta5=ones(mmax,1);

k=1;

while((norm(x-x_opt) > e) && (k < mmax))

gg=G*x-h;

[tk,x]=lsearch(A,b,gg,tk,x,beta);

delta5(k)=norm(x-x_opt);

k=k+1;

end

d5=delta5(k-1);

Cas5=toc(t1)
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t1 = tic;

%Zrychleny PG

tk=2;

x=x0;

y=x0;

delta6=ones(mmax,1);

k=1;

while((norm(x-x_opt) > e) && (k < mmax))

xs=x;

gg=G*y-h;

[tk,x]=lsearch(A,b,gg,tk,y,beta);

y=x+((k-1)/(k+2))*(x-xs);

delta6(k)=norm(x-x_opt);

k=k+1;

end

d6=delta6(k-1);

Cas6=toc(t1)

t1 = tic;

%DESCENT PG

tk=2;

x=x0;

y=x0;

delta7=ones(mmax,1);

k=1;

while((norm(x-x_opt) > e) && (k < mmax))

xs=x;

gg=G*y-h;

[tk,z]=lsearch(A,b,gg,tk,y,beta);

fs=(1/2)*norm(A*xs-b)^2+sum(abs(xs));

fn=(1/2)*norm(A*z-b)^2+sum(abs(z));

if(fn<=fs)

x=z;

end

v=xs+((k+1)/2)*(z-xs);

y=(k/(k+2))*x+(2/(k+2))*v;

delta7(k)=norm(x-x_opt);

k=k+1;

end

d7=delta7(k-1);

Cas7=toc(t1)
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t1 = tic;

%NOVA MODIFIKACIA PG

tk=2;

x=x0;

y=x0;

delta8=ones(mmax,1);

k=1;

while((norm(x-x_opt) > e) && (k < mmax))

xs=x;

gg=G*y-h;

[tk,z]=lsearch(A,b,gg,tk,y,beta);

fs=(1/2)*norm(A*xs-b)^2+sum(abs(xs));

fn=(1/2)*norm(A*z-b)^2+sum(abs(z));

if(fn<=fs)

x=z;

else

gg=G*xs-h;

[tk,x]=lsearch(A,b,gg,tk,xs,beta);

end

y=x+((k-1)/(k+2))*(x-xs);

delta8(k)=norm(x-x_opt);

k=k+1;

end

d8=delta8(k-1);

Cas8=toc(t1)

end

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%LINE SEARCH spojeny s proximal iteraciou%

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

function [tk,x]=lsearch(A,b,gg,tk,xs,beta)

prox=proxnorm1(xs-tk*gg,tk);

Gt=1/tk*(xs-prox);

g=1/2*norm(A*xs-b)^2;

gprox=1/2*norm(A*prox-b)^2;

while(gprox>g-tk*gg'*Gt+tk/2*norm(Gt)^2)

tk=beta*tk;

prox=proxnorm1(xs-tk*gg,tk);

gprox=1/2*norm(A*prox-b)^2;

Gt=1/tk*(xs-prox);

end

x=prox;
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