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Abstrakt

MALIK, Tomas: Nahodné matice a ich aplikicie v ekondmii|Bakalarska pracal, Uni-
verzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Kate-
dra aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel: Mgr.Martin Niepel,PhD., Bratislava,
2011, 31 s.

Bakalarska praca sa zaoberd nahodnymi maticami a ich aplikdciami na finan¢nu
oblast — spravovanie akciovych portfolii. Cielom bakalarskej prace je vysvetlit zakladné
teoretické poznatky o ndhodnych maticiach a vysvetlit ich vyuzitie v ekonomii. Prva
Cast prace sa venuje vyskytu ndhodnych matic v ekonomickej teérii a popisuje Markow-
itzov model z pohladu algebry a nahodnych matic. V zévere prvej kapitoly sa definuja
rozdiely medzi empirickou a skutoc¢nou korelacnou maticou a ich vplyvu na vysledné
zlozenie a volatilitu portfolia. Nasledujtca kapitola popisuje teoretické sposoby zostro-
jenia nahodnych matic. Venuje sa taktiez aj popisu distribu¢nych funkcii pre matice
a ich vlastné ¢isla. Na konci druhej kapitoly sa uvadzaja idey dokazov pre Wignerov
polkruznicovy zakon a Marcenko-Pasturovo rozdelenie. V tretej kapitole dochadza k
popisu obmedzeni teoretickych poznatkov pri aplikiacidch na realne financéné data, od-

chylkam teodrie oproti nim a moznym vylepsenim teorie.

Kladové slova: Nahodné matice, Markowitzov model, Wignerov polkruznicovy

zakon, Marcenko-Pasturovo rozdelenie



Abstract

MALIK, Tomas: Random matrices: economic applications|bachelor thesis|, Comenius
University in Bratislava, Faculty of mathematics, physics and informatics, Depart-
ment of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr.Martin Niepel,PhD.,
Bratislava, 2011, 31 p.

Bachelor’s thesis deals with random matrices and their applications to the financial
sector - managing equity portfolios. The aim of this work is to explain basic random
matrix theory and explain its applications in economics. The first chapter deals with
the presence of random matrices in economic theory and describes the Markowitz model
in terms of algebra and random matrices. At the end of the first chapter the difference
between the real and empirical correlation matrix is described and its impact on the
omptimal portfolio structure and volatility. The next chapter describes random matrix
ensembles and statistical distribution of random matrices and their eigenvalues. At
the end of the second chapter basic ideas of Wigner’s semicircle law and Marchenko-
Pastur’s distribution proofs are stated. In the third chapter, the limits of application
of random matrix theory to real financial data are described. The last part of the third
chapter describes the diference between real financial data and results of Marcenko-

Pastur distribution.

Key words: Random matrices, Markowitz model, Wigner semicircle law, Marcenko-

Pastur distribution
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Uvod

Vyvoj na finanénych trhoch je velmi naro¢né spravne predikovat a doznievajica
finanéna kriza tento fakt len umocnuje. Pre spravnu analyzu a predikciu rastu akcif,
indexov alebo inych finan¢nych produktov je dolezité odligit ndhodnost a odchylky ich

spravania od trendu. Podstatou byva analyza historickych idajov pre potreby predikcie.

Tato bakalarska praca je zalozena na pracach Jean-Phillipa Bouchauda a Marca
Pottersa, predovstkym na c¢lanku Financial Applications of Random Matriz Theory: a
short review, ktori vo svojich publikaciach sumarizuju doterajsie poznatky o nahodnych

maticiach a ich aplikaciach na finan¢né trhy.

Cielom tejto prace je vysvetlit zdkladné motivy a dévody pre pouzivanie nahodnych
matic vo finan¢nej oblasti a poskytnut zakladné interpretacie matematickych konceptov
z ekonomického pohladu. Zaroven je cielom popisat doterajSie teoretické poznatky o
nédhodnych maticiach, predpoklady ich pouzivania a v neposlednom rade ich aplikaciu

na data z finan¢nych trhov.

V prvej kapitole st popisané oblasti vednych disciplin, kde sa ndhodné matice vyuzi-
vaju. Dalej sa podrobnejsie venuje vyuzitiu nahodych matic vo finanénej matematike,
a to konkrétne pri hladani Markowitzovho optimalneho portfolia — optiméalnych véah

jednotlivych komponentov a volatility.

Druha kapitola je zamerana na teoretické poznatky o ndhodnych maticiach. Na zaci-
atku kapitoly sa popisuji rozne konstrukcie ndhodnych matic, rozdelenia prvkov tychto
matic a ich ipravy na rozdelenia vlastnych ¢isel. V zavere st na¢rtnuté hlavné idey pre

dokazy Wignerovho polkruznicového zakona a distribuc¢nej funkcie Marcéenka-Pastura.

Posledné kapitola sa venuje obmedzeniam tedrie pri praci s redlnymi datami. Taktiez

uvadza porovnanie teoérie s vysledkami z finan¢énych trhov.



1 NAahodné matice v redlnom svete

1.1 VyuzZitie ndhodnych matic

S rozvojom pocitacov po druhej svetovej vojne prichadzal ruka v ruke rozvoj aj v os-
tatnych oblastiach vedy. Moznost pracovat a analyzovat vac¢sie mnozstva dat zrychlilo
rozvoj vacsiny vednych disciplin, matematiku nevynimajic. Pocitac¢e umoznili spra-
covat Coraz vicSie sibory dat, ¢o prispelo k rozvoju numerickej matematiky a infor-
matiky. Jednou zo zékladnych tloh bola praca s maticami. Pocitace taktiez umoznili
rozvoj generatorov pseudonahodnych ¢isel, ¢o napomohlo experimentovaniu s nahod-

nymi maticami a viedlo k rozvoju teérie v tejto oblasti matematiky.

V stcasnosti pouzivanie ndhodnych matic daleko presiahlo akademicku oblast matem-
atiky. Analyzy nédhodnych procesov, pri ktorych sa poznatky o nadhodnych maticiach
vyuzivaji, sa vo velkom vyuZzivaju v biologii pri analyze bunkovych procesov, DNA a
genetike, v chémii pri vyhodnocovani odchylok komplexnych reakcii a vyrabani réznych
zlucenin. Vo fyzike sa objavuji nahodné matice pri popisovani kvantovej mechaniky a
inych chaotickych systémov. V neposlednom rade sa na ndahodné matice ako na vhodny
nastroj zac¢inaju pozerat akademici vo financnej oblasti, kde mnozstvo préac z posled-

nych rokov tento fakt iba potvrdzuje.

Zaujimavy priklad vyuzitia ndhodnych matic v oblasti finan¢nej matematiky dostaneme,
ked sa pozrieme na Markowitzov model a korela¢nu (kovarian¢énu) maticu, ktord sa
vyuZiva pri postupe hladania efektivneho portfolia, rizika a vah jednotlivych kompo-
nentov. V nasledujicej casti v kratkosti opiseme Markowitzov model a ukazeme ako sa

v predpoklade nahodnosti vstupov vyskytni nahodné matice.

Majme finanéné udaje 7t o N spolo¢nostiach za ¢asovi periédu T, v ktorych su
obsiahnuté informacie o predchadzajicom vyvoji akcii na finanénych trhoch. Dolny
index oznacuje spolo¢nost a horny realizaciu v Case t. f)alej predpokladame, Ze hodnoty
st vycentrované a normované. Vystupom je matica X typu 7' x N, kde X je definovana
ako Xy = r!/v/T (je normovana). Najvhodnejsim spésobom ako definovat korelaciu

medzi jednotlivymi akciami je Pearsonov korela¢ny koeficient pre matice:

1
Ez‘j = T ZT;T} = (XTX)U (1)

t=1
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Ak predpokladame, Ze ceny akcif predstavuji nahodné premenné a idaje 7! zod-
povedaju ich realizdciam, tak je dolezité uvedomit si, ¢o matica F predstavuje. Matica
E predstavuje empiricki korela¢ni maticu z dat zozbieranych z finan¢nych trhov. Prava
korela¢ni maticu nemozeme nikdy spoznat presne, ale moézeme jej hodnoty odhadnut.
Tuto pravua (skutoéni) korealéni maticu oznacime C. Pri malom pocte akcii a velkom
pocte dat (¢ = N/T je blizke nule) by sme sa vedeli priblizit k skutocnej hodnote s
dost velkou presnostou. Avsak realita je spravidla opac¢né, cielom je analyzovat celé
akciové indexy, kde je pocet akcii radovo v desiatkach, stovkach ¢i tisicoch, a historické
udaje si obmedzené, pripadne prilis staré udaje su nepouzitelné v dosledku zmien na
financénych trhoch. Pomer ¢ teda nebyva velmi vzdialeny od 1, ¢o moze sposobit, Ze
rozdiely medzi C' a F budu nezanedbatelné. Cielom aplikacie teoretickych poznatkov
o nédhodnych maticiach v ekonémii je prave popisat rozdiel medzi tymito maticami.
Tieto rozdiely sa na prvy pohlad javia ako velmi nahodné, ale pri blizsej analyze sa

zisti, Ze bez ohladu na vstupy, sa spravaja podobne.

1.2 NAhodné matice a akcie

Korela¢na matica nejakého portfolia akcii je typu N x N, je symetrickd a da sa
diagonalizovat. Pomocou PCA (Pricnipal Component Analysis - pomocou ortognalnych
transformacii sa snazime z korelovanych premennych dostat sadu nekorelovanych) sa
budeme snazit rozlozit parameter ! na nekorelované zlozky. V rec¢i vlastnych &isel a

vektorov teda dostaneme:

N
rt = Ao Vo i€l 2
i i€a (2)
a=1

kde V,,; je i-ta zlozka vlastného vektora matice C', A, je vlastné ¢islo a €, predstavuje
nekorelovani (v rameci réznych A ) ndhodnt premennni s jednotkovou disperziou. V
pripade, Ze A\pq nadobuda vyrazne vacsiu hodnotu ako ostatné vlastné ¢isla, vztah (2)

sa da nasledovne aproximovat pomocou tohto vlastného ¢isla.

i~V AVie (3)

Nasou snahou bude teraz interpretovat vyznam vlastnych ¢isel a vektorov korelacnej
matice z pohladu finanénej analyzy, na ¢o nam poslazi Markowitzov model. Jednotlivé
zlozky V,, ; sa daju chapat ako vahy a zloZenie istého portfolia IIy, kde kladné znamienko
zlozky predstavuje dlhtt poziciu a zaporné naopak kratku. Vysledné riziko R? portfolia

[T\ moézeme vyjadrit pomocou variancie jeho navratnosti a dostaneme teda :

11



2
R? = %Z (Z Va,z‘Tf) = Z Va,iVajEij = Aa (4)

t ij

7 vysledku vyplyva, ze vlastné ¢islo A\, predstavuje riziko investicie prislichajtce;j
portfoliu «.. Velké vlastné ¢isla predstavuju rizikovejsie aktiva. V ¢lanku [1]| sa spomina,
Ze naivnym investovanim (investovanim priblizne rovnomerne do vSetkych aktiv ) dosi-
ahneme riziko zodpovedajuce pribliZzne tejto najvacsej vlastnej hodnote. Nakol'ko toto
portfolio predstavuje priemerni investiciu do trhu, korelacia portfélia s pohybmi na
akciovom trhu bude velmi vysoka, ¢o je aj dovod velkého rizika - portfolio nie je "pois-
tené"proti nezelanym pohybom trhu. Dalsou vlatnostou je, ze navratnosti jednotlivych
portfolii IT, st nekorelované, kedZze pochédzaju z navzajom kolmych vlastnych vektorov
V.

1
T2 (Z V) (Z Vﬂ,ﬂ?) =D VaiVhiBij = dadag (5)
t i i i
PCA teda vytvorila z korela¢nej matice sadu jednotkovych portfélii s nekorelo-

vanymi navratnostami.

1.2.1 Markowitzov model a portfélio

Majme portfolio s N akciami, kde kazda akcia mé v portféliu vahu w; a dennu
volatilitu s;. Za predpokladu, ze pozname skuto¢ni korelacntt maticu C' by sme vedeli

spocitat dennu volatilitu celého portfolia.

R? = Z w;5;Ci58,w; (6)
ij

Pri o¢akévanom vynose (na zaklade historickych udajov, CAPM alebo inych metod)

by sme vedeli vypocitat aj ocakavany zisk celého portfélia, ¢o by bol vazeny priemer
oc¢akavanych vynosov jednotlivych zloziek portfolia — G = > w;g;, kde g; je ocakavany
vynos i-tej zlozky. Zakladnym problémom je ale presnost a spolahlivost uréenia matice
C, ktora ma N?/2 ¢lenov. Tieto koeficienty treba ur¢it z nie prili§ obsiahleho stiboru
dat, kde mame N vektorov s T zlozkami. Problémom je hlavne fakt, Ze vic¢Sinou sa
pomer tychto dat Q = T'/N pohybuje v intervale 1 az 10, teda méame v priemere N2
az 10N? vstupnych dat, z ktorych odhadujeme N?/2 ¢lenov korela¢nej matice. Moze
sa teda stat, Ze na odhadnutie jednej zlozky empirickej korela¢nej matice mame k

dispozicii iba dve data.
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V dalsej ¢asti budeme predpokladat, ze volatilita s; je ndm znama (dé sa vypocitat na
zaklade historickych udajov celkom spolahlivo, pripadne za pomoci Black-Scholesovych
vzorcov pre opcie). Pre dalsi postup ozna¢ime w;s; ako w; a g;/s; ako g;. Toto nam
umozni zjednodusit zapis predchadzajicej rovnosti pre empiricka korelaéni maticu F,

ktortu ziskame z dat.

R2 = ZwiEijwj (7)

ij

Podla [1] nema vysledny vzorec bias a ma relativne mald, zanedbatelni chybu
oproti (6). Pre vypocet optimalneho portfolia ale potrebujeme pouzit skutocna kore-
la¢na maticu C. Z Markowitzovho modelu vieme riesenim sustavy rovnic (napriklad
za pomoci lagrangeovych multiplikatorov) vyjadrit optimalne vahy w} pre jednotlivé
akcie portfolia - portfolia s vahami, ktoré budu lezat na efektivnej hranici. V maticovej

forme dostaneme rieSenie:

C g

why = G~
¢ T g0y

(8)

Problém nastava kvoli pritomnosti C~! vo vztahu na vypodet optimélnych vah
zloziek portfolia. KedZe maticu C' nepozname, musime pouzit maticu F ziskani z em-
pirickych dat, ktora v sebe obsahuje chybu. Prave invertovanim matice E' sa do modelu

dostanu chyby, nakol'ko tie st obsidhnuté prave v malych vlastnych ¢islach matice E

1.

1.2.2 Riziko

Na zéklade vah vypocitanych pomocou Markowitzovho modelu a rozlisovanim sku-
toc¢nej korelac¢nej matice C' alebo empirickej E vieme definovat tri typy rizik, z ktorych
jedno skutoc¢né riziko podhodnocuje a druhé nadhodnocuje. Poznanie tohoto faktu
umoznuje presnejsiu pracu s finanénym datami a zamedzuje zbytoénym odchylkam vo
vypoctoch - zaroven nam déva poznatok o spolahlivosti a presnosti nasich odhadov o

spravani sa finan¢nych trhov.
Prvou moznostou je kalkulacia volatility najbeznejsim sposobom, a to za pomoci

znamej, empirickej matice E. Toto riziko portolia je relevantné pocas obdobia ked ho

pocitame - pred obdobim, ktoré nas zaujima.
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E‘lg T E‘lg G?
in — Wg LWEg GgT F-lg gTE-1g gTE-1g (9)

Dalsou moznostou je vypocet rizika (aj ked velmi hypoteticky a teoreticky)zo sku-

toc¢nej korela¢nej matice C' a optimélnych vah, ktora avsak nepozname.

> T G?
Ripye = we Cwg = 701y (10)

Poslednym podstatnym rizikom, s ktorym moézeme pracovat je riziko portfélia vy-
pocitané z korelacnej matice F, ale v dalsom ¢asovom obdobi, kde uz mame informacie
o vyvoji portfolia (uvazujeme uz skuto¢ni maticu C'). Toto riziko pocitame spétne.

_ G2gTE—ICE—1g

= wi Cw}y = (11)

R2
(g7C1g)°

out

Ked predpokladame, Ze matica E je nevychylenym odhadom skutoc¢nej korela¢ne;j
matice C, pri invertovani a za vyuzitia konvexnosti [3] dostaneme nasledovny vztah

(Tava strana nerovnice predstavuje stredni hodnotu sucinu):

gTElg<g'Cy (12)

Vyuzitim predchadzajuceho vztahu a definicii jednotlivych rizik dostaneme medzi

nimi vztah:

2
Rtrue

< R?

out (14)

Moézeme vidiet, Zze pocitanie rizika z nam znamej korelacnej matice E vedie k pod-
hodnoteniu skuto¢ného rizika. V ¢lanku [1] sa uvadza, ze kalkulovanie na zéklade his-
torickych adajov vedie vzdy k prili§ optimistickym oc¢akavaniam, nakol'ko nasa optimal-
izacia sa vzdy prispdsobi Sumu a vykyvom na finanénych trhoch. Naopak, kalkulovanie
rizika s optimalnymi vahami vypocitanych z E, ale s korela¢nou maticou C' (sme po-

sunuti v ¢ase dopredu) vedie k nadhodnocovaniu rizika.
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Vyuzitim vysledkov teérie nahodnych matic uvedenych v nasledujicich kapitoléch
sa ukéaze, Ze pre Tubovolna skuto¢ni korelacnt maticu C, riziko dostato¢ne velkych
portfolif spliia rovnosti[l], kde ¢ = N/T = 1/Q:

Rin = Rtrue V l—qg= Rout(l - Q) (15)

Zaroven je ztohoto vztahu vidiet, Ze dané rizikd sa rovnaju iba v limite ¢ — 0, ¢o by
znamenalo, ze mame neobmedzene dlht histériu dat, ¢o v realite nikdy nedosiahneme,

alternativne, muselo by platit C' = F.
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2 Teoretické poznatky o ndhodnych maticiach

2.1 Rozdelenia a konstrukcie nahodnych matic

Pre simulacie vlastnosti nahodnych matic a numerické experimenty potrebujeme
zostrojit ndhodné matice. Zlozky matic pochadzaju zviacsa z normélneho rozdelenia,
pre jednoduchost N(0,1). Jednotlivé zlozky matic st vaésinou reélne alebo komplexné
¢isla, ale pre niektoré teoretické vysledky sa vSak uvazuju aj matice s kvaterniéonmi, je
to rozsirenie komplexnych ¢isel, obdobne ako st komplexné ¢isla zovSeobecnenim reél-
nych. Nahodnost matice je dané hustotou pravdepodobnostného rozdelenia na priestore

matic. Z nej potom dostdvame konstruként metdédu nahodnych matic.

Najcastejsie pouzivanym rozdelnim je takzvany GOFE (Gaussian orthogonal ensem-
ble) a GUE (Gaussian unitary ensemble). Zatneme s maticou A typu n x n, ktorej
vSetky prvky st z normovaného normalneho rozdelenia. V prvom pripade ziskame
nahodnt maticu ako (A + AT)/2, respektive (A + Af)/2, kde H predstavuje hermi-
tovské transponovanie komplexnej matice. V oboch pripadoch st ndhodné matice typu
n x n a st symetrické. Vsetky prvky vyslednych nahodnych matic st i.i.d, (A + AT)/2
ma na diagonale prvky s rozdelenim N (0, 1) a mimo nej s N(0,1/2).

Dalsfm rozsirenym sposobom konstrukcie nahodnej kladne semidefinitnej symetrickej
matice je AT A, respektive A7 A, kde A ma rozmer m x n a teda vysledna symetricka
matica ma velkost n x n. Tato matica ma uz iné vlastnosti ako matice skonstruované
GOFE a GUE, nakolko je kladne semidefinitna a jej vlastné ¢isla su nezaporné. Této
konstrukcia sa v literature vyskytuje pod menom Wishart ensemble a prave takéto

matice zodpovedaji korelaénym maticiam z kapitoly 1.

Vyznamnu cast informécie o matici vieme ziskat z jej vlastnych hodnot, spektra,
preto ma zmysel skumat rozdelenia vlastnych ¢isel nahodnych matic pre jednotlivé
rozdelenia. Pre niektoré pravdepodobnostné rozdelenia matic st zname explicitné vzorce
a pravdepodobnostné rozdelenia pre distribiciu ich vlastnych hodnét. Zakladné infor-

macie si zhrnuté v nasledovnej tabulke.

Konstrukcia | Nazov a rozdelenie vl. ¢isel Predpis
Hermitovské | polkruznicovy zédkon (Wigner 1958) e~¢°/2
Wishartova | Marcenko a Pastur (1967) xte”"
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2.1.1 Rozdelenie zloziek ndhodnych matic

Predtym ako zaCneme analyzovat vlastné hodnoty nahodnej matice, je potrebné
poznat rozdelenie vSetkych jej prvkov. Pri praci s i.i.d. prvkami, ktoré pochadzaju z
normélneho rozdelenia N(0, 1) je tato analyza zvladnutelna. Hustota pre jednotlivé

zlozky je dané ako:

2
h(z) = ! 6(7(1202) ) (16)

Nerre
Navyse, nakolko pracujeme s normovanym normélnym rozdelenim, dalSie vypocty
sa zjednodusia. KedZe v maticiach s ktorymi pracujeme su v8etky prvky i.i.d., zrduzena
hustota je jendoducho iba sicin vSetkych hustét po zlozkach. Pri konstrukcii symet-
rickych matic sposobom GOE, méame na diagonéle prvky s rozdelenim N (0, 1) a vSetky

ostatné prvky s rozdelenim N(0,1/2). Hustota rozdelenia prvkov matice teda bude:

1 1
on/2 on( +1)/46(7HAH%/2) (17)
n 7TTL n

Po vynasobeni n prvkov s rozdelnim N(0,1) a n(n — 1)/2 (jedna sa o symetricki

maticu) prvkov s rozdelenim N(0,1/2) dostaneme nasledovni zdruzenu hustotu, kde
|Al|r predstavuje Frobéniovu normu matice A — \/tr(ATA) =

2
i Qi
2.1.2 Rozdelenie vlastnych ¢isel ndhodnych matic

Nagim cielom je ale poznat podmienent hustotu vlastnych ¢isel, nie zdruZzeni hustotu
prvkov celej nahodnej matice. V zasade sa pri poc¢itani tychto podmienenych hustot
vyuzivaju rozne rozklady matic - a nakol'ko sa jedné o symetricki maticu s plnou hod-
nostou, existuje viacero moznosti ako tento rozklad vykonat - LDU, QAQT, Choleskeho
BBT alebo Jordanov kanonicky tvar. KedZe nasim cielom je vyjadrenie podmienenej
hustoty pre vlastné ¢isla, logickou vol'bou je spektralny rozklad matice A na vlastné
¢isla a vektory — A = QAQT. Samotny vypodet, t.j. integrovanie podmienenej hustoty
cez priestor matic je netrividlna vec, v literatire sa bezne nevyskytuje [4], uvadza sa

iba vysledok.

Pri inych konstrukeciach, napriklad Wishartovom rozdeleni, kde maticu Wy dostaneme
ako AT A (prvky A pochadzajiz N(0,1)), sa ukazuje [4], Ze vhodnejsim rozkladom mat-
ice A je jej singularny rozklad: A = UXV7T, kde ¥ je diagonalna matica s prvkami v/ A\.
Z hustoty singularnych ¢isel (m) matice A sa da nasledne odvodit hustota vlastnych

¢isel matice Wj.
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Vysledné hustoty pre vlastné ¢isla tychto dvoch konstrukeii stt pomerne komplikované
funkcie v porovnani so zdruzenou hustotou samotnych matic. Pre klasicka, Gaussovi,

konstrukciu ma hustota vlastnych ¢isel nasledovny tvar:

— S A2
T5) = i [T 1 =y 22 (18)
i<j
kde 8 =1 pre reédlne zlozky, 5 = 2 pre komplexné ¢isla a cg sa rovna:
CB _ (27T)—n/2 ﬁ F(l + g) (19)
H = S B
o T+ gj)

Pre Wishartov model vysledok neuvadzame, nakolko je eSte komplikovanejsi, ale

vysledok sa da najst v [4].

2.2  Wignerov polkruznicovy zakon

Wignerov polkruznicovy zakon (Wigner semicircle law) ukazuje, ze pre malé matice
(GOE a GUE) sa rozdelenie vlastnych ¢isel stale podoba na normalne rozdelenie, z
ktorého pochadzaju prvky tychto symetrické ndhodnych matic, pre n = 1 sa dokonca
jedna priamo o normélne rozdelenie. So zvac¢Sujicim sa rozmerom sledovanych symet-
rickych matic sa graf hustoty ich vlastnych ¢isel ustaluje na polkruznici. Uvedieme
niekol'ko znamych pristupov, ktorymi sa da dospiet k Wignerovmu polkruznicovému
zakonu. V texte iba naznac¢ime metody a myslienky tychto dokazov, podrobnosti najde

Citatel v citovanej literature.

Prvym a najpriamejsim spésobom je dokaz cez konvergenciu podl'a pravdepodobnosti
[5]. Ako prvé sa definuje miera na pravdepodobnostom priestore. Za jej pomoci sa

definuje distribu¢na funkcia pre vlastné hodnoty:

M%Mn = > (M (20)

kde \%Mn je vynormovana symetrickd nahodné matica. Nasledujicou tlohou je

pomocou konvergencie podla pravdepodobnosti dokézat limitny prechod ked n — oc.

Dalsou metoédou, ktord sa da vyuzit pri odvodeni Wignerovho zakona je Metdda
momentov. Tato metoda sa pouziva ked je znamych viacero momentov nejakej pre-
mennej na urcenie neznamych premennych. V nasom pripade moézeme k — ty moment

pre maticu \/iﬁMn vyjadrit nasledovnym sposobom:
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1 1
k k
z"d z) = —tr(—=M, 21
Néslednou tpravou [5| dostaneme (E predstavuje o¢akavant hodnotu nahodného
procesu a vyuziva sa pri aplikicii konvergencie podla o¢akavani (convergence in expec-

tation)):

1 1
k _wl k
/Ra: dE,u;ﬁMn(a:) = Entr(\/ﬁMn) (22)

Nasledny limitny prechod vedie taktiez k Wignerovmu vysledku.

Wignerov polkruznicovy zékon sa da taktiez odvodit pomocou Stieltjesovej trans-
formdcie. Jedna sa o naroc¢nejsi postup, ale tato transformacia sa vyuziva aj pri inych
dokazoch distribu¢nych funkcii pre nahodné matice skonstruované inym spésobom ako
je GOE a GUE.

Stieltjesova transforméacia pochédza z komplexnej analyzy a je definované nasledovne

(z je komplexné ¢islo):

1 1 1
n = 1 _= d 1 = —t _L\/ﬁn - [ -1 23
S (2) S/LﬁMn (Z) /}; T —z 'uﬁMn (x) n r<\/ﬁ 4 ) ( )

Dokéazat treba, ze nasledovny tvar Stieltjesovej transformécie konverguje skoro viade
k Stieltjesovej transofrmécii Wignerovej polkruznice. Podstatou limitného prechodu je

rozklad matice A,, na jej minor A,_q, vektory X a prvok a,,.

A X
" X' an,

Tym sa da ziskat rekurentny vztah medzi s,(2) a s,-1(z), ktory v limite n — oo
vedie k rovnici:
s(2) = ——/——= (24)

A jej rieSenie je nasledovné:

—2+V22—4
G =5

Graf tejto funkcie mozeme vidiet na Obr. 1 (n = o0)

(25)
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Existuje aj dalsi dokaz Wignerovho polkruznicového zakona, ktory rovnako vyuziva
Stieltjesovu transformaéciu, ale postup sa znacne lisi. Namiesto rozkladu na podmatice
a hladania rekurentného vztahu sa definuju d'alsie transformécie, ktorymi sa postupne

da dopracovat od GOE matice k Wignerovmu polkruznicovému zakonu [1].

Na zaciatok mierne pozmenime znacenie Stieltjesovej transformacie Gy (z) matice

H, kde z je komplexné ¢islo.

Gu(z) = %tr(z[ — o) (26)

Ako pomocné transformécie definujeme inverzni transformaciu Stieltjesovej trans-
formacie - B(z) (plati teda B(G(z)) = G(B(z)) = z). Dalsou pomocnou transforméaciou

je R(z), ktora je definované nasledovne:

R(z) = B(z) — 271 (27)

Této transformacia splita nasledovni dolezitt rovnost pre Skalovanie
Ron(z) = aRy(az). (28)

Dolezitym konceptom, ktory sa pri odvodeni rozdelenia vlastnych ¢isel vyuziva, je
takzvané volnd pravdepodobnost (free probability)— v nasom pripade (kedZe pracujeme
s maticami) sa jedna o volné matice (free matrices). Dve matice st navzajom volné
ked vztah medzi bazami ich vlastnych vektorov je iba ndhodné rotacia (inymi slovami
— vlastné vektory matice A su skoro iste ortogonélne na vlastné vektory matice B). Z
toho vyplyva, Ze ked matice A a B st navzajom volné, rotaciou pomocou ortogonalne;j
matice O (A a OT BO) sa tento vztah nezmeni. Vzdjomn4 volnost matic ndm nasledne
dovoluje povedat vela o spektre ich suc¢tu. Tato definicia vedie k pozorovaniu, Ze pre

dve navzajom volné matice, za pomoci R-transformécie dostaneme:

Rarp(2) = Ra(z) + Rp(2) (29)

Zavedenie pojmov volnych matic a R-transformaécie je dolezité pre zjednodusSenie
matice pochadzajucej z GOE — (Hy + Hs)/2.

Z rovnosti (28) a (29) teda vieme zjednodusit nasu symetricki maticu.

R 5y(2) = Ry, m,(2) = Ry, (2) + Ru,(2) = 2Ru(2) (30)
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2Ry (z) = V2R (V22) = Ry(z) = 2 (31)

Ry (z) = z predstavuje R-transforméaciu Wignerovej polkruznice.

Obr. 1: Wignerov polkruznicovy zékon
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Zdroj: Random matriz theory, s.29
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Zdroj:

Na Obr. 2 méame moznost vidiet rozdelenie vlastnych hodnét pre rozne velké symet-

rické matice, ktorych zlozky pochadzajt z norméalneho rozdelenia N(0,1). Matice boli

Obr. 2: Wignerov polkruznicovy zékon
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Vlastné spracovanie

skonstruované nasledovnym sposobom v MATLABe:

A=randn(n,n);
X=(A’+A)/2;

Histogramy boli zostrojené vzdy z 50 000 vlastnych hodnét - podl'a velkosti matice
(a teda po¢tu vlastnych ¢isel) bolo zostrojenie opakované pre maticu 1x1 50 000 krat,
az po maticu o velkosti 5000x5000, ktora bola zostrojend 10 krat. Na y-ovej osi sa

néchadzaju relativne pocetnosti, s akymi sa dané vlastné ¢isla vyskytuji v ndhodnych

maticiach.
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Moézeme pozorovat Wignerov polkruznicovy zakon - so zvécSujucou sa velkostou
matice sa rozdelenie vlastnych hodnot prestava podobat na normalne, ale ustaluje sa

na polkruznici.

2.3 Marcéenko-Pastur

Vysledky Marcenka a Pastura st obdobou Wignerovho polkruznicového zakona, ale
pre int konstrukciu nahodnych symetrickych matic. Kym Wignerov zakon plati pre
v8eobecné nahodné symetrické matice (GOE a GUE), Marcenko a Pastur vyriesili
problém rozdelenia vlastnych hodnot pre matice M = AT A, kde A moze byt aj ob-
dlznikového tvaru. takto zostrojenad matica mé prirodzene vietky vlastné &isla neza-
porné a ako sa ukaze, vlastné ¢isla budu za splnenia niektorych predpokladov dokonca

ostro odrazené od 0.

Stieltjesova transforméacia sa da vyuzit podobnym spésobom aj pri odvodzovani dis-
tribucie vlastnych hodnot pre Wishartovho rozdelenia. Pri tomto postupe sa obdobne
vyuzivaju poznatky z komplexnej analyzy a za pomoci Stieltjesovej transformacie sa
definuju dalsie transformacie, ktoré ulahcuji analyzu spektra nahodnej matice.

V dalsom postupe sa analyzuje matica C', ktora ale aproximujeme identitou /. Po
sérii transformacii a invertovani vypadne vysledodok Marcenka a Pastura pre matice

zostrojené Wishartovym sposobom [1].

VAN - (A +qg—1)?
a 2T Aq

pe(A) (32)
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Obr. 3: Graf pre rézne hodnoty Q
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Zdroj: Theory of Financial Risk and Derivative Pricing: From Statistical Physics to
Risk Management, s.164

Obr. 4: Histogram rozdelenia vlastnych hodnot pre Q=2,5
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Zdroj: Viastné spracovanie Marchenko_Pastur

Na Obr. 4 mame moznost vidiet histogram vlastnych hodnot pre 100 matic A,,,, kde

n = 200 a m = 500. Zaroven je v histograme vyznacené hrubou ¢iarou aj Marcenko-

Pasturové rozdelenie, kde QQ = 1/q = 2, 5.
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3 Aplikacie poznatkov pre reidlne pozorované data

3.1 Aplikacia teodrie

Zakladnym problémom pri aplikicii teoretickych poznatkov na realne pozorovania
je pocet dat, ktoré su k dispozicii. V teorii sa bezne pracuje s limitnymi prechodmi
do nekonecna, kym pri pracovani s finanénymi détami je toto mnozstvo obmedzené.
Pri mesacnych déatach, ktoré sa bezne pouzivaji, napriklad inflacii, raste HDP alebo
inych, je pri 20-ro¢nej historii k dispozicii iba 240 merani, ¢o ma daleko od nekone¢na
(samozrejme, vzdy zaleZi aj od rychlosti konvergencie a toho, akd velka hodnota "n”
sa da povazovat za dostato¢ne blizke nekonecnu). Pri pracovani s akciami je toto ¢islo
vicsie, kedZe sa zvacSa pracuje s dennymi zatvaracimi cenami akcii. Prikladom moze
byt index S&P500 a 10-rocné udaje o zatvaracich cenach jednotlivych akcii. Dostavame
tym teda N = 500 a 7" = 2500 (v kalendarnom roku je priblizne 250 dni, pocas ktorych
sa na burze obchoduje), teda podiel Q =T /N = 5.

Prvotnym napadom moéze byt "umelé” zvicSenie pozorovani zvysenim frekvencie mer-
ani - namiesto dennych udajov by sa dali zobrat hodinové, pripadne frekvenciu este
zvysit. Tu ale vstupuju do hry nové neziadice vplyvy, napriklad Eppsov efekt, ktoré v

konecnom doésledku situéciu viac komplikuji ako pomahaju.

Obr. 5: Zavislost korelacie od merania frekvencie cien akcii - WM a HD
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Zdroj: Vlastné spracovanie

Obr. 4 ukazuje ako sa meni korelacia medzi spolo¢nostami Walmart a The Home
Depot v zavislosti od frekvencie merania. Cim je frekvencia véicsia, pohyby akeif st
nahodnejsie, a teda korelécia medzi spolocnostami klesé - jeden z prejavov Eppsovho

efektu.
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Takisto, v praxi pracujeme s kone¢nym poctom akcii, ¢o je v kontraste napriklad s
vysledkami Wignerovho polkruznicového zakona, ktory opisuje limitné spravanie pre

rozdelenia matic s n — oo, kde n je v nasom pripade pocet akcii.

3.1.1 Rozdelenie dennych vynosov

Dalsim nemenej dolezitym pozorovanim je skutocnost, Ze névratnosti a vynosnost
jednotlivych akcii nemé normalne rozdelenie. Pozorovania na finan¢nych trhoch ukazali,
7e ovela lep$im rozdelenim je studentovo rozdelenie. Studentovo rozdelenie samozrejme
relativne rychlo konverguje k normalnemu rozdeleniu, ale pre mensie ¢asové intervaly

sa aproximacia normalnym rozdelenim ukézala ako nedostatoc¢na.

Obr. 6: Porovnanie kumulativnych vynosov s distribu¢nymi funkciami
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Zdroj: Theory of Financial Risk and Derivative Pricing: From Statistical Physics to
Risk Management, s.96

Na Obr. 6 je mozné vidiet vztah medzi o¢akavanou navratnostou (z-ova os) a jej
pravdepodobnostami (y-nova os). Ako je z grafu zrejmé, normalne rozdelenie popisuje

vy

situéciu dobre pri nizsich navratnostiach, ale pri vacsich sa ukazuje, ze ma prili§ lahké
chvosty. Rozdelenie s tazsimi chvostami, Studentovo, popisuje realnu situaciu ovela
spolahlivejsie. Okrem Studentovho rozdelenia sa v literature objavuji dost ¢asto aj

aproximacie pomocou Léviho distribu¢nej funkcie, s ktorou sa ale tazsie pocita, ¢o je
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aj jeden z dovodov preco sa stéle ako aproximéacia vyuziva normaéalne rozdelenie.

Pri apravach uz znamych poznatkov o nahodnych maticiach nastédvaja problémy.
V teoérii sa pracuje s normélnym rozdelenim. Pri zdmene za Studentovo rozdelenie
nastavaji komplikacie napriklad pri odvodzovani podmienej hustoty pre vlastné ¢isla,
nakol'ko uZz samotné zdruZena hustota korelacnej matice je zna¢ne komplikovanejsia
[1]. Nastastie, prvky matice si aj pri inom rozdeleni zachovéavaju vlastnost i.i.d., ¢o
umoznuje aspon isté ulahcenie pri upravach. "Zachranou"je ale fakt, ze pri velkych
maticiach, pripadne pri velkom poc¢te dat nastava podobny efekt ako u Centrdalnej limit-
nej vety - Central Limit Theorem. T4 tvrdi, Ze pri dostato¢ne velkom pocte nezavyslych
nédhodnych premennych sa ich rozdelenie bude priblizovat tomu normélnemu. Podobna
situécia nastéva aj pri ndhodnych maticiach — bez ohl'adu na rozdelenie prvkov nahod-
nej matice sa bude rozdelenie vlastnych ¢isel priblizovat, s rastiicim mnozstvom dat, k
Wignerovmu alebo Maréenko-Pasturovmu (podla metody zostrojenia matice — GOE,

GUE alebo Wishart)

3.2 Vysledky z finan¢nych trhov

Porovnanie teoretickych vysledkov s finanénymi pozorovaniami sa nachadzaja v [1].
Autori pracuju so vzorkami korela¢nych matic, ktoré zostrojili pre 500 najlikvidnejsich
spolo¢nosti v danom ¢asovom intervale a mali k dispozicii 1000 merani. Z toho vyplyva,
ze Q = T/N = 2 a teda ze Wishartove rozdelenie (nakolko predpokladame Pearsonovu
konstrukciu symetrickej matice) s ¢ = 1/2 by malo popisovat rozloZzenie vlastnych hod-
not tejto nameranej korelacnej matice. Ukazuje sa ale, Ze teoreticky vysledok Marcenka-
Pastura ani po zohladneni Studentovho rozdelenia a faktu, Ze mame obmedzeny pocet

dat, nekopiruje namerané hodnoty.
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Obr. 7: Porovnanie empirickych merani s teoretickymi vypoctami
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Zdroj: Financial Applications of Random Matrixz Theory: a short review, s.18

Obr. 8: Porovnanie korelacii 6 portfolii s distribu¢nou funkciou Marcenka-Pastura
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Ob. 8 zachytava vlastné ¢isla 6 roznych portfolii obsahujucich 20 akcii. Na vypocet
boli pouzité trojmesac¢né data, ¢o predstavuje nieco cez 60 obchodovanych dni. Pomer
q je teda 20/60 = 1/3. Dosadenim 1/3 do predpisu funkcie Mar¢enka-Pastura sme
dostali hrubo vyznacenu krivku. Opat mame moznost vidiet, Ze sa na histograme objav-
ili vlastné ¢isla ktorych existenciu distribu¢na funkcia Marcéenka-Pastura neumoznuje.

Zaroven nepresne popisuje aj pravdepodobnosti vyskytu mensich vlastnych hodnot.

Ako vhodnym kandiddtom na skuto¢né rozdelenie vlastnych hodnét sa ukazali moc-
ninové rozdelenia, ktoré sa daji dobre parametrizovat - prisposobit ich chvosty empir-

ickym pozorovaniam.

ﬁ@u — Amin) (33)

Parametrizovanim tohoto mocninového rozdelenia sa podarilo ovela spolahlivejsie

pc(N) =

zachytit pozorovany jav a teda aj aplikicie tohto rozdelenia na ekonomické poznatky

mozu dat presnejsie vysledky.

V prvej kapitole sme vyuzili korela¢nii maticu na urcenie vah jednotlivych kompo-
nentov portfolia a na stanovenie jeho rizika. Ako sa ukazalo, pri malom pocte dét sa
skuto¢na korela¢na matica C' mdze znacne lisit od tej empirickej E. Ocistenim F od
tohto Sumu vieme dosiahnut lepsiu spolahlivost rizika a portfolio bude lezat presnejsie

na efektivnej hranici z Markowitzovho modelu.
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ZAver

V tejto préci sme sa rozhodli zhrnut zakladné poznatky o nahodnych maticiach a
ich vyskyte a vyuziti v Markowitzovom modely. Cielom bolo definovat konstrukciu a
rozdelenia ndhodnych matic a ich vlastnych ¢isel a mozné vyuzitie tychto poznatkov v

pri analyze a spravovani portfolia.

Prvéa cast sa venovala vysvetleniu dévodov pre vyuzitie nahodnych matic v Markowit-
zovom modely. Zavedenim nahodnych matic sme boli schopni rozlisit korela¢ni maticu
pochadzajicu z emprickych dat od tej skutocnej, a nasledne presnejsie definovat opti-
malne vihy a volatilitu portfélia. Ukazalo sa, Ze volatilita poc¢itana z historickych déat

je podhodnotena oproti tej skutocnej.

Druhé kapitola uvadza niekol’ko moznych spésobov ako skonstruovat ndhodnt maticu
a nasledne jej distribu¢na funkciu. f)alej sa spomina sposob, akym sa d& z tejto dis-
tribicie odvodit distribu¢na funkcia pre vlastné ¢isla. V zavere druhej kapitoly sme
nacrtli hlavné myslienky dokazov Wignerovho polkruznicového zédkona a distribucne;j

funkcie Marcenka-Pastura.

V poslednej kapitole sa vysvetlili obmedzenia pri pouzivani teérie na realnych fi-
nan¢nych datach a zanedbania, z ktorymi sa bezne vo finan¢nej matematike pracuje.
Na konci préace sa porovnali data z financnych trhov s rozdelenim Marcéenka-Pastura a

navrhuje sa mozné vylepsenie modelu.
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