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Abstrakt

MIKLOSSYOVA, Hana: Dynamicky model populiacie SR s vekovou struktirou
[Bakalarska praca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky
a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a statistiky; Skolitel' : Prof. RNDr. Pavol

Brunovsky, DrSc., Bratislava, 38 stran

Bakalarska praca sa zaobera modelovanim populdcie SR. V prvej casti sa
oboznamujeme s problematikou demografie, jej zakladnymi ukazovateI'mi. Tieto
ukazovatele d’alej pouzivame pri vytvarani dynamickych modelov. Po predstaveni
jednotlivych modelov konStruujeme progndzy vyvoja a skimame ich citlivost’ na zmeny.

Na zaver pouzijeme vybrané modely na odhadovanie budiceho stavu populacie.

Kruéové slova: dynamicky systém, model s vekovou Strukturou, progndzy vyvoja

populacie



Abstract

MIKLOSSYOVA, Hana: Dynamic model of the Slovak Republic population with age
structure [Bachelor’s thesis], Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics,
Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics an Statistics, BSc Thesis

supervisor : Prof. RNDr. Pavol Brunovsky, DrSc., Bratislava, p 38.

This bachelor thesis deals with modeling of the Slovak Republic population dynamics.
The first part discusses the concepts of demography, it's basic indicators. These indicators
are used to create dynamic models. After presenting individual models, we construct future
population prognosis and examine their sensitivity to change. Finally, we use selected

models to make an estimate of population.

Keywords: dynamic system, model with age structure, future population estimates
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Uvod

Cielom tejto prace je vytvorit dynamicky model populacie SR s vekovou
Struktirou na aktudlnych datach. Na zaklade tohto modelu robime prognézy vyvoja
populacie.

V prvej kapitole sa oboznamujeme so zékladnou problematikou demografie.
Strucne si predstavime zakladne pojmy a ukazovatele demografie, sposob ich vypoctu.

V druhej casti sa obozndmime s tedriou konStrukcie dynamickych systémov.
Pomocou tejto teorie a zakladnych demografickych ukazovatelov zaliname V tretej
kapitole vytvarat’ prvy zakladny model s vekovou §truktirou. Skumame jeho vlastnosti
a dlhodoby vyvoj. Tento model postupne obohacujeme za Gcelom vylepSenia. Zjemnenim
delenia sa ndm podari odstrdnit’ jeden z predpokladov potrebnych pre fungovanie
zakladného modelu.

Po konstrukcii modelov zaciname v Stvrtej kapitole skumat’ ich citlivost’ na
realnych datach, ktoré st verejne dostupné na strankach Institatu Statistiky a informatiky.
Zameriavame sa pritom na dva pohlady ato kriatkodoby a dlhodoby. Nardbame
s jednotlivymi modelmi tak, aby sme dosiahli ¢o najpresnejsie vysledky blizke realite.

V piatej kapitole prechadzame k samotnej konstrukcii prognéz do buducnosti.
VyuZivame poznatky, ktoré sme nadobudli po vySetreni citlivosti dat tak, aby sme
skonstruovali ¢o najlepSie progndzy. Vyberame si typ modelu, vstupné ukazovatele a roky

na zaklade Statistickych dat z ktorych budeme modelovat’ buduci stav populacie.



1 Zakladné pojmy demografie

Model populacie Slovenskej republiky spadd pod predmet Stadia demografie.
Predtym ako zaCneme samotné modelovanie, musime sa bliz§ie obozndmit
s problematikou demografie, jej zakladnymi pojmami a ukazovatel'mi.

Demografia je veda a prakticka ¢innost’, ktora sa zaobera reprodukciou l'udskych
populacii, kde reprodukciu chiapeme ako neustdlu obnovu populacii v dosledku
prebiehajucich procesov rodenia a umieranie [1,2].

Demografia vychddza  zo0 zdkladnych dat, ktoré su ziskané zo zdrojov
demografickych dat (matrika, sCitanie obyvatel'stva, register obyvatel'ov...). Zakladné data
predstavuju stthrn rézne usporiadanych absolutnych cisel. Samotné absolutne udaje
mozeme povazovat za ukazovatele, ako je napriklad pocet narodenych, pocet Umrti,
celkovy pocet obyvatelstva. Spracovanim  zakladnych dat sa dostaneme k datam
analytickym. Tu sa oboznamujeme s roznymi ukazovatelmi ako porodnost’, sobasnost, ¢i
priemerny vek.

V naSom pripade nds budi hlavne zaujimat definicie aspdsob vypoctu
nasledovnych ukazovatel'ov:

e podrodnost’

e plodnost’

e umrtnost’

® migricia

e prirastok obyvatel'stva

e pohlavnd Struktira

1.1 Porodnost’

Porodnost je definovand ako rodenie deti, chdpané ako demograficky jav [2].
Najjednoduchs§im ukazovatelom urovne porodnosti je hrubd miera péorodnosti - D,
definovand ako pomer poctu vSetkych zivonarodenych (N) a velkosti populécie (P) vo

vymedzenom obdobi.

b = 7 (1.1)
Napriklad v roku 2000 v Slovenskej republike je hruba miera celkovej porodnosti:
=E=ﬂ=00095=095%
P 5398657 ' '



Toto ¢islo ndm umoziluje porovnavat urovne porodnosti populdcii réznych velkosti.
Pokial’ sa chceme zamerat’ na konkrétnu podskupiny obyvatel'stva, je treba spravit’ urcité
zmeny v rovnici (1.1). Prikladom je hruba miera pérodnosti obyvatel'stva vo veku 21 az 25
rokov z roku 2000, dana ako:

N(21,5) 21055

b(21,5) = P(21,5) 472260

= 0,0446 = 4,46%

Vo vseobecnosti moézeme pre mieru porodnosti podla vekového intervalu — b(v,n) pouzit
Zapis:

N(v,n)
P(v,n)

Oznacenie v oznacuje vek, v ktorom interval zacina a ¢islo n vyjadruje trvanie intervalu.

b(v,n) =

(1.2)

N(v,n) je pocet zivonarodenych deti zenam vo veku v az (v + n -1) rokov a P(v,n)vyjadruje
velkost’ populécie v az (v + n -1) ro¢nych jedincov. Pokial’ si zvolime trvanie intervalu ako
1 rok, dostaneme sa tak k miere pérodnosti podla veku - bj, kde N; oznauje pocet

zivonarodenych zenam vo veku i a P; velkost’ populacie i roénych jedincov.

1.2 Plodnost

Plodnost je definovana ako realizovana fyziologicka plodnost[2]. Zatial’ ¢o pri
hrubej miery porodnosti sme sa zameriavali na pomer k celkovému poctu obyvatel’stva,
Vv pripade plodnosti je potrebné rozliSovat’ medzi pohlaviami. Hrubou mierou plodnosti
nazveme pomer poétu vietkych Zivonarodenych (N) a velkosti populacie Zien (P?) vo
vymedzenom obdobi.

N
f= Pt (1.4)

Po analogickej uprave vztahov (1.2) sa dostaneme k miere plodnosti podla
vekového intervalu —f(v,n)
N(v,n)
=—" 1.5
Fom) = G (15)
kde P*(v,n) vyjadruje vel'kost’ populacie Zien v az (v + n -1) ronych jedincov.
Mieru plodnosti podla veku — f; vyjadrime pozmenenim vzt'ahu (1.3) ako:
N;

=_i'
Pi

fi (1.6)



kde Pi vyjadruje velkost’ populacie Zien i roénych jedincov. Napriklad mieru plodnosti
podl'a veku 21 rokov pre rok 2000 vypocitame

_N;; 359
~ PL 47395

f21 = 0,0759 = 7,59%.

1.3 Umrtnost’

Umrtnost je definovana ako vyskyt umrti v danej populacii sledovany ako
hromadny demograficky jav [2]. Jednym z ukazovatelov intenzity Gimrtnosti je hrubd
miera umrtnosti - m, ktora vyjadruje pomer poc¢tu umrti (D) Kk velkosti populacie vo

vymedzenom obdobi.

D
= — 1.7
m=- (1.7)
Vypocet miery umrtnosti podla vekového intervalu- d(v,n) bude vyzerat
nasledovne:
D(v,n)
= 1.8

kde D(v,n) predstavuje pocet umrti jedincov vo veku v az (v + n -1) rokov.
Pri miere umrtnosti podla veku — m; sa moézZzeme zaujimat’ o celt populaciu vo veku

i bez rozdielu pohlavia, alebo mozeme rozliSovat’ Zenskit a muzZskii umrtnost’ podla veku -

pohl,

m;

m; = pPonl’ (1.9)
i

kde D" vyjadruje podet tmrti jedincov vo veku i prislusného pohlavia. Prikladom je
muzska miera umrtnosti podl'a veku 60 rokov z roku 2000:

Dgy 513
Py 20554

m __
Mgy =

= 0,0246 = 2,46%.

1.4 Migrdcia

Migrdcia (stahovanie) je definovana ako pohyb bez hranice administrativnej
jednotky, pri ktorom dochadza k zmene trvalého pobytu osoby (v Slovenskej republike
zmena obce trvalého pobytu, niekde zmena obvyklého pobytu) [2]. Zahranicnou migrdciou
nazyvame pohyb cez hranice Statu [2].

Migraciu moézeme rozdelit na emigrdciu aimigrdciu. Emigracia predstavuje

stahovanie z urcitej uzemnej jednotky a imigracia stahovanie do urcitej uizemnej jednotky.



Osoby, ktoré menia miesto (obec) svojho trvalého (obvyklého) pobytu z jednej
krajiny do inej krajiny alebo z jedného regionu do iného regionu v ramci Kkrajiny,
nazyvame migrantmi. V pripade pohybu zurCitej uzemnej jednotky tato osobu
pomenujeme pristahovany. Pokial’ sa jedna o pohyb do urcitej uzemnej jednotky migrant

sa bude nazyvat’ vystahovany.

1.5 Prirastok obyvatel’stva

Oboznamili sme sa sukazovatelmi, ktoré ovplyviiuju velkost populdcie,
Vv neposlednom rade nas ale zaujima samotny prirastok obyvatel'stva. Prirodzenym
prirastkom obyvatelstva - PP nazveme rozdiel medzi po¢tami zivych narodeni a tmrti vo
vymedzenom obdobi.
PP=N-D (1.10)
Prirodzeny prirastok pre rok 2000 vypocitame ako
PP =N -D =55151 - 51980 = 3171.
Migracné saldo - MS je rozdiel medzi poctom pristahovanych(l)
a vystahovanych(E) vo vymedzenom obdobi.
MS=I1-E (1.11)
Aky je konecny celkovy prirastok — CP ? Celkovym prirastok nazveme sucet
prirodzeného prirastku a migraéného salda.
CP =PP+MS (1.12)
Dalsim ukazovatelom prirastku obyvatel'stva je hruba miera prirastku, v tomto

pripade takisto rozliSujeme prirodzenu hrubi mieru - pp,

PP
=— 1.13
PP = (1.13)
celkovu hrubu mieru prirastku - cp
CP
= — 1.14
= (1.14)
a hrubu mieru migracného salda — ms.
MS
=— 1.15
ms = — (1.15)



1.6 Pohlavna Struktura

Pohlavna struktura je definované ako rozdelenie obyvatel'stva podl'a pohlavia[2].
Zaujimavé na pohlavnej Strukture je, ze iked sa rodi pomerne viac chlapcov, tak
V populacii prevlada pocet Zien. Je to spdsobené viacerymi ukazovatel'mi.

Koeficient maskulinity je podiel muzov v danej populacii

PM
ma =, (1.16)

kde PM vyjadruje velkost muzskej populécie v sledovanom obdobi.

Podobne si vieme vypocitat’ koeficient femininity ako

PZ
_= (1.17)
fe P 4
Sekundarny index maskulinity sa pocita ako pomer narodenych chlapcov a dievcat.
NM
sma = — (1.18)
NZ



2 Dynamicky systém

Pre dalSie vypocty, progndzy rastu populacie potrebujeme matematicky aparat,
ktory opisuje rast populacie ako dlhodoby ¢asovy vyvoj izolovaného systému v dosledku
prebiehajicich vnutornych procesov (pdérodnost, umrtnost).  Samozrejme v takomto
systéme nemodzeme zahrnut’ vsetky faktory v realite systém ovplyviiujiace. Musime mat’ na
pamiti, Ze sa jedna o predpovede konStruované pomocou matematickych metdd, a preto sa
odvodzuju zo zvoleného systému matematickych predpokladov. Tieto predpoklady
idealizuju skutoCnost. Neuvazujeme napriklad migraciu obyvatel'stva, ¢i socidlno-
ekonomické aspekty vyvoja populacie.

Matematicky model takéhoto systému budeme nazyvat dynamicky systém.
V naSom pripade sa bude jednat' o diskrétny dynamicky systém, kde budeme sledovat
vyvoj populacie v oddelenych c¢asovych okamihoch (rokoch). Pokial by sme chceli
sledovat’ systém v nepretrzitych ¢asovych okamihoch, dostal by privlastok spojity.

Stavom néasho dynamického systému nazveme tak informaciu, ktorej znalost’
v nejakom ¢asovom okamihu (roku) spolu so znalostou vnutornych mechanizmov vyvoja
systému a vonkajsich vplyvov umoziuje predpovedat’ jeho vyvoj v budicnosti pri absencii

vonkajsich vplyvov.

2.1 Linedrny jednorozmerny dynamicky systém

2.1.1 Zakladna rovnica demografie

Predpokladajme, Ze krajina (alebo ind tzemnéd jednotka) obsahuje populdciu
velkosti P(t) jedincov v Case t. Aka bude velkost’ populécie v ¢ase t+1? Pokial’ budeme
povazovat’ populaciu za uzavrety systém, tak velkost’ populacii v ¢ase t+1 bude

P(t + 1) = ppP(t), (2.1)
kde pp je hruba miera prirodzeného prirastku z rovnice (1.13). Ak sa pp s ¢asom nemeni,
tak hodnoty P(t) tvoria geometricktl postupnost’ a plati

P(t) = pp'~"P(to).

Podla Malthusovho zdkona [5] moZeme pozorovat’ asymptotické spravanie pre

pp>1: populacia rastie nad vSetky medze
pp=1: populécia zostava konStantna
pp<1l: populécia vyhynie.



2.1.2 Linearny jednorozmerny dynamicky systém

Zovseobecnenim rovnice (2.1) dostaneme linearny dynamicky systém. Linearnym
dynamickym systémom nazveme systém, ktorého stav je opisany redlnym Ccislom X
a ktorého hodnota v okamihu t+1 je ur¢ena jeho hodnotou v ¢ase t vzt'ahom

x(t+1) =ax(t), (2.2)
kde a € R. Za priestor stavov mozZeme vziat’ X= R.
Trajektoriou dynamického systému (2.2) cez bod X nazyvame postupnost’
X()=x(t,xo), t =0,1,2, ... n, ktoré spina (2.2) a x(0)= X. Plati
x(t, x) = atx,. (2.3)

2.1.3 Viacrozmerné linearne dynamické systémy

Zovseobecnenim systému (2.2) a (2.3) sa mézeme 'ahko dostat’ k viacrozmernému
systému, kde x € R™, a matica A je rozmerov n X n.
x(t+1) = Ax(¢t), (2.4)
x(t) = Atx(0). (2.5)
Pokial’ chceme vidiet' asymptotické spravanie nasho systému, potrebujeme pocitat
mocniny matice A. Ak st vlastné hodnoty matice A rozli¢né, oznac¢ime ich A4, ..., A, @ ich
vlastné vektory oznacime vy, ..., vo. Potom plati
Av; = Av;, i=1,..,n
Teda
AV =V A kde V = (vq,..., 1)
A =diag(Aq, ... 1)
a 'V je regularne. Z toho dostavame

AV =vAv1

A
At=vaAv~t=v V-1
i (2.6)

MoZe nastat’ aj pripad, ked’ A; su komplexné, tym sa budeme zaoberat’ neskor.

Kazdu trajektoriu (2.4) mozno vyjadrit’ v tvare

x(t) = VAtc,
n
alebo x(t) = Z ¢i Vidj,
i=1 (2.7)



kde v; st vlastné vektory vlastnych hodndt 4; a ¢; sit vhodné konstanty[S]. Ak pozname
X(0), mézeme vektor ¢ koeficientov uréit’ z rovnice
Ve =x(0), (2.8)

alebo ekvivalentne zo sustavy rovnic

Z c;v; = x(0),
2.9)

i=1
pretoze matica V je regularna.
Ako sme uz naznacili, vlastné hodnoty matice A nemusia byt vsSetky redlne.
V takom pripade ma spolu s komplexnou vlastnou hodnotou A aj komplexne zdruzenu
vlastni hodnotu 4 . Rovnako st komplexne zdruzené ich vlastné vektory v, 7 . Napriek
tomu, Ze v pravej strane (2.9) sa vtedy vyskytuju komplexné Cisla, jej hodnota x(t) bude
realna. Vo vyjadreni (3.7) pre x(t) budu éleny A, A mat’ tvar
x(t) =+ cvAt + cvAt + - = - 2Re(cvAl) -

Ak A vyjadrime v polarnom tvare A = p(cos @ + sin@),p = |A], ¢ = arg A, potom plati
p+0a

At = p(coste + isinte),

At = pt(costep — isinte),
a teda

x(t) =+ cvAt + cvAt 4 - =,
= .- 2Re(cvA?) - = p*(acosty + bsintyp) (2.10)
pre vhodné vektory a, b [5].
Vlastné ¢islo A4, ktoré je v absolutnej hodnote najvicsie vlastné ¢islo matice Anxn,
tj. M| >N, prei=23,...,n,
nazveme dominantné vlastné cislo. Z [3] vieme, Ze V demografickych modeloch je toto
dominantné ¢islo navySe kladné a redlne. VSetky c¢leny jeho vlastného vektora budii mat’
rovnaké znamienko. Znalost’ dominantného ¢isla A; nAm umoziuje upravit’ (2.9) na tvar
n "
x(t) = c;v2d + 23 Z C;V; (}\—1>
i=2 (2.11)

Okrem prvého ¢lenu ¢ vlli, ostatné Cleny v zatvorke konverguju k nule pri t — oo,
Trajektoria sa teda bude asymptoticky priblizovat® ndsobku vektora v dominantného cisla

M.



3 Diskrétny model dynamiky populacie s vekovou Struktirou

3.1 Zaikladny model

V tomto zjednodusenom modeli budeme predpokladat, Ze jedinci st schopni
reprodukcie len v ur¢itom ¢asovom intervale. Vdaka tomuto predpokladu moZeme
populaciu rozdelit’ do 3 typov vekovych intervalov a to na predreprodukcny, reprodukény
a poreprodukcny vekovy interval.

Dalsim predpokladom je, Ze miera porodnosti a imrtnosti sa pre jednotlivé vekové
intervaly ¢asom nemenia. Populaciu budeme povazovat’ za uzavrety systém, nebudeme
pocitat’ s migraciou.

Stav populacie opisSme pomocou demografickych ukazovatel'ov, konkrétne velkost’

populacie, miera porodnosti (1.2) a miera imrtnosti (1.8) podl'a vekového intervalu.

Velkost’ populacie charakterizujeme vektorom x=(x; ,X2 , X3), kde
X1 pocet jedincov s vekom v intervale [0; a;)
X2 pocCet jedincov s vekom v intervale [a;; a2)
X3 pocet jedincov s vekom v intervale nad a, rokov.
Dalej ozna¢ime
my mieru amrtnosti k-tej vekovej skupiny a
b mieru porodnosti druhej (reprodukénej) skupiny.
Ak predpokladame, Ze populécia je vzhl'adom na vek rovnomerne rozloZena a za

jednotku Casu si zoberieme 1 rok, tak dostaneme nasledovny systém:

1
x,(t+1) = (1 -my — a_1) x1(t) + bxy(t)

1
xo(t+1) =—x,(0) + (1 —m, -
1 2 1

)

x3(t+1) = x2(8) + (1 —m3)x3(t)

a, — a, (3.1)
Tento systém mozeme transformovat’ na (2.4) . Z toho vyplyva, ze trajektoriu (2.9)
mozno napisat’ v tvare
x(t) = c; 12 + UL+ 33l
Pokial’ budeme poznat’ dominantné vlastné ¢islo, budeme moct’ upravit’ trajektériu
do tvaru (2.15). Vekovy profil populacie sa bude z dlhodobého hladiska priblizovat

vektoru dominantného vlastného ¢isla.
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3.2 ZvicSenie poctu vekovych intervalov
Zjemnenim delenia populacie nadobudneme v&acSi pocet vekovych intervalov.

Ostatné predpoklady zakladného modelu ostavaju platné. Len urciti jedinci su schopni
reprodukcie, teda nie vSetky vekové intervaly budu ukazovat’ nenulovli mieru pérodnosti.

Reprodukcnou skupinou obyvatel'ov nazveme skupinu obyvatelov X; z intervalu
[ai, ai+1), i = 0, 1, 2, ... n; ktory spiiia obe podmienky

ag < a,
Ai+1 < Qp, (3.2)
kde ag predstavuje dolnti hranicu reproduk¢éného intervalu a an predstavuje horna
hranicu reproduk¢ného intervalu. Pre tuto skupinu plati, Ze porodnost’ b; > 0.
Z podmienok vyplyva, ze skupinu obyvatelov spifiajucu
a;+1 < ap nazveme predreprodukcnou skupinou
apre a, < aj;q poreprodukcnou skupinou.

Po uplynuti jednej ¢asovej jednotky(1 roka) porodnost’ priamo ovplyviuje iba prva
skupinu obyvatel'ov Xo s intervalom [0, a;). U ostatnych skupin sa prejavi az po uplynuti
viacerych rokov.

Na zaklade tychto poznatkov mézeme pristupit’ ku konstrukcii v§eobecného modelu.,
kde uvazujeme mieru porodnosti iba u reprodukénych skupin.

Pre prva vekovi skupinu Xg z intervalu [0, a;) plati

h-1
1
xo(t+1) = (1 —mgy — 71) x1 () + ; bjx;(t) 3)

a pre skupinu jedincov x; z vekového intervalu [a;, aj+1), kde i=1,2,3, ... n nadobuda model

takyto tvar:

a;a) x;(£)

1
x(t+1) = P— xi_1(t) + (1 -m; — —
j i+1

i i-1

(3.4)
Na zéaklade tychto rovnic si vytvorime maticu A z (2.4), trajektoriu mozno napisat’

v tvare (2.9).
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3.3 Rocné vekové intervaly
Predpokladu rovnomerného rozdelenia obyvatel'stva sa mézeme vyhnat' a to tym,

7e velkost’ vekového intervalu polozime rovnu dizke &asovej jednotky, teda jednému roku.
V praxi to znamena, Ze po roku sa vSetci prezivajuci jedinci z vekovej skupiny x; presunt
do vekovej skupiny Xi+1. Oznacenie X;(t) zodpoveda pocétu obyvatel'ov, ktory prave dovrsili
vek iv ¢ase t. Ostatné predpoklady ostavaja platné. Pre skupinu novorodencov xo bude

vyzerat’ model nasledovne:

h
xo(t+1) = bix;(t),
jZd i (3.5)

kde d predstavuje dolnu a h hornti vekovu hranicu reprodukéného intervalu. Pre i=1,2,..., n
bude vyzerat’ model:
xi(t+1) = (1 —my_q)x;1(0). (3.6)

V tomto modeli ma vlastny vektor dominantného vlastného ¢isla vaésiu vypovedna
hodnotu. Ako uz vieme, tak sa zloZenie populacie s t — oo bude bez ohl'adu na zaciatocny
stav populacie asymptoticky priblizovat tomuto vektoru(2.11). Tento vlastny vektor si
mozeme vhodne normovanim upravit’ tak, aby stcet jeho zloziek bol rovny 1. Po takejto
uprave bude kazda zlozka percentudlne vyjadrovat’ podiel na populacii. Na zdklade tohto
upraveného vektora budeme vediet povedat’, k akému percentualnemu zloZeniu sa bude

populécia asymptoticky pribliZzovat’.
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3.4 Model so Zenskou dominanciou
Najdolezitejsim ukazovatel'om sa javi byt miera poérodnosti, ako jedina obohacuje

na$ model vo forme novorodencov. V modeli s ro¢nymi vekovymi intervalmi pocitame
mieru porodnosti b; (1.3).V celkovom pocte obyvatel'ov su samozrejme zahrnuté obe
pohlavia, muzi aj Zeny. Obnovovanie systému zavisi hlavne od pocétu Zien. Tento fakt
sktisime zahrnut’ do naSho modelu. Upravime model s rocnymi vekovymi intervalmi tak,
aby sme tam zahrnuli len Zenska c¢ast’ populacie anazveme ho model so Zenskou
dominanciou.

Model s roénymi vekovymi intervalmi si upravime nasledovne. Nebudeme brat’ do
uvahy celkovy pocet obyvatel'ov X, ale len celkovy pocet zien, ktory nam bude vyjadrovat’
vektor z. Ako v predoslom modeli, bude zj(t) vyjadrovat’ pocet Zien, ktoré dovisili i-ty rok
v Case t. Tentokrat nepouZzijeme mieru poérodnosti, ale upravime si mieru plodnosti (1.6),
ktori budeme poéitat ako pomer po¢tu narodenych dievéat (N°) apodtu zien(P?).
Oznagime si ho ako vektor f*, kde f;’ vyjadruje pomer narodenych dievéat Zenam s vekom i
a celkovy pocet zien svekom i. Mieru umrtnosti Zzien budeme pocitat podla (1.9)

a oznacime si ju ako U.

Po takejto transformacii bude vyzerat upraveny model pre novorodencov

nasledovne:

l
B+ = fiz(0),
0 Jzk " (3.7)

kde k predstavuje dolnt a | hornt hranicu reprodukéného intervalu. Pre i=1,2,..., n bude

vyzerat’ model:

zi(t+1) = (1 —mj_1)z_1(b) (3.8)
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4 Citlivost’ modelov s vekovou Strukturou

Dopracovali sme sa k Styrom réznym modelom s vekovou S$trukturou, podla
ktorych moézeme robit’ prognézy vyvoja populacie do buducnosti. Zaklad vsetkych
modelov je rovnaky. Pri modelovani populdcie pouzivame velkost’ populdcie, mieru
umrtnosti, mieru poérodnosti(v pripade zenskej dominancie sa jedna o mieru plodnosti).
Nakol'ko odlisné mozeme ocakavat’ vysledky? Zalezi vel'mi na pocte intervalov a pohlavi,
alebo nam vyjdu rovnaké vysledky?

Pri tvoreni hypotéz moZeme zaujat’ dva pohl'ady. Bud’ sa zameriame na kratkodobé
hl'adisko alebo dlhodobé. Pri kratkodobom hladisku nam stac¢i vyuzit' rovnicu (2.5)
a spravit’ progndzu na nasledujice roky. Aby sme overili presnost’ progndz, Startovaci rok
si zvolime tak, aby sme vysledky mohli porovnat’ s redlnymi udajmi.

Pri Studovani dlhodobého hladiska sa zaujimame hlavne o vyslednti formu
trajektorie (2.11). Po uréeni dominantného vlastného cisla vieme, ze sa systém bude

asymptoticky priblizovat’ k vlastnému vektoru vlastného ¢&isla.

4.1 Zakladny model

Kratkodobé prognozy

Pri volbe hranic zakladného modelu (3.1) budeme vychadzat z pouzitych
ukazovatel'ov a to miery porodnosti a imrtnosti. Predpokladame rovnomerné rozdelenie
populacie, preto vypocitana miera umrtnosti a pérodnosti ma popisovat’ cely vekovy
interval, ¢o nie je Uplne pravda. Ak zle zvolime hranice, méZe sa to vyrazne odzrkadlit' na
tychto ukazovatel'och. Ako zaciatoény rok si zvolime rok 2000.

Napriklad, pokial’ by sme zvolili hornt hranicu vekového intervalu 80, tak by sa
parametre z udajov [4] z roku 2000 vypocitali nasledovne: m; = 0,0006, m,= 0,0097, m3
= 0,1517, b =0,0132, kde

0,9494 10,0132 0 1517144
A= < 0,05 09736 0 ) Xo = <3781858).
0 0,0167 0,8483 99655

Nizka miera porodnosti je sposobend tym, Ze sme do vekového intervalu zapocitali
Cast’ populacie so zanedbatelnym alebo nulovym po¢tom narodenych deti vzhladom na
vysoky vek matiek. Samozrejme ze sa zle zvolené hranice prejavili aj na miere umrtnosti,

ked’ze s vysSim vekom populacie je oCakavany aj vacsi pocet umrti. Vacsi doraz pri
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interpretovani vysledku treba klast” miere porodnosti, ked’ze ako jedina vytvara najmladsiu
Cast’ predreprodukénej skupiny vo forme novorodencov.

Pri rozhodovani Vv naSom zakladnom modeli sa sustredime na pocet narodeni
vzhladom na vek zeny z tdajov [5] z roku 2000.

obr. 1 pocet narodeni vzhPadom na vek Zeny

2000

5000
4500
4000
3500
3000
2500
2000 ~
1500 -
1000 -+
500 ~

Pocet narodenych

Vek zeny

Na prvy pohlad vidiet, ze vol'ba hranic 20,80 bola nevhodnd, nakol'’ko po roku 50
je pocet narodeni zanedbatelny, skoro rovny 0. Obrazok nam dalej pomdze skor pri
odhadovani, nakol’ko v modeli sa nevyskytuje pocet narodeni priamo, ale vo forme
porodnosti. Preto po spracovani udajov si pomozeme mierou porodnosti podla veku(1.3)
v obr.2.

obr. 2 Pérodnost’ podl’a veku
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Vek zeny
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Skusime zvolit’ hranice tak, aby hrani¢né pdrodnosti intervalov boli na priblizne

rovnakej Grovni. Potom porovname vysledky v snahe zistit’ nakol’ko citlivy je tento model.

Zacneme vol'bou vekovych hranic, ktorych porodnost’ podl'a veku Zeny, je vicsia,
rovna 1%. S touto podmienkou uré¢ime spodnt hranicu ako 17 rokov, kde porodnost’ je
rovna priblizne 1,25%. Horna hranica sa uz nezapocitava do reprodukcéného intervalu,
preto ju zvolime 35 rokov, kde porodnost’ je rovna priblizne 0,99%. Pérodnost’ podl'a veku
zeny pri 34 rokoch je 1,16%. Na zéklade tejto vol'by dostaneme nové parametre: m; =

0,0006, m,= 0,0008, m3= 0,0194, b = 0,0332, kde
0,9405 0,0332 0 1246477
A= (0,0588 0,9437 0 > Xo = (1533825).

0 0,0556 10,9806 2618355
Volili sme hranice tak, aby sa miera poérodnosti podl'a veku rovnala na okrajoch
intervalu aspon 1%. Skusme zahrnt’ do vekového intervalu aj porodnost’ nizsiu, blizku 0.
amenej. Najvyssi vek rodiCky je zaznamenany +50, teda 50 aviac rokov. Pre
jednoduchost’ si ako okraje intervalu zvolime 14 a50 rokov. Nase vypoclty tato
nezrovnalost’ vyrazne neovplyvni, kedze v tychto krajnych rokoch je zaznamenany
minimélny pocet zivonarodenych. Na zdklade tychto novozvolenych hranic vypocitame

nové parametre: m; = 0,0007, m,= 0,0017, mz= 0,0335, b = 0,0183, kde
0,9279 10,0183 0 981848
A= <0,0714 0,9705 0 ) Xo = <3016335)
0 0,0278 0,9665 1400474
Naopak, ¢o sa stane, pokial’ okraje intervalu s nizkou pérodnost’ou zanedbame, aké
mozeme oCakavat’ vysledky? Samozrejme miera porodnosti vekového intervalu vzrastie,
ale pocet obyvatelov ztohto intervalu klesne. Uvidime, nakolko sa to odzrkadli na
vysledkoch. Zvolime hranice, kde porodnost’ podl'a veku Zeny je vicsia, rovna 3%. Ako
spodnt hranicu dame 19 rokov, kde miera porodnosti vzhl'adom na vek zeny vychadza
3,2% a ako hornu hranicu si zvolime 29 rokov s porodnostou 2,94%. Miera pdrodnosti
podl'a veku zeny pri 28 rokoch je 3,57%. Vypocitané parametre st m; = 0,0006, m; =
0,0007, m3= 0,0167, b =0,0417, kde
0,9467 0,0417 0 1425772
A= <0,0526 0,8993 0 ) Xg = <909871 )
0 0,1 0,9833 3063014
Ako sme predpokladali, zatial’ nam vysla najvyssia miera porodnosti, az 4,16%.
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Skusali sme posuvat hranice na zaklade rdznych twvah. Snazili sme sa do
reprodukénej skupiny zahrnut' hranicné vekové skupiny s poérodnostou blizkou 1%;
vekové skupiny, ktoré preukazovali nenulovu pérodnost’, alebo naopak sme sa snazili zazit’
interval na skupiny s pomerne vysokou pérodnostou 3%. Aby sme vedeli usudit, nakol’ko
je citlivy systém, vytvorime s tymito vysledkami prognézy na zaklade rovnice (2.5) na
najblizsich 9 nasledujucich rokov.

Nebudeme porovnavat’ pocet jedincov vo vekovych intervaloch, ked’Ze sa hranice
liSia. Zameriame sa na celkovu vel’kost’ populacie X, kde Xx= X; + X+ X3. Ako zaéiato¢ny
rok t=0 si zvolime rok 2000 s celkovou populaciou 5 398 657.

Samozrejme nas nezaujima len samotna citlivost’ systému na zmeny, ale aj jeho
spol'ahlivost’. Chceme vediet' ¢o najpresnejSie odhadnut’ budici vyvoj populacie. Preto
vysledky porovname s redlnymi Udajmi, ktoré sme ziskali z InStitutu informatiky
a Statistiky za roky 2000 az 2009. V tabulke na obr. 3 je vidiet realne udaje, vysledky na
zaklade vypoctov pomocou rovnice (2.5), rozdiel medzi nasimi vypocitanymi hodnotami

a realnymi hodnotami, priemernti a kvadraticka odchylku.

obr. 3

Realne | Vekova | Rozdiel | Vekova | Rozdiel | Vekova .
Rok | t hranica hranica hranica | Rozdiel

udaje | (17,35) (14,50) (19,29)
2001 |1| 5378783| 5396794 | 18011| 5401083| 22300| 5395852 17069
2002 | 2| 5378951 | 5393854 | 14903| 5401973| 23022| 5385711 6760
2003 | 3| 5379161 | 5389843 | 10682| 5401376| 22215| 5369394 -9767
2004 | 4| 5380053 | 5384770 4717 | 5399340 | 19287 | 5347887 | -32166
2005 |5| 5384822 | 5378648 | -6174|5395915| 11093| 5322027 | -62795
2006 |6| 5389180 | 5371490 | -17690 | 5391147 1967 | 5292526 | -96654
2007 | 7| 5393637 | 5363312 | -30325| 5385084 | -8553| 5259988 | -133649
2008 | 8| 5400998 | 5354133 | -46865 | 5377774 | -23224 | 5224929 | -176069
2009 |9| 5412254 | 5343972 | -68282 | 5369262 | -42992 | 5187785 | -224469
Kvadraticka odchylka 10430 7437 37516
Priemerna odchylka 24183 19406 84378

Na tabulke mozno pozorovat, Ze najmenSiu kvadraticku i priemerni odchylku
prejavil model modelovany na zaklade vekovych hranic (14,50) a ako druhy najleps$i sa
javi model s hranicami (17,35).

Ako si mézeme vSimnut, v pripade hranic (19,29), kde sme brali do tvahy
populaciu s vysokou reprodukciou, model predpoveda spociatku kladny rast, ktory potom

ale zacne znacne upadat’, Co spdsobuje aj vel'kt odchylku od reality. Je to spdsobené tym,
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ze pomerne mala Cast’ populacie je schopna reprodukcie. Ani vysoké miera porodnosti nie
je schopna tento nedostatok zachranit’, populdcia za¢ne starnit” a vymierat. Pri vybere
hranic sa radSej zameriame na vacSie spektrum populécie aj S nizSou mierou porodnosti,

¢oho dokazom st pomerne dobré vysledky hranic (17,35) a (14,50).

Dlhodobé prognoézy

Vypocitali sme si kratkodobé progndzy, teraz sa budeme zaujimat o dlhodobé
prognézy a asymptotické spravanie. Vypocitame si k jednotlivym hraniciam vlastné cisla
a vlastné hodnoty, po urceni dominantného vlastného ¢isla budeme vediet’ urcit’ vekovy
profil, ku ktorému sa bude populacia priblizovat’ bez ohl'adu na zaciato¢ny stav populacie.

Pre vekové hranice (17,35) nam z udajov[5] vysla matica A

0,9405 10,0332 0
A= <0,0588 0,9437 0 ) :

0 0,0556 0,9806

0
Matica A ma zrejme vlastni hodnotu A3= 0,9806 s vlastnym vektorom Vs :( 0 >
1

Dalsie dve vlastné hodnoty st vlastnymi hodnotami matice

A_(0,9405 0,0332)
~\0,0588 0,9437)

Tie sa daju dopocitat’ na zdklade charakteristickej rovnice
A2 — (0,9405 + 0,9437)A + 0,9405 x 0,9437 — 0,0332 x 0,0588
a jej korenimi su A3 = 0,9863, A,=0,8979. Vlastnymi vektormi vlastnych hodnét st vektory

0,0733 0,5424
v, = <O,1011> v, = (—0,6974>.
0,9922 0,4684
Dominantnym vlastnym ¢islom tejto matice A je 1; = 0,9863 z vlastnym vektorom v; =

0,0733
< 0,1011 )
0,9922
Pre vekové hranice (14,50) nam z dajov[5] vysla matica A
0,9279 10,0183 0
A= (0,0714 0,9705 0 )
0 0,0278 0,9665

Vlastné cisla a vlastné vektory si dopocitame ako:

0 0,1882 0,6258
Ay = 0,9665,v; = (o),zz = 0,9911, v, = (0,6514),/13 = 0,9072, V5 = (—0,7063)

1 0,735 0,3308
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V tomto pripade ndm vysla dominantna vlastna hodnota 4, = 0,9911 s vlastnym

0,1882
vektorom v, ={ 0,6514 |.

0,735

Ostava nam dopocitat’ vlastné hodnoty a vlastné vektory matice A s vekovymi

hranicami (19,29).
0,9467 0,0417 0
A= (0,0526 0,8993 0 )
0 0,1 0,9833

0 0,3077 0,6225
A, = 0,8483, v, = (o),zz = 0,9899,v, = < 0,945 ),/13 = 0,9331,v; = (—0,7679>

1 0,1112 —0,1509

0,3077
Dominantné vlastné ¢islo je A, = 0,9899 s vlastnou hodnotou v, = ( 0,945 )
0,1112

Ako interpretovat’ vysledky? Dominantné vlastné Cisla su vSetky kladné a reélne,
Cleny vlastnych vektorov maju rovnaké znamienko, ukazuju nam vekovy profil, ku
ktorému sa budu systémy asymptoticky priblizovat. Dalej vidime, Ze vietky dominantné
Cisla st menSie ako 1, populacia pri t — oo vyhynie.

Vzhl'adom na urCenie réznych hranic nemoézeme presne porovnavat jednotlivé
vektory, pretoze v kazdom modeli je iné delenie obyvatel'stva. Vysledky su Specifické pre

svoj model.

0,0733
Pre hranice (17,35) sme vypocitali dominantny vektor v, =<0,1011>.
0,9922

Populacia sa zacne priblizovat vekovému profilu, kde v&cSinu obyvatel'stva tvori
poreprodukénd skupina X3. KedZe nebude obsahovat’ dostato¢ne vela reprodukcie
schopnych jedincov, za¢ne vymierat’.

0,1882
Pre hranice (14,50) ndm vyslo v, = (0,6514) ako dominantny vlastny vektor.
0,735

| v tomto pripade sa bude poreprodukéna skupina podielat’ na vé¢Sine obyvatel’stva, ale nie
az tak vyrazne. Vd’aka posunutiu hranic sme dosiahli va¢si podiel reprodukénej skupiny

Vv celkovom pocte.

0,3077
O hraniciach (19,29) s dominantnym vektorom v, = ( 0,945 ) mdzeme povedat,
0,1112

ze nadobudne pomerne vel'ké zastapenie v reprodukénej skupine.
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4.2 ZvicSenie poctu vekovych intervalov

Kratkodobé prognodzy

Na zéklade tvah zpredoslej casti budeme podobne volit vekové intervaly.
Zameriame sa na mieru porodnosti, podl'a ktorej rozdelime populaciu na viaceré vekové
intervaly. Na zaciatok zvolime hranice podl'a velkosti porodnosti ako (14, 17, 19, 29, 35,
50), tym rozdelime populaciu na 7 vekovych intervalov. Interval [0, 14) predstavuje
predreprodukénu Cast’ obyvatel'stva, intervaly [14, 17), [17, 19), [19, 29), [29,35), [35, 50)
reprodukénu Cast’ obyvatel'stva a'udia 50 a viac roény predstavuju poreprodukéna Cast
obyvatel'stva. Na zaklade tychto kritérii uskutocnime vypocty S pouzitim rovnice (3.1).
Tento model si oznac¢ime ako A.

Zamerali sme sa hlavne na mieru porodnosti, pretoze predstavuje jediny
ukazovatel, ktory zabezpeCuje novy prirastok obyvatelov. Teraz, kedZe nie sme
ovplyvneni po¢tom vekovych intervalov ako v zakladnom modeli, méZzeme zahrnit do
nasSich Gvah orozdeleni vekovych intervalov aj mieru umrtnosti. O miere umrtnosti
predpokladame, ze v poreproduk¢nej Casti obyvatel'stva s rastom veku bude stupat’. Aj tu si
zoberieme na pomoc mieru imrtnosti podl'a veku (1.9) na obr. 4. Udaje sme &erpali z [4]
z roku 2000.
obr.4

2000

30%
28%
26%

24% [ i V1
22%
20% r
18%
16% ,
14% A
12% AN \
10% /
8%
6% -
4% -
2% =1

0%

-

e

Umrtnost

50 52 54 56 58 60 62 64 66 68 70 72 74 76 78 80 82 84 86 88 S0 92 94 96 98
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Rozdelime intervaly na miestach, kde miera Gmrtnosti obyvatel'stva je blizka
hodnotam 5%, 10% a 20%. Takto nam vyjda hranice 74 s mierou tmrtnosti 5,34%, 80
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s mierou tmrtnosti 10,21% a 88 s mierou amrtnosti 20,5%. Vytvorime si novy model, kde
zahrnieme aj tieto nové hranice. Celkom budeme mat’ 10 intervalov s hranicami (14, 17,
19, 29, 35, 50, 74, 80, 88 ). Tento model pomenujeme ako B.

Sustredili sme sa na delenie reprodukénej a poreprodukénej Casti obyvatel'stva. Ako
modzeme delit’ predreprodukénit skupinu? Zameriame sa taktieZ na mieru amrtnosti podla
veku (1.9) na obr. 5, kde tentokrat sledujeme skupinu od novorodencov az po 13 ro¢nych.
Udaje sme &erpali z [4] z roku 2000. Ako si mdZzeme vSimnut, nie si tam Ziadne vyrazné
vykyvy az na novorodenecki mieru imrtnosti. Vytvorime d’al$i model, ktory obohatime
0 hranicu 2 rokov. Budeme mat’ teda hranice (2, 14, 17, 19, 29, 35, 50, 74, 80, 88 ), ktor¢
nam rozdelia populaciu na 11 intervalov. Pre lepSie porovnavanie Si tento model
pomenujeme ako C.
obr.5
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Na zéklade tychto 3 modelov spravime predikcie na d’alSich 9 rokov. Tieto
vysledky porovname S realnymi datami z [4] za roky 2000 az 2009. Vzhladom na
podobné delenie budeme porovnavat’ nielen celkovy pocet obyvatelov, ale porovname aj
predreprodukéné, reprodukcéné a poreprodukéné skupiny. Ako hranice reprodukénej
skupiny sme si zvolili [14, 50). Nakoniec nas samozrejme bude zaujimat’ priemerna
a kvadratick4 odchylka odhadov od redlnych udajov. Vysledky mozno vidiet' v tabul’ke na
obr.6, kde mame celkovy pocet populacie, rozdiel medzi odhadmi modelov a redlnymi

udajmi, priemernu a kvadraticku odchylku.
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obr. 6

pouzivame

Realne | Model Model Model
Rok | t| udaje A Rozdiel B Rozdiel C Rozdiel
2001 (1| 5378783|5401083| 22300|5431267| 524845431267 | 52484
2002 (2| 5378951|5402614| 23663|5461800| 82849|5461806| 82855
2003 (3| 5379161|5403166| 24005|5490134|110973|5490159| 110998
2004 | 4| 5380053 [5402596 | 225435516122 | 136069 | 5516193 | 136140
2005|5| 5384822 [5400771| 15949|5539648| 154826 | 5539805 | 154983
2006 (6| 53891805397580| 8400|5560643| 1714635560932 | 171752
2007 (7| 5393637 5392946 -691 | 5579081 | 185444 | 5579549 | 185912
20088 | 5400998 |5386819| -14179|5594973| 193975 | 5595663 | 194665
2009|9| 5412254(5379172| -33082 | 5608353 | 196099 | 5609305 | 197051
Priemerna odchylka 18312 142687 142982
Kvadraticka odchylka 6815 50220 50342

Tabul'ky na obr. 7 ndm ukazuju to isté ako obr. 6, len namiesto celkového poctu

jednotlivé poéty obyvatelov vzhladom na prislusnost’ k skupine. Tieto

hodnoty si vypocitame ako stcet tych zloziek vektora X, ktoré patria do prislusnej skupiny.

obr. 7.a
Rok | t Realne udaje Model A
0-13 | 14-50 | 50-99+ | 0-13 |Rozdiel | 14-50 | Rozdiel | 50-99+ | Rozdiel
2001 |1]956265 | 3005052 | 1417466 | 966167 9902 | 3000125| -4927| 1434791| 17325
2002 | 21924570 3002487 | 1451894 | 951833 | 27263 | 2983550| -18937| 1467231| 15337
2003 |3|893054 | 2998116 | 1487991 | 938610 | 45556 | 2966466 | -31650 | 1498089 | 10098
2004 | 4865442 | 2992278 | 1522333 | 926228 | 60786 | 2948764 | -43514 | 1527603 5270
2005 |5|840121 2986677 | 1558024 | 914451 | 74330| 2930357 | -56320| 1555962 | -2062
2006 | 6| 816962 | 2978496 | 1593722 | 903090 | 86128 | 2911181 | -67315| 1583310 | -10412
2007 | 7| 796805 | 2966752 | 1630080 | 892003 | 95198| 2891189 | -75563| 1609754 | -20326
2008 | 8| 778798 | 2958442 | 1663758 | 881090 | 102292 | 2870360 | -88082 | 1635369 | -28389
2009 |9 | 770234 | 2946727 | 1695293 | 870284 | 100050 | 2848688 | -98039 | 1660200 | -35093
Priemernd odchylka 66834 53816 16035
Kvadraticka odchylka 24618 20506 6313

22




obr.7.b

Rok | t Reélne udaje Model B
0-13 14-50 | 50-99+ | 0-13 | Rozdiel | 14-50 | Rozdiel | 50-99+ | Rozdiel
2001 | 1|956265 | 3005052 | 1417466 | 966167 9902 | 3000125| -4927| 1464975| 47509
2002 | 2|924570| 3002487 | 1451894 | 951833 | 27263 | 2983550 | -18937 | 1526417 | 74523
2003 | 3893054 | 2998116 | 1487991 | 938610 | 45556 | 2966466 | -31650| 1585058 | 97067
2004 | 4865442 | 2992278 | 1522333 | 926228 | 60786 | 2948764 | -43514 | 1641129 | 118796
2005 |5|840121| 2986677 | 1558024 | 914451 | 74330| 2930357 | -56320| 1694839 | 136815
2006 | 6816962 | 2978496 | 1593722 | 903090 | 86128 | 2911181 | -67315| 1746373 | 152651
2007 | 7|796805| 2966752 | 1630080 | 892003 | 95198 | 2891189 | -75563 | 1795889 | 165809
2008 | 8| 778798 | 2958442 | 1663758 | 881090 | 102292 | 2870360 | -88082 | 1843523 | 179765
2009 | 9| 770234 | 2946727 | 1695293 | 870284 | 100050 | 2848688 | -98039 | 1889382 | 194089
Priemerna odchylka 66834 53816 129669
Kvadraticka odchylka 24618 20506 45926
obr. 7.c
Rok | t Reélne udaje Model C
0-13 | 14-50 | 50-99+ | 0-13 | Rozdiel | 14-50 | Rozdiel | 50-99+ | Rozdiel
2001 |1|956265 | 3005052 | 1417466 | 963887 7622 | 3002405| -2647| 1464975| 47509
2002 | 2924570 | 3002487 | 1451894 | 947541 | 22971 | 2987848 | -14639| 1526417 | 74523
2003 | 3893054 | 2998116 | 1487991 | 932619 | 39565 | 2972482 | -25634 | 1585058 | 97067
2004 | 4865442 | 2992278 | 1522333 | 918854 | 53412 | 2956210 | -36068 | 1641129 | 118796
2005 |5|840121| 2986677 | 1558024 | 905983 | 65862 | 2938983 | -47694 | 1694839 | 136815
2006 | 6| 816962 | 2978496 | 1593722 | 893779 | 76817 | 2920780 | -57716| 1746373 | 152651
2007 | 7|796805| 2966752 | 1630080 | 882057 | 85252 | 2901601 | -65151| 1795892 | 165812
2008 | 8| 778798 | 2958442 | 1663758 | 870674 | 91876| 2881458 | -76984 | 1843531 | 179773
2009 | 9|770234| 2946727 | 1695293 | 859526 | 89292 | 2860378 | -86349| 1889401 | 194108
Priemerna odchylka 59185 45876 129673
Kvadraticka odchylka 21921 17713 45927

Podl’a obr. 6 sa najlepSie postaveny model vzhl'adom na celkovu velkost’ populacie
javi byt model A. Pri modeloch B a C dochadza k prili§ rychlemu rastu populécie. Preco,
I ked model A vyzera dobre postaveny, nam vysiel na zaciatku modelu A taky velky
rozdiel? Rok 2001 je podla udajov z [4] uréitym spdsobom prelomovy, vidiet' to aj
v tabulke na obr. 8. Od roku 1992 vidiet kladny celkovy prirastok, az v roku 2001 je
zaznamenany pokles. Ked’ze modely boli tvorené z udajov z roku 2000, je prirodzené, ze
modeluji kladny rast populacie. I ked’ v roku 2001 pocet narodenych (55151) prevySuje
pocet umrti (52724), nastal pokles populacie. Tento pokles populacie je spdsobeny inym

ukazovatel'om, s ktorym Vv nasom modeli nepocitame. Napriek kladnému prirodzenému
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prirastku migra¢né saldo (1.11) ako jediné moze vysvetlovat’ zaporny celkovy prirastok z

(1.12).
obr. 8
Rok Pocet Cfelkovy Rok Pocet Cc?lkovy
obyv. |prirastok obyv. prirastok
1992 | 5295877 - 2002 | 5378951 168

1993 | 5314155 | 18278 | 2003 | 5379161 210
1994 | 5336455 | 22300 | 2004 | 5380053 892
1995 | 5356207 | 19752 | 2005 | 5384822 4769
1996 | 5367790 | 11583 | 2006 | 5389180 4358
1997 | 5378932 | 11142 | 2007 | 5393637 4457
1998 | 5387650 | 8718 | 2008 | 5400998 7361
1999 | 5393382 | 5732 | 2009 | 5412254 | 11256
2000 | 5398657 | 5275 | 2010 | 5424925| 12671
2001 | 5378783 | -19874

Nasim predpokladom bolo, Ze pri jemnejSom deleni na vekové skupiny mam vyjda
presnejsie vysledky. Ako ale vidime, nie je to pravda. LepSie nam popisuje situaciu model
A, ktory sa zameriava na delenie podl'a porodnosti.

| ked’ celkovy pocet obyvatel'ov vykazuje v modeli A pomerne malu odchylku, na
obr. 7 vidime, ze vzhladom na vekové skupiny nie je dostatocne presny. Jednym
z doévodov nepresnosti je predpokladané rovnomerné rozdelenie obyvatel'stva. Ako vidime,
je privelky narast v predreprodukcnej skupine, ktory moze byt spdsobeny vySSim
predpokladanym poc¢tom narodenych deti, ako je skutocnost’, alebo niz§im poctom
starnucich jedincov, ktori sa maju presunit do reprodukénej skupiny. Deficit
v reproduk¢nej skupine je spdsobeny nasim predpokladom rovnomerného rozdelenie. Bud’
je tato skupine malo obohacovana starnucimi jedincami z predreprodukénej skupiny alebo
naopak rychlym starnutim jedincov prestvajucich sa do poreprodukénej skupiny. Tento
predpoklad potvrdzuje kladny rozdiel v poreprodukénej skupine.

Podobne mézeme interpretovat odchylky aj v modeloch B aC. Samozrejme,

odchylky vysli celkovo vicsie, ¢o sme uz podla vysledkov z obr. 6 mohli predpokladat’.
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Dlhodobé prognoézy

Pre modely A, B aC si vypocitame dominantné vlastné Cisla a vektory. Zvysné
vlastné Cisla aich vektory nas podl'a (2.11) vel'mi nezaujimaju. Vektory dominantnych
vlastnych cisel bez d’alsej upravy nebude mozné medzi sebou porovnat, ked’ze kazdy

vektor opisuje iné delenie obyvatel'stva. Vysledky vidiet’ na obr. 9.

obr. 9
Model A Model B Model C
dominantné | dominantné | dominantné
A A A

0,9860 0,9860 0,9859
vektor vektor vektor
0,1593 0,1560 0,0185
0,0356 0,0349 0,1325
0,0244 0,0239 0,0346
0,1405 0,1377 0,0237
0,0914 0,0896 0,1368
0,2728 0,2672 0,0890
0,9329 0,9138 0,2664
0,1440 0,9176

0,1207 0,1447

0,0714 0,1213

0,0718

Ako vidime, je splnend definicia dominantného vlastného ¢isla, vektory
dominantnych vlastnych ¢isel maji rovnaké znamienko. Z dlhodobého hladiska budu
vekové profily konvergovat’ k tymto vektorom.

Napriklad v pripade modelu A bude mat’ najvicSie zastupenie siedma vekova
skupina. Podl'a delenia modelu A na intervaly [0, 14) ,[14, 17), [17, 19), [19, 29), [29,35),
[35, 50), [50, 99+) sa jedna teda o skupinu 50 a viac ro¢nych jedincov.

V pripade modelu B bude mat’ najvécsie zastipenie siedma vekova skupina. Model
B sa deli na vekové intervaly s hranicami (14, 17, 19, 29, 35, 50, 74, 80, 88 ). Siedma
vekova skupina zodpoveda obyvatel'om vo vekovom rozmedzi [50, 74).

V pripade modelu C bude mat’ najvécsie zastiipenie 6sma vekova skupina. Model C
sa deli na vekové intervaly s hranicami (2, 14, 17, 19, 29, 35, 50, 74, 80, 88 ). Podobne ako
pri modeli B sa jedna o vekovu skupinu obyvatel'ov vo vekovom rozmedzi [50, 74).

Napriek rozdielu v pocte intervalov dochadzame k rovnakému zaveru vo vsetkych
modeloch. Najvicsi podiel na populécii budi mat’ jedinci z poreprodukéného intervalu

star$i ako 50 rokov, konkrétne v modeli B a C vo vekovom rozmedzi [50, 74).
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Vektory dominantnych vlastnych Ccisel si upravime, aby sme mohli lepSie
porovnavat modely medzi sebou navzijom. Zlozky vektora, ktoré patria do tej istej
skupiny podl'a schopnosti reprodukcie, spo¢itame. Takto nam vyjde upraveny vektor € R3,
kde prva zlozka bude vyjadrovat’ predreprodukéni, druha zlozka reprodukénu a tretia
zlozka poreproduként skupinu. Vysledky vidiet' na obr.10, okrem upravenych vektorov

uvadzame aj percentudlny podiel na celku.

obr. 10

Model A Model B Model C
Upraveny | Percentualne | Upraveny | Percentudlne | Upraveny | Percentualne
vektor zastipenie vektor zastipenie vektor zastipenie
0,1593 9,61%| 0,1560 797%| 0,1671 8,47%
0,5647 34,08% | 0,5532 28,24% | 0,5504 27,90%
0,9329 56,30% 1,2498 63,80% 1,2553 63,63%

| ked’ ndm vysli rézne vysledky v kratkodobych odhadoch, z dlhodobého hladiska
sa populacia bude blizit k vel'mi podobnému vekovému zlozeniu. Odchylky medzi
jednotlivymi modelmi st minimdalne. Zaujimavé je, ze delenie populécie ma vyrazny vplyv
len na kratkodobé progndzy. Rozdiel medzi delenim modelov sa prejavuje hlavne v
rychlosti rastu (poklesu) populacie, ale zlozenie podl'a schopnosti reprodukcie sa blizi

k podobnému vysledku.

4.3 Rocné vekové intervaly
Kratkodobé prognozy

V tomto modeli sa nam podaril odstranit’ predpoklad rovnomerného rozdelenia
obyvatel'stva. Stale nam ostava predpoklad nemennosti miery porodnosti a imrtnosti.
Sktisime tento model s roénymi vekovymi hranicami aplikovat’ na Gdaje z [4]. Vzhl'adom
na zavery z obr. 8, si v modeli ako za¢iato¢ny rok zvolime rok 2001, aby sme lepsie vedeli
vyhodnotit’ vysledky vzhl'adom na nezahrnuté ukazovatele, akym je migra¢né saldo (1.11).

Nakol'’ko na$ predpoklad konsStantnej miery umrtnosti a pérodnosti zodpoveda
realite? Ako velmi ich zmeny ovplyvnia vysledky? Aby sme sa vedeli asponl priblizne
Vv danej problematike orientovat’, pozrieme sa na graf miery porodnosti a imrtnosti podl'a

veku pre rok 2000 a 2009 na obr. 11. Udaje sme &erpali z [4] z roku 2000 a 2009.
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obr. 11
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Vidiet, Ze nas predpoklad nezavislosti imrtnosti a porodnosti od ¢asu nezodpoveda
realite. Z porovnania rokov vidiet, ze postupom Casu zacina miera umrtnosti klesat’. Tento
pokles moze byt sposobeny zlepSenim medicinskej starostlivosti, ¢o ma za nasledok mensi
pocet umrti. Priemerna dizka Zivota postupne narasta. Posunutie porodnosti je spdsobené
zmenou Zivotného $tylu Zien. V dnesSnej dobe sa najskor snazia socidlne zabezpecit' diet’a,
prednejsi im je pracovny postup. Dieta planuju az v neskorSom veku. V praxi to pre nas
model znamena, ze matica A z rovnice (2.5) bude mat’ odlisny tvar v zavislosti od roku, na
zaklade ktorého tiito maticu A modelujeme. Potrebujeme zistit’, nakol’ko citlivy je systém
na tato zmenu.

Aplikujeme model s ro¢nymi vekovymi intervalmi (3.5) a (3.6) na data[4] z roku
2000, 2001, 2005 a 2009. Akym spdsobom budeme porovnavat vysledky? Ako dolnt
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hranicu reprodukéného intervalu k si zvolime vek 14 rokov a ako hornt hranicu | si
zvolime 50 rokov. V naSom modeli zaznamenavame maximalny vekovy interval 99+, ¢o
predstavuje obyvatel'ov starych alebo starSich ako 99 rokov, preto ndm n vyjde rovné 99.
Matice A si vypocitame na zaklade miery porodnosti a umrtnosti z danych rokov. Ako Xg
pre t = 0 si zvolime rok 2001. Vypocitame si z (3.5) a (3.6) prognézy na d’alSich 8 rokov
a porovname vysledky. Vysledky je mozné vidiet na tabulke v obr. 12. Tabulka nam
ukazuje redlny celkovy pocet obyvatelov, celkovy pocet obyvatel'ov vypocitany na zaklade
rocnych vekovych intervalov, rozdiel od redlnych dat, priemernu a kvadraticka odchylku.

obr.12

Rok |t lzzljn: 2000 |Rozdiel| 2001 |Rozdiel| 2005 |Rozdiel | 2009 |Rozdiel
2001 |0| 5378783 |5378783 0|5378783 0|5378783 0|5378783 0
2002 |1| 5378951 |5381100| 21495377717| -1234|5380769| 1818[5390071| 11120
2003 |2| 5379161 |5383404| 4243|5376232| -2920|5383275| 4114 |5401451| 22290
2004 |3| 5380053 |5385315| 5262 |5374580| -5464|5385742| 5689|5412622| 32569
2005 |4| 5384822 |5386983| 2161 |5372484| -12338 |5387834|  3012|5423546| 38724
2006 |5| 5389180 |5388157| -1023|5370063| -19117 |5389273 93|5434090| 44910
2007 |6| 5393637 |5388681| -4956 5367070 | -26567 |5389694| -3943 |5444245| 50608
2008 |7| 5400098 5388355 | -12643 | 5363252 | -37746 | 5389384 | -11614 |5453650| 52652
2009 |8| 5412254 5386900 | -25345 | 5358506 | -53748 | 5388114 | -24140|5462028| 49774
Priemern4 odchylka 6420 17683 6047 33627
Kvadratické odchylka 3301 8208 3133 12673

Rok 2001 sme oznacili za prelomovy kvoli tomu, Ze narusil tendenciu rastu
obyvatel'stva zaznamenaného od roku 1992. Na zéklade vysledkov z obr.9 vidime, Ze tento
pokles sa odrazil aj na formovani matice A, preto nam vysli pomerne velké odchylky.
Doposial’ najlepsie kratkodobé prognozy vychadzaju na zaklade matice A pocitanej z roku
2005. Ako druhé najlepSie prognézy st pocitané na zaklade matice Az roku 2000.
Posunutie miery umrtnosti a pérodnosti sa vyrazne prejavilo iba v roku 2009, kde ma
rozdiel tendenciu narastat’.

Na zaklade vysledkov moZeme spravit’ viacero zaverov. Pokial’ ideme modelovat’
kratkodoby rast populdcie v budicnosti od urcitého roku, nesmieme sa zamerat' len na
aktualnost’ dat. Dolezity je vyber roku, podla ktorého budeme konStruovat maticu
A z rovnice (2.5). Tento rok by mal byt’ stabilny, nemal by vykazovat’ markantny rozdiel
Vv raste populéacie od ostatnych blizkych rokov (velky nérast, velky pokles). Pokial' sa

jedna o aktualnost, mézeme vyberat’ aj vo viacroénom rozpéti (v naSom pripade +3 roky),
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ak nie je preukazana velkd zmena Umrtnosti a porodnosti (model z roku 2009 ukazoval

prilis vel’ky nérast).

Dlhodobé prognoézy

Pri roénych vekovych intervaloch ndm vyjda vlastné vektory € R19. Na rozdiel
od kratkodobych progn6z nam nezélezi na zaciatocnom pocte obyvatelov, zaujimame sa
hlavne 0 dominantné vlastné Cisla a ich prislusné vektory. Vypocitame si dominantné
vlastné c¢isla aich vektory pre matice A modelované podla vekovych rocnych
intervalov(3.5) a (3.6) z rokov 2000, 2001, 2005 a 2009 z udajov [3]. Vypocitane vektory
si upravime tak, aby stcet ich zloziek bol rovny 1. Tymto sposobom nam bude kazda
zlozka percentudlne vyjadrovat’ podiel na populécii. Vysledné vektory a ich vlastné ¢isla je
mozne vidiet' v prilohe obr. A.1l. Pre jednoduchost tu budeme porovnavat zlozenie
populacie podl'a schopnosti reprodukcie. Zlozky upravenych vektorov, ktoré patria do tej
istej skupiny podl'a schopnosti reprodukcie, spocitame. Na obr. 13 mdzeme vidiet

dominantné vlastné ¢isla A a percentudlne zlozenie obyvatel'stva podla jednotlivych rokov,

ku ktorému sa bude populacia asymptoticky priblizovat’.

obr.13
Dominantné vlastné Cisla A
2000 2001 2005 2009

0,9831 0,9807 0,9826 0,9868
Skupina Percentualne zlozenie podl'a upraveného vektora
Predreprodukéna 10,25% 9,24% 9,87% 11,49%
Reprodukéna 40,01% 38,51% 39,16% 40,79%
Poreprodukéna 49,74% 52,25% 50,97% 47,73%

Vysledky nam vySli velmi podobné, vo vSetkych pripadoch prevlada

poreprodukéna skupina, ktord je tvorend 50 a viac roénym obyvatel'stvom. Ako druha
najviac zastupena skupina je skupina reprodukénd. Najmens$i podiel na populécii ma
predreprodukénd skupina. Na rozdiel od kratkodobych odhadov ndm vysli vel'mi podobné
vysledky, nie su tu velké vychylky. Z dlhodobého hladiska nezalezi az tak vel'mi na
vybere roku, podl'a ktorého budeme modelovat’ populaciu v budicnosti, vysledky ndm

vyjda vel'mi podobné.
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4.4 Model so Zenskou dominanciou

Kratkodobé prognodzy

Ako aj v modeli s roénymi vekovymi intervalmi si zvolime v modeli so Zenskou
dominanciou k=14, 1=50, n=99. Na modelovanie matice A systému rovnic so zenskou
dominanciou (3.7) a (3.8) si zvolime roky 2000,2001,2005 a 2009. Budeme robit’ prognozy
na dalSich 5 rokov, ked’ze pri vicSom pocte rokov zaCinaji odchylky od realnych dat
narastat’. AKo zaciato¢ny rok si zvolime rok 2005, kde t=0. Vol'bu roku sme previedli na
zaklade vysledkov z obr. 8, kde rok 2005 na rozdiel od roku 2001 zacina vykazovat
podobny celkovy prirastok ako nasledujuce roky. Vysledky je mozno vidiet’ v tabulke na
obr. 14. Tabulka ndm ukazuje realny celkovy pocet obyvatelov, celkovy pocet obyvatel'ov

vypocitany na zdklade rocnych vekovych intervalov, rozdiel od redlnych dat, priemernt a

kvadratickll odchylku.
obr.14
Redl
Rok |t ,Za "€ 1 2000 |Rozdiel| 2001 |Rozdiel| 2005 | Rozdiel | 2009 |Rozdiel
udaje
2005 |0| 2771332] 2771332 0] 2771332 0] 2771332 0] 2771332 0
2006 | 1| 2773308]2772080] -1228|2770005| -3213|2772152| -1156|2777057| 3749
2007 |2| 2775353]2772788| -2565|2768994| -6359|2772746| -2607|2782945| 7592
2008 |3| 2777871]2773121] -4750]2767559| -10312|2773022| -4849 | 2788515| 10644
2009 |4| 2782450]2772857| -9593|2765678| -16772|2772793| -9657|2793531| 11081
2010 |5| 2787987]2771989| -15998]2763180| 24807 | 2772133 -15854 | 2797883| 9896
Priemerna odchylka 6827 12293 6825 8592
Kvadraticka odchylka 3892 6492 3879 4028

Napriek tomu, ze sme robili progndézy na mensi pocet rokov, nam vysli odchylky
oproti kratkodobym prognézam z modelu s roénymi vekovymi intervalmi vyssie. Presnost’
modelov je podobna ako pri ro¢nych vekovych intervaloch, najlepSim je model
s demografickymi ukazovatel'mi z roku 2005, ako druhy najlepsi sa javi byt model z roku
2000. Zmenila sa vyznamnost’ pre roky 2001 a 2009, ale dovod odchylok ostal rovnaky.
Rok 2000 vykazuje vysoku odchylku kvoli rychlemu poklesu populacie, zatial' o model
z roku 20009 sa lisi od realnych tdajov kvoli nadmernému rastu. Takéto spravanie modelov
potvrdzuje aj obr. 8. Celkové prirastky rokov 2000 a 2005 st si podobné, preto nam vysli
aj podobné prognozy. Rok 2001 mal zaporny prirodzeny prirastok, nie je teda
prekvapujiuce, ze modeluje pokles populacie. Naopak rok 2009 preukazuje pomerne

vysoky celkovy prirastok, preto modeluje vyssi rast populécie.
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Dlhodobé prognoézy

Pri modeloch so Zzenskou dominanciou ndm vyjda vlastné vektory € R0, Budeme
postupovat’ podobne ako pri roénych vekovych intervaloch, ked’ze sa jedna o podobny
systém rovnic, len stym rozdielom, ze pocitame aj s muzskou castou populacie.
Vypocitame si dominantné vlastné ¢isla a ich vektory pre matice A modelované podla
zenskej dominancie(3.7) a (3.8) z rokov 2000, 2001, 2005 a 2009 z udajov [3]. Vypocitané
vektory si upravime tak, aby stcet ich zloziek bol rovny 1. Tymto spésobom nam bude
kazda zlozka percentudlne vyjadrovat’ podiel na populécii. Vysledné vektory a ich vlastné
Cisla je mozne vidiet’ v prilohe obr. A.2. Pre jednoduchost’ tu budeme porovnavat’ zloZenie
populacie podl'a schopnosti reprodukcie. Zlozky upravenych vektorov, ktoré patria do tej
istej skupiny podla schopnosti reprodukcie, spocitame.

Predtym ako sa pozrieme na vysledky, aké mame predpoklady, o¢akavame nejaké
vyrazne zmeny od ro¢nych vekovych intervalov? Pomozeme si ukazovate'mi pohlavnej
vekovej Struktary. Na obr. 15 modzeme vidiet' ukazovatele koeficient maskulinity(1.16),
koeficient femininity(1.17) a sekundarny koeficient maskulinity(1.18) pre jednotlivé roky.
obr.15

2000 2001 2005 2009
ma | 0,95| 0,94| 0,94| 0,95
fe | 1,06 1,06| 1,06| 1,06
sma| 1,04| 1,04| 1,06| 1,05

Koeficient maskulinity je vo vSetkych pripadoch mensi ako koeficient femininity.
V praxi to znamend, Ze vicSiu Cast’ populdcie tvoria Zeny. Vidime ale, Ze sekundarny
koeficient maskulinity je vac¢si ako 1, rodi sa viac chlapcov ako diev€at. Napriek tomu
zenska Cast’ populécie prevlada. Tieto ukazovatele ndm napovedaji, Ze bude existovat
rozdiel medzi umrtnost'ou Zien a muzov. VSeobecne sa Zeny doZivaju vyssieho veku. Preto
budeme predpokladat’ iné percentudlne zastiipenie skupin podla schopnosti reprodukcie.

Na obr. 16 mdézeme vidiet dominantné vlastné ¢isla L a percentudlne zlozenie
obyvatel'stva podl'a jednotlivych rokov, ku ktorému sa bude populacia asymptoticky
priblizovat' v pripade modelu s roénymi vekovymi intervalmi a modelu so Zenskou

dominanciou.
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obr. 16

Roc¢né Dominantné vlastné ¢isla A
vekové 2000 2001 2005 2009
intervaly 0,9831 0,9807 0,9826 0,9868
Skupina Percentualne zlozenie podl'a upraveného vektora
Predreproduk¢éna 10,25% 9,24% 9,87% 11,49%
Reprodukéna 40,01% 38,51% 39,16% 40,79%
Poreprodukéna 49,74% 52,25% 50,97% 47,73%
Model Dominantné vlastné ¢isla A
so zenskou 2000 2001 2005 2009
dominanciou 0,9831 0,9807 0,9824 0,9870
Skupina Percentualne zlozenie podl'a upraveného vektora
Predreproduk¢na 9,41% 8,43% 9,00% 10,77%
Reprodukéna 37,11% 35,53% 36,22% 38,38%
Poreprodukéna 53,47% 56,04% 54,78% 50,86%

Splnili sa nase ocakavania. Nastala zmena v percentudlnom zastipeni obyvatel'stva.

V pripade modelu so zenskou dominanciou je Vvac¢Sia cCast Zenskej populacii
Vv poreprodukénom intervale, pomerne menej zien sa nachadza v predreprodukénom

a reproduk¢nom intervale.
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5 Prognozy do buducnosti
V predoslej kapitole nam islo o overenie citlivosti a presnosti modelov. Na zaklade

vysledkov z kapitoly 4 mézeme spravit’ viacero zaverov.

Menej citlivé boli dlhodobé progndzy. Pokial’ sme hybali vekovymi intervalmi, alebo
menili pocet vekovych intervalov, zaznamenali sme vyrazné zmeny vo vlastnych
vektoroch. Zmeny sa neprejavili v pripade, ak sme volili rézne roky na vypocet matice A
(2.4), vychadzali nam podobné vysledky a podobné percentudlne zloZenie populéacie. Da sa
povedat, Ze sa populacia bude asymptoticky priblizovat k podobnému vektoru
dominantného vlastného ¢isla bez ohl'adu na vol'bu roku.

Kratkodobé prognoézy boli citlivejSie, zaznamenali sme vicSie odchylky. Nielenze
zalezalo na vybere hranic a pocte intervalov, relevantny bol aj vyber roku. NajlepSimi
hranicami reprodukéného intervalu sa preukazali hranice [14, 50) v zakladnom modeli. Pri
navySeni poctu vekovych intervalov bolo idedlne sa zamerat’ na mieru porodnosti.
Nepodarilo sa nam spresnit’ odhady delenim intervalov podl’a miery umrtnosti.

Dolezitym ukazovatelom pre roné vekové intervaly bol celkovy prirastok
obyvatel'stva vybraného roku. Celkovy prirastok dobre opisoval predpokladany vyvoj
progn6z v budicnosti. Ak sme si vybrali na modelovanie rok so zapornym celkovym
prirastkom, modelovany vyvoj ukazoval podobny pokles. Model so Zenskou dominanciou
neukazoval velké rozdiely od modelu s rocnymi vekovymi intervalmi, vysli podobné
odchylky.

Ako budeme modelovat prognézy do budlcnosti, tak aby sme dosiahli ¢o
najpresnejSie vysledky? Ako zaciatocny rok s t=0 si zvolime rok 2010. Spravime si
zakladny model s hranicami [14, 50) a model s roénymi vekovymi intervalmi, aby sme
odstranili podmienku rovnomerného rozdelenia obyvatel'stva. Rok, podl'a ktorého budeme
modelovat’ (2.4), si zvolime na zaklade celkového prirastku obyvatel'stva z obr. 17.
obr. 17

Pocet | Celkovy
obyv. | prirastok
2004 | 5380053 -
2005 |5384822 | 4769
2006 | 5389180 | 4358
2007 | 5393637 | 4457
2008 | 5400998 | 7361
2009 | 5412254 | 11256
2010 | 5424925 | 12671

Rok
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Rok 2009 a 2010 preukazuju podobny celkovy prirastok obyvatel'stva. Ostatné roky
ukazuji pomerne niz§i narast. Na modelovanie (2.4) zvolime rok 2009 alebo 2010. Udaje z
[5] nie su kompletné pre rok 2010, mame k dispozicii len pocet obyvatel'ov. Na zéklade
tychto udajov si mozeme zvolit’ zaciatocny vektor Xg, ale nemdézeme dopocitat’ maticu A z
(2.4). Preto budeme modelovat’ prognézy na zaklade roku 2009. Prejdeme k samotnému

vypoctu prognéz.

Kratkodobé hl’adisko

Zaciname kratkodobou progno6zou, pretoze vSeobecne preukazuje vacsiu citlivost’ na
zmeny. Ako zaiatoény rok, kde t=0 mame zvoleny rok 2010. Udaje z [5] z roku 2009
vyuzijeme na vypocet (3.1) pre zakladny model a (3.5), (3.6) pre model s ro¢nymi
vekovymi intervalmi. Dolna hranicu reprodukéného intervalu d mame 14 rokov a horna
hranicu reprodukéného intervalu h  mame 50 rokov. Budeme porovnavat vysledky
zakladného modelu a modelu s rocnymi vekovymi intervalmi. Kratkodobé prognozy sa
preukazali byt pomerne presné len na mensi pocet rokov, preto budeme robit’ prognozy na
d’al§ich 5 rokov. Na obr. 18.a a 18.b je celkovy pocet obyvatelov a jednotlivé pocty
obyvatel'ov vzhl'adom na prislusnost’ k skupine pre model zakladny a s roénymi vekovymi

intervalmi, oCakavany prirastok populacie oboch modelov.

obr. 18.a
Zakladny Model
0-13 | 14-50 | 50-99+ |Celkovy pocet |Prirastok
2010| 770251 | 2931643 | 1723031 5424925 -
2011 | 775622 | 2901200 | 1755323 5432145 7220
2012 | 779973 | 2872028 | 1785849 5437850 5705
2013 | 783404 | 2844018 | 1814694 5442116 4266
2014 | 786006 | 2817069 | 1841938 5445013 2897
2015| 787861 | 2791091 | 1867657 5446608 1596
obr.18.b
Roc¢né vekové intervaly
0-13 14-50 | 50-99+ | Celkovy pocet | Prirastok
2010| 770251 | 2931643 | 1723031 5424925 -
2011| 770802 | 2911624 | 1748160 5430586 5661
2012 | 773004 | 2889907 | 1773055 5435967 5380
2013 | 776116 | 2869106 | 1794668 5439889 3923
2014 | 779261 | 2845090 | 1817979 5442330 2441
2015| 783169 | 2818643 | 1841284 5443096 766
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Pre porovnanie vysledkov pouzijeme obr. 18.c, ktory ndm zobrazuje rozdiel modelu
sroénymi vekovymi intervalmi a zakladného modelu. Dalej je v tabulke uvedena

priemernad a kvadraticka odchylka.

obr. 18.c
Rozdiel Modelov 18.b - 18.a
0-13 | 14-50 | 50-99+ | Celkovy pocet | Prirastok
2011|-4819| 10424 | -7163 -1559 -1559
2012 | -6968 | 17878 | -12794 -1884 -325
2013|-7288 | 25088 | -20026 -2227 -343
2014 | -6745 | 28022 | -23959 -2683 -456
2015 -4692 | 27552 | -26373 -3513 -830
Priemerna odchylka | 3390| 12107| 10035 1318 390
Kvadarticka odchylka | 1541 | 5668| 4825 613 209

Obe prognézy maju podobné vysledky celkového poctu obyvatel'stva, ¢o je vidiet’
aj na nizkej priemernej(1318) a kvadratickej(613) odchylke. Dokonca modelujii podobné
celkové prirastky.

Najmarkantnejs$i rozdiel je vidiet v jednotlivych reprodukénych skupindch. Model
s roénymi vekovymi intervalmi ma pred- a poreprodukénu skupinu menej pocetni ako
v zdkladnom modeli. Tento zéporny rozdiel je vyvazeny va¢sim podielom reprodukénej
skupiny v modeli s roénymi vekovymi intervalmi. Preto nam celkovy pocet obyvatel'ov
vychéadza pomerne podobny.

Pouzili sme dva r6zne modely na tie isté zaciatocné data. Celkoveé vysledky nam vysli
vel'mi podobné, i ked’ v jednom modeli mame delenie len na tri intervaly a v druhom na sto
vekovych intervalov. Jediné vyrazné rozdiely boli medzi samotnymi skupinami delenymi
podla schopnosti reprodukcie. Tieto rozdiely st sposobené nielen jemnost'ou delenia, ale
aj odliSnostami predpokladov, ked’Zze sa nam v modeli s roénymi vekovymi intervalmi

podarilo odstranit’ rovnomerné rozdelenie obyvatel'stva.
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Dlhodobé hPadisko

Najskor sme zacali kratkodobym hl'adiskom, ked’Ze je citlivejSie na zmeny a vykazuje

vacsie vychylky. Z dlhodobého hladiska nas, na rozdiel od kratkodobého, nezaujima

zacCiato¢ny rok. Sta¢i nam, ak si dopoc¢itame dominantné vlastné ¢isla a ich vektory pre oba

modely, aby sme zistili asymptotické spravanie trajektorie (2.11). Vzhl'adom na to, Ze

modely maji rozne delenie, budeme porovnavat len percentudlne zlozenie podla

schopnosti reprodukcie. Vektory si upravime tak, aby sucin ich zloziek bol rovny 1. Zlozky

upraveného vektora modelu s roénymi vekovymi intervalmi spocitame podla prislusnosti

k reprodukénej skupine, vyjde nam vektor € R3. Porovnanie je vidiet na obr. 19.

obr. 19
Zakladny Model ‘ Ro¢né vekové intervaly
Dominantné vlastné ¢isla A
0,0935 | 0,9868
Skupina

Predreprodukéna 12,28% 11,49%

Reprodukéna 38,77% 40,79%
Poreprodukéna 48,95% 47,73%

Zaujimavé je, Ze napriek roznemu poctu vekovych intervalov ndm vysli podobné

vysledky. Z dlhodobého hladiska bude prevladat poreprodukéna skupina s 47,73 —

48,95%. Druhy najvicsi podiel bude tvorit’ reprodukéna skupina s 38,77% - 40,79%

a najmenej jedincov bude v predreprodukénej skupine(11,49 — 12,28%).
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Zaver

Po urceni potrebnych predpokladov a demografickych ukazovatel'ov sme zacali s
konstrukciou modelu. Na zaciatok sme zvolili relativne jednoduchy model s delenim
populacie na 3 skupiny. Tento model sme zacali obohacovat, pridavali sme jemnejSie
delenie, az sa nam podarilo vyhnut predpokladu rovnomerného delenia obyvatel'stva.
Zameriavali sme sa potom na d’alSie faktory, ktoré mo6zu ovplyvnit’ vyvoj populacie, ako je
napriklad zenska dominancia.

Potrebovali sme overit’ citlivost’ modelov. Zist'ovali sme nakol’ko sa lisia dlhodobé
a kratkodobé vysledky. Snazili sme sa hybat So vstupnymi ukazovatelmi (miera
porodnosti, miera umrtnosti) tak, aby nam vychadzali ¢o najlepSie vysledky. Dosli sme k
zaveru, ze najdolezitejSim faktorom modelu je miera porodnosti, podla nej sme
prispdsobovali d’alSie modelovanie. Uprednostnili sme SirSie spektrum populacie pred
uzs§im vyberom populacie s vysSou mierou porodnosti. Zaujimavé bolo, ze iked sa
jednotlivé modely liSili z kratkodobého hladiska, z dlhodobého hladiska vychéadzali
podobné vysledky bez ohl'adu na zaciato¢ny rok, ¢i rok na zaklade ktorého sme modelovali
data. Z kratkodobého hl'adiska sa zdal byt dolezitym vyber roku, ktory sme vyberali podl'a
celkového prirastku obyvatel'stva. Na zaklade S$tadia citlivosti sme vyvodili viacero
zaverov, ako skonstruovat’ Co najpresnejsie prognozy.

Nakoniec sme vsetky nadobudnuté poznatky vyuzili v predpovedani budiceho
vyvoja populacie bez moznosti overenia S realnymi datami. Na modelovanie sme vyuzili
prvy zakladny model s troma vekovymi skupinami a rozvity model s ro¢nymi vekovymi
intervalmi. Prekvapujuco ndm vysli velmi podobné celkové vysledky v kratkodobych
progndzach, jediny markantny rozdiel bol medzi reprodukénymi skupinami. Dlhodobé
prognézy boli z hladiska reprodukcénych skupin skoro totozné, vykazovali vychylky
maximalne 2%.

Ako mdzeme zhodnotit’ nage modely? Ci uz si zvolime jednoduché alebo zloZitejsie
modely sjemnejSim delenim, nie je az tak dolezité. Najvacsi vplyv na kratkodobé
progndézy ma samotny vyber udajov, ich spracovanie a vyuzitie. Pri vybere udajov na
kratkodobé prognézy uprednostnime stabilitu roku, z ktorého chceme Ccerpat, pred
samotnou aktualnostou. Nech uz si vyberieme rok stabilny, alebo naopak, rok vykazujtci
velké vychylky, dlhodobé progndzy z tychto udajov nam budu stile vychadzat podobné

napriek rozdielnym kratkodobym prognoézam.
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Samozrejme progndzy su stavané na matematickom aparate s urCitymi
predpokladmi, ktoré¢ sa nedaju Uplne odstranit. Vysledky preto treba interpretovat’ ako
hl'adanie suvislosti medzi demografickymi ukazovatel'mi a ich vplyvom na buduci vyvoj.

Zaiste existuju ovel'a komplexnej$ie modely, ktoré sa snazia predpovedat’ buduci
vyvoj. Vyuzivaju iné ukazovatele a metddy. My sme sa hlavne snazili zdokonalit' nas

skonstruovany model v medziach nasho vzdelania.
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obr. A.l

Rocné vekové intervaly

Vek

2000

2001

2005

2009

Vek

2000

2001

2005

2009

0,66%

0,58%

0,63%

0,76%

50

1,43%

1,44%

1,42%

1,38%

0,67%

0,59%

0,64%

0,76%

51

1,45%

1,46%

1,44%

1,39%

0,68%

0,60%

0,65%

0,77%

52

1,46%

1,48%

1,45%

1,40%

0,69%

0,61%

0,66%

0,78%

53

1,48%

1,49%

1,47%

1,41%

0,70%

0,63%

0,67%

0,79%

54

1,49%

1,51%

1,48%

1,42%

0,71%

0,64%

0,68%

0,80%

55

1,50%

1,52%

1,49%

1,43%

0,72%

0,65%

0,70%

0,81%

56

1,51%

1,54%

1,50%

1,43%

0,74%

0,66%

0,71%

0,82%

57

1,52%

1,55%

1,52%

1,44%

O N[O P|WIN|FP|O

0,75%

0,68%

0,72%

0,84%

58

1,53%

1,56%

1,52%

1,44%

©

0,76%

0,69%

0,73%

0,85%

59

1,53%

1,57%

1,53%

1,44%

[y
o

0,77%

0,70%

0,75%

0,86%

60

1,54%

1,58%

1,54%

1,44%

[EEN
[EEN

0,79%

0,72%

0,76%

0,87%

61

1,54%

1,59%

1,54%

1,44%

[y
N

0,80%

0,73%

0,77%

0,88%

62

1,54%

1,59%

1,54%

1,44%

[y
w

0,81%

0,75%

0,79%

0,89%

63

1,54%

1,60%

1,55%

1,43%

[N
N

0,83%

0,76%

0,80%

0,90%

64

1,54%

1,59%

1,55%

1,43%

[y
a1

0,84%

0,77%

0,81%

0,92%

65

1,53%

1,59%

1,54%

1,42%

[EY
(3]

0,86%

0,79%

0,83%

0,93%

66

1,52%

1,58%

1,54%

1,41%

[EN
~

0,87%

0,80%

0,84%

0,94%

67

1,51%

1,58%

1,53%

1,40%

[EY
(0]

0,88%

0,82%

0,86%

0,95%

68

1,49%

1,56%

1,52%

1,39%

[EY
©

0,90%

0,84%

0,87%

0,96%

69

1,47%

1,55%

1,50%

1,37%

N
o

0,91%

0,85%

0,89%

0,98%

70

1,45%

1,53%

1,48%

1,36%

N
A

0,93%

0,87%

0,90%

0,99%

71

1,42%

1,51%

1,46%

1,33%

N
N

0,94%

0,88%

0,92%

1,00%

72

1,39%

1,47%

1,44%

1,31%

N
w

0,96%

0,90%

0,93%

1,01%

73

1,35%

1,44%

1,41%

1,28%

()
~

0,98%

0,92%

0,95%

1,03%

74

1,31%

1,40%

1,37%

1,25%

N
(6]

0,99%

0,94%

0,97%

1,04%

75

1,26%

1,36%

1,33%

1,21%

N
»

1,01%

0,95%

0,98%

1,05%

76

1,21%

1,31%

1,28%

1,17%

N
~

1,03%

0,97%

1,00%

1,07%

77

1,16%

1,26%

1,23%

1,13%

N
[e]

1,04%

0,99%

1,02%

1,08%

78

1,10%

1,20%

1,18%

1,08%

N
[{e]

1,06%

1,01%

1,03%

1,09%

79

1,03%

1,14%

1,11%

1,02%

w
o

1,08%

1,03%

1,05%

1,11%

80

0,96%

1,07%

1,04%

0,97%

w
[uy

1,09%

1,05%

1,07%

1,12%

81

0,88%

0,98%

0,97%

0,90%

w
N

1,11%

1,07%

1,09%

1,14%

82

0,76%

0,89%

0,89%

0,83%

w
w

1,13%

1,09%

1,10%

1,15%

83

0,69%

0,76%

0,80%

0,76%

w
g

1,15%

1,11%

1,12%

1,16%

84

0,62%

0,68%

0,72%

0,68%

w
(8]

1,17%

1,13%

1,14%

1,18%

85

0,56%

0,61%

0,63%

0,60%

w
»

1,18%

1,15%

1,16%

1,19%

86

0,50%

0,55%

0,53%

0,52%

w
~

1,20%

1,17%

1,18%

1,21%

87

0,42%

0,48%

0,41%

0,45%

w
(0]

1,22%

1,19%

1,20%

1,22%

88

0,35%

0,40%

0,35%

0,38%

w
(o]

1,24%

1,21%

1,22%

1,24%

89

0,29%

0,33%

0,29%

0,31%

N
o

1,26%

1,23%

1,24%

1,25%

90

0,23%

0,26%

0,24%

0,24%

o
[N

1,28%

1,25%

1,26%

1,27%

91

0,18%

0,20%

0,20%

0,16%

I
()

1,30%

1,27%

1,27%

1,28%

92

0,14%

0,15%

0,14%

0,12%

N
w

1,32%

1,30%

1,29%

1,29%

93

0,10%

0,10%

0,11%

0,09%

I
N

1,33%

1,32%

1,31%

1,31%

94

0,08%

0,07%

0,07%

0,07%

N
&

1,35%

1,34%

1,33%

1,32%

95

0,06%

0,05%

0,05%

0,05%

N
o

1,37%

1,36%

1,35%

1,33%

96

0,04%

0,03%

0,04%

0,04%

N
\l

1,39%

1,38%

1,37%

1,35%

97

0,03%

0,02%

0,02%

0,03%

I
[

1,40%

1,40%

1,39%

1,36%

98

0,03%

0,01%

0,01%

0,02%

I
©

1,42%

1,42%

1,40%

1,37%

99+

0,02%

0,01%

0,01%

0,01%
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obr. A2

Model so Zenskou dominanciou

2000

2001

2005

2009

Vek

2000

2001

2005

2009

0,61%

0,53%

0,58%

0,71%

50

1,36%

1,36%

1,34%

1,32%

0,61%

0,54%

0,58%

0,72%

51

1,38%

1,38%

1,36%

1,33%

0,62%

0,55%

0,59%

0,72%

52

1,40%

1,40%

1,38%

1,34%

0,63%

0,56%

0,60%

0,73%

53

1,41%

1,42%

1,40%

1,36%

0,64%

0,57%

0,61%

0,74%

54

1,43%

1,44%

1,42%

1,37%

0,65%

0,58%

0,62%

0,75%

55

1,45%

1,46%

1,44%

1,38%

0,66%

0,59%

0,64%

0,76%

56

1,47%

1,48%

1,46%

1,39%

0,68%

0,61%

0,65%

0,77%

57

1,48%

1,50%

1,48%

1,40%

0,69%

0,62%

0,66%

0,78%

58

1,50%

1,52%

1,49%

1,41%

cooo\lovm.booml—\og
=

0,70%

0,63%

0,67%

0,79%

59

1,51%

1,54%

1,51%

1,42%

0,71%

0,64%

0,68%

0,80%

60

1,53%

1,56%

1,52%

1,43%

0,72%

0,65%

0,69%

0,81%

61

1,54%

1,58%

1,54%

1,44%

0,74%

0,67%

0,71%

0,82%

62

1,55%

1,59%

1,55%

1,45%

0,75%

0,68%

0,72%

0,84%

63

1,56%

1,61%

1,57%

1,45%

0,76%

0,69%

0,73%

0,85%

64

1,57%

1,62%

1,58%

1,46%

0,77%

0,71%

0,74%

0,86%

65

1,58%

1,63%

1,59%

1,46%

0,79%

0,72%

0,76%

0,87%

66

1,58%

1,64%

1,60%

1,46%

0,80%

0,74%

0,77%

0,88%

67

1,59%

1,65%

1,60%

1,46%

0,81%

0,75%

0,79%

0,89%

68

1,58%

1,65%

1,60%

1,46%

0,83%

0,76%

0,80%

0,90%

69

1,58%

1,65%

1,60%

1,46%

0,84%

0,78%

0,81%

0,91%

70

1,57%

1,65%

1,60%

1,45%

0,86%

0,79%

0,83%

0,93%

71

1,56%

1,64%

1,59%

1,44%

0,87%

0,81%

0,84%

0,94%

72

1,54%

1,63%

1,58%

1,43%

0,88%

0,83%

0,86%

0,95%

73

1,52%

1,61%

1,57%

1,41%

0,90%

0,84%

0,87%

0,96%

74

1,49%

1,59%

1,55%

1,39%

0,91%

0,86%

0,89%

0,98%

75

1,46%

1,56%

1,51%

1,36%

0,93%

0,87%

0,90%

0,99%

76

1,42%

1,52%

1,48%

1,33%

0,95%

0,89%

0,92%

1,00%

77

1,37%

1,47%

1,44%

1,30%

0,96%

0,91%

0,93%

1,01%

78

1,31%

1,42%

1,39%

1,25%

0,98%

0,93%

0,95%

1,03%

79

1,25%

1,36%

1,33%

1,20%

0,99%

0,94%

0,97%

1,04%

80

1,17%

1,29%

1,27%

1,15%

1,01%

0,96%

0,98%

1,05%

81

1,09%

1,20%

1,19%

1,08%

1,03%

0,98%

1,00%

1,07%

82

0,96%

1,11%

1,11%

1,01%

1,04%

1,00%

1,02%

1,08%

83

0,88%

0,96%

1,02%

0,93%

1,06%

1,02%

1,04%

1,09%

84

0,79%

0,88%

0,92%

0,85%

1,08%

1,04%

1,05%

1,11%

85

0,72%

0,79%

0,82%

0,76%

1,10%

1,06%

1,07%

1,12%

86

0,65%

0,72%

0,70%

0,67%

1,12%

1,08%

1,09%

1,14%

87

0,55%

0,64%

0,56%

0,58%

1,13%

1,10%

1,11%

1,15%

88

0,47%

0,54%

0,48%

0,49%

1,15%

1,12%

1,13%

1,16%

89

0,39%

0,44%

0,40%

0,40%

1,17%

1,14%

1,15%

1,18%

90

0,32%

0,36%

0,34%

0,31%

1,19%

1,16%

1,17%

1,19%

91

0,25%

0,29%

0,27%

0,21%

1,21%

1,18%

1,19%

1,21%

92

0,19%

0,21%

0,20%

0,16%

1,23%

1,20%

1,21%

1,22%

93

0,14%

0,15%

0,15%

0,12%

1,25%

1,22%

1,23%

1,24%

94

0,10%

0,10%

0,11%

0,10%

1,26%

1,25%

1,25%

1,25%

95

0,08%

0,07%

0,08%

0,07%

1,28%

1,27%

1,26%

1,26%

96

0,06%

0,05%

0,05%

0,05%

1,30%

1,29%

1,28%

1,28%

97

0,04%

0,03%

0,03%

0,04%

1,32%

1,31%

1,30%

1,29%

98

0,04%

0,02%

0,02%

0,02%

1,34%

1,33%

1,32%

1,31%

99+

0,03%

0,01%

0,01%

0,02%

40
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