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Abstrakt

MUDRON, Michal: Grafickd ilustricia Walrasovej rovnovihy na Edgeworthovom
obdlZniku. [Bakalarska praca] — Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta matematiky,
fyziky a informatiky; Katedra aplikovanej matematiky a statistiky. — Veduci: prof. RNDr.
Pavel Brunovsky, DrSc.. Bratislava, 2011, 43 stran.

Cielom prace je na Edgeworthovom obdizniku graficky ilustrovat rozne pripady
Walrasovej rovnovahy. Praca sa zacina struénym opisom zjednoduseného vymenného trhu,
neskor sa venuje realizacii stanoveného ciela prace. Na zaver popisujeme softvérovi

aplikaciu, ktora prispela k dosiahnutiu tohto ciel’a.

Kriadové slova: Walrasova rovnovéha, Edgeworthov obdiznik, Cobb-Douglas,

zamenitel'né statky, Leontief, funkcia uzitocnosti



Abstract

MUDRON, Michal: Graphical Illustration of Walrasian Equilibrium Using the
Edgeworth Box. [Bachelor thesis] — Comenius University in Bratislava. Faculty of
Mathematics, Physics and Informatics; Department of Applied Mathematics and Statistics.
— Tutor: prof. RNDr. Pavel Brunovsky, DrSc.. Bratislava, 2011, 43 p.

The purpose of this thesis is to graphically illustrate various cases of Walrasian equilibrium
utilizing the Edgeworth box. The thesis begins with a brief description of a simplified
exchange market model, later focuses on the realization of the set goal. It ends with the
description of a software application that has contributed towards achieving this goal.

Key words: Walrasian equilibrium, Edgeworth box, Cobb-Douglas, substitute goods,

Leontief, utility function
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Uvod

Na obozndmenie sa stedriou vSeobecného trhu je vyznamnou pomockou
Edgeworthov obdiZnik. Redukuje komplexnost’ tohto trhu na trh vymeny dvoch statkov pre
dvoch tcastnikov trhu. Budeme ho pouzivat’ pri znadzoriiovani jednotlivych situacii na trhu
vymeny. Toto nam zaroven poslizi ako motivacia na vytvorenie samostatného,

interaktivne ovladateI'ného grafického rozhrania.

V prvej kapitole prace zadefinujeme pojem Walrasovej rovnovahy a opiSeme
zékladné parametre vymenného trhu, na ktorom budeme tato rovnovahu modelovat'.
Budeme sa tu blizSie venovat aj trom zékladnym druhom spotrebitel'skych funkcii

uzito¢nosti, ktoré budeme neskor analyzovat'.
Koncept Edgeworthovho obdiZnika predstavime v druhej kapitole.
V prvej a druhej kapitole sa budeme z vel’kej Casti opierat’ o poznatky z [1].

Hlavny déraz budeme klast' na odvodenie a ilustraciu Walrasovej rovnovahy pre
rozne kombinacie preferencii ucastnikov trhu. Tomuto bude venovany priestor v tretej

kapitole.

V poslednej, Stvrtej kapitole pradce sa zameriame na tvorbu spominaného

uzivatel'ského rozhrania a opiseme jeho jednotlivé prvky a funkcie.



1. Trh vymeny pre dvoch spotrebitel’ov

Utastnici vymenného trhu, ktorych oznaéime ako spotrebitela A a spotrebitela B,
vstupuju na tento trh za Géelom vymeny svojich statkov za predpokladu, Zze sa spravaji
racionalne. Rozumieme tym také spravanie, ktorym sa snazia maximalne uspokojit’ svoj

uzitok zo zobchodovanych mnozstiev jednotlivych statkov.
Nech
n = 2 je pocet statkov
x = (x41,%;) je vektor ich mnozstiev
p = (p1,p2) je vektor cien jednotlivych statkov
uy, ug je funkcia uzitocnosti spotrebitel’a A resp. B
mA(p,1), mE(p, 1) je Marshallovsk4 dopytova funkcia spotrebitel'a A resp. B

w? = (wg, wp), W8 = (w,, wg) je potiatoéné vybavenie ucastnika A resp. B, s ktorym

vstupuje na trh

14 = (p,w?), I% = (p, wB) je prijem (rozpodet) spotrebitel'a A resp. B ziskany z predaja

statkov, ktorymi je vybaveny

Pojmu Marshallovskej dopytovej funkcie sa blizSie venuje 2. kapitola v [1]. Pre
ucely tejto prace postaci vediet, ze jej hodnotami su optimalne vektory statkov
maximalizujice funkciu uZzito¢nosti jednotlivého spotrebitela pri platnosti jeho

rozpoc¢tového ohrani¢enia. Formalne pre i € {4, B}:
u;(x) - max

pri ohraniceni

(p.x)=1' = (p, ')
Nech mi(p, I i) je Marshallovska dopytova funkcia i-teho tc¢astnika. Potom rieSenie

vyjadrené pomocou nej je:
xt =mi(p,1') = m'(p, (p, 0"))
Treba poznamenat’, ze pre Vk > 0 plati

m!(kp, (kp, @')) = m'(p, (p, 0"))



teda rieSenie zavisi len od pomeru cien vymienanych statkov.

Walrasovou rovnovahou nazyvame stav, kedy celkovy dopyt po danom statku je

uspokojeny, teda neprekro¢i jeho celkovi ponuku na trhu danu stétom vybaveni

jednotlivych ucastnikov. Obaja G€astnici st uspokojeni, ked’ plati:

Z mi(p, (p, 0")) < Z w!
ie{A,B} ie{A,B}

1.1. Typy funkcii uzito¢nosti

V préci sa zaoberame troma typmi spotrebitel’skych funkcii uzitocnosti:

a) Cobb-Douglasova funkcia uzito¢nosti

b) funkcia uZito¢nosti dokonale zamenitePnych statkov

c) Leontiefova funkcia uzito¢nosti
Stru¢ne opiseme kazdu z nich.

a) Cobb-Douglasova funkcia uzito¢nosti ma tvar:
— ,0..b
u(x) = x{'x3

kde a,b > 0. Jej Marshallovskou dopytovou funkciou je:

al bl )

mp. ) = <(a + b)p;:’ (a + b)p,

Jej hladiny indiferentnosti (vrstevnice) st zobrazené na obrazku:

Obr. 1.: Vrstevnice funkcie u(x) = x>6x34, u(x) € {1, ...,10}
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b) Pre funkciu uZzito¢nosti dokonale zamenite’nych statkov plati:
u(x) = ax, + bx,

pre a,b > 0. Jej Marshallovské dopyty su vyjadrené nasledovne:

i
( (O, _) ) & > g
P2 1%/) b
I
m(p,I) =1 (—,O), &<E
P1 D2 b
p
(e, %), (p,x) =1}, —=-
\ ) b

Hladiny indiferentnosti tejto funkcie st rovnobezné priamky so sklonom —%, ich

priebeh vidime na obrazku:

N ...

Obr. 2.: Vrstevnice funkcie u(x) = 0.6x; + 0.4x,, u(x) € {1, ...,10}

c) Leontiefova funkcia uzito¢nosti ma tvar:
u(x) = min{ax,, bx,}

pre a,b > 0. Prislusna Marshallovska dopytova funkcia je:

bl al )

D= ,
mp. ) bp, + ap, bp;, + ap;

Tvar jej vrstevnic je ilustrovany na obrazku:

11



Obr. 3.: Vrstevnice funkcie u(x) = min{0.6x,, 0.4x,}, u(x) € {1, ...,10}

12



2. Edgeworthov obdiZnik

Na modelovanie Walrasovej rovnovahy pre trh vymeny dvoch statkov s dvomi
Gicastnikmi sa pouziva Edgeworthov obdiznik (anglicky: Edgeworth box). Této graficka
pomdcka je pomenovand podla irskeho filozofa a politického ekondéma Francis Ysidro
Edgewortha (1845-1926), ktory rozvinul mikroekonomickt teériu uzito¢nosti, V ramci
ktorej predstavil okrem iného aj pojem hladiny indiferentnosti. Schéma Edgeworthovho

obdiZnika je naértnuta na nasledujiicom obrazku:

Statok 2 preferencie B
o~ \ o —

@b +a

%
g duaadjaad

preferencie A

T N\
®a M
a2 A 15 Statok 1

_— X1

preferencie A Ost00c

Obr. 4. Edgeworthov obdiznik
DiZky jeho stran predstavuji celkové mnoZstva jednotlivych statkov, t.j. horizontalna
strana ma dizku w, + w, avertikilna ma dizku w, + wy. Bod (x5,x,) v obdizniku
predstavuje pre spotrebitel'a A alokéciu statkov x4 = (x, x,) a pre spotrebitela B alokaciu

statkov x? = (w, + w. — x1, wp + wg — x,). Priamka

p1X{ + pxd = prw, + pawp

prechadzajuca bodom (w,, w,) je mnozinou vsetkych takych spotrebnych koSov
(alokacii statkov), ktoré si moéze zo svojho rozpoctu spotrebitel’ A dovolit’, a teda je jeho

rozpoctovym (resp. prijmovym) ohrani¢enim.

13



Zarovet je viak aj rozpo&tovym ohrani¢enim pre spotrebitel'a B, ked’ze spiiia vzt'ah
P1(wq + we = x{) + pa(wp + w4 — X3 = prwc + prwg

Rovnovaha nastane vtedy, ak na tejto priamke existuje bod, ktory riesi ulohu
rovnovahy spotrebitel’a (z kapitoly 1) pre obidvoch spotrebitel'ov. Priamka rozpoctovych

obmedzeni musi mat’ v tomto bode dotyk s hladinami indiferentnosti oboch spotrebitel’'ov.

14



3. Odvodenie a ilustracia Walrasovej rovnovahy

V tejto kapitole postupne odvodime a pomocou Edgeworthovho obdiznika zobrazime

rovnovahy pre vsetky kombinacie spotrebitel'skych funkcii uzito¢nosti, ktoré boli opisané

v kapitole 1.

P1

Kvadli prehl'adnosti zavedieme pre pomer cien statkov znacenie p = >
2

3.1. Cobb-Douglas

Nech spotrebitel’ A aj spotrebitel’ B su charakterizovani Cobb-Douglasovou funkciou
uzitocnosti, t.].:

uy (%1, %) = xfx3

— 4-Cad

up(xy, x2) = x7%3

a teda ich Marshallovské dopytové funkcie:

_ aly bl,
mi(p,1) = ((a +b)p, (a + b)pz)

clg dlg
m®(p.1) = ((c +d)p, (c+ d)p2>

Po kratkej Gprave:

awy
A(—) _ a(l)a + T bwaﬁ + b(l)b
=N TG ) T (@t b)

de
B(5) = CWc +T dwp + dwy
mWENTCr D T e+ d)

Musi platit’
mi +m? = w, + w,

ms +mE = w, +wy

15



Teda:

aw, + 2L o, + 5%
+ =w, tw
(a+b) (c+d) a- e
bw.p +bw, dwp+dwy
= Wp + Wy

(a+Db) (c+d)
Tieto rovnice su zavislé, takze staci, ked’ pomer cien vyjadrime len z jednej z nich.

Vyjadrenim p z prvej rovnice dostdvame:

a . c
_=a+bwb c+d%d
P=" d

—— W+t —w
a+bPetcrqg®e
Tym je pomer cien jednoznatne ureny, rovnovdzne mnozstvd statkov vieme

pomocou neho jednoducho vyjadrit’ dosadenim za p.

Graficka interpretacia:

vrstevnica
funkcie us(x)

rovnoviainel| " vrstevnica

mnoZstva : funkeie ua(x)
|

Obr. 5. Cobb-Douglas vs. Cobb-Douglas

16



3.2. Cobb-Douglas a zamenitel'né statky

Predpokladajme, Ze spotrebitel A ma Cobb-Douglasovu funkciu uzito¢nosti

a spotrebitel’ B funkciu uzito¢nosti dokonale zamenitel'nych statkov, t.j.:
_ b
Uy (1, %2) = x7%3

uB(xl, x2) ES Cx1 + de

Ich Marshallovské dopytové funkcie su:

al bl
mA(p,I) = ( £, 4 )
(p (a+b)p," (a+b)p,
I
( (0,—3) , & > E
P2 p, d
I c
mE(p, 1) = { (Z0), 2<S
P1 p, d
pr C
] ] ) = I )] — =
k{(951 x2),{p, x) B} b, d
Po uprave:
awy _
mAGE) = AWa + =57 bawap + bw,
p (a+b) ' (a+b)
c
(0, wcﬁ + wd): ﬁ > E
B~ Wq _ C
m”°(p) = (wc+?,0), p<a

c
{Ce, p(we —x1) + 0g),0 < x1 < Wy + W}, p = 7

Z vyjadrenia Marshallovského dopytu pre spotrebitel’a B vidime, Ze sa nam ponukaju

tri mozné rie$enia.
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Pre vypocitanie Walrasovej rovnovahy najprv najdeme bod dotyku hladin

indiferentnosti funkcii uzito¢nosti. V tomto bode pre 4 # 0 plati:
ax?1xt = Ac
bx&xt=1 = Ad

Vzijomnym podelenim tychto rovnic dostdvame:

ax, ¢

bx, d
odtial’

bc

xz = _xl
ad

Rozpoctova priamka prechadza bodom pociatoéného vybavenia (w,, wp) , teda:

bc
cxq +dx, = cxq + le = Ccw, + dwy,

Vyjadrime x; a nésledne dopocitame x:

a d
X, = (cua+zcub)

xzzaf_b(gwa+wb)

¢o su hl'adané stiradnice dotykového bodu. Ak x; < w, + w. a x, < Wy, + Wy,
potom najdeny dotykovy bod lezi v Edgeworthovom obdizniku. Vtedy je rozpoétova
priamka totoZzna s rovnovaznou hladinou indiferentnosti funkcie uZitocnosti spotrebitel'a B,
a teda:

18



Tato situdcia je ilustrovana na obrazku 6.:

rovnoviine

mnozZstva .
vrstevnica

funkcie ua(x)

e e oy e e e

pociatoéné
vybavenie

|
|
|
|
|
|
|
4
|
|
|
|
|
|

Obr. 6. Cobb-Douglas vs. zamenitel'né statky, p = 2

MoézZe vSak nastat’ pripad, kedy ndjdeny bod dotyku vrstevnic lezi mimo

Edgeworthovho obdiznika. Takéto pripady sa dva.

Pre prvy pripad majme, nech x; > w, + w, a x; < wp + wy, teda spotrebitel’
A spotrebuva privel’a prvého statku. Vtedy treba zvysit’ jeho cenu p;, aby spotreba prvého
statku spotrebitel'om A Klesla, a to tak, ze spominany dotykovy bod sa dostane na okraj
Edgeworthovho obdiznika, kde x; = w, + w,. V tomto bode sa bude rozpodtova priamka
dotykat vrstevnice Cobb-Douglasovej funkcie uzito¢nosti spotrebitel'a A, Cize:

ax,
b(wq + w,) B

p

Z tohto vzt'ahu vyjadrime x,:

X, =P~ (W, + @)
a
Ked'Ze rozpoétova priamka prechadza bodom (w,, wy), plati:

Px1 + X3 = pwg + wp

19



Po dosadeni mame:

b
p(wg + ) + ﬁa (wq + W) = pwg + wp

Z ¢oho pre pomer cien (pre w, > 0) vychadza, ze

awp, S c
(a+b)w, +bw, d

ﬁ:

Pomocou neho uz I'ahko dopocitame Walrasovské mnozstva statkov. Tento pripad je

znazorneny ha obrazku:

|

|

I vrstevnica

: funkcie ua(x)

"2pogtgy; ! potiatoiné

Priag,,, I! vybavenie

_-----
‘-
-
I -
[ | ----
Py

vrstevnic_ia:
“funkcie ws(x) o 0T=="

rovnovazine
mnoZstva

Obr. 7.: Cobb-Douglas vs. zamenitel'né statky, p > 2
Druhy pripad nastane, ked x; < w, +w, a x, > wp + wy, teda spotrebitel’
A spotrebtiva privel'a druhého statku. Zvysime jeho cenu p,, aby spotreba druhého statku
spotrebitelom A klesla. Bod dotyku vrstevnic sa dostane na okraj Edgeworthovho
obdiznika, kde x, = wp + wy. Dalsie odvodzovanie rovnovahy v tomto pripade je
analogické s predchadzajicim. Pre vysledny pomer cien tu plati:

_ bw, < c
B (a + b)(l)d + awy d

p

20



rovnoviaine' N vrstevnica

mnozstva funkcie ua(x)

pociatoéné
vybavenie

vrstevnica
funkcie us(x)

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
=
|
|
|
|
|
|

Obr. 8.: Cobb-Douglas vs. zamenitel'né statky, p < 2

3.3. Zamenitel’'né statky

Tomuto pripadu sa podrobne venuje 5. kapitola v [2]. Nech oboch spotrebitel'ov A aj

B charakterizuju funkcie uzito€nosti dokonale zamenitelnych statkov, t.j.
uy(xq1,%2) = axy + bx;,
up (X1, x2) = cxq + dx,

Teda ich zodpovedajuce Marshallovské dopyty su:

I
( (o,i), PL_@
(%) P2 b
I a
mA(p;I)=< (i,()), &<_
p1 1%) b
b1 _a
4 y ) =] , —_ = =
k{(351 x2),{p, x) = I4} b
I
( (0,—3). bt
(%) D2 d
1 c
mB(p;I)=< (—B,O), &<_
p1 D2 d
1% c
k{(xllxz)! (P; x) = IB}! p—l = E

2
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Po tprave dostaneme:

a
( 0wap +wp),  B>7
_ Wp _ a
mA(p) =1 (a)a+?,0), P<y
a
&{(xpﬁ((‘)a —x1) twp),0 < x; < wg + .}, p= b

( (0) (L)Cﬁ + wd)l ﬁ >

(OF] _
mB(p) = { (wc+?,o), p<

_C
{Ge, p(we = x1) + wa), 0 < %1 < wg + e}, P=y
Bez ujmy na vSeobecnosti budeme predpokladat’, ze % < % . Pre pomer cien p sa teda
naskytuje 5 moznosti.
V pripade, zZe by platilo % < 2 < p , Marshallovské dopyty spotrebitel'ov by boli:
mA(p) = (0, wep + wp)
mP(p) = (0, wcp + wq)
Avsak pre takuto alokaciu statkov plati:
m3 () + m3 (9) = wp + wq + plwg + W) > wp + wg
Vtedy celkovy dopyt po druhom statku prevysuje jeho celkovi ponuku. Takze musi
platit’% <p< 2. Podobne, ak by platilo § < % < % , vtedy:
)
mA(p) = (a)a + —_b,0>
p
)
mB(p) = (wc + —_d,0>
p
¢im narazime na neuspokojeny dopyt po prvom statku:

_ _ (wp + wg)
miq(p) + m}lg(p) = wg t+ W, +T > Wg + W

V spojeni s predchadzajicim vysledkom teda musi pre p platit’

<p<

S Q
Q| o

22



Moznost’, ked’ % =p= 2 je z matematického hl'adiska nezaujimava. Vtedy su totiz

rovnovazne hladiny indiferentnosti funkcii uZzito€nosti oboch spotrebitelov totozné s
rozpoc¢tovym obmedzenim, t.j. kazd4d alokacia statkov na rozpoctovej priamke je

rovnovazna a rie$i ulohu maximalizacie uzito¢nosti.

Uvazujme teraz pripad, ked p = % < =. Vtedy:

g .
mA(ﬁ) = (%1, p(wg — x1) + wp)

(OS X1 Sa)a+a)c)
)
mB(p) = (cuc + —_d.0>
p
Aby nastala rovnovéha, musi platit:
Wq
x1+wc+?=wa+wc

Plwg —x1) +wp +0 = wp + wy
(0<x; S wy +we)
Z druhej rovnice potom:

b(l)d
=W, ———

mi=x, =w -2
=x, = <
1 “® P a

KedZe sa jedna o mnozstvo statku, musi byt x; > 0, teda musi platit’ % S% .

Q

Dosadenim x; do x, = p(w, — x1) + w}, dostavame:
a a
m4§ = B(a)a —m{) + w, = B(a)a — (wa ——>> + wp =

:(Db+wd

Tento vysledok sthlasi s predpokladom m% +m5 = w, + wy, kedze mE =

Rovnovazne mnozstva statkov su teda (vid’ obr. 6):

mA (%) = (wa —b%:d,wb + a)d>
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Obr. 9.: Zamenitelné statky vs. zameniteI'né statky, p = — <

Qla

b
Pripad, ked’ % < % = P, je podobny predoslému. Tu plati:
mA(p) = (0, wap + wp)
mP () = (x1, p(we — x1) + wq)
0< x; S wg+ w,)

Podobnym odvodzovanim ako v predchadzajucom pripade, najdeme nasledovnu

rovnovaznu alokaciu statkov:

za podmienky 2¢ >

c
wg d’
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vrstevnica
funkcie ua(x)

Obr. 10.:  Zamenitel'né statky vs. zameniteI'né statky, % < 2 =p

c

Pre posledny pripad, t.j. ,% <P <, plati:
m4 () = (0, wep + wp)
)
m? () = (a)c ;8 o)
p
Pre rovnovéhu tu plati:
Wq
O+a)c+?=wa+wc

Wap +wp +0=wy +wy

Z T'ubovol’nej z tychto rovnic je trividlnou upravou zrejmé, ze:

A teda:
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Obr.11.:  Zamenitel'né statky vs. zameniteI'né statky, % <p< 2
Nakoniec este zhrnieme vysledky, kedy pre spotrebitel'ské funkcie uzito¢nosti

dokonale zamenitel'nych statkov nastava Walrasova rovnovaha:

(( bwy N )( +bwd O) wd<__a<c
Wq a'wb Wq |, | Wc a ’ (Ua_p_b d
a W c

mA(p), m? (p) = { (0, wp + wa), (g + @, 0) S<p=—<-
b w, d

Cwq Cwg a_c¢c___0g
\(O,a)b+T),(a)a+wc,wd— d) Z<E_psw

Q

3.4. Zamenitel'né statky a Leontief

Bez ujmy na vSeobecnosti, nech funkcia uzito¢nosti spotrebitela A je dokonale
zamenitelnych statkov a nech spotrebitel’ B je charakterizovany Leontiefovou funkciou

uzito¢nosti, teda:
uy (%1, x2) = ax; + bx,

up (x1, x2) = min{cxy, dx,}
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Potom ich Marshallovské dopytové funkcie su:

I
( (0,i>, 2
D2 D2 b
L a
mA(p, 1) = ; (£0), B2
p1 D2 b
P a
k{(xl’xZ)l <p; x) = IA}! p—: = E
dl cl
mB(p, I) = ( B ) B >
dpl + Cp2 dp1 + Ccp,

Upravenim dostaneme:

|( (0, wep +wp), P>
w
mA(ﬁ):{ (a)a+fb,0), p <

L{(xpﬁ(wa —x1) t wp),0 < x; < Wy + W},

Tl
Il
(SIS

mP (7) = (dwcﬁ +dwy cw:p + cwd)

dp+c ' dp+c
Tu sa vyskytuju tri mozné rieSenia. Nech p > %. Plati:

mi +mf = w, + 0,
Potom z toho, ze m{ = 0 vieme, Ze:

dw:p + dwgy
dp + ¢

w, + w, =m? =

Odtial’ vyjadrime p nasledovne:

dwg — cw, — cw,

P= dw,

Tym st rovnovazne dopyty jednoznacne urcené. Aby nebol neuspokojeny celkovy

dopyt po druhom statku, musi byt’ vysledné p < 1. Teda musi platit’:

c
wa+a(wa+wc) > wy
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Okrem toho, ked’ze pomer cien ma byt’ kladny, dostavame podmienky:

wg >0
c
wg > 4 (wg + wc)
Zhrnutim vSetkych troch podmienok do jednej dostavame:

c c
E(wa+wc) <wg < a)a+E(wa+wc)

rovnoviazne
mnozstva

vrstevnica

|
|
|
!
I funkcie ua(x)

1SJA

~
~
Yoy, .

ity
ptfﬂm fo”i h"'h -~

< e
e

pociatocné
vybavenie

BIIUAD

H
=
=
3
——
L]
=
=
—
o
N

Obr. 12.:  Zamenitelné statky vs. Leontief, p > %
v 7 ’ — a ,
Pre opacny pripad, ked’ p < ~» mame:
ms +mb = w, + 0wy
Potom z m% = 0 uréime:

cw.p + cwy
dp+c

(A)b+(1)d=mg

Odkial’:

Cwy

)
Il

cw, — dwy — dwy
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Analogicky ako v predoslom pripade, podmienky pre vysledné p zhrnieme do jednej:

d
E(wb + wy) < w, < wp +E(wb + wy)

vrstevnica
funkcie ua(x)

pociatoéné

-..____“. E vybavenie
fozp

-~
o
i
~

vrstevnica

|
|
:
1 funkcie ur(x)

Obr. 13.:  Zamenitelné statky vs. Leontief, p < %

Posledna moznost nastava, ked’ p = %. Vtedy dosadenim do m# a m® dostaneme:

M (a) _ < bcw, — bdwy adwg — acwc>
m e ad + bc '“? ad + bc

B (a) _ (adwc + bdwy acw, + bcwd)
™) T\ ad+bec T ad+be

Tato rovnovaha je ilustrovana na nasledujtcej strane.
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Obr. 14.:  Zamenitel'né statky vs. Leontief, p = %

3.5. Leontief

Nech spotrebitel'a A aj spotrebitel'a B charakterizuju Leontiefove funkcie uzito¢nosti,

cize:
Uy (xq, x2) = min{axq, bx,}
ug (x4, x2) = min{cxy, dx,}

Prislusné Marshallovské dopytové funkcie su:

bl al
mA(p’ I) — ( A ) A )
bp, + ap, bp; + ap;
dl cl
mB(p’ I) — ( B ) B )
dpy + cp, dp1 + cp;
Upravené pre p = % :
2
A(p) = <bwaﬁ + bw, awyp + awb)
moAp) = bp+a ' bp+a
B(5) = (dwcﬁ +dwy cw:p + ca)d)
mep) = dp+c ' dp+c

30



V pripade trhu vymeny dvoch spotrebitel'ov s Leontiefovymi funkciami uzito¢nosti
je hladanie jednozna¢nej Walrasovej rovnovahy vynimo¢né v tom, ze obaja ucastnici trhu
chcti mat’ vysledné rovnovazne statky v presnom pomere. V nasom pripade je tento pomer

pre spotrebitela A:

m, a
mé b
a pre spotrebitel'a B:
mj ¢
m?f  d

Tieto pomery zaroven vyjadruju smernice Gseciek, po ktorych sa pohybuju ,,vrcholy*
hladin indiferentnosti spotrebitelov vramci Edgeworthovho obdiznika (pod pojmom

,vrchol“ hladiny indiferentnosti Leontiefovej funkcie uzitocnosti rozumieme bod alokacie
statkov (g, %) pre spotrebitel’a A resp. bod alokacie statkov (g, %) pre spotrebitel'a B, kde
U je dana hodnota uzito¢nosti). Riesenie takejto ulohy teda zavisi od vzdjomného vztahu

tychto pomerov a sklonu diagonaly Edgeworthovho obdiznika.

Pre spotrebite'a A ma spominana usecka rovnicu:
a
X) =—Xx
fal0) =1
v sradnicove;j sustave s poc¢iatkom v bode [0,0], a pre spotrebitel’'a B:
c
;(x) ==x
fiG) ==
v stradnicovej sustave s poc¢iatkom v bode [w, + w,, w, + w4], resp.
c
fe(x) = E(X — Wy — W) + wp + wg

v stradnicovej sustave s pociatkom v bode [0,0]. Pre oboch spotrebitelov plati

0<x<w,;+ w,.

Sklon diagonaly Edgeworthovho obdiznika je vyjadreny pomerom el A

Watw,
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Za predpokladu, Ze ceny oboch statkov st nenulové a vysledné rovnovazne mnozstva

su jednoznacne dané, pontikaji sa ndm dve moznosti rieSenia.

Prva moznost’ nastava, ked’ plati:

a (l)b+(1)d c

b w,+tw. d

resp.:

a (l)b+(1)d c

b ws+tw. d
Vtedy sa usetky f; a fy pretna pod resp. nad diagonalou Edgeworthovho obdiznika.
Teda plati:
a c
fa(x) = X = E(x —wg — W) + wp + wg = f(x)
Z tohto vzt'ahu vyjadrime x, vyjde:

c
a)b+a)d—a(a}a+wc)
C

a
b d

my =x =

Potom zvys$né mnozstva statkov dopoc¢itame pomocou tychto vztahov:

Tento typ rovnovah je znazorneny na nasledujucich obrazkoch.
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Obr. 15.:  Leontief vs. Leontief, % < Lt o ©
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Obr.16.:  Leontief vs. Leontief, % > Lpted o ©

Watwe d
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Takato alokacia statkov vSak nemusi spinat’ kritéria Walrasovskej rovnovéhy, a to
vtedy, ked sa rovnovdzna alokacia nachadza v ramci Edgeworthovho obdiznika
»severovychodne® (napravo a nahor), resp. ,,juhozapadne® (nalavo a nadol) od alokacie
statkov v povodnom vybaveni. Tym sa mysli:

we <M A wp, <ms
resp.
wq > mi A\ wy >mé

Ak vsak plati jeden z tychto vzt'ahov, rozpoctova priamka ma kladny sklon a pomer
cien je zaporny, takze Walrasova rovnovaha nenastane. Nazorny priklad najdeme na

obrazku:

: vrstevnica
funkcie ua(x)
|

=

vrstevnica
funkcie us(x)

pociatoéné
vybavenie

Obr. 17.: Leontief vs. Leontief - tu Walrasova rovnovaha nenastane
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Druhou moznostou je, ked’

a Cl)b+(1)d

c
b wg + W, d

Vtedy su Gsedky f4 afg totozné s diagonalou Edgeworthovho obdiznika, teda
,vreholy vrstevnic funkcii uZzito¢nosti spotrebitelov sa pohybuju po rovnakej usecke.
Pozadované pomery rovnovaznych mnozstiev statkov sa rovnaju pomeru celkovych
mnozstiev statkov na trhu. V tomto pripade si spotrebitelia rozdelia jednotlivé statky

v pomere 1:1.

vrstevnica
funkcie ua(x)

vrstevnica rovonoviine
funkcie us(x) mnozstva

pociato¢né

|

|

1

|

|

| .

I vybavenie
|

|

|

Obr. 18  Leontief vs. Leontief, & = £2¥%d — £
b wa+we da

3.6. Leontief a Cobb-Douglas

V poslednej kombinacii funkcii uzitoCnosti (opat’ bez ujmy na vsSeobecnost)
predpokladame, Ze spotrebitel A ma Cobb-Douglasovu a spotrebitel B Leontiefovu

funkciu uzitoénosti.

ua(x1, %) = x{x3

up (x1, x2) = min{cxy, dx,}

35



Marshallovskymi dopytmi budu:

al bl
mA(p’ I) — ( A ) A )
(a+ b)p, (a+ b)p,
dl cl
mB(p’ I) — ( B ) B >
dp; + cpy dp; +cp,
Po Uprave:
awp
_ AWq + p bwgp+ bwy
m4(p) = :
(a+b) (a+b)
_ dw:p +dwyg cw:p + cwy
m? () = (FREZ S0 S0l T )
dp+c dp+c
Pozadujeme rovnost’ celkového dopytu a celkovej ponuky po statkoch, teda:
awg + )

D +dwcﬁ+da)d
(a+b) dp+c

= wgy + W,

bw,p + bwy, cw:p+cwy
(a+b) dp+c

=(l)b+(l)d

Zavedieme pomocné vyrazy:
p = bdw,
0 =bc(w, + w.) —ad(wp + wg) + acw, — adwy
T = —acwy
Potom upravenim prvej rovnice dostaneme kvadraticku rovnicu:
ppi+op+1=0

Vysledné p dosadime do vzorcov pre m#(p), mZ(p) a dostaneme rovnovahu, ktora

je zobrazena na obrazku 19.
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Obr.19.:  Cobb-Douglas vs. Leontief
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4. Grafické rozhranie pre Edgeworthov obdiZnik

Za ucelom grafickej ilustracie ale aj hlbSieho pochopenia fungovania vymenného
trhu dvoch statkov pre dvoch spotrebitelov sme si ako jeden z hlavnych cielov prace
stanovili vytvorenie interaktivneho grafického rozhrania. Toto rozhranie nam
prostrednictvom vystupov pomohlo pri ilustracii rozlicnych typov situécii, ktorym sme sa
detailnejsie venovali v kapitole 3. V tejto kapitole sa budeme venovat popisu tohto

rozhrania a jeho funkecii.

Program sme vytvorili v Matlabe. Je urCeny pre operatné systémy Windows,
spustitelny je v Matlabe 2009a ajeho novSich verziach. Pozostava z interaktivneho
uzivatel'ského rozhrania (EdgeworthBoxGUI1.fig) a jadra programu
(EdgeworthBoxGUI1.m). Po spusteni jadra programu sa uzivatel'ovi otvori okno rozhrania,
v ktorom moze nastavit’ vlastné parametre pre Ucastnikov trhu. Jadro programu z nich
vypocita prislusné rovnice pre hladiny indiferentnosti funkcii uzitocnosti a pripadné
Walrasove rovnovahy. Nasledne ich spolu s d’alsimi zvolitelnymi prvkami vykresli
prostrednictvom vstavanej vykresl'ovacej plochy. Vykresl'ovanie je dynamické, dochadza

K nemu pri kazdej zmene vstupnych parametrov.

Zakladny vzhl'ad uZivatel'ského rozhrania programu je ilustrovany na obrazku 20.:

) EncEwosHBoxGUIL

=" 2 | X, |'9\ LTS =

Obr. 20.:  Vzhrad rozhrania po spusteni programu
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Postupne opiseme jeho jednotlivé ovladacie prvky. V l'avej hornej Casti rozhrania sa

nachadza zékladny ovladaci panel pre vykresl'ovacie plochy v Matlabe.

Obr. 21.:  Ovladaci panel

Pomocou neho vieme nastavit’ napr. priblizenie grafu, posuvanie do stran,
trojrozmernu rotaciu, zistenie presnych suradnic bodov na grafoch atd. Pod nim sa
nachddza cast’ s tla¢idlami pre vykreslovanie alebo resetovanie rozhrania, Walrasovej
rovnovahy, rozpoctovej priamky, povodnej vybavy spotrebitelov a hladin indiferentnosti
vV povodnej vybave. Tiez sa tu nachadza ovladdanie hrubky ¢iar pre vykreslovanie grafov.
Posledny prvok, policko Contour Lines nastavuje pocet zobrazovanych hladin

indiferentnosti (pre celociselné hodnoty uzito¢nosti).

Obr.22.:  Panel tlacidiel
Nizsie sa nachadza plocha pre Edgeworthov obdiznik, schému ktorého mozno néjst

v kapitole 2. Na pravej strane rozhrania vidime dve podobné Casti:

Obr.23.:  Cast pre nastavenie vstupnych parametrov

Tu wuzivatel nastavuje parametre funkcii uZito€nosti pre oboch spotrebitelov.
Rovnice tychto funkcii sa menia s ich vol'bou. Pre objasnenie dodavame, ze parametre Wa,

Wb, Wc aWd vyjadruji pociatoéné mnozstva statkov vo vybavach spotrebitelov,
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s ktorymi sme pracovali v predchadzajucich kapitolach, teda w,, w; pre spotrebitela A,

W & wg pre spotrebitel’a B.
Vystup po vykresleni prvych desiatich vrstevnic pre oboch ucastnikov (vrstevnice
Leontiefovej funkcie uzito¢nosti su vykresl'ované aj s priamkou, po ktorej sa pohybujua ich

,vrcholy®):

13
20
10

0.4
0.6

10
20

Obr. 24.. Vrstevnice funkcii uzitoénosti

1.3
20
10

0.4
06
1
10
20

Obr. 25.:  Vykreslenie vrstevnic v poiatoénej vybave Gc¢astnikov:
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Po nastaveni parametrov pre oboch ucastnikov trhu, zobrazeni pociato¢ného
vybavenia, rozpoctovej priamky a vykreslenia Walrasovsky rovnovaznych mnoZzstiev

S vrstevnicami pre tieto mnozstva dostavame takyto vystup:

.
"%, -
\\ t%
N ‘@' 1.3
AR 20
% 10
vrstevnica spotrebitel’a B \\"%
(Cobb-Douglas) *,
"N vistevnied funkcie uzitoén
L otrebitel’a A (Leontie
rovonovaine mnoz
N
L

'p\oEiatoEné vybavenie

Obr.26.:  Vykreslenie modelovej situacie
Pod ¢astou s tlac¢idlami sa ndm teraz zobrazili aj hodnoty jednotlivych rovnovaznych

mnozstiev pre oboch spotrebitel'ov ako aj rovnica rozpoctovej priamky.

V tomto bode mé uzivatel’ moznost’ pomocou posuvnikov na pravej strane rozhrania
dynamicky zndzornit, ako sa meni situdcia, ked’ sa menia jednotlivé koeficienty. Moze
obmenit’ druhy funkcii uzito¢nosti aj hodnoty koeficientov podla svojho uvazenia, ak chce
napriklad modelovat konkrétny priklad Walrasovej rovnovahy. Na vratenie vSetkych

hodnét a nastaveni do pociatocného stavu sluzi tlacidlo Reset.
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Z.aver

Cielom tejto bakalarskej prace bolo pomocou Edgeworthovho obdiznika ilustrovat’

rozli¢né pripady Walrasovej rovnovahy.

Po tvode do tematiky v prvych dvoch kapitolaich sme tento ciel’ splnili v tretej
kapitole. Vyznamnt ulohu pri ilustracii odvodenych rovnovaznych mnozstiev a pomeru
cien pritom zohralo nami vytvorené grafické rozhranie, ktorého funkcie sme opisali

v poslednej kapitole.

Verime, ze tato praca prinesie uzitok zaujemcom O teériu vSeobecného trhu,
Studentom mikroekonémie a pripadne aj vyucujicim ako didaktickd pomocka na

efektivnejsie sprostredkovanie tejto problematiky.
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