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Stefanov probiém predstavuje matematicky model tuhnutia kvapaliny
neobsahujlcej rozpustené primesy (napr. tvorba l'adu tuhnutim &istej vody). V
praci by sa uvazovala nasledovna fyzikalna situdcia: uvazujme jednorozmerni
oblast’ (0,1) vyplnenti kvapalinou, ktorej teplotu na hranici x=0 v poéiatoénom
casovom okamihu zniZime pod teplotu tuhnutia. Nasledkom toho dochadza k
tuhnutiu kvapaliny. V uvaZovanej oblasti bude v d’al3ich éasovych okamihoch
pritomné tuhd faza oddelend od kvapalne] fazy fizovym rozhranim, ktorého
peloha sa v ¢ase meni. Samotny matematicky model charakierizuje rozioZenie
teploty v oboch fazach a ¢asovy vyvoj rozhrania. Na popis rozioZenia teploty
sa vyuZiva parcialna diferencidlna rovnica vedenia tepla. V porovnani so
Stefanovym problémom na polonekone&nej oblasti (0,\infty), v pripade koneénej
oblasti nie su zname explicitné riesenia, t.j. funkcie, ktoré by popisovali vyvoj
teploty a fazového rozhrania. Je viak moZné tieto rieSenia najst’ pribliZne,
tj. numerickymi metédami. TaZiskom prace je nastudovanie modelu, jeho
transformacia na problém s pevnym rozhranim a nasledné numerické rieSenie
metddou koneénych diferencii (nahradenie parcialnych derivapi; diferenciami).
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Abstrakt

Tato praca sa zaobera matematickym modelovanim procesu fazovej premeny
kvapaliny na konecnej oblasti. Zaklad modelu tvoria rovnice vedenia tepla, ktoré
popisuju rozlozenie teplot v jednotlivych fazach. Komplikaciou, ktora vznika pri
rieSeni tejto tlohy, je volna hranica — fazové rozhranie. Z geometrického hladiska
ide teda o nelinedrnu tlohu, aj ked nelinearita priamo v rovniciach obsiahnuté nie
je. Uloha je rieSend numericky, metédou koneénjch diferencii, pricom vhodnou
transforméciou je tloha s volnou hranicou prevedend na tilohu s fixnou hranicou.

KlIéové slova: parcidlne diferencidlne rovnice, rovnica vedenia tepla, tiloha s
volnou hranicou, numerické metédy
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Uvod

Dolezitym néastrojom v matematickom modelovani st parcidlne diferencialne rov-
nice. Jednym zo zakladnjch modelov, ktory je prostrednictvom nich mozné zapi-
sat je znama tloha o vedeni tepla

oT (x,1)

oC V- (kVT(x,8) + f(x, 1), (x,t)€Qx(0,7)

T(x,0) = Tp(x) na £
T(x,t) = o¢(x,t) na 90 x (0,7)

ktora po zvoleni vhodnych parametrov aproximuje readlny vyvoj teplot 17" nejake;j
latky v pevne zadanej oblasti 2. Pohlad na tlohu o vedeni tepla sa zmeni, ak
pripustime skupenské zmeny, ktoré mozu vznikniat v dosledku zmien v teplote v
uvazovanej oblasti 2. Procesy vedenia tepla v novych fazach vSak uz poévodny
model nepopisuje. Vtedy je potrebné do povodného modelu pridat dalSie rovnice
a predpoklady, ktoré zohladnia fyzikalne vlastnosti rozliénych skupenstiev.

Vicsina povrchu Zeme je tvorena vodou, obsiahnutou v oceanoch, moriach,
riekach. Okrem toho sa v prirode vyskytuje aj vo forme ladovcov, krystalikov
ladu a pary, z ktorych sa vytvaraju oblaky. Zmenou vhodnych fyzikalnych veli¢in
mozno tieto formy navzdjom premienaf. Tieto premeny sa nazyvaju aj fazové
alebo skupenské premeny. Vzajomna interakcia tychto foriem ako aj ich vlast-
nosti, sa stali predmetom sktimania mnohych fyzikov. Jednymi z nich boli aj G.
Lamé a B. P. E. Clapeyron (19. stor.), ktori sa zaoberali tlohami fazovych pre-
mien. O niekolko rokov neskor, v priebehu 19. storocia, na to nadviazal slovinsky
fyzik Josef Stefan, ktory rozriesil tlohu tuhnutia, ked skiimal rychlost rastu vrstvy
Tadu na vodnej hladine.

Ulohy stvisiace s fazovymi premenami sa taktieZ ozna¢ujt spolo¢nym nazvom
— Stefanove problémy, pomenované podla spominaného fyzika, J. Stefana. Tieto
sa objavuji v mnohych modeloch matematickej fyziky. Z pohladu matematicke;j
klasifikicie ide o tlohy s volnou hranicou, ktoré sa vyznacuji tym, Ze hranice
oblasti rieSenia nie st vopred zndme a si sucastou rieSenia. Tato vlastnost je
jednou z hlavnych, ktoré charakterizuji Stefanove problémy. Dalsou ¢rtou, ktora
ich charakterizuje su veduce rovnice, najcastejsie parabolické, popisujice vedenie
tepla. Vzhladom na rozne fyzikélne vlastnosti faz, v ktorych sa kvapalina moze
nachéadzat, sa uvazuje viac rovnic s prislu§nymi parametrami pre kazdu z faz. Pre
ulohu s dvoma fazami, ktorou sa zaobera aj tato praca, sa uvazuju dve vedice
rovnice.



Vseobecne st tlohy s volnou hranicou analyticky riesitelné len v niekolkych
pripadoch. Z geometrického hladiska ide o nelinedrne tlohy, pricom prave nelinea-
rita sposobuje komplikécie pri hfadani analytického riesenia. Préve z tohto dovodu
sa stalo hlavnou oblastou zdujmu hladanie aproximécie rieSenia prostrednictvom
numerickych metéd. Analytické rieSenia mozno néajst pre niektoré pripady Ste-
fanovho problému na polonekonec¢nej oblasti. V pripade konec¢nej oblasti nie st
zname explicitné vzorce, ktoré by popisovali vyvoj polohy fazového rozhrania a
rozlozenie teplot v jednotlivych fazach.

Primarnym ciefom tejto préace je sformulovat jednorozmerny Stefanov prob-
lém na konec¢nej oblasti a vzniknutti tlohu riesit numerickymi metédami. Prva
kapitola obsahuje teoreticky zaklad, objasnuje principy vedenia tepla a ich vplyv
na fazové premeny v kvapalinach.

Dalsie kapitoly sa zaoberaji Stefanovym problémom. Je tu sformulovany za-
kladny model, s ktorym sa pracuje v dalsich castiach prace. Ten je prevedeny
dolezitou transformaciou do tvaru, ktory je rieSitelny metddou koneénych dife-
rencii. Transformécia tlohy je potrebnd prave kvoli pritomnosti volnej hranice,
ktora sposobuje znacné komplikacie pri numerickom rieseni. Numerické rieSenie
ako aj skiimanie vlastnosti rieSenia vplyvom zmeny parametrov si predmetom
poslednej kapitoly.
nok [Hup89]. Niektoré ¢asti si podrobnejsie rozpracované a prispésobené téme.
V teoretickej ¢asti sa odvolavame hlavne na [Gup03], [Jij09] a [Bae06].
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Kapitola 1

Zakladné pojmy z
termodynamiky

V tejto kapitole budi sformulované a zhrnuté poznatky z termodynamiky a dy-
namiky fazovej premeny, nevyhnutné pre stidium Stefanovho problému. Ide pre-
dovsetkym o model diftizie, zadkon zachovania energie a rovnicu vedenia tepla.
Jadro Stefanovho problému tvoria spomenuté rovnice vedenia tepla, ktoré su
vyjadrenim zakona zachovania energie v termodynamickom systéme. Tato ka-
pitola v Ziadnom pripade neposkytuje prehlad fyzikalnej tedrie, len obsahuje jej
vyznacné aspekty, vyuzivané v modeli. Pri pisani tejto casti sme vychadzali z
[Sev08], [Bae06], [Cra75], [Jij09] a [Til04].

1.1 Matematicky model diftuzie

Difuzia je proces, pri ktorom sa Castice latky prestivaju z istej oblasti do inych
miest. Tento pohyb je sposobeny tendenciou latky presuvaf sa z miest s vySSou
koncentraciou do miest, kde je koncentracia nizsia. Tento jav vznika v dosledku
nepredvidatelného pohybu castic latky v tekutine, tzv. Brownovho pohybu. Di-
fazny proces mozeme pozorovat napriklad v roptylovani sa latky vo vode. Toto
rozptylovanie moze posobit zdanlivo usporiadane, no pri pohlade na jednotlivé
molekuly latky moZno pozorovat nédhodny pohyb. Toto chaotické sprévanie je
vSak v stlade s tym, Ze transport latky je zavisly od jej koncentracie.

V prirode mozno diftziu pozorovat v rdoznych formach, a preto je obsiahnutéd
v mnozstve matematickych modelov. Objavitelom fundamentalnych zakonov di-
fazie bol A. Fick (1829-1901) [Bae06]. Vychéadzal pri tom z poznatkov o vedeni
tepla, ktoré podal niekolko rokov pred nim J. B. Fourier. Podla prvého Fickovho
zdkona mozno vyjadrit difizny tok latky v zavislosti od jej koncentracie vztahom
J = —DVC, kde J je hustota toku a D je difizny koeficient. Ide o analdgiu k
Fourierovmu zékonu vedenia tepla. Téato zavislost medzi hustotou toku a koncen-
traciou je dolezitym poznatkom pri odvodzovani rovnice diftizie

aC
= = V- (DVO).
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V pripade konstantného difizneho koeficientu st vSeobecné riesenia difiznej rov-
nice zname, pre rozne okrajové a pociatocné podmienky. V opacnom pripade sa
do rovnic vnasa nelinearita, ktord moze sposobit problémy s hladanim analytic-
kych rieseni problému.

Konkrétnejsim modelom je model vedenia tepla. Aj ked nejde o korektny pri-
klad difazie, Sirenie tepla vedenim je tiez sposobené nahodnym pohybom molekil.
Medzi tymito procesmi teda mozno pozorovat isti analégiu. Veli¢ina, ktora tu vy-
stupuje v pozicii transportovanej, je teplo. Latka, v ktorej sa teplo $iri moze byt
roznoroda. Jej vlastnosti st charakterizované fyzikalnymi parametrami, ziskanymi
z experimentov. Matematickym modelom opisujtcim Sirenie tepla v trojrozmerne;j
oblasti je parciadlna diferencialna rovnica

pC’a—T =V . (kVT), (1.1)
ot
kde T = T(x,t), x € Q C R? a k,C, p st fyzikdlne parametre'. V nasej praci
sa bude vyskytovat jednorozmerny pripad tejto rovnice. Nezndmou je funkcia
T : Q x (0,00) — R, ktord popisuje rozloZenie tepla (teplotné pole) v oblasti
Q2 CR.

Poznamka. Pre rovnicu (1.1) nie je mozné urcif jednoznacné riesenie bez do-
dato¢nych podmienok - pociatoc¢nych, okrajovych. V pripade, Ze je uvazovana
ohranicend oblast 2, tak treba pridaf okrajové podmienky (napr. Dirichletova,
Neumanova)

1.2 Vedenie tepla

Prenos tepla sa uskutocnuje vedenim (kondukciou), pridenim (konvekciou) a Zia-
renim (radidciou). Pri kvapalinach je Sirenie vedenim a pridenim tzko prepojené,
pretoze zmenou teploty kvapaliny dochadza k zmene fyzikalnych vlastnosti, napri-
klad hustoty. Zmeny v hustote modzu vyvolavat pridenie. Prenos tepla pridenim
v zemskom plasti je zndzorneny na Obrazku 1.1.

Pre vicsinu latok plati, Ze s narastajticou teplotou sa znizuje ich hustota. Toto
pozorovanie vSak neplati pre vodu. Voda dosahuje najvicsiu hustotu pri teplote
priblizne 277.15 stupiiov Kelvina (4°C). Nad touto teplotou sa voda spréava ako
viacsina ostatnych latok, t.j. s narastajicou teplotou klesd hustota. Na druhe;j
strane, so zniZujucou sa teplotou jej hustota opit klesd (lad pldva na vode).
Tento jav sa nazyva anomadlia vody a tym sa odlisuje od vicsiny ostatnych latok.

Prenos tepla radidciou je zaloZeny na vysielani Ziarenia, ktoré je dalej pohl-
cované latkou. Tento sposob prenosu vedie k zvySovaniu vnutornej energie latky,
ktora takto vysielané teplo absorbuje.

!Parameter k je sucinitel tepelnej vodivosti, p hustota materidlu a C tepelna kapacita. V
nasledujicom texte budeme symbolom k oznacovat podiel k/Cp, ktory sa nazyva stéinitel
teplotnej vodivosti.
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Thermal convection, constant viscosity
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Obr. 1.1: Tepelna konvekcia, resp. prenos tepla pridenim v zemskom plasti. Cervend farba
znazornuje najteplejsie oblasti, modra naopak najchladnejsie. Priidenie smerom zdola nahor je
sposobené rozdielmi v hustote. Autor: H. Schmeling

Teplo je definované ako energia, ktord prestupuje cez hranice termodynamic-
kého systému vplyvom teplotného rozdielu systému a jeho okolia (podla [Bae06]).
V pripade, Ze je rozloZenie teploty v systéme zname, mozno jednoducho pozorovat
zékonitosti vedenia tepla. Preto je jednou zo zakladnych otazok stivis rozlozenia
teploty a hustoty toku tepelnej energie v systéme. Touto otazkou sa zaobera Fou-
rierov zdakon.

1.2.1 Fourierov zakon vedenia tepla

Fourierov zakon hovori o hustote tepelného toku, ktort dava do stivisu s teplotou,
pricom vys§ia teplota v istom bode teplotného pola implikuje intezivnejsi tepelny
tok v jeho okoli.

Uvazujme ty¢ dlzky 0. Jej konce budii = a x5 = 2+40. Predpokladajme rozliént
teplotu na oboch koncoch, T'(x,t) a T'(zs,t). Plocha prierezu tyce nech je S.
Experimentélne bola ukizand priama timernost

(x,t) — T(xs,1)
0

kde AQ je objem tepla preteceného plochou S za ¢as At a k je stcinitel tepelne;j
vodivosti? materialu. Z uvedeného vyplyva, Ze takéto mnoZstvo tepla je priamo
timerné ploche S a teplotnému rozdielu na koncoch, a nepriamo timernéa dizke
tyce. Koeficientom tmernosti je k. Limitnym prechodom § — 0" dostaneme

A T(x,t) —T(xs,t oT (x,t

_Q: lim kS (ZL‘, ) (1‘5, ) — kS (l’, )

At 50+t 4] ox
V nasledujicom texte budeme pouzivat ¢ = AQ/AtLS a tato veli¢ina sa nazyva
hustota tepelného toku. Je vyjadrenim mnozstva tepla, preneseného jednotkovou

AQ — kST At, (1.2)

2Treba rozlisovat pojem teplotnej [k] = m?-s~1 a tepelnej [k] = W-m~1 . K1 vodivosti

materialu.
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plochou za jednotku ¢asu. Uvedeny vzfah (1.2) vSak plati len na velmi kratke
Casy, resp. ¢asové okamihy dizky At, pretoZe prenos tepla zavisi od teploty, ktora
je zrejme premenliva. Preto mozno pisaft

1dQ

sar 7T
Z uvedenej tvahy o toku v jednom rozmere mozno formulovat zékonitost v troj-
rozmernom pripade

oT or oT
q(x,t) = —k (%ex + a—yey + a@) = —kVT(x,1), (1.3)

pricom uvazujeme teplotu premenlivii v zavislosti od ¢asu t. Pri stalych teplot-
nych poliach sa neuvazuje ¢asova zavislost. V tomto pripade tepelny tok reprezen-
tuje trojrozmerny vektor q, ktory je dany suctom teplotnych tokov vo vsetkych
smeroch - x,y a z. Zaporné znamienko v rovnici (1.3) je dosledkom 2. termo-
dynamického zakona, t.j. tepelny tok je v smere klesajicej teploty. V pripade
akejkolvek orientovanej plochy S, urcenej svojim norméalovym vektorom, mozno
hustotu tepelného toku zapisat v tvare

%-S-q——kS-VT(X,t), (1.4)
Ide teda o projekciu vektora tepelného toku na jednotkovy vektor normaly, kto-
rym je uréend orientovana plocha S. V pripade oblasti  C R?® s hranicou 02
mozno zapisat zdkon (1.3) v integralnom tvare

e =—k VT(x,t)-dS.

dt 29
Symbolom dS oznacujeme vektor ndsS, kde dS je diferencial plochy, ktory sa
vztahuje na hranicu 0. Vyraz dQ/dt udéava mnozstvo tepla, ktoré pretecie hra-
nicou oblasti 0€) za jednotku c¢asu. Tento tvar pouzijeme v nasledovnej ¢asti, pri
odvodeni rovnice vedenia tepla.

1.2.2 Rovnica vedenia tepla

Odvodenie rovnice (1.1) vychadza zo zdkona zachovania energie a Fourierovho
zakona. Zjednodusenu formu zakona zachovania energie v nejakej oblasti 2 mozno
vyjadrit rovnicou

E = Ein + Eg - Eouty (15)

kde F je zmena vnuatornej energie, Ei, je zmena energie dodanej systému, Eg
energie dodanej z externych zdrojov a E,,; energie odobranej zo systému (podla
[Jij09]). Uvedena rovnica je, pre teplo ako formu energie, velmi vSeobecna a
priamo nezahfiia casoviu zavislost. Preto je pri rieSeni tloh o teple vhodnejsie
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upravit rovnicu (1.5) na tvar zahffiajici ¢asovi zavislost. Tym bude rovnica ve-
denia tepla, ktori ako prvy odvodil J. B. Fourier.

Odvodenie RVT. Uvazujme oblast 2 C R?, ktortt budeme chépat ako st-
¢ast termodynamického systému s konstantou hustotou p. Ozna¢me elementarny
objem A a casovy okamih At. Mnozstvo tepla, ktoré sa spotrebuje pri zvyseni
teploty objemu A2 o AT stupnov Kelvina je

AQ = CAMAT = pCAQATNpC’aaTAtAQ

kde uvedent aproximaciu teplotného prirastku AT sme ziskali rozvojom do Tay-
lorovho radu. Tento vyraz sa vztahuje na AQ. Pre celt oblast Q je dodané teplo

Q dané integralom

. 8T
Dodané teplo Q reprezentuje zmenu Vnutqrnej energie v zmysle rovnice (1.5).
Teraz vyjadrime bilanciu tepelnej energie Qo — Qin, ktora prechadza hranicou
0. Podla vztahu (1.4) mézeme vyjadrit mnozstvo tepla vzhladom na orientovant
plochu dS ako q - dS At. Cez celt hranicu je

Qout_Qin:Atf qu:At/quQ, (17)
onN Q

kde posledné rovnost vyplyva z Gauss-Ostrogradského vety (Apendix A.1). V
nami uvazovanom pripade neuvazujeme teplo (), dodané z externych zdrojov,
preto v zmysle rovnice (1.5) plati

Q+Qout_Qin:0

a dostavame tak rovnost

T
/ —dQ—I—/V qdQ2 = /[C’%——V (kVT)| dQ = 0.

Vyuzili sme pritom vztah (1.3). Rovnost je splnené pre Tubovolni oblast €2 ter-
modynamického systému, preto musi byt integrand nutne rovny nule v kazdom
bode oblasti €2. Dostavame tak rovnicu

orT
pC Frie =V . (kVT).

Ako bolo spomenuté, neuvazujeme externé zdroje tepla. Ak by sme tieto do mo-
delu zahrnuli, rovnica by nadobudla tvar

or

pC— =V - (kVT) + f.

ot
Funkcia f = f(x,t) predstavuje intenzitu tepelného zdroja v bode x € 2 a ¢ase
t > 0. Podrobnejsie informacie mozno najst v [Sev08].
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1.3 Dynamika fazovej premeny

Tuhnutie kvapaliny je jej fazova premena, ku ktorej dochadza napriklad vply-
vom zmeny jej teploty. Teplota totiz nie je jedinym faktorom, ktory ovplyviuje
stav, resp. skupenstvo kvapaliny. Dalsim je napriklad tlak. Prirodzene mozno
proces tuhnutia pozorovat na zamfzani vody. Teplota jej tuhnutia je 273.15 stup-
nov Kelvina pri beznom atmosférickom tlaku. Toto ¢islo sa meni v zavislosti od
hodnoty tlaku. Fazova premena vSak nemusi nastat ani po zmene teploty pod
uroven teploty tuhnutia. Ide o tzv. podchladenie, kedy si latka i pri takej teplote
zachova kvapalné skupenstvo. K takému javu dochadza vtedy, ked v latke nie
st pritomné, resp. nevznikli podmienky pre tvorbu nukleacnych jadrier (zarod-
kov), pomocou ktorych sa za¢ne proces krystalizacie. Nuklea¢né jadra st tvorené
¢iastockami tuhej fazy. Naslednym zvicsovanim tychto zarodkov - pridruzovanim
molektl kvapalnej fazy vznikd nové faza. Nukledcia jadier moze byt homogénna
a heterogénna. Pri homogénnej nukleacii dochadza k spontannej tvorbe jadier pri
dosiahnuti istej teplotnej hranice. K heterogénnej nukleacii dochadza za pritom-
nosti Castic tuhej fazy cudzich latok. Jadra sa v tomto pripade mozu vytvéarat
napriklad na nadobe, pripadne inej tuhej latke, ktora prichadza do styku s kva-
palinou.

Vseobecne treba teplotu kvapaliny chépat ako mieru rychlosti pohybu jej mo-
lekul. Ak je teplota vysoka, potom je ich pohyb rychly a naopak. Tuha faza sa
vyznacuje istou symetriou, v zmysle usporiadania molekul. V tejto faze s mo-
lekuly usporiadané do krystalickej mriezky. V pripade kvapalnej, resp. plynne;j
fazy nejde o symetrické usporiadanie, pretoze molekuly vykazuji pohyb. Rych-
lost tohto pohybu zéavisi od teploty. Zahrievanim tuhej fazy sa molekuly zacinaju
uvolnovat a koliduji s inymi, pevne usporiadanymi v krystalickej mriezke. Tymto
sposobom sa prenasa kinetickd energia pohybujicej sa molekuly, ktora je dosta-
to¢na na to, aby uvolnila ini molekulu z krystalickej Strukttary. Pévodnéa molekula
vSak odovzda cast svojej kinetickej energie a nasledne znizi rychlost svojho po-
hybu. Tymto postupom dochadza k fazovej premene.

Obr. 1.2: Na prvom obrazku st zachytené volne pohybujtice sa molekuly vody popri molekulach
zaradenych v krystalickej mriezke ladu. Druhy obrazok naviac obsahuje molekuly soli (chlorid
sodny NaCl). Zdroj: http://www.waynesthisandthat.com/saltice.html

Samotny proces fazovej premeny kvapaliny je ovplyvneny jej zlozenim. V pripade
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zmesi dvoch latok - binarneho systému, napr. voda H,O a chlorid sodny NaCl,
je teplota tuhnutia nizsia ako teplota tuhnutia vody - jednozlozkového systému.
Zavisi v8ak od koncentréacie primesi (v tomto pripade NaCl). Situacia je znazor-
nena na Obrazku 1.2. Pridanim chloridu sodného k tuhej zlozke vody dochadza
k situécii, kedy niektoré molekuly HoO sti nahradené molekulami NaCl. Existuje
teda mensia ¢ast molekul vody, ktoré sa zaradia do krystalickej Struktary ako
tych, ktoré sa z krystalickej mriezky uvolnia vplyvmi kolizii. Lad m4 teda prida-
nim soli tendenciu rozpustat sa.

Fazové rozhranie. Tuht a kvapalna fazu oddeluje fazové rozhranie. V nasle-
dujicom texte bude oznacované pismenom s a chapané len ako funkcia ¢asu

s:(0,00) = R.

V jednorozmernom modeli, ktorym sa zaobera tato praca sa uvazuje fazové ro-
zhranie ako pohybujici sa bod na tsecke. V skutocnosti vsak nemozno oddelit
kvapalnt a tuht fazu presne jednym bodom. Dalej bude pri tvorbe modelu dole-
zity predpoklad hladkosti pohybu rozhrania, t.j. s € C*(0, 00). Vo viacrozmernom
pripade je potrebné uvazovat naviac zavislost od polohy x, t.j. s = s(x,t).

1.3.1 Fazovy diagram jednozlozkového systému

Pod jednozlozkovym systémom sa rozumie systém skladajici sa len z jednej che-
mickej zlozky (napr. voda H5O). Tento je Gplne popisany stavovymi veli¢inami,
ako st tlak a teplota. Roznym kombinacidam hodnét tjchto veli¢in zodpovedaja
rozne fazy (skupenstvd). Jednoduché latka sa moéze nachadzat v troch fazach -
kvapalnej, tuhej a plynnej. Pri ostatnych latkach je situacia zlozitejSia. Okrem
troch zdkladnych faz vznikaji aj nové fazy. Na Obrazku (1.3) je znizornend za-
vislost medzi teplotou, tlakom a fazou, v ktorej sa systém nachédza, tzv. fazovy
diagram.

Gibbsovo pravidlo. V 19. storo¢i predstavil J.W. Gibbs fazové pravidlo, ktoré
hovori o zavislosti medzi po&tom stuptiov volnosti?, po¢tom faz a po¢tom zloziek.
Jeho vyjadrenie je

F=C-P+2 (1.8)

kde F je pocet stupiiov volnosti, C' je pocet zloZiek? a P je podet faz. Platnost
Gibbsovho pravidla mozno ilustrovat aj na fazovom diagrame. V miestach na
krivke spajajicej body A a B je pocet stuptiov volnosti F' = 1, aby zostala
zachovanad termodynamickd rovnovaha. Rovnaky vysledok plynie z Gibbsovho
pravidla F' = 1—2+ 2 = 1. Odtial vyplyva, Ze nezavisle mézeme menit len jednu
stavova veli¢inu.

3Pocet stupiiov volnosti je pocet stavovych veli¢in, ktoré mozno menit, pricom systém zo-
stane v termodynamickej rovnovahe.
4V pripade jednozlozkového systému je C = 1.
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A

TLAK

kvapalna faza

tuha faza

plynna faza

TEPLOTA

Obr. 1.3: Standardny fazovy diagram jednozlozkového systému pre HyO

Krivky vo fazovom diagrame (1.3) zodpovedaju fazovym rozhraniam, medzi
jednotlivymi fazami. Na fadzovom rozhrani koexistuji obe fazy sticasne. Vyznaceny
bod A sa nazyva trojngy bod. Tento urcuje veliiny teplotu a tlak, pri ktorych
existuju vsetky tri fazy stcasne. Ak postupujeme k vyssim hodnotam tlaku a
teploty, dospejeme ku kritickému bodu (v diagrame vyznaceny B). V kritickom
bode sa nadobtuida kriticka teplota a kriticky tlak. V oblasti za kritickym bodom
nemozno od seba odlisit kvapalni a plynna fazu. Preto mozno uvazovat fazovia
premenu plynu na kvapalinu zmenou tlaku len vtedy, ked je teplota pod troviiou
kritickej teploty.

V jednozlozkovom systéme pre H,O sa kriticky bod nadobuda pri teplote
647.01 K a tlaku 218 atm®. Trojny bod vody zodpoveda teplote 273.16 K a tlaku
6 x 1073 atm. V tomto stave sa stretavaji voda, Tad a para sticasne. Z Gibbsovho
pravidla mame pre trojny bod nulovy pocet stupnov volnosti. Preto Tubovolna
zmena ktorejkolvek stavovej veli¢iny sposobi zanik termodynamickej rovnovahy a
systém prejde do iného stavu.

1.4 Stefanova podmienka

Jednou zo zédkladnych zloziek modelu, ktory bude popisany v nasledovnej kapi-
tole je tzv. Stefanova podmienka. Tato je vyjadrenim zakona zachovania energie
na fazovom rozhrani a modeluje pohyb rozhrania v case pri fazovej premene.
Uvazujeme fazova premenu z kvapalnej do tuhej fazy. Délezitym pojmom pri od-
vodeni Stefanovej podmienky je pojem latentného tepla. Merné latentné teplo L
je mnozstvo tepla potrebného k zmene skupenstva 1 kilogramu latky pri teplote
tuhnutia, respektive tavenia. Taka zmena skupenstva prebieha prave na fazovom
rozhrani.

Za casovy okamih At sa fazové rozhranie pohne priblizne o s At, kde s je

Satm - atmosféra (jednotka tlaku), pricom 1 atm = 1.01325 x 10° Pa.
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okam?ita rychlost® pohybu rozhrania. Na tseku tejto dizky teda doslo k fazovej
premene a teplo uvolnené pri tomto procese mozno vyjadrit
ds

at = pL—AL.
Qrat = p dt

KVAPALNA FAZA

l QL teplo prichadzajuce na rozhranie

TUHA FAZA l qS teplo opustajuce rozhranie

Obr. 1.4: Tlustracia toku tepla cez fazové rozhranie

Toto teplo postupuje dalej k ochladenej hranici. Za predpokladu, Ze je zndme
teplotné pole T' v kvapalnej faze, je teplo privedené na rozhranie z kvapalnej fazy
podla (1.4) rovné

oT
=—k, —| .
qr L 92 .

Teplo odchadzajtce z rozhrania smerom do tuhej fazy mozno analogicky vyjadrit

oT
= kg — )
qs S 9 |

S

Zo zédkona zachovania energie” (1.5) plati, Ze teplo odchadzajtice z fazového ro-
zhrania je suctom latentného tepla a tepla, ktoré bolo privedené na rozhranie z
kvapalnej fazy

oT

el
50z

At + pLEAt.
+

N L

0z

s S

Po predeleni oboch stran rovnosti nenulovym At a preskupeni ¢lenov dostavame
Stefanovu podmienku

ds 8T‘ orT (1.9)

PLE = ksa - — kg, 5

st

60kamzit4 rychlost je definovana ako derivacia podla ¢asovej premennej § := ds/dt.
"Neuvazujeme teplo dodané z externych zdrojov.
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V podmienke sa vyskytuji jednostranné derivacie. Vo vSeobecnosti totiz neplati,
ze sa zhoduju. Rozdiely spoc¢ivaju v rozli¢nej teplotnej vodivosti kvapalnej a tuhej
fazy. Z matematického hladiska moZno tuto situdciu interpretovat tak, ze teplotné
pole T'(z,t), z € [0,{] nie je na rozhrani vo vSeobecnosti hladké.

Viacrozmerny pripad. Analdgiou je tvar podmienky vo viacrozmernom pri-
pade. Fazové rozhranie je tu krivka v dvojrozmernom pripade, plocha v trojroz-
mernom pripade. Nech n je vektor vonkaj$ej normaly® k fazovému rozhraniu.
Potom mozno odvodit Stefanovu podmienku v tvare

pLs(n-k) =ks(n- VT)|;- —kr(n- VT)|s,

kde k je vektor [0 1}T resp. [0 0 1}T. Blizsie informacie o odvodeni mozno
najst v [Kys10].

8Pre dvojrozmerny pripad je n = 1/4/1 + (%)2 [—% l]T.



Kapitola 2

Stefanov problém

Josef Stefan (1835 — 1893) sa stal profesorom fyziky na Viedenskej univerzite
v roku 1863. Venoval sa oblasti vedenia tepla a diftizie v tekutinach, pricom na
tito tému napisal mnozstvo vedeckych ¢lankov [Bae06]. Podla neho bola pomeno-
vand trieda problémov, tzv. Stefanove problémy. Tieto v sebe obsahuji niekolko
charakteristickych ¢ft. Ide predovsetkym o dynamiku fazovej premeny tekutin a
popis vedenia tepla. DalSou értou je volnd hranica alebo pohyblivé fazové rozhra-
nie. V nasledujicom texte bude sformulovany jednorozmerny Stefanov problém
na konecnej oblasti a jeho transformaécie, ktoré umoznia jednoduchsie numerické
rieSenie.

2.1 Predpoklady a zjednodusenia modelu

Matematicky model, ktorym sa zaobera tato praca, ma vo svojej formulacii isté
zjednodusSenia. Niektoré fyzikdlne faktory, ktoré si sucastou reédlnej fazovej pre-
meny, zanedbavame. Tieto zjednodusenia vedu k zostaveniu tzv. klasického Ste-
fanovho problému.

Jednymi z predpokladov st konstantna hustota p, konstantné latentné teplo
L a konstantna teplota na fazovom rozhrani. Ak by sme predpoklad o rovnake;j
hustoty p;, = pg pre obe fazy neprijali, potom je nutné do modelu zapodcitat javy
suvisiace s prudenim. Pripad p;, < ps zodpoveda situacii, ked pri prechode z
kvapalného skupenstva do tuhého latka zmensuje svoj objem. Pripad p;, > pg,
naopak, zodpoveda situacii, ked pri fazovej premene dochadza k zvic¢Sovaniu cel-
kového objemu danej latky. Dalsimi predpokladmi st rozne suéinitele k;, # kg
pre kazdu fazu a fazové rozhranie s nulovou Sirkou. Podstatné zjednodusenie, st-
visiace s konstantnou hustotou, je prenos tepla len vedenim. Ako bolo spomenuté
v prvej kapitole, rozdielna hustota jednotlivych faz vyvolava v kvapalnej faze
pridenie!. Zaroven vylucujeme vonkajsie vplyvy, napriklad gravitac¢ného alebo
chemického charakteru.

!Blizie informéacie ohladom modelu, zohladiiujiceho vplyvy pridenia mozno néjst v [Gup03].
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2.2 Formulacia problému

Ako bolo spomenuté, v nasej praci sa obmedzime? na jednorozmerny pripad na
stvislej ohranidenej oblasti 2 C RR. Oblastou, na ktorej prebieha proces fazovej
premeny, bude definovana

D:={zeR:0<2z<}.

Treba rozlisit dve oblasti, na ktorych situdciu modelujeme. St to

tuhé faza : Qs(t) ={z€eR:0<2z<s(t)}

‘e t>0
kvapalnd faza: Qp(t):={z € R:s(t) <z <}

Oblasti Qg 1, st zavislé od ¢asu ¢, jedna sa teda o tlohu s volnou hranicou, zrejme

Qg, ) C Q, a navzajom su disjunktné. Plati

Q=Q,()UQs(t)U{s®)},  te(0,00).

Jednym z predpokladov je, Ze celd oblast je v ¢ase t = 0 vyplnena latkou v kvapal-
nom skupenstve. Teplotu jej tuhnutia oznacme Ts. Pociatocna teplota kvapaliny
je T(z,0) = Ty pre z € (0,1). Teplota na dolnej hranici je 7'(0,¢) = T, ktora
je ale nizsia, ako teplota tuhnutia. Teplota na hornej hranici zostane konstantna
To =T(l,t).

Pri¢inou fazovej premeny je pociatocné nahle ochladenie na hranici z = 0 pod
teplotu tuhnutia. Kvapalni a tuht fazu od seba oddeluje fazové rozhranie. Toto

zZ z

A A

l [
KVAPALNA FAZA KVAPALNA FAZA

TUHA FAZA

0 > 0
5(0) 7 T 5

Obr. 2.1: Prvy diagram zachytiva podciatoény stav systému. Ako vidno, fazové rozhranie je
totozné s vodorovnou osou a teplota je v kazdom bode konstantnéd Ty. Na druhom obrazku je
znazornend situacia v ¢ase t # 0. Fazové rozhranie sa pohybuje z pociato¢nej polohy smerom
nahor, pricom rozlozenie tepla v jednotlivych fazach je zndzornené krivkou.

2Stabilitou a fizovou premenou binirneho systému na dvojrozmernej oblasti sa zaobera
diplomové préica [Kys10].
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mozeme vyjadrif ako funkciu ¢asovej premennej s = s(t) a s € C*(0, 00). Teplota
na fazovom rozhrani je rovna teplote tuhnutia, teda T'(s,t) = Ts = const. Jednou
z neznamych funkcii, ktoré v modeli vystupuju, je rozloZenie teploty. Dalsou je
poloha fazového rozhrania v ¢ase. Tieto dve nezname funkcie zvizuje Stefanova
podmienka (1.9) na rozhrani. RozloZenie tepla, resp. teplotné pole v jednotli-
vych fazach popisuje rovnica vedenia tepla. Sucinitel teplotnej vodivosti bude
mat rozne hodnoty pre kvapalni a tuhi fazu

kr, ks

K[ = ——, Kg = ——
e * 7 pCs

kde C; je merné tepelna kapacita, k; je stucinitel tepelnej vodivosti (i = S, L).
Zhrnutim predchadzajiceho moézeme model zapisat v tvare

(i) wvedenie tepla

oT 0*T
= = KL (2,1) € Qu(t) x (0, 00),
ot 022 (2.1)
or 0*T '
E = K’SW» (Z7t) S Qs(t) X (Oa OO)
(ii) podmienky na rozhrani
T(S,t) = Ts,
ds oT or (2.2)
L— = ks —| —kp—
p dt 502 o Loz ot
(iii) pociatoéné podmienky
s(0) = 0,
T(z,0) = Ty pre 0<z<I (23)
(iv) okrajové podmienky
T(0,t) = T
T - T, } pre t>0. (2.4)

Sucastou riesenia uvedenej tlohy je aj funkcia s = s(t). Ide teda o nelinedrnu
ulohu a to aj napriek tomu, Ze priamo v rovniciach sa nelinearita nevyskytuje.

Poznamka. Tento model popisuje fazovi premenu z kvapalného skupenstva
na tuhé. Opacny pripad, t.j. premena tuhého skupenstva na kvapalné (tavenie),
nie je naro¢né sformulovat. Staci urobit prislusné apravy v rovniciach (2.1), (2.2),
(2.3) a (2.4). Napriklad pociato¢ni hodnotu teploty systému zvolime pod troveri
teploty tuhnutia a hodnota teploty na dolnej hranici bude nad touto teplotou.
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2.3 Transformacia na bezrozmerny tvar

Uvedené rovnice (2.1), (2.2) a podmienky (2.3), (2.4) nie si bezrozmerné. Ve-
li¢iny, ktoré v nich vystupuji maju fyzikalny rozmer. Lepsi pohlad na problém
pri rieSeni ndm poskytne bezrozmerny tvar rovnic. Teplotu 7" uvadzame v stup-

tioch Kelvina [T] = K. Casovy rozmer je sekunda, [t] = sec. Polohu fazového
rozhrania a stradnicu z uvddzame v metroch [s] = [z] = m. Fyzikéalne parametre
teplotnej vodivosti maji rozmer [kg] = [k] = m? - sec™!. Zavedieme nasledovné
transformacie
-~ T(z,t)—Ts - Krt . _ %
T(z,t) = ——— t=—- zZ=- 2.5
(%) AT 2 ;o (29)

kde definujeme rozdiel AT := Ty — Tg. Uvedené transformécie aplikujeme na roz-
merné rovnice. Tym dostaneme model v bezrozmernej forme s novymi nezndmymi
a premennymi. Bezrozmerné teplotné pole oznacujeme T = T(%,1), priestorovii
premennii # a ¢asovii premennii £.

Najprv transformujeme rovnicu vedenia tepla. Podla vztahu (2.5) plati T'(x, t) =
T(2,1)AT + Ts a teda asova derivacia T}(z, 1) je

T (z,1) OT(2,1)dt kAT OT(3,1)
o AT R
ot ot dt 2 ot

Prvé derivacia podla priestorovej premennej je

0T'(z,1)

OT(z,1)dz AT IT(3,1)

=A—— = ———~, 2.
0z 0z dz 1 0z (26)
Rovnakym spdsobom vypocitame druhii derivaciu
0T (z,t) AT 0 |0T(51)| AT T (5 1)
022 1 0Oz 0z 2 o932

Dosadenim ziskanych vzfahov do rovnic pre vedenie tepla ziskame (2.7). Teraz
odvodime bezrozmerny tvar Stefanovej podmienky. Ozna¢me lv(t) = s(t), kde v

je bezrozmerné. Potom plati
dv(t) dv(®)di  kpdu(f)

ds(t)_l l
a At @ At 1 Al

Derivécia T,(z,t) uz bola odvodena v (2.6). Pouzitim tychto vztahov teda do-
staneme podmienku (2.8). Kvoli prehladnosti sme v tejto podmienke oznadili

bezrozmerné ¢islo
pLkL

kL AT
Oblasti €2, Q2 a Qg, na ktorych bol model v pévodnom tvare definovany, sa trans-
formuja taktiez. Priamo podla transformacnych vztahov je

Q-Q={eR:0<z<1}.
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Analogicky pre oblasti Qg(f) = {Z € R:0< 2 <v(t)} aQ(f) = {Z€R:v(t) <
Z < 1}. RieSenie tlohy na povodnej oblasti 2, t.j. na intervale (0,[) sa celkovo
zmenilo na rieSenie na intervale (0, 1). Rozklad na navzajom disjunktné mnoziny
vsak zostava zachovany

Q(t) = Qu(t) UQs(t) U {v(t)}, t € (0,00).

Poznamka. V nasledujiicom texte budeme pre zjednodusenie zapisov oznaco-
vat Z,t a T symbolmi z,t a T. Teraz vSak uz z,t,T buda reprezentovat bezroz-
merné veli¢iny. Podiel kg /K, oznacime kg, podobne podiel kg/kp = kg

Model mé po uvedenych transformaciach nasledovny tvar

(i) vedenie tepla

%—]; = 2271;, (z,t) € Qu(t) x (0,00) .
I wall et x0.)
(ii) podmienky na rozhrani
T(v,t) = 0,
Kit) = ksi g_f - 2_7; ) (2.8)
(iii) pociatocné podmienky
T(Z,(gg i (Ii’ pre 0<z<1 (2.9)
(iv) okrajové podmienky
T(0,t) = % } pre >0 (2.10)
T(1,t) = 1

Uvedené rovnice popisuju tzv. Stefanov problém s dvoma fdazami, pretoze uva-
zujeme vedenie tepla v dvoch navzajom rozlicnych fazach. Ak zaddme namiesto
podiato¢nej podmienky 7'(z,0) = Ty podmienku 7'(z,0) = T, teda kvapalina ma
v Case t = 0 rovnovaznu teplotu T, potom hovorime o Stefanovom probléme s
jednou fdzou. Vedenie tepla méa v tomto pripade zmysel uvazovat len v tuhej faze
z € Qg(t). Gradient teplotného pola kvapalnej fazy z € Q(t) nadobtda nulovi
hodnotu [Gup03].
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2.4 Problém volhej hranice

Riesenia 1loh, ktoré st formulované prostrednictvom parcialnych diferencialnych
rovnic, zavisia od okrajovych a pociato¢nych podmienok. V pripade, Ze sa vo for-
mulacii tlohy vyskytuje okrajovd podmienka uréena na hranici zavislej od casu,
potom hovorime o tlohe s volnou hranicou. Tieto tlohy sposobuji zna¢né kompli-
kécie pri ich numerickom rieSeni. Vhodnou transforméciou mozno tilohu previest
na tulohu s fixnou hranicou. V tejto Casti predstavime také transformacie, ktoré
umoznia numerické rieenie problému (2.7)—(2.10) metédou konecnych diferencii.

Pre tucely ulohy (2.7)—(2.10) zavedieme transformaciu zvlast pre kazda fazu.
V pripade polonekonecnej oblasti by stacilo pre vsetky z € (0, 00) uvazovat trans-
formaciu

oz
z — C = m

V nasej praci vSak rozoberame tilohu na ohranicenej oblasti. Touto transformaciou
by sa fixna horné hranica z = 1 transformovala na volni. Preto transformujeme
kazdi z oblasti Qg(t) a Q(t) zvl4st nasledovnym spdsobom

p o) pre z € Qs(t)

Y ) (2.11)
1——]/<t) pre A QL(t)

V pripade, ze z =0, tak aj ( = 0. Ak z = v, potom ( = 1 pre oba transformac¢né
vztahy. Volna hranica je teda po tejto transformaécii fixn4. Dosadenim hornej hra-
nice z =1je ( =0.

Transformacia RVT na Qg(t). Nasim ciefom je transformovat rovnice (2.7)-
(2.10) pomocou transforméacie 2.11. Najprv transformujeme (2.7) pre tuhua fazu.
Ozna¢me T'(z,t) = 9¥5((, t), kde ( je premennd definované podla (2.11). Derivacia
T podla ¢asovej premennej je podla pravidla o derivovani zloZenej funkcie

OT(z,t) _ 09s(¢,t) _ 90s(C,t) 0¢ | 9Us(C,t)

ot o o¢ ot ot
_ 8195((715) . 28195((715) _ aﬁS(Cat) _ V_C(()T(}S(C,t)
Ot v o¢C Ot v o

pricom pri poslednej rovnosti sme vyuzili ( = z/v. Prva a druhda derivacia podla
priestorovej premennej

aT(th) _ 8195'<C,t) _ 8§S(C>t) 8C _ 1 aﬂS(Cvt)
Oz T 9z o 0z v &
82T(Z7t) _ lg |:8195(C7t):| _ la2§S(C7t)

072 vz oC vz 0
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Rovnica vedenia tepla pre tuht fazu nadobudne tvar

(9195(<7t) . V_Caﬁg(c,t) + RSy, 82195<C,t)

ot v o vz o2

(¢,t) € (0,1) x (0, 00).

Transformécia RVT na () r(t). Rovnako, ako v prvom pripade, aj tu transfor-
mujeme 1'(z,t) = ¥1((, t), teraz je vSak premennd ¢ definovana inym spdsobom.
Pre zjednodusenie zapisov, najprv vypocitame derivacie premennej ¢

% _2 1—2 _ 1—2 (v
oo ot\1l-v) (1-v)?2 1-v

% _ﬁ 1—2 B -1
0z Oz \1—-v) 1—v

Postup pri vypocte derivacii funkcie 7" bude rovnaky ako v pripade na oblasti
(0,v). Teda

OT(21)  _ 0L(Ct) (o 90L(C.1)

ot ot 1—v 0OC
02T(Z7 t) . é -1 6’19[/({, t) - 1 6279[/(<a t)
022 0z |1—-v  OC S (1-v)2 02
Dostavame tak rovnicu vedenia tepla pre kvapalni fazu v tvare
29L(C,t) 1 9*L(C.t) v 99L(¢,t)
ot C(1-v)2 o 1—v 0¢C (C,8) € (0,1) x (0, 00).

Aj v tomto pripade sa uvedend rovnica riesi pre (¢, t) € (0,1) x (0, 00), ¢o vyplyva
z podstaty transformacie.

Transformacia Stefanovej podmienky. V Stefanovej podmienke na fazo-
vom rozhrani zohladiujeme jednostranné derivécie. Prva charakterizuje hustotu
teplotného toku smerom do tuhej fazy v~. Preto je pri tejto derivacii potrebné
pouzit transforméciu (2.11) a z € Qg(t)

or

% ———

v OC

1—

v—

V tomto pripade je uz novou premennou ¢ = z/v a teda ak $lo o jednostranni
derivaciu v v~, tak po transformacii péjde o derivaciu v 17, kde 1 teraz reprezen-
tuje fixné fazové rozhranie. Pripad druhej jednostrannej derivécie je analogicky,
pri¢om pouzijeme transformacény vztah (2.11) pre oblast € (t)

(‘9_T
0z

=1 99.(¢, 1)
V+_ 1—v OC

1—
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Aj v tomto pripade pojde o jednostrannu derivaciu 17. Vyplyva z transformac-
ného vztahu, teda ak z — v+, tak ( — 17. Stefanova podmienka nadobudne

tvar
_ ks 895(¢, 1) n 1 99L(¢1)
v oC L 1-v dC -

Po uvedenych tranforméciach ide o tlohu s pevnou hranicou, ktort mozno riesit
numericky. Uloha méa teda tvar

Kv

(i) transformované rovnice vedenia tepla

T <1—1y>282ﬁ5g(§’t) - fyaﬁ%(f’t)’ (G:1) € (0,1) x (0,00)
% = D?Caﬁsa(g’t)JFK,;LaQﬁgg’t), (C,t)E(O,l)x(O,oo)( |
2.12
(i) transformovand podmienka na rozhrang
K” %%ﬁﬂ - 1iyaﬁ§§’t> N (2.13)
(iii) pociatocné podmienky
ﬁL(Z,(gg _ (1) pre  0<(<1 (2.14)

9.(0,7) _ 1} pre  t>0 (2.15)



Kapitola 3

Numerické riesenie

Tato kapitola sa venuje numerickému experimentu, v ktorom skiimame paramet-
rické vlastnosti rieseni tlohy, formulovanej v predchadzajicej kapitole. Spomi-
nanu ulohu nie je mozné riesit explicitne, a preto sa zameriavame na numerické
rieSenie. Explicitne riesitelnych je len malé mnozstvo tloh tohto typu, pretoZze po-
¢iatocné, okrajové podmienky ako aj podmienky na fazovom rozhrani mézu pri
roznych modifikdcidch vniest do problému nelinearitu. Obvyklou metédou nume-
rického riesenia tloh Stefanovho typu je metéda koneénych diferencii. Prehlad
variacii metédy kone¢nych diferencii ako aj iné metddy na rieSenie tilloh s volnou
hranicou mozno najst v [Cra75|.

3.1 Metoda konecnych diferencii

Metéda koneénych diferencii (dalej len MKD), je jednou z numerickych metéd na
rieSenie diferencialnych rovnic. Jej hlavna myslienka je jednoduché a spociva v
nahradeni diferencidlnych vyrazov diskrétnymi analégiami a naslednom odvodeni
diferenc¢nej rovnice, presnejsie systému diferenénych rovnic. Priblizné riesenie je
teda vyciselné na diskrétnej sieti v diskretiza¢nych uzloch. Nahradenie diferen-
cidlnych rovnic diferenénymi vSak sposobuje odchylky, ktorych velkost zavisi od
hustoty siete, ako aj od konkrétneho typu a parametrov tlohy.

diferencialna diskretizdcia diskretizacia  metdda riesenia  VyCislenie
rovnica pre funkciu a diferen¢na priblizného
9 rovnica rieSenia

Prvy krok riesenia spociva v diskretizacii oblasti, na ktorej je tiloha zadana.
Nasledne st vypocitané aproximacie rieSenia v diskretizac¢nych uzloch (4, 7). Zjed-
noduseny diagram!, uvedeny vyssie, zachytava vztah spojitého analytického ¥ a
numerického riesenia diferencidlnej rovnice (napriklad RVT).

'Diagram podla [Rec04].
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Na aproximéciu derivacii sa pouzivaji rozne typy koneénych diferencii (spitna,
doprednd, centralna) rdéznej presnosti, ktorych vhodna volba moze zlepsit vy-
slednti presnost. Tvary konecnych diferencii mozno odvodit z Taylorovej formuly.
Volbou diferencii, tvorbou siete, ako aj konstrukciou systému diferenénych rovnic
pre transformovany Stefanov problém sa zaoberaji nasledovné casti. Vysledkom
diskretizacného procesu su linearne algebraické systémy, ktoré si vSak najmé pri
jemnej diskretizécii ”velmi velké”, radovo o stovkéach az tiscicoch neznamych.

3.2 Diskretizacia ulohy

3.2.1 Definovanie Casopriestorovej siete

Uvazujme transformované rovnice vedenia tepla z (2.12)

Ms(( )  vCs((t) | ksr 0*s(( )

—_— = — t 1 1
e m el m B e x (00, @D

aﬁL(C) t) 1 8279L(C7 t) gy aﬁL(C: t)
= — t 1 . (3.2
= e P (e 0% (0.0). (32)
Obe rovnice st uvazované na rovnakej oblasti (0,1) x (0,00). Pre potreby nu-
merického experimentu budeme uvazovat oblast (0,1) x (0,7), kde 7 > 0. Nech
M, N € N. Interval (0, 1) prislichajtci priestorovej premennej ¢ funkcie ¥g bude
tvorit N deliacich bodov, zvysnych M deliacich bodov rozdeli interval prislicha-

juci premennej ¢ pre funkciu ;. Platia teda vztahy

1 1
A(s = N a AL = M’ (3-3)

kde A(g a A(;, st dlzky priestorového kroku prisltchajtce jednotliv§m rovniciam.

Dalej ozna¢me @ pocet deliacich bodov &asového intervalu. Potom analogicky

At = =
=0

Na zaklade predchédzajiceho definujeme Casopriestorovi siet

(i) pre rovnicu (3.1)

G = (i—1)As i=1,2,--- ,N+1

t; = (j— 1At j=1,2--Q+1
(ii) pre rovnicu (3.2)

G = (1—-1A( i=1,2---, M+1

t; = (j—1)At j=1,2--Q+1

Hodnotu numerického riesenia v uzle (i, j) budeme oznacovat
Is(Girt;) = (9s)! resp. (G ty) = (9]

Sucastou numerického riesenia je aj poloha fazového rozhrania (zévislého len od
¢asovej premennej), ktoré oznacime v(t;) ~ 7.
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G G Gi-1 G Gig1 1

'}
At

Lo

t; e
AC td
Obr. 3.1: Siet pozosta-

vajica z diskretiza¢nych
i uzlov. Cas t je znazorneny
ti P na vertikalnej, poloha ( na
vodorovnej osi. V sieti je
zaznaCeny aj sposob vy-
poctu teplot ¥ v novej Ca-
sovej vrstve.

t; ¢ jo —
191‘ 1 U l(}i—i-l

3.2.2 Diskretizacia rovnic a odvodenie numerickej schémy

Rovnice (3.1) a (3.2) pred diskretiziciou prevedieme na vhodnejsi tvar. Ich ekvi-
valentny zapis je

aﬁS(Ca t) . 6195(C7 t) 82195(Ca t)
V2T = I/I/Ca—C + KSLa—CQ, (34)
819L<C7 t) 821911<<7 t) . aﬁL(Ca t)
— 2 — J— — .
(1—-v) o acz C1—-v)p ac (3.5)
Pri dalSej tprave rovnic (3.4), (3.5) vyuzijeme nasledovné identity
1dv? . 1d(1 —v)? ,
§E_VV a 5 dt __(1_V)V7
ktorych dosadenim dostévame
200s(C 1) _ . Ps(¢t) | (dv? 0Us(C,t)
ot ST a¢e 2°dt  o¢
(l_y)ﬁm(c,t) _ 9?9L(¢, 1) gd(l—u)2 09(C, 1)
ot 0¢? 2 dt /G
Rovnaku tpravu pouzijeme aj pre Stefanovu podmienku, t.j.
. aﬂS(Cv t) v aﬁL(Cv t)
Kvr=hse=a7 * 1200 |,
Kdv* 095(¢, 1) v O9L(Ct)
Ta T | T1oy T ac |, (3.6)

Diskretizacia RVT pre tuht fazu. Diferencidlne vyrazy, obsiahnuté v rov-
nici, nahradime aproximaciami v podobe koneénych diferencii. Casové derivacie
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funkcii Jg a v? aproximujeme sp#tnymi diferenciami presnosti O(At)

D0s(Ginty) _ (Ws)] — (s)] dvt;) @)= ()

~
~ ~

ot At ’ dt At

Priestorov derivaciu nahradime centrdlnou diferenciou presnosti O(A(¢2)

8195((7;,@) —~ <0S)g+1 — (ﬁs)g—l
oc 2A(q '

Derivéciu druhého radu podla priestorovej premennej nahradime diferenciou pres-
nosti O(AC?)
PIs(City)  (Us)i —2(0s)] + (9s)iy
oz AC2 '
Vsetky uvedené aproximéacie st v vyjadrené v uzle (7, j) a nahradenim derivacii
dostaneme diferenént schému v uzle (i, j)

()2 (Ws)] — (W)™ - (Vs)]41 — 2(05)] + (9s)]_,
At - o AG
N C‘(w)2 — (Vi1)? [(195)1 B (195)2' }
VYNNG i+1 i-1] -

Vyuzitim vztahu ¢ — 1 = (;/A(s z definicie ¢asopriestorovej siete tak odvadzame

st = {002 - 0] = s 051

+ (W) + 2kseps] (9s)] (3.7)

_ {Z ; ! ()% — (V1] + HSL,US} CRy

kde p15 := At/A(%. Uvedent diferen¢ntt rovnicu mozno zapisat v tvare
(195‘){_1 = L?Ql(f/‘s)fﬁl + Dzj‘;l(ﬁs)z + Uijfl(lgs)irla 1=2,3,--, N, (3-8)

kde L?_,, D?_, resp. U7_, st prislusné koeficienty vystupujice v (3.7) pri (d5)_,, (95)?

resp. (¥s)7,, predelené ¢lenom (17)2. Podla okrajovych podmienok (vs)] = L8-1%

a (Js)y.1 = 0 plati dosadenim i = 2 a i = N do vztahu (3.8) nasledovné

. Ty —T. . : : ,
(D)5 + msubs (g = DA+ U054

(ﬂsﬂ\fil = Lg\lfl(ﬁs)g\/fl—i_D?\/fl(ﬁS)g\/'

Rekurentny zapis (3.7) ma spolu so zohladnenim okrajovych podmienok maticové

vyjadrenie . ' ‘
uy = Mg(9s), (3.9)
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pricom
D{ U{ 0 0 0 [(¥s)}]
Ly, oy Uy 0 - 0 (V)3
0 Ly Dy Uj 0 (Vs)i
M{S' = ) (ﬂS)J =
0 0 - Ly, Dy, U, |
L 0 o - 0 Lg\f—l D?\f—l_ _(ﬁsﬁv_

MY je tridiagonalna s rozmermi (N — 1) x (N — 1). Vektor u ' pozostéva zo
zloziek (u} ", ,uly ') a plati

T —Ts

Ug_l = (195)3_1 + KSLILLSW(;Q,’L‘)

i=23,--,N

Medzi zlozkami vektora (95)’ nie stt zahrnuté okrajové hodnoty (9g)] 5 1, bretoze
tieto st pevne zadané a v Case sa nemenia. Zapis (3.9) je implicitnd numerickd
schéma pre rovnicu (3.4).

Diskretizacia RVT pre kvapalnt fazu. Rovnicu (3.5) diskretizujeme rov-
nakym sposobom ako (3.4), t.j. pouzivame rovnaké typy kone¢nych diferencii

1= O ok — 20!+ )
. (1 7)2 Ag(?i J=1)2
G NG [(WL)]yy — (90)] 4]

¢o mozno upravit na tvar

1 —1

- = A - - 00
+ [0+ (1= 7)) (D) (3.10)

- g;lm_my-u—w*ﬂ+m}wmh

kde uy := At/AC?. Analogicky, ako v predchadzajicom pripade moZno ttito
diferen¢ént rovnicu zapisat v maticovom tvare

w, =M (9,)



3.2 Diskretizacia tlohy 27

Teraz ma M, rozmery (M — 1) x (M — 1), aviak ma rovnaki $truktiru ako M,
pricom teraz pre prislusné diagonalne a mimodiagonalne prvky plati v zmysle

(3.10)

A i — 1 ) A
D= S - -
D, = 2_/~LL1+ (1—v7)?,
. e . .
UL = S =
Vektor u;, podobne
ug_l = (ﬁL)g_l + (lf—LVj)Q(;Q’“ 1=2,3,---, M

Treba poznamenat, ze matice MY ani M7 nie s symetrické a prvky usporiadané
nad a pod diagonalou su zavislé od hodnoty <.

Diskretizacia podmienky na rozhrani. Jednostranné derivécie, ktoré sa
vyskytuji v podmienke (3.6) budeme aproximovat spdtnou diferenciou presnosti

O(A(E) resp. O(ACE)

09,1 ()1 — AN + 3(9n) Ay )
a—g . - 2A€n + O(ACn)a

kde n = S alebo n = L. Clen (ﬁn)g\, +1 zodpovedd fazovému rozhraniu, kde plati
(ﬁn)gv +1 = 0. Na aproximdciu casovej derivacie funkcie v? pouzivame rovnaku
diferenciu ako pri diskretizacii RVT pre tuhua fazu.

Dosadenim diferencii do (3.6) mozno odvodif vztah

) () = (7 +
v {% (971~ 40L5] = 55 [0k —409R] - (720 +
HP B [, - 409h] =0

K

Na pravej strane rovnosti je kubicky polyném a k vypoctu polohy fazového ro-
zhrania 17/ v novej ¢asovej vrstve je potrebné urcit jeho korene. Pre tieto mézu
teoreticky nastat dve moznosti

1. jeden koren je redlny a zvysné dva st komplexne zdruzené
2. vsetky tri korene st realne

V prvom pripade volime za 1/ jediny realny koreii a pokracujeme dalSou ¢asovou
vrstvou. V druhom pripade mozno vyuzif spojitost ¢asového vyvoja rozhrania,
ked%e predpokladdme hladkost v € C'(0, o0). Potom za 1/ volime korei, ktory je
najblizsie k 1771 vzhladom na $tandardnii euklidovski metriku. BliZ$ie informéacie
o volbe korefia mozno najst v nasledovnej casti.



3.3 Programova realizacia 28

3.3 Programova realizacia

Vsetky simulécie boli vykonané v systéme MATLAB podla nasledovného algo-
ritmu:

1° definovanie rozmerov N, M, T, konstant a zaciatoc¢nej iteracie
Nu(1)
Sol(i,1) pre i=1:N-1
Liq(i,1) pre i=1:M-1
2° hlavny cyklus j=1:Time
vypocet Nu(j+1) pomocou Nu(j), Sol a Liq
vypocet Sol(:,j+1) a Liq(:,j+1) v novej casovej vrstve
3° priradenie j=j+1 a navrat do bodu 2°

Hodnota T urcuje pocet casovych vrstiev, N, M su pocty deliacich bodov v tu-
hej, resp. kvapalnej faze. Poloha fazového rozhrania sa ukladd do vektora Nu.
V kroku 2° sa hladaju korene kubického polynému prostrednictvom dostupne;
funkcie roots (), ktorej argument je stvorzlozkovy vektor tvoreny koeficientami
prislusného polynému.

Pre Gcely programovej realizacie sme zvolili poc¢iatoént polohu fazového roz-
hrania Nu(1)=10"*, aby mohol byt proces odstartovany. Ked%e v pévodnej forme
modelu, v pociatoénom ¢ase t = 0 neexistuje tuhd faza, rovnica (3.1) pre t = 0
nema pociato¢né podmienky. Pri numerickom rieseni vsak v ¢ase t = 0 uvazujeme
aj pritomnost tuhej fazy s rozhranim v > 0, pri¢om volime linedrne rozlozenie
teplot pre tuhua fazu

Tb
i=1,---,N-1: Sol(i) =Tb— (i 1)N—2’
kde Tb je bezrozmerna teplota na dolnej hranici. Kvapalné faza je pritomna uz v
t = 0, pociatotné podmienky pre (3.2) st teda dobre definované.

091 .
0.8 X
0.7
0.6 4
N 051 N 0.
041 3
031 L
0.2 i
0.1 .
0 L L L

0 0.5 1 15 2 02 04 06 08 1 12 14 16 18
t t

Obr. 3.2: VIavo - ¢asovy priebeh fazového rozhrania. Vpravo - éasovy vyvoj teplotného profilu
so znazornenym fazovym rozhranim.
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3.3.1 Vysledky numerického experimentu

Rovnice (3.1) a (3.2) rieSime na rovnakej oblasti® ((,t) € (0,1) x (0,1). Pocet
deliacich bodov, dlzky krokov spolu s dalsimi vstupnymi parametrami st zhrnuté
v Tabulke 3.1. Numerické rieSenie je zndzornené na Obrazku 3.4. Ako vidno,
priblizné riesenie 9; sa v case viditelne meni, naopak ¥g sa v ¢ase meni len
minimalne. Toto je sposobené transforméciami a volbou fyzikalnych parametrov.
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Obr. 3.3: Numerické riesenie transformovanej RVT, vlavo pre kvapalni fazu, vpravo pre tuha
fazu.

Casovy vyvoj polohy fazového rozhrania je znazorneny na Obrazku 3.2. S na-
rastajicim Casom sa fazové rozhranie ustaluje na istej hodnote, v zavislosti od

vstupnych parametrov.

Parametre delenia siete

Dizka priestorového kroku Als 2.5-1073
Dlzka priestorového kroku Al 2.5-1073
Dizka ¢asového kroku At 1073
Pocet deliacich bodov N 400
Pocet deliacich bodov M 400
Fyzikalne parametre

Pociatoc¢né teplota systému To 283.15 K

Teplota na dolnej ochladenej hranici Tp 263.15 K

Teplota na fazovom rozhrani Ts 273.15 K

Hustota P 999.83 kg -m—?
Mern4 tepelné kapacita vody Cr, 418 J-K!'.kg!
Mern4 tepelné kapacita ladu Cs 211 J-K°t. kg71
Suéinitel tepelnej vodivosti vody kr 061 W-m ! -K!
St¢initel tepelnej vodivosti Tadu ks 220 W-m!.K!
Merné latentné teplo L 334.00 J-kg™?

Tabulka 3.1: Vstupné parametre tlohy

2Horné obmedzenie pre ¢asovy interval 7 = 1.
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Obr. 3.4: Casové rezy rieSsenim transformovanej RVT, vlavo pre kvapalnt fazu, vpravo pre tuht
fazu. Postupne po 10, 50, 100, 150, 200, 250, 300, 350 a 400 ¢asovych krokoch.

3.3.2 Analyza konvergencie numerického riesenia

Cielom tejto ¢asti je skimat konvergenciu numerického rieSenia k stacionarnemu
stavu. Stacionarne rieSenie je rieSenie rovnic (2.7)—(2.10) s vlastnostou, Ze sa v
case nemeni. Toto rieSenie obsahuje limitnt polohu fazového rozhrania, ktora sa
nachadza niekde v intervale (0,1), v zavislosti od volby fyzikdlnych konstant,
ovplyviiujicich vlastnosti fazovej premeny. Dalej zahftia limitné rozloZenie teplot
pre kvapalni a tuht fizu. KedZe staciondrne rieSenie sa v ¢ase nemeni, mozno
ho vyjadrit ako funkciu len priestorovej premennej 7 = T(z) a fazové rozhranie
konstantou o € (0,1). Potom plati
oT(z) =0 a v =0.
ot dt
Dosadenim do rovnic (2.7) a (2.8) je
o
271; =0, z € (0,0), (3.11)
0T
HSL@
kst g—f — g—f =0, (3.13)

v v

Vz e (0,1):

— 0, ze (9,1), (3.12)

spolu s okrajovymi podmienkami a podmienkami na rozhrani

T(») =0, 7(0) = %, T(1) = 1. (3.14)

Riesenim tychto rovnic mozno jednoducho néjst stacionarne riesenie 7' = 7'(2) a
konstantu v. Uvazujme z € (0, 7), potom 7" mozno uréit z prvej rovnice dvojna-
sobnym integrovanim. Rovnako pre druht rovnicu a teda funkcia 7" ma tvar

A - A1z + As, S (0, I;)
T(z) = { Biz + B, ze (9,1
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kde Ay, By, Ay, By st konstanty. Pre jednostranné derivacie z rovnice (3.13) plati
" oT oT
5192 0z

- k;SLAl - Bl-

Uvézenim okrajovych podmienok (3.14) pre funkeiu 7' dostavame nelinearny sys-
tém piatich rovnic o piatich neznamych A, Ay, By, By a U

A2 = TA_TT )
Alﬁ + A2 - 0,
Blﬁ —f- B2 = O,
Bi+B = 1,
kSLAl - Bl = 07
ktorého rieSenim je
1 T —T T — T
- N M
kst AT AT
T — T T — T
B, = 1- k?SLBA—TS, By = k’SLBA—Tsy
o ksp(Tp —Ts)

kSL<TB — Ts) — AT

3.3.2.1 Spitna transformacia

Vypocitané numerické riesenie je pre obe fazy zname len v diskrétnych bodoch
(Cs.1.); intervalu (0,1). Pre porovnavanie stacionarneho a priebezného riesenia je
potrebné vydcislit hodnotu priblizného rieSenia aj medzi uvedenymi diskrétnymi
bodmi. Vztah medzi ¥, a povodnou funkciou® T je

Yg <i,t>, ZEQS
14
T(Z,t): 1—Z _
T9L (:,t), ZEQL

Na takt aproximéciu sme medzi kazdymi dvoma bodmi ((s1)i, (Csz); pouzili
kubicky splajn. Vdaka tomu mozno vy¢islit priblizni hodnotu funkcie 7' v Tubo-
volnom bode z (viac o kubickom splajne v Apendix A.2).

Casovy priebeh rozlozenia teplot a konvergencia k stacionidrnemu stavu st pre
zadané parametre z Tabulky 3.1 zndzornené na Obréazkoch 3.5.

Hodnota latentného tepla je 334.00 J - kg™'. Zmena tejto veli¢iny stacionérne
rieSenie nemeni, avSak ovplyviiuje rychlost konvergencie k stacionarnemu stavu.
Pre L > 334.00 sa konvergencia k staciondrnemu stavu spomali, pretoze na usku-
to¢nenie fazovej premeny bude potrebné uvolnit viac tepla. Naopak, ak zvolime
L < 334.00 tak sa konvergencia zrychli, pretoze k fazovej premene dojde pri uvol-
neni mensieho objemu tepla. Situacia pre L = 534.00 je znazornena na Obrazku
3.6, pre L = 134.00 je na Obrazku 3.7.

3Pod pévodnou chapeme bezrozmerny tvar.
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Obr. 3.5: Znazornenie konvergencie k staciondrnemu rieseniu. Rozlozenie teploty T' postupne
zhora nadol v (bezrozmernom) éase 0.02, 0.05, 0.10, 0.20, 0.30, 0.40, 0.70 a 1.00 (to zodpoveda
¢asovym iteracidm 20, 50, 100, 200, 300, 400, 700 a 1000). Cervenou je vyznacené stacionarne
rieSenie, modrou priebezné riesenie v danom ¢asovom okamihu. Prerusovanou ¢iarou je vyzna-
¢ena poloha fazového rozhrania.
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Obr. 3.6: Prvy obrazok zachytava stav po 50, druhy po 400 krokoch. Cervenou je vyznacené
staciondrne rieSenie, modrou priebezné rieSenie s latentnym teplom L = 334.00 a zelenou je
priebezné rieSenie so zvySenym latentnym teplom L = 534.00.
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Obr. 3.7: Prvy obrazok zachytava stav po 50, druhy po 400 krokoch. Cervenou je vyznacené
staciondrne rieSenie, modrou priebezné riesenie s latentnym teplom L = 334.00 a zelenou je

priebezné riesenie so znizenym latentnym teplom L = 134.00.

Iteracia L = 534.00 L = 334.00 L =134.00
100 0.2168147699 0.2651072648 0.3763977978
200 0.3066340557 0.3747141171 0.5290429577
300 0.3740702712 0.4554865823 0.6294191935
400 0.4288227024 0.5191151995 0.6945764493
500 0.4750060522 0.5708175218 0.7347678336
600 0.5148490381 0.6134117821 0.7578572091
700 0.5496805543 0.6485930645 0.7702841900
800 0.5803590027 0.6775175164 0.7766690186
900 0.6074780567 0.7010762784 0.7798588599
1000 0.6314731143 0.7200294871 0.7814283695
1100 0.6526812269 0.7350678147 0.7821945855
1300 0.6877962838 0.7559136035 0.7827480181
1500 0.7146283603 0.7680661388 0.7828782024
1700 0.7346938035 0.7748848991 0.7829087729
1900 0.7493576290 0.7786159901 0.7829159487
00 0.7829181494 0.7829181494 0.7829181494

Tabulka 3.2: Casovy vyvoj polohy fazového rozhrania v zavislosti od volby L.



Z.aver

V praci bol predstaveny zjednoduseny model fazovej premeny jednozlozkove;j
kvapaliny v kone¢nej oblasti ako tiloha s volnou hranicou. Zjednodusenia spocivali
v jednorozmernom pohlade na problém a obmedzeni niektorych fyzikalnych ¢ini-
telov, ktoré maju v redlnom svete opodstatnenie. KedZze v pripade kone¢nej oblasti
nie je zname explicitné riesenie prislusnych rovnic popisujicich uvedeny problém,
je nutné riesit ich numericky. Pre samotné numerické riesenie tlohy nami zvole-
nou metédou, bolo potrebné previest tlohu s volnou hranicou na tlohu s fixnou
hranicou. Nasledné riesenie spocivalo v odvodeni implicitnej numerickej schémy, z
ktorej mozno najst rieSenim systému algebraickych rovnic aproximéciu presného
rieSenia. Po zostaveni zakladného algoritmu sme skimali ¢asovy vyvoj riesenia.
Toto riesenie konvergovalo k stacionarnemu stavu, ktorého tvar je rozny pre rézne
hodnoty vstupnych parametrov. Primarne sme volili parametre pre vodu H,O a
nasledne sme pozorovali vplyv zmeny latentného tepla na konvergenciu riesenia.
Vsetky numerické experimenty boli vykonané v systéme Matlab®).
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Apendix A

A.1 Gauss-Ostrogradského veta

Veta. Nech 2 C R3 je ohrani¢end oblast s hranicou 9 pozostévajtcou z ko-
ne¢ného poc¢tu hladkych orientovanych ploch. Nech F = (F,, F},, F) je vektorové
pole, ktorého komponenty F,, F,, F, maji spojité prvé parcialne derivacie na
oblasti obsahujucej §2. Potom plati

7{ F-ndS:/V-FdQ
89 Q

kde n je vektor vonkajsej normaly k hranici 0€2. Ak € pozostava z konecného
poctu Casti, potom je integral na pravej strane rovny suctu integralov prislicha-
jucich jednotlivym castiam.

Gauss-Ostrogradského veta sa ¢asto objavuje pri odvodzovani rovnic matematic-
kej fyziky, napr. v dynamike kvapalin. V literattre sa tiez oznaCuje samostatne
ako Gaussova veta alebo Ostrogradského veta. V anglickej literature pod nazvom
Divergence theorem.

A.2 Kubicky interpola¢ny splajn
Splajn je vo vSeobecnosti po ¢astiach polynomickéi funkcia s vlastnostou, Ze mé
spojité derivacie do istého radu. Pomocou splajnu moZno aproximovat spojiti
funkciu na zaklade znalosti jej funkénych hodndt v uzloch

Top < T < Tog < -+ < Ty.
Definicia. Hovorime, ze S : [a,b] — R je kubicky interpolacny splajn, ak

1. S

[1'2'_1,1'2'] e P?)
2. S € C*([a,b])

3. s(x;))=y;prei =0,1,2,--- ,n



Ak je danych n+1 bodov, potom na urcenie kubického splajnu S treba urcit pred-
pisy n kubickych polynémov - restrikcii S na interval [z; 1, 2;], i = 1,2,--- n.
Spolu teda treba néjst hodnoty 4n koeficientov. Z defini¢nych vlastnosti je: n+ 1
podmienok z interpolacie, n — 1 podmienok zo spojitosti S, n — 1 podmienok
zo spojitosti 1. derivacie S, n — 1 podmienok zo spojitosti 2. derivacie S. Spolu
mame 4n — 2 podmienok. Zvysné 2 podmienky st v zavislosti na type

o S"(xy) = S5"(x,) = 0 pre prirodzeny kubicky splajn
o S'(x9) =y, S'(z,) =y, pre obycajny kubicky splajn

V systéme Matlab®) je pritomna funkcia spline, ktora vytvara kubicky splajn
zo zadanych uzlov [x;, y;].



Apendix B

Zdrojovy kod Matlab®

ToTo 1o o oo o o oo oo o o o 1o oo o o o oo oo o o o o oo o o oo oo o o oo Fo o o o o oo o o o oo
% Definovanie konitdnt, siete a pociato&njch stavov

ToloToo oo ToTo o o JoTo o o o JoTo o o o ToTo o o o JoToTo o o JoTo o o o ToTo o o o To T o o o To oo o o To T o o o o

N=400;

M=400;

t_Max=1;

t_Step=10~ (-3);

Zeta Step_S=1/N;

Zeta Step L=1/M;

Mu_S=t_Step/(Zeta Step_S) "~ 2;

Mu_L=t_Step/(Zeta Step_L) " 2;

T_0=283.15;

T_S=273.15;

Delta_T=T_0-T_S;

Tb=(263.15-T_S) /Delta_T;

Rho=999.83;

CL=4.18;

C.8=2.11;

K_L=0.61;

K_S=2.20;

K_SL=K_S/K_L;

Kappa_L=K_L/(C_L*Rho) ;

Kappa_S=K_S/(C_S*Rho) ;

Kappa_SL=Kappa_S/Kappa_L;

Latent=334;

K=Rhox*Latent*Kappa L/ (K_L*Delta T);

Nu_Previous=0.0001;

Nu_Next=0;

Time=1000;

for i=1:N-1
S01(i)=Tb-(i-1)*(Tb/(N-2));



end
Sol=So0l’;
Lig=ones(M-1,1);

Tototo Toto o oo Toto To oo Voo to Foto o oo Foto To o to oo o Foto o oo Voo To o to oo o Yoo Fo oo oo Fo FoFo o oo Fo o
% Z&kladny cyklus
ToToToTo ToTo ToTo ToTo ToTo ToTo ToTo To o Jo o To o To o Jo o To o To o To o Fo o Fo o oo o o Fo o o o o o o o o o o o o o o o o
for j=1:Time
Coefl=1;
Coef2=-1;
Coef3=(t_Step/(K*Zeta Step_L))*(Liq(N-2)-4*Liq(N-1))
-(K_SL*t_Step/(Zeta_Step_S*K))*(Sol(N-2)-4*Sol (N-1))-Nu_Previous~ 2;
Coef4=Nu Previous~ 2+(K_SL*t_Step/(K*xZeta Step_S))* (S0l (N-2)-4*Sol(N-1));
Roots=roots([Coefl,Coef2,Coef3,Coefd]);
if sum(Roots>Nu Previous & Roots<1)==0
Nu_Next=-min(abs(Roots));
else
Roots=Roots(Roots>Nu_Previous & Roots<1);
Nu_Next=min(Roots) ;
end
Matrix=0;
for i=2:N
L=(((i-1)/4)*(Nu_Next"~ 2-Nu Previous~ 2)-Kappa_SL*Mu_S)/(Nu Next~ 2) ;
D=(Nu_Next~ 2+2*Kappa_SL*Mu_S)/(Nu_Next~ 2) ;
U=(-Kappa_SL*Mu_S-((i-1)/4)*(Nu_Next~ 2-Nu_Previous~2))/(Nu_Next~ 2);
if i==
Matrix(i-1,i-1)=D;
Matrix(i-1,1)=U;
elseif i==
Matrix(i-1,i-2)=L;
Matrix(i-1,i-1)=D;
else
Matrix(i-1,i-2)=L;
Matrix(i-1,i-1)=D;
Matrix(i-1,1i)=U;
end
end
So01(1)=So0l(1)+Kappa SL*Mu_S*Tb/(Nu_Next~ 2);
Sol=Matrix\ Sol;
Matrix=0;
for i=2:M
L=(((i-1)/4)*((1-Nu_Next)~ 2-(1-Nu_Previous) " 2)-Mu_L)/((1-Nu_Next)~ 2);
D=(2*Mu_L+(1-Nu_Next) "~ 2)/((1-Nu_Next) " 2);
U=(-Mu_L-((i-1)/4)*((1-Nu_Next) ~ 2-(1-Nu_Previous) " 2))/((1-Nu_Next) "~ 2);



if i==
Matrix(i-1,i-1)=D;
Matrix(i-1,i)=U;
elseif i==
Matrix(i-1,i-2)=L;
Matrix(i-1,i-1)=D;
else
Matrix(i-1,i-2)=L;
Matrix(i-1,i-1)=D;
Matrix(i-1,1i)=U;
end
end
Liq(1)=Liq(1)+Mu_L/((1-Nu Next)~2);
Lig=Matrix\Liq;
Nu_Previous=Nu_Next;
end



