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Abstrakt

STEFKO, Peter: Problém volby robustného portfélia [Bakalarska praca], Univerzita Komenského
v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky;

vedtca prace: Mgr. Jana Szolgayova, PhD., Bratislava, 2011, 38 s.

Klasicky Markowitzov "mean-variance” model optimélneho portfélia vykazuje vyznamnu citlivost
na vstupné parametre. Alternativou méze byt Robustny model, ktory sa snazi poskytovat urcitt
stabilitu vystupov vzhladom na neistoty v odhadoch ocakavanych vynosov rizikovych aktiv. V préaci su
tieto dva modely teoreticky analyzované a nésledne ich efektivnost porovnana vo viacerych situaciach
na trhu.

Klicové slova: mean-variance optimalizdcia, minimax optimalizicia, efektivna hranica, trhové

portfélio, kratka pozicia

Abstract

STEFKO, Peter: Robust portfolio selection problem [Bachelor thesis], Comenius University in
Bratislava, Faculty of mathemathics, physics and informatics, Department of applied mathematics

and statistics; supervisor: Mgr. Jana Szolgayova, PhD., Bratislava, 2011, 38 p.

The output of standard "mean-variance” portfolio optimization problem is significantly sensitive
to changes in input parameters. The possible alternative, specifically the so-called Robust model is
supposed to ensure certain stability of the output considering the uncertainty in the estimates of
expected returns on risky assets. In this bachelor thesis, we offer a theoretical analysis of these two
models and consecutive comparison of their efficiency in different market situations.

Keywords: mean-variance optimization, minimax optimization, efficient frontier, market portfo-

lio, short position
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Uvod

Jednym z najbeznejsich spésobov zhodnocovania penazi v stcasnosti je ich investicia do aktiv. Kazdy
investor investuje svoje peniaze do aktiva s ocakavanim, ze toto aktivum mu v budtcnosti prinesie
urCity vynos. S tymto vynosom sa vsak v drvivej vicsine pripadov spaja aj riziko, t.j. investor si
vynosom plynicim z investicie do rizikového aktiva nikdy nemoéze byt stopercentne isty. Ocakavany
vynos a rizikovost aktiv je mozné na zaklade dat ziskanych z minulosti odhadnut. Investor, vychadzajic
z tychto odhadov, si kladie otdzku: Ako rozdelit moje peniaze medzi mnou vybrané aktiva tak, aby
celkovy ocakavany vynos, popripade rizikovost mojej investicie zodpovedala mojim poziadavkam?
Odpoved na tuto otazku prinasa tedria portfélia.

Modelov, ktoré sa zaoberaji ur¢enim optiméalneho portfélia, t.j. optimalnych vah jednotlivych aktiv
v portféliu, je viacero. Tym najznamejsim je bezpochyby Markowitzov mean-variance model. Vstupom
don st odhadnuté hodnoty ocakavanych vynosov aktiv, odhady ich variancii a vzajomnych kovariancii.
Vystupom je mnozina optimélnych portfolii, tzv. efektivna hranica, ktora je parametrizovana averziou
investora vo¢i riziku. Pod pojmom portfélio rozumieme vektor vah jednotlivych aktiv, pricom sucet
zloziek tohoto vektora je vzdy 1, kedze predpokladdme, Ze nami urceny obnos penazi chceme vzdy
cely rozdelit medzi aktiva v portféliu (otdzne je len to, v akom pomere). Zakladny Markowitzov model
uvazuje n rizikovych aktiv, d4 sa vSak upravit tak, aby vysledné portfélio bolo tvorené n rizikovymi ak-
tivami a jednym bezrizikovym aktivom, ¢iZe aktivom s nulovou varianciou (=rizikovostou). Vystupom
je opét efektivna hranica.

Markowitzov model sa na prvy pohlad méze zdat iplne postacujicim a existencia nejakych dalsich
modelov urcujucich optimélne portfolid nepotrebna. V praxi sa vsak ukazuje, Ze vyslednd efektivna
hranica ziskand z Markowitzovho modelu je citlivi aj na malé zmeny v oc¢akavanych vynosoch ak-
tiv. Inymi slovami, pri malej zmene vektora ocakavanych vynosov na vstupe nastava vyznamnejsia
zmena vystupu, ktorym je efektivna hranica. Druhym uvazovanym modelom v tejto préaci preto bude
tzv. Robustny model volby portfélia. [3] Od Markowitzovho modelu sa 1i§i vstupnymi parametrami,
konkrétne odhadmi ocakavanych vynosov aktiv. Tie v tomto pripade neodhadujeme presnou hodno-
tou, namiesto nej do modelu vstupuje len urcity interval, v ktorom ocakavame, ze sa skutoc¢na hodnota
vynosu daného aktiva s dostatocnou pravdepodobnostou nachddza. Variancie a kovariancie vynosov
st aj nadalej odhadnuté konkrétnou hodnotou, nakolko malé zmeny tychto hodnot nespdsobuja také
velké odchylky na vystupe ako v pripade odhadov vynosov. Takyto model je teda "robustny"vzhladom
na rozdiely medzi ocakdvanym vynosom a vynosom, ktoré dané aktivum pocas investicie skutocne
poskytne.

Pri optimalizéacii portfélia sa v praxi postupuje tak, ze vstupné parametre si odhadmi ziskanymi
pomocou dat z hisotrického obdobia. To, ¢i zvolime data za posledny rok alebo 10 rokov méa prirodzene
velky vplyv na vysledny odhad parametra. Samozrejme pozadujeme model, ktory zakazdym poskytne
¢o najpresnejsie a najkonzistentnejsie vystupy. Ak je takymto vystupom portfélio, pozadujeme, aby
bolo z hladiska preferencii investora kvalitné aj v pripade, Ze pri odhade vstupnych parametrov nastala

istd odchylka od jeho skuto¢nej hodnoty (tédto odchylka je sposobend tym, Ze vzdy disponujeme



iba nejakou castou dat, ktorych parametre odhadujeme). Model, ktory poskytuje uriti robustnost
vzhladom na odchylky vstupnych dat je teda ziadtuci a potrebny.

Odlisnost vstupnych parametrov tychto dvoch modelov prirodzene sposobuje aj rozdiely v sposobe
ich riesenia. To, do akej drovne je Robustny model efektivnejsi oproti klasickému Markowitzovmu
modelu, ako aj to, akym spdsobom je vlastne jeho robustnost zabezpecend, je predmetom ziujmu
tejto bakalarskej prace.

V prvej kapitole uvedieme zakladny teoreticky prehlad oboch modelov, motiviciu na skimanie Ro-
bustného modelu a takisto spomenieme a objasnime niektoré zakladné pojmy z oblasti tedrie portfélia,
akymi st napr. efektivna hranica ¢i trhové portfélio.

Druha kapitola pontka porovnanie funkénosti a efektivnosti oboch modelov v rozli¢nych situdciach
na trhu. Tieto situdcie sa liSia celkovym poctom aktiv na trhu ako aj tym, ¢i si jednotlivé rizikové
aktiva navzajom korelované. Vzdy nas zaujima kompozicia trhového portfolia, ktoré ziskame pomocou

nami analyzovanych modelov.



1 Predstavenie modelov

1.1 Markowitzov model

Medzi zékladné prace na poli hladania optimélnych portfélii patri jednoznac¢ne praca Harry M.
Markowitza, znama taktiez ako "Modern portfolio theory". V tejto praci ju budeme nazyvat Markowiz-
ovym modelom. Ide v podstate o najrozsirenejsi model volby optiméalneho portfélia. Predpokladajme,
Ze mame n rizikovych aktiv (takymto aktivom méze byt napriklad akcia firmy), z ktorych chceme
zostavit portfélio, pricom mame pevne uréenu ¢iastku, ktord planujeme (celd, bezo zvysku) do tohoto
portfélia investovat. Podla ¢oho rozhodnut, kolko penazi z tejto Ciastky investovat do konkrétneho
aktiva 7

Toto rozhodovanie pozostéava z dvoch casti. T4 prva zacina pozorovanim jednotlivych charakter-
istik pristupnych, nami zvolenych aktiv a vyvodenim zaverov ohladom ich spravania. V druhej casti
vyuzijeme tieto informécie k samotnému zostaveniu optimélneho portfélia. [1]

Je zrejmé, ze v prvej Casti nas bude zaujimat najmi ocakavany vynos, ktory ndm nase ak-
tiva poskytni. Tito hodnotu vsak presne nepozndme, napriek tomu ju mézeme odhadnit na zak-
lade dat ziskanych z minulosti. * Takisto musime vziat do tvahy fakt, Ze tidto odhadnutd hodnota
ocakavaného vynosu sa méze od skutoc¢nej hodnoty lisit. To, aky velky tento rozdiel bude vsak tiez
mozeme popisat charakteristikou nazvanou rizikovost (volatilita, variancia) aktiva. T4 ndm v pod-
state popisuje spolahlivost odhadu ocakdvaného vynosu - ¢im vicsia rizikovost aktiva, tym mensia
je spolahlivost odhadu ocakavaného vynosu. Inymi slovami, tym menej si moézeme byt isti, ze dané
aktivum ndm nami odhadnuty vynos v budicnosti skuto¢ne poskytne.

Okrem tychto dvoch charakteristik jednotlivych aktiv nas pri volbe portfélia bude samozrejme
zaujimat aj to, ¢i medzi vynosmi nejakého paru nami uvazovanych aktiv neexistuje nejaky suvis, Cize
¢i s rastom hodnoty jedného aktiva v nasom portféliu nenastdva zaroven aj zhodnocovanie nejakého
iného aktiva a naopak. Zaroven nas zaujima, nakolko je tento stuvis silny. Tto charakteristiku dvojice
aktiv nazyvame kovariancia vynosov aktiv.

Vymnosy aktiv st ndhodné premenné, ktorych stredné hodnoty, variancie ¢i kovariancie presne
nepozname. Aby sme vSak model v praxi mohli pouzit, je potrebné ich odhadnnt.

Predpokladajme, ze mame pre vSetky aktiva k dispozicii hodnoty vynosov poskytnutych v minu-
losti. Zaujima nés, ako matematicky vyjadrit nami pozadované charakteristiky tychto aktiv, popisané
vyssie. Nech 71, ..., Tm sU vynosy, ktoré aktivum ¢ v minulosti poskytlo (médme k dispozicii m po-

zorovani). Potom:

e Ocakavanym vynosom aktiva i je hodnota:

ri = Eri]

1Spésobov definicie vynosu aktiva je viacero. My budeme v tejto praci pouzivat vynos aktiva i definovany nasledovne
[2, s. 24]:
~ pi—po+d
Ty = )
Ppo
kde po je cena aktiva i na zaciatku roku, p; je cena aktiva i na konci roku a d st dividendy vyplatené pocas tohoto roku.



Ttto hodnotu odhadujeme nasledovne:

S U
7"12*2 Tik
m

k=1

Odhadom 7; je teda aritmeticky priemer nami pozorovanych vynosov.

e Varianciou oc¢akavaného vynosu aktiva i je hodnota [2, s. 31]:

o} = B[(Ti —1i)’]

?

Ttto hodnotu odhadujeme nasledovne:

1
= =)

m—1
1
pricom plati, ze E[s?] = 02, t.j. s? je nevychyleny odhad o?.
¢ Kovarianciou ocakavanych vynosov aktiv i a j7 bude hodnota:

oij = B[ —r:) (75 —r5)]

Tuato hodnotu odhadujeme nasledovne:

1

—— 2Tk = i) (T = 75)

Tij =

NE

=~
Il
_

pricom plati, ze E[7;;| = 0yj, ¢ize takisto sa jedna o nevychyleny odhad.

Vidime, Ze kedZe takto definované odhady st nevychylené (strednd hodnota odhadu parametra je
vo vsetkych pripadoch rovnéd skutoénej hodnote parametra), ich pouZitie je v praxi vhodné. Kedze
jednoduchsie a néazornejsie je pocitat s vektormi, tieto charakteristiky prepiSeme do vektorovej a

maticovej formy nasledovne:
e Vektorom ocakavanych vynosov rizikovych aktiv budeme nazyvat vektor

T1

Tn

e Kovarianénou maticou vynosov rizikovych aktiv budeme nazyvat maticu

2
g7 g12 . O1n
2
g12 g5 ... O2p
Y =Var(r)=
2
Oln O2n --- g,

Na tomto mieste upozornime na vyznamnu vlastnost kovarianénej matice 3.



Lemma 1.1 Kovariancénd matica ¥ = E[(r — E[r])(r — E[r])T] je symetrickd a kladne semidefinitnd,

t.j. pre kazdy nendhodnyj vektor u € R™ plati: uTYXu > 0/15] 2
Dékaz: Symetria jednoznacne vyplyva zo vztahu o;; = 0j;. Kladna semidefinitnost:
u'Yu =" Var(r)u = Var(u'r) = D(u'r) >0,
kde D je disperzia a u je nendhodny vektor.
|

Uvedené dve charakteristiky, ¢ize vektor ocakévanych vynosov a kovariancna matica nasich rizikovych
aktiv, st vstupnymi parametrami Markowitzovho modelu, teda parametre, ktoré musime poznaft, ak

chceme najst optimalne portfélio. Vystupnym parametrom si optimélne vahy jednotlivych aktiv v

nasom portféliu wi, ..., w,, > ktoré takisto zapiSeme vo vektorovej forme ako vektor optimalnych
vah:
w1
w =
Wn

Kedze nasim zamerom vzdy bude prerozdelit celi investovani ¢iastku medzi tieto aktiva, musi platit

podmienka: .
dwi=1ewl=1,
i=1

kde

1
1= € R™.
1

Na tomto mieste upozornime na to, aké podmienky sa kladi na znamienka jednotlivych vah. Na prvy
pohlad sa moéze zdat, ze vSetky hodnoty vdh aktiv budd kladné, resp. nezdporné. Argumenticiou
moze byt, ze nemoézeme vlastnit zadporné mnozstvo nejakého aktiva. To vSak nie je celkom spravna
uvaha. Vseobecna tedria portfélia totiz akceptuje aj pritomnost zapornych vah aktiv. Ekonomicka
interpretéacia takéhoto vysledku je, ze aktiva so zapornou vahou v podstate preddavame, teda vlastnime
ich zdporny pocet. Hovorime takisto, Zze s danym aktivom ideme do krdtkej pozicie (short sale). V
niektorych pripadoch vsak tiito moznost obmedzime.

Kedze uz pozname vstupné aj vystupné parametre Markowitzovho modelu, mézeme pristipit k
druhej cCasti procesu - samotnému rieSeniu optimaliza¢ného problému. Ak jednotlivé aktiva maji
ocCakévané vynosy r, potom sa lahko nahliadne, Ze pri portféliu s vdhami w je ocakévany vynos tohto

portfélia vazenym priemerom ocakavanych vynosov jednotlivych aktiv:

rp=wiry +...+w,r, = wlr.

2T4to vlastnost kovarianénej matice plati vtedy, ak jej prvkami st skutoéné (v praxi nd&m neznadme) hodnoty variancif
a kovariancii. Preto v pripade, ze maticu ¥ odhadujeme na zdklade limitovaného poctu dét (len pomocou sf a05j), jej

kladnd definitnost nemusi byt zarucend. Tymto sa vSak v tejto praci nebudeme zaoberaf.
3Vaha aktiva i sa rovnd podielu mnozstva penazi investovaného do aktiva i a celkového mnozstva investovanych

penazi.
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Variancia vynosu, ¢ize riziko, spojené s investiciou do takéhoto portfélia pri kovariancnej matici aktiv
> potom je
o w? Sw.
Kazdy investor sa vzdy snazi bud maximalizovat vynos portfélia, minimalizovat jeho varianciu [2,

s. 18], alebo oboje naraz, a to pri istych osobnych preferencidch :

e Investor, ktory neberie ohlad na to, ako rizikové bude jeho portfélio a zaujima ho iba maximal-

izacia ocakavaného vynosu portfélia, bude riesit tlohu:

mawaT

wil=1
Takyto investor sa nazyva riziko oblubujici. [4]

e Investor, ktorého snahou bude najmé minimalizovat riziko jeho investicie, bez ohladu na jej
vynos, bude riesit tlohu:

max(—w’ Sw)

w'l=1
Takyto investor sa nazyva riziko averzny. [4]

e Investor, ktory chce s vdhou « € (0, 1) minimalizovat varianciu portfélia a s vdhou 1 — o maxi-
malizovat jeho vynos, bude riesit dilohu:

max(1 — a)w’r — aw’ Zw (1)

wll=1

Tento investor je "povahovo” medzi riziko averznym a riziko oblubujiicim investorom, pretoze
mu do istej miery zalezi aj na minimalizacii variancie portfélia, aj na maximalizacii jeho vynosu.

Parameter a budeme nazyvat riziko averzngm parametrom investora. [3]

Vidime, ze posledny pripad je akymsi zovSeobecnenim, ktoré v sebe zahina aj prvé dva pripady,

t.j.:
e Investor je riziko oblubujici < a — 07.
e Investor je riziko averzny < a = 1.

V dalsom budeme predpokladat, Ze investor nikdy nie je absolitne riziko oblubujuci, teda ze o € (0, 1).
[3] Uloha (1) je teda tilohou Markowitzovho modelu pre volbu optimalneho portflia. 4 Vektor w*,
ktory riesi dlohu (1), nazyvame vektorom optimélnych vdh. NaSe (optimélne) portfélio je nim teda

pre dani hodnotu parametra o jednoznac¢ne definované.

4V literatire sa casto pouziva aj rozdielny spdsob parametrizicie cez riziko averzny parameter. Napriklad I.
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Toto je zakladny Markowitzov model, ktory vSak vo svojich tivahach nezahina tzv. bezrizikové ak-
tivum, ¢ize aktivum, ktoré pontika isty vynos. Je to teda aktivum s nulovou varianciou. Pre bezrizikové
aktivum s vynosom ry teda plati 03 = 0. Takéto aktiva sii vo vicsine situdcii dostupné, preto ma zmy-
sel sa nimi zaoberat. Za bezrizikové aktivum sa napriklad povazuje ticet v banke, ktory pontka pevne
dany vynos vo forme troku. Dalsfm prikladom mézu byt $itne cenné papiere, ktorjch vynos je v
podstate bezrizikovy, vynimku samozrejme tvori krach statu. Za rizikové aktiva sa naopak povazuju
akcie firiem, ktorych vynosy nie si isté.

Ako upravit Markowitzov model tak, aby v sebe zahftial aj bezrizikové aktivum? Nech pozname
vektor r, ¢ize ocakavané vynosy rizikovych aktiv, ako aj hodnotu rq, ¢ize vynos bezrizikového aktiva
5. Vahu bezrizikového aktiva v nasom portféliu oznaéme wyq, vdhy rizikovych aktiv nech si uloZené
vo vektore w. Ocakavany vynos portfolia zostaveného aj z bezrizikového aktiva, aj z rizikovych aktiv
bude, rovnako ako v predoslom pripade, vizenym priemerom ocakavanych vynosov jednotlivych aktiv

a vynosu bezrizikového aktiva:

T
rp = Worg + W11 + ... +Wpry = Worg + W™ T

Kedze variancia bezrizikového aktiva je nulova, predpis variancie tohoto portfélia bude oproti variancii

portfélia neobsahujiceho bezrizikové aktivum nezmeneny:

Zarovenn musi platit, Ze sidet vah vietkych aktiv v portféliu je rovny 1, éize podmienka w’1 = 1 sa
zmeni na:

wo + wil=1
Aplikovanim tychto zmien na tlohu (1) dostdvame Markowitzov model volby optimdlneho portfdlia:

max (1 — a)(wore + w''r) — aw’ Sw
w,wo (2)
Ty —
wo+w 1=1
Predpokladajme, Ze sme vyriesili tilohu (2), teda Ze sme nasli optimalne portfélio pre nejaki
hodnotu parametra . Ofakdvany vynos tohoto portfélia 7, a variancia tohoto portfélia o2 tvoria

usporiadant dvojicu (02, 74).

Melicheréik v [4] riesi tlohu:

pouziva teda minimalizdciu variancie portfélia pri fixne urcenej hodnote oc¢akdvaného vynosu (pridané dalsie ohranice-
nie). Autori [17] naopak riesia tlohu
minw” Sw — q * wlr
w
wll=1,
pricom pouzivaji upraveny riziko averzny parameter ¢ € (0,00). VSetky tieto tlohy st vSak ekvivalentné a speji k

rovnakému vysledku.
5Tento vynos uz nenazyvame ocakdvanym, pretoze je ”stopercentne” isty.
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Definicia 1.1 MnoZinu portfolii takijch, Ze riesia tlohu (2) pre nejaki hodnotu parametra o € (0,1),
cize mnozZinu
{(o2,7a) @ € (0, 1)},

nazyvame efektivna hranica (efficient frontier).

Tento pojem je v teérii portfolia velmi dolezity. Pre kazdé portfélio z tejto mnoziny plati, Ze je
optimalne pre dant hodnotu «, ¢ize pre investora s riziko averznym parametrom « je prave toto
portfélio tym najvyhodnejSim.

Efektivna hranica pre portfélio zlozené iba z rizikovych aktiv ma v priestore (6%, 7p) tvar paraboly.
Kazdej hodnote parametra o na nej zodpoveda uréity bod (02, r,). Investor, ktory mé riziko averzny
parameter « teda nemoéze vlastnif portfélio s vynosom vac¢sim ako je r, ktoré mé rizikovost mensiu
ako je hodnota o2.

Po pridani bezrizikového aktiva do portfélia sa nam situdcia zmeni. Efektivnou hranicou portfélia
obsahujiceho bezrizikové aktivum s vynosom ry je priamka prechddzajica bodom (0,7¢), ktord je

dotyc¢nicou k pévodnej efektivnej hranici. V dalSom texte budeme pouzivat nasledovny doélezity pojem:

Definicia 1.2 Portfélio nachddzajice sa na "novej” efektivnej hranici také, Ze vdha bezrizikového

aktiva v iom je nulovd, nazjvame trhové portfolio.

Trhovému portféliu teda zodpoveda takd hodnota parametra a, ze wo(a) = 0. Znamend to, Ze toto
portfélio v podstate neberie do ivahy bezrizikové aktivum, a teda musi patrit takisto do povodnej
efektivnej hranice. Z toho logicky dostavame, Zze nova efektivna hranica sa pévodnej dotyka prave v
bode, ktory zodpovedd trhovému portféliu. (obr.1) Trhové portfélio je vlastne portfélio obsahujiice
vSetky rizikové aktiva dostupné na trhu v pomere zodpovedajicom ich podielu na trhu. Zohréava
dolezitt 1lohu napriklad v tzv. CAPM-Modeli. KedZe v praxi je presné uréenie trhového portfélia
neredlne, snazia sa ho aproximovat rozne svetové akciové indexy, ako napriklad NASDAQ, S&P 500,

Dow Jones. [17]

1.2 Robustny model
1.2.1 Motivacia

Praca Harry M. Markowitza [1] vydand v roku 1952, podporend nasledne jeho kniznou publikdciou
[2] z roku 1959 sa stali zdkladmi modernej tedrie portfélia. O vyzname jeho prace sved¢i aj fakt, ze za
prinos v oblasti modernej teérie portfélia mu bola v roku 1990 udelend Cena Svédskej risskej banky
za ekonomické vedy na pamiatku Alfreda Nobela, zndma takisto ako Nobelova cena za ekonémiu.
KedZe sa tato téma stala predmetom zadujmu mnohych dalsich vyskumnikov, ¢asom sa objavili

mnohé nedostatky tohoto modelu, spojené s jeho kritikou. Uvedieme niektoré z nich:

e J. Murphy vo svojom ¢lanku [5] uvddza, ze aktiva s nizkou varianciou maji tendenciu mat

skutocné vynosy vyssie ako ocakavané vynosy, a naopak aktiva s vysokou varianciou maji nizsie

13



vynos portfdlia

A

novd efektivna
hranica

pdvodna efektivna
hranica

trhové portfolio

>

volatilita porifolia

|
|
|
|
|
|
1
1
2
M

Obr. 1: Zmena efektivnej hranice po pridani bezrizikového aktiva do portfélia. Cirenou bodkou je

vyznacené trhové portfélio.

skutocné vynosy oproti ocakdvanym. Dalej spomina, ze viaceré studie ukézali, Ze neexistuje
vyznamny vzfah medzi vynosom aktiva a jeho rizikovostou, ze riziko spojené s investiciou do

rizikovejSieho portfélia ¢asto nie je vykompenzované vysSim vynosom.

e Financény ekoném Nassim Nicholas Taleb vo svojej knihe [6] tvrdo kritizuje Markowitzov model

za predpoklad Gaussovho rozdelenia vynosov aktiv.

e M.J.Best a R.R.Grauer sa v ¢ldnkoch [7], [8] a [9] venovali tzv. analyze citlivosti, v ktorej testo-
vali citlivost zmeny vystupného parametra, ktorym je optimélne portfélio, spésobenej zmenou
vstupnych parametrov, ktorymi st vektor o¢akavanych vynosov a kovarianéna matica rizikovych

aktiv.

Vo svojich pracach dospeli k zaujimavym vysledkom. Zistili, Ze aj nepatrné zmeny v odhadoch
parametrov na vstupe sa prejavili na porovnatelne vacsich zmenach na vystupe. Konkrétne
zmeny v odhadoch oc¢akavanych vynosov rizikovych aktiv spésobovali vacsie odchylky ako zmeny

v odhadoch ich variancii a kovariancii.

Tieto, ale aj mnohé iné nedostatky zakladného Markowitzovho modelu sp6sobili vznik mnohych
inych modelov. Ich snahou bolo jednotlivé chyby eliminovat, popripade sa upriamif na rozne Speci-

fickejsie pripady. Niektoré z nich menujeme:

e Asi najvyznamnej$im je praca Sharpa [10], Lintnera [11] a Mossina [12], tzv. Capital Asset
Pricing Model - CAPM, ktory urc¢uje minimalny pozadovany vynos aktiva s danou rizikovostou,

ktoré chceme pridat do nasho optiméalneho portfélia.

e Problém predpokladu Gaussovho rozdelenia vynosov, rovnako ako aj udajne chybné meranie
rizika aktiv ich varianciou, sa snazi eliminovat tzv. Post-Modern Portfolio Theory - tento termin
prvykrat pouzili Brian M. Rom a Kathleen W. Ferguson v ¢lanku [13]. Dospeli k zdveru, Ze

klasickd Markowitzova tedria je symetrickym pripadom ich Post-modernej tedrie.
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e Riesenie problému citlivosti vystupov vzhladom na zmeny odhadov oc¢akavanych vynosov na
vstupe pontikol Deng et al. v ¢lanku [3]. KedZe ich préca pontka zaujimavy prinos ku klasickému
Markowitzovmu modelu tym, ze eliminuje jeden z jeho vyznamnych nedostatkov, budeme sa v

nasej praci venovaf prave tomuto modelu - tzv. Robustnému modelu volby portfélia.

1.2.2 Robustny model volby portfélia

Kedze sa teda chceme vyhnut presnym odhadom ocakavanych vynosov rizikovych aktiv, ktoré mézu
v pripade nepresnosti spdsobit velké odchylky vo vyslednom optimalnom portféliu [3], bude rozumné
ocakavané vynosy tychto aktiv odhadnit nejakym intervalom. Pravdepodobnost, ze skutoény vynos
bude lezat v tomto intervale je totiz podstatne véicésia ako pravdepodobnost, Ze sme tento vynos
presne odhadli konkrétnou hodnotou. Kedze bezrizikové aktivum neprinasa so sebou ziadnu neistotu
tykajicu sa jeho vynosu, vynos bezrizikového aktiva nebudeme odhadovat intervalom, nemalo by to
zmysel. Vynos bezrizikového aktiva teda bude nadalej presnou hodnotou, znacenou rg.

Hodnoty r;, ktoré figurovali na vstupe v Markowitzovom modeli teda nahradime intervalom {(a;, b;),

pricom predpokladame, ze plati:

Ocakavame teda, ze rizikové aktiva nam poskytni vynosy, ktoré budu lezat v uvedenych inter-
valoch. Zaroven uvadzame podmienku, ze od Ziadneho z rizikovych aktiv nebudeme ocakavat vynos
nizsi, ako je vynos bezrizikového aktiva. Tato podmienka je prirodzena, kedze ak by takéto aktivum
aj existovalo, ziadny investor by ho nezahrnul do svojho portfélia ako optimalnu investi¢ni stratégiu
[3, s. 280]. M4 totiz uz k dispozicii aktivum, ktoré mu prinesie vyss$i vinos a neprinésa so sebou ziadne
riziko.

Ako ur€it {a;}7, {b;}"_,? Mo6zu vyplyvat rovnako ako v pripade presnych hodnét z historickych
pozorovani, popripade vypocitané s pomocou pravdepodobnostnych modelov odhadujtcich budice
vynosy aktiv [3, s. 280].

Aj napriek tomu, Ze ocakavané vynosy rizikovych aktiv odhadujeme intervalom, ich variancie a
kovariancie odhadujeme nadalej presnou hodnotou. Dévodom je uz spomenuty fakt, ze odchylky v
tychto odhadoch nesposobuju az také razantné zmeny na vyslednom optiméalnom portféliu, ako od-
chylky v odhadoch ocakavanych vynosov. Tomu, ako vSak kovarian¢nii maticu odhadnut, ked nemame
presné hodnoty o¢akévanych vynosov, sa vo svojom ¢lanku [14] venovali Y. Xia et al.

Na vstupe robustného modelu teda mame:

e 7y ... vynos bezrizikového aktiva,

a by
® q= : ,b= : ... ohranicenia o¢akdvanych vynosov rizikovych aktiv (zapisali sme

2% by
ich vo vektorovej forme),
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e Y= ... kovarian¢nd matica rizikovych aktiv
2
O1n O92n N (o

Vynos a variancia vysledného portfélia ma samozrejme rovnaky predpis ako v Markowitzovom
modeli, t.j.:
T
rp = Worg + W1y + ... + WpTy = WeTrg + W™ T

0% =wlYw

Pri danom riziko averznom parametri a € (0, 1) sa teda investor snazi maximalizovat svoju ”funkciu
uzito¢nosti”:

(1 — ) (woro + wr) — aw? Sw.
Kedze ale nepozné presné hodnoty r;, musi tento problém vyriesit inym spoésobom ako v Markowit-
zovom modeli. Nami analyzovany ¢lanok [3] navrhuje nasledovné rieSenie: Hladat najvyhodnejsie port-
folio pri ¢o najhorsom moznom vyvine vynosov rizikovych aktiv v ramci nasich odhadov, ¢ize hladat
najlepsiu moznu stratégiu pri ¢o najhorsom moznom vyvine nasej investicie. V praxi to znameni,

Ze investor najprv minimalizuje svoju uzitoc¢nost cez vymnosy rizikovych aktiv, a pre toto minimum

avve

preferencie opét zdvisia od hodnoty riziko averzného parametra «. Investor sa teda snazi vytazit co

najviac z ¢o najhorSej moznej situdcie. [3] Matematicky zapisané, investor riesi tlohu:

max min(1 — a)(wore + w'r) — aw’ Sw
w,awo T

wo + wll=1
’I“iZ’I“o Vi=1,...,n
a; Srlgbz Vi:1,...7n
Oznacme:
n
W = {(wo,w,...,wy) € R"| Y w; =1}
i=0
R:{TERTL“‘Z‘ >roNa; <r; <b; Vi=1,...,n}
V zdujme ¢o najjednoduchsieho rieSenia tejto tilohy ndm poslizi nasledovné pomocné tvrdenie (uve-

dené bez dékazu v ¢lanku [3], pévodny vysledok z ¢lanku [16]):

Lemma 1.2 Nech X je meprdzdna mnozina, Y je neprdzdny a kompakiny priestor a funkcia f :

X XY — R je zlava spojitd na Y. Nech f je konkdvna na X a konvexnd na Y. Potom plati:

min su T = sup min f(zx,
yeuegf( Y) megerf( y)

Désledok: Ak si v nasom pripade ozna¢ime X = W, Y = R, plati, ze Y je kompaktnd, f je spojitd,

konvexna na Y a konkavna na X. Preto plati:

max min f(w,r) = minmax f(w, )
w T T w
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Tento dosledok vedie k dolezitému zaveru, a sice, ze pri rieSeni nasej optimalizac¢nej tlohy moézeme
vymenit poradie maximalizicie a minimalizacie. Najprv teda mézeme vyriesit maximalizaciu ticelovej
funkcie cez w, ktord sa da vyriesit analyticky, a az v druhom kroku vykondme minimalizaciu cez r,
ktorda moze byt komplikovanejsia.

Aplikovanim Lemmy 1.2 na tlohu (3) dospeli autori ¢lanku [3] k nasledovnej tlohe typu minimax,

ktoru nazyvame Robustny model volby portfilia:

min max(1 — o) (wore + w’r) — aw’ Lw
T w,wo

wo+wT1:1
7%‘27”0 VZ:177n
azgngbz VZ:L,’I’L

Vsimnime si podmienky ohranic¢eni tykajice sa ocakavanych vynosov rizikovych aktiv:

ri>rg Vi=1,...,n
algngbi V’L:].,,TL

Tieto podmienky nevyluéuju pripad a; < rg. V takom pripade by ocakavany vynos aktiva i bol
ohraniceny intervalom (rg,b;). My vSak v zdujme zjednoduSenia zéverov ziskanych v nasledujicej

kapitole budeme vzdy uvazovat, ze plati:
a;>rg YVi=1,...,n

Inymi slovami, dolné ohranicenia ocakavanych vynosov rizikovych aktiv st vzdy nad hodnotou vynosu
bezrizikového aktiva. Tato podmienka nie je nijakym sposobom obmedzujica, nakolko ohrani¢it vynos

rizikového aktiva mensou hodnotou ako je vynos bezrizikového aktiva nema zmysel.

V takomto pripade moézeme ohranicenie r; > rg Vi = 1,...,n vychechat, pretoze priamo vyplyva
z podmienok:
a; > 1o Vi = 17...,77,
azgngbz VZ:1,7’I’L

Tym sa ndm robustny model zjednodusi nasledovne:

min max (1 — a)(were + wl'r) — aw’ Lw
T w,wp

wo +wll=1 (5)

azgrlgbl Vizl,...,’l’},

Podobne ako v Markowitzovom modeli, aj v tomto pripade sa da zaviest pojem efektivnej hranice
ako mnoziny najlepsich stratégii v zavislosti od riziko averzného parametra a trhového portfolia ako
portfélia obsahujiceho vsSetky rizikové aktiva na trhu s vdhami zodpovedajiacimi ich podielu na trhu.
Jej definicia je v oboch modeloch identicka.

7 uvedeného zéapisu si takisto mézeme vSimnuf dalsiu vyznamni vlastnost Robustného modelu.

Treba si uvedomit, Ze minimalizacia cez r sa odohriva az po vyrieseni maximalizacnej tlohy cez w,

17



ktora je v podstate Markowtizovou tilohou. Minimalizujeme teda riesenie Markowitzovho modelu cez
pripustné hodnoty r. Preto plati, Ze vysledné Robustné portfélio zodpoveda Markowitzovmu portféliu
pre nejaké (ndm zatial nezndme) hodnoty r. Tento zdver je podstatny vzhladom na nasledujicu
kapitolu.

Autori élanku [3] upozortiuji na niektoré dosledky Robustného modelu:

e Je nijdeny tzv. rovnovazny systém cien, ¢ize predpis pre také ceny jednotlivych aktiv, ze celkovy
trh je vyrovnany. To znamenad, ze celkova ponuka kazdého aktiva sa rovnd celkovému dopytu po

tomto aktive. Rovnovazna cena aktiva j je:

pjzli

kde z¥ je celkovy pocet akcif aktiva i, na trhu je m investorov a kazdy investor mé pociatoény

0
no l-oy; %ij
i=1 2a; xg’

pocet akcif aktiva j rovny 2? ., z; je j-ty prvok vektora ! (r*—rgl)ay = >0 >

1,79 Zj-
e pri rovnovaznom systéme cien kazdy investor vlastni isté mnozstvo bezrizikového aktiva a neza-
porny nisobok A; pociato¢nej trhovej ponuky aktiv, priom Y"1 | A; = 1, ¢ize investori si podelia

kompletnii ponuku aktiv na trhu.
e st uvedené niektoré dalsie zaujimavé vlastnosti trhu, pokial je tento v rovnovaznom stave.

e v [3,s. 289] je dalej spomenutd tzv. "CAPM-like property”, ktord konkretizuje dalSiu vlastnost

Robustného modelu, analogickti s CAPM-modelom vychadzajicim z Markowitzovho modelu.

Robustny model teda ponika zaujimavé a plnohodnotné (najmi vdaka CAPM-vlastnosti) rozsire-
nie Markowitzovho modelu, ktoré je vhodné na dalsiu analyzu. Uvedené dva modely v nasledujice;j
kapitole porovname v roznych situacidach a podmienkach.

Hoci [3] sa venuje aj dalsim implikdcidm Robustného modelu, nds bude konkrétne zaujimat zak-
ladna charakteristika vystupu, a tou je kompozicia vysledného portfélia. Budeme teda skiimat, ako
sa lisia vahy vyslednych optimalnych portfélii. Vzhladom na jeho osobity vyznam sa budeme venovat

najméa trhovému portféliu.
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2 Analyza Robustného modelu

V tejto kapitole nds bude zaujimat spravanie uvedenych dvoch modelov v réznych situacidch. Kedze
sme uz zistili, Ze Robustny model v podstate riesi zakladni Markowitzovu tlohu pre nejaké odhady
oCakdvanych vynosov r¥ € {(a;,b;), bude nds najmé zaujimat, pre aké hodnoty vratia oba modely rov-
naké vysledné portfélio. V predchédzajicej kapitole sme takisto zdoraznili Specidlny vyznam trhového
portfélia oproti ostatnym portfélidm nachadzajicim sa na efektivnej hranici. Prave preto nas za-

kazdym bude zaujimat prave kompozicia vysledného trhového portfélia.

Takisto pripomenme, ze v pripade Robustného modelu v zdujme zjednodusenia vysledkov budeme
bez ujmy na vseobecnosti zakazdym automaticky uvazovat nasledovni podmienku ako splnent: a; >

To Vi=1,...,n

2.1 Trhové portfélio pre 2 nezavislé rizikové aktiva

Na zaciatku sa pozrieme na najjednoduchsi pripad - budeme uvazovat situdciu, kedy st na trhu k dis-

s s d s 1/ . ak Pa kt/ v k/ 7 . 7 . . . . 2 2 1 . d 7
pozicii dve nezavislé rizikové aktiva s ocakavanymi vynosmi rq, 2 a varianciami o7, o3, spolu s jednym
bezrizikovym aktivom pontikajicim vynos rg. Ak st aktiva nezavislé, znamend to, ze kovariancia ich
vynosov je nulova, ¢ize plati:

o1 = E[(F1 — 1) (11 —r1)] = 0.

Zmamend to, ze korela¢ny koeficient vynosov aktiv 1 a 2 je nulovy:
o012 = 0102p12 =0 & p12 =0

Navyse, v robustnom pripade budeme mat neurcito odhadnuty vynos len jedného rizikového aktiva,
druhé aktivum bude odhadnuté presne. Nasou tilohou bude spocitat trhové portfélio, ¢ize portfélio s

vahou bezrizikového aktiva wy = 0, pricom pouzijeme Markowitzov aj Robustny model volby portfdlia.

2.1.1 Markowitzov model

V tomto modeli pozndme presné hodnoty ocakavanych vynosov rizikovych aktiv. Na vstupe teda mame

hodnoty:
2
1 o 0
To, T = ) Y= !
T2 0 O'g
Vidime, zZe predpoklad nezévislosti rizikovych aktiv nam sposobil to, Ze kovarianénd matica je di-
agonalna.  Intuiciou je, Ze tento fakt ndm ulahéi dalsie vypocty. Vystupom budd hodnoty:
wy

w = , Wo
w2

Veta 2.1 Trhové portfélio Markowitzovho modelu je nasledovné:

WM 03(r1 — o)
! o3(r1 —ro) + o3 (ra — o)

6Samozrejme stéle plati, ze ¥ je symetricks a kladne definitna.
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M oi(ra — o)

w =
? o3(r1 —ro) + o3 (re — o)

Dokaz: Riesime teda Markowitzovu tlohu:

max(1 — a)(werg + wTr) — awTTw = (1 — a)(wore + wir1 + wers) — a(o? 4 032)
w,wo

w0+wT1:1

Pomocou vztahu wy = 1 — w”'1 mdzeme tito tlohu vyriesit ako dlohu na volny extrém tvaru:

max (1 —a)[(1 —w1)rg+w?r] — aw?Sw = (1 — a)rg — wl'1rg + wlr] — aw?Sw =
w

= (1—a)(ro+wT(r —rol)) — aw? Sw

Hladame teda globalne minimum tejto funkcie. Nutnd podmienka prvého radu:

2)—5} =(1-a)(r—rl)—20Xw =0 w= 12_70[042_1(7“—7“01)

Je zaroven aj postacujucou podmienkou maxima, kedze pomocou podmienky druhého radu:

?g
5 = —2a¥
ow
a vyuzitim kladnej definitnosti matice ¥ zistujeme, Ze tcelova funkcia je na celej mnozine R? ostro
konkédvna a teda ma jediné, jednoznacne urcené globalne minimum. Dostali sme riesenie optimaliza-

¢ného problému, ¢ize mnozinu efektivnych portfélii parametrizovani hodnotou «:

1l -«
= Z_l — 1
w o (r—mrol)

1-—

e
—ro)T2 11
2« (T "o )

wo=1-wl1=1-

Inymi slovami, uvedeny vztah je zéroven predpisom pre efektivnu hranicu, pricom « € (0, 1). Pre kazdu
hodnotu riziko averzného parametra teda existuje iné optimélne portfélio, zohladnujice averznost
konkrétneho investora voci riziku. Kedze nas zaujima trhové portfélio, pri ktorom je podiel bezrizikového
aktiva nulovy, musi platit

l1-« 1

o 2 (r—ro)Tx-11

To znamena, ze investor s averziou voci riziku takou, Ze jeho parameter a bude mat hodnotu vyhovu-

jucu tejto podmienke, investuje vylucéne len do trhového portfélia a bezrizikové aktivum ho nezaujima.

Po dosadeni do w dostavame:

1 T1—To
?f 0 T —To Tf
_ 1 — T2-Tg
_ b)) 1(7" — 7’01) _ 0 o2 T2 —To _ o3
(7" _ TQl)TZ_ll T 1 7'1—27'0 + 7‘2—27'0
rH —To oz 0 1 91 T2
1
T2 —To 0 % 1
93
"~ w1 . . , . . vy 2 ‘ .
Kedze w = , po rozpisani tohoto vysledku po jednotlivych zlozkach dostavame nami dokazo-
w2

vané tvrdenie.
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2.1.2 Robustny model

Robustny model sa od Markowitzovho odliSuje v tom, Ze v tomto pripade nemusime poznat presné
hodnoty ocakavanych vynosov, mdzeme ich mat odhadnuté len nejakym intervalom. Vstup sa nam

teda zmeni nasledovne:

a1 b1 0'% 0
70,0 = ,b= , X =
a9 bg 0 0'%

Veta 2.2 Trhové portfélio Robustného modelu je nasledovné:

Wk = 03(a1 — o)
Y 02(ar — o) + 03 (az — 7o)
2 _
wh = oi(az —ro)

o3(ar — o) + of(az — o)
Dokaz: Budeme teda riesit zakladna tlohu Robustného modelu:
m}nmgxf(w,r) = (1= a)(wero + wlr) — aw”Sw = (1 — a)(rowp + r1w; + rowsy) — a(wio? + wio?)

wo + wll=1

a<r<b
Prvym krokom je vyriesif maximalizacnu cast tlohy:

muajtxf(w, r) = (1 — a)(were + w''r) — aw’ Sw
wy + w1 =11

Rovnakym sposobom ako v pripade Markowitzovho modelu (¢ize vyuzitim podmienky wg = 1 — w71,
riesenim tlohy na volny extrém funkcie:

g(wi,wy) = (1 —a)(rg +wh (r —ro1)) — aw’ Zw,

zderivovanim podla w a ndslednym rozpisanim po zlozkach) dostavame optimalne vahy:
v — l—a(ri—r1p
1=
20 o?
l—a [ro—rg
Wy =
20 o3

l—a (ri—1m9 12—19
wog=1-— 3 + 3
200 oy lop)

Tieto hodnoty vsak eSte presne nepozname, pretoze narozdiel od Markowitzovho modelu ndm v ich

predpise zostaly dve premenné, a tymi st hodnoty 71, r2. Dosadime ich do g(wy,ws):

stunun) = -0 |- (2 (P52 )+ - (1 (257)] -
)y (2]
SOy ()
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Minimaliza¢na cast tlohy teda vyzera nasledovne:

1 2 _ 2 _ 2
g0 -+ 520 (220" (o)
71,72 4oy g2 01

CL1<’I’1<b1

az <1y < by

o 1—a)? ‘ . < - s . . p
Kedze (1 — a)ro, % su nezaporné konstanty, minimum tejto ucelovej funkcie bude rovnaké ako
ro — 10\ rn—ro\’
. 2 — 70 1— 7o
min +
71,72 g2 g1

az <1y < by

rieSenie tlohy:

7 predpisu ucelovej funkcie hned vidno, Ze jej najmensiu hodnotu dostaneme, ak za obe premenné

zvolime ich dolné ohranicenia, kedze Gcelova funkcia rastie v premennej r; aj ro. RieSenim teda bude:

i =a;

Ty = Q2

Za rq,7r9 tym padom zvolime "najhorsi mozny odhad". Po dosadeni do optimélnych vah dostéavame

vyslednu efektivnu hranicu parametrizovanu parametrom a:
W — l—«a (a1 — 19
1=
2a O’%
wo — l—« (fas — 19
5 =
20 o3

l—a (a1 —r as — 7
wo=1— (120+220)

200 oy op
Hodnotu zlomku 12_—;‘ zodpovedajicu trhovému portféliu vypocitame nasledovne:
l-«o 0?03
wy=0< =
20 (a1 —ro)os + (ag —rg)o?

Po dosadeni do w1, resp. ws dostavame vysledok uvedeny v zneni vety.

2.1.3 Porovnanie

Porovnajme teraz vahy aktiva 1 v nasom portféliu. Jednotlivymi modelmi sme ziskali optimalne hod-

noty:
w{w _ o3(r1 —ro)
O’S(’I"l — 7’0) + 0%(7’2 — To)
20,
w{% _ o3(a1 — ro)

o3(a1 — o) + 02(az — 19)
Véha wM vo svojom predpise obsahuje hodnoty 71, 7. St to presné odhady vynosov aktiv v Markow-

itzovom modeli. Vidime teda, ze Markowitzov model ndm vréti r6zne hodnoty wi? pre rézne odhady
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vynosov r1,rs. Zaujima nds, pre aké konkrétne hodnoty r1, 72 z intervalu (aq,b1), resp. (az,by) ndm
oba modely vratia rovnaké portfélio, ¢ize rovnakd vahu aktiva 1 (vdhu aktiva 2 potom lahko vypodi-
tame zo vztahu wy = 1 — wq). Takisto by sme radi zistili, akym spdsobom sa tieto vahy budt vyvijat
pre rozne hodnoty z (a;, b;).

Riesenie tohoto problému nie je zlozité. Z predpisov tychto premennych totiz hned vidime, ze plati:

w{w:wf@ﬁ:al/\rg:ag

Podobny vysledok plati aj pre vaihu druhého aktiva. Vidime, ze ak v Markowitzovom modeli zvolime za
ocakavané vynosy hodnoty dolnych ohrani¢eni vynosov v Robustnom modeli, vysledné portfélio bude
v oboch pripadoch rovnaké. Mdézeme tvrdit, ze Robustny model v pripade dvoch nezévislych aktiv
nerobi ni¢ iné, len zvoli dolné ohranicenia vynosov a dalej pokracuje riesenim klasickej Markowitzovej
ulohy. Jeho vyznam sa teda v tomto pripade straca.

Zéroveii pre derivaciu funkcie wi? (ry) podla o plati:

ow _ 2010215 (11 — 70) <0
Ory (03(r1 —70) + 0% (ra — 70))? —

teda funkcia wi (ry) klesa s rastiicim 9. Z toho vyplyva, ze uvedené modely vratia rovnaké hodnoty

vahy prvého aktiva, ak za ro zvolime v pripade Markowitzovho modelu vstup as. Pre kazdé by > ro >

as dostaneme mensiu vahu prvého aktiva, resp. vacsiu vahu druhého aktiva.

2.2 Trhové portfdlio pre n-nezavislych rizikovych aktiv

Predchédzajica, v podstate najjednoduchsia (a takisto v redlnom svete najmenej pouzitelnd) situd-
cia na trhu a jej trividlne riesenie v pripade Robustného modelu nas motivuje k nasledujicemu
zovSeobecneniu: pokusime sa najst trhové portfélio pre oba modely, pricom na trhu bude figurovat
jedno bezrizikové aktivum a vSeobecny pocet n-rizikovych aktiv, pricom ich vynosy budi aj nadalej
nezavislé, t.j. nekorelované. Kedze ide iba o n-rozmerny pripad predchadzajicej situécie, intuiciou je,

ze aj ziskané zavery buda podobné.
2.2.1 Markowitzov model
Na vstupe v tomto pripade mame nasledovné hodnoty:
1 o? 0
To, T = ) Y=
Tn 0 o2
Veta 2.3 Trhové portfélio Markowitzovho modelu je nasledovné:

Ti —To

2 n T5—T0
a; Zj:l( o2 )

wM (i) = Vi=1,...,n

Dokaz: Hladdme vektor w = (wy,...,w,)T a hodnotu wy, ktoré si riesenim optimalizacnej tlohy:
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max(1 — a)(were + w’r) — aw’ Sw
w

w0+wT1:1

Pomocou wy = 1 — w”'1 riesime tlohu na volny extrém:

max(1 — a)(w'r +wy — row’' 1) — aw’ Zw
w

0 1—
5w = (I—-a)(r—rol) —20Xw=0&w= WQE*I(T —191)
Kedze hladame trhové portfélio, musi platit:
l-«a -« 1
=1-wil=1- —r)’E 1 =0 =
o v 2 (r=ro1) 2 (r—rpl)Tx-11

pri¢om sme vyuzili vztah (E*I)T = ¥~!. Po dosadeni do w dostavame trhové portfdlio:

é O (7"1 — 7"0)
Mo S r —rol) B 0 é (rn —10)
- —r1)TY-11 T
(T "o ) (’I"l — 7’0) % 0 1
(rn —10) 0 L 1

Pre i-tu zlozku vektora w, teda pre vahu akcie i v trhovom portféliu teda plati:

Ti —To

2 n Tj—To
o2y ()

w (i) =

Pre tieto hodnoty skutoc¢ne plati Y wM = 1.

2.2.2 Robustny model

V robustnom modeli mame namiesto vektora ocakavanych vynosov r na vstupe vektory a a b, ktoré
st odhadmi tychto vynosov a plati a; < r; < b;.

Veta 2.4 Trhové portfélio Robustného modelu je nasledovné:

a; —To

2 n aj;—To
o? Y, (25)

Doékaz: Zakladnou tlohou, ktori riesime je tloha:

wh(i) =

Vi=1,....n

min max f(w,r) = (1 — a)(w?r + were) — cw’ Sw
T w
wll + wo =1

azgrngz iil,...,n
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Riesenie maximaliza¢nej ¢asti tlohy je navlas rovnaké s predchidzajicou kapitolou tykajicou sa
Markowitzovho modelu. RieSenim tlohy na voIny extrém pomocou ohranicenia w’1l + wy = 1 a

pouzitim podmienky prvého radu dostavame optimalny vektor w:

1—
wh = 2aa2_1(r —1rol)

Maximum tcelovej funkcie v tomto bode mé hodnotu:

(1-a)

5 (r— rol)TEfl(T —rol)

(1—a)ro+

i 1-a)? . . « o v vy, p v ven
KedZe hodnoty (1 —a)ro, ( 23) st nezaporné konstanty, v minimalizac¢nej ¢asti tlohy nam staci riesit

ulohu:
min(r —ro1)TX 7 (r — rol)
T

aigrigbi 7;:1,...,77,

Uéelové funkcia tejto tlohy vyzera nasledovne:

r 1
rL—To = 0 rL—1T0
o (ri— 70)? (rn —10)?
= 2 +ot 2
o3 o
Tn —T0 0 é Tn —To
Pre derivaciu tejto funkcie podla r; plati:
0 2(r; —r
( [ 5 O) >0
or; o;

Ucelova funkcia teda podla kazdej premennej ostro rastie, jej minimum na mnozine pripustnych rieseni
sa teda nachddza v bode:
ri=a; Yi=1 n
% 2 [

B najdenim hodnoty parametra o zodpovedajiicej trhovému

Dosadenim tejto hodnoty do vektora w
portféliu (je rovnaké, ako v Markowitzovom modeli) a rozpisanim po zlozkdch dostdvame tvrdenie

vety.

2.2.3 Porovnanie

‘me sa blizsi Stand M ocry R
Pozrime sa blizSie na vypocitané hodnoty w;", resp. w;*:
s —To a; —To .
wle L wf: . Vi=1,...,n

2 n ri—"T 2 n a;—r
og; Zj:l ( JU? O) g; Zj:l ( Jg? 0)
e Kedy sa tieto hodnoty rovnaju? Z predpisov oboch portfélii je hned zrejmé, Ze oba modely

vratia rovnaké hodnoty vah aktiv, ak v Markowitzovom modeli ako odhady o¢akavanych vynosov

rizikovych aktiv na vstupe zvolime hodnoty: r; = a; Vi = 1,...,n. Spejeme tym k zaveru,
ze Robustny model "nespravi ni¢ iné” , len za ocakdvané vynosy zvoli ich najhorsie mozné

odhady v rdmci pripustnych ohranic¢eni. Tento zaver uz nevnimame ako Sokujici, nakolko nieco
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podobné sme dostali aj v pripade dvoch nezavislych rizikovych aktiv. Tato kapitola je v podstate
jej zovSeobecnenim pre n rizikovych aktiv. Napriek tomu opdt poznamenajme, ze Robustny
model nevykazuje v tychto pripadoch prilis velkt uzitocnost, kedze jeho tuc¢inok sa nestrati
jednoduchou zmenou na vstupe a naslednym pouzitim Markowitzovho modelu. Neistota ohladom
odhadnutych ocakivanych vynosov, ktorej sme chceli pouzitim Robustného modelu zabranit, sa

preniesla na rovnaku neistotu ohladom ich dolnych ohranic¢eni v Robustnom modeli.
e 7 pohladu na predpisy portf6lii a vyuzitim predpokladu

ro<a; <r;<b; Yi=1,...,n

takisto zistujeme, ze plati:

wM >0,wf>0Vi=1,...,n

Inymi slovami, ak si aktiva navzajom nezavislé, vo vyslednom optimalnom trhovom portféliu
nejdeme ani s jednym aktivom do kratkej pozicie, ¢ize pripadna doplnujica poziadavka w; >

0 Vi =1,...,n by v tomto pripade nebola aktivna a teda ani potrebna.

2.3 Trhové portfélio pre n-zavislych rizikovych aktiv s obmedzenim kratkej
pozicie

V predchédzajicich kapitolach sme pozadovali, aby jednotlivé rizikové aktiva boli nezavislé. Tato
poziadavka ndm potom implikovala diagonalitu kovariancnej matice 3 a ulahcovala mnohé tdvahy a
vysledky. Nakoniec sme vdaka ziskanym hodnotam vyslednych trhovych portfélii dospeli ku dvom

vyznamnym zaverom:

e Stracala sa uzito¢nost Robustného modelu v porovnani s Markowitzovym modelom, pretoze
Robustny model zakazdym volil optimalne hodnoty ocakdvanych vynosov ako r; = a; Vi =

1

R (%

e Vysledné vahy aktiv v trhovom portféliu boli zakazdym nezaporné. Tato nezapornost sa vyskyto-
vala prirodzene, pretoze ziadna doplnkova poziadavka tvaru w; > 0 sa v nami riesenych tlohach
nevyskytovala. V skutocnosti sa o tito vlastnost portfélii "postarala” diagonalita kovarianénej

matice.

Tieto vlastnosti vsak v praxi nie st prili§ pouzitelné, pretoze v drvivej vic¢sine pripadov rizikové
aktiva navzajom do istej miery korelované si. [2] Istd koreldcia sa totiz vacsinou vyskytuje aj medzi
nesuvisiacimi aktivami. Naopak pri aktivach firiem poésobiacich v tom istom priemyselnom odvetvi
mozeme ocakavat pomerne vyznamnu korelaciu, pretoze rozlicné faktory suvisiace s tymto odvetvim
(ceny komodit, investicie v danom odvetvi, ale aj pocasie) mozu zvysit pravdepodobnost toho, ze
jednotlivé pozorované vimosy aktiv sa budi pohybovat nahor, resp. nadol spolo¢ne. [2, s. 5] Vlastnosti,

vyplyvajuce z predchadzajicich kapitol maju teda skor teoreticky vyznam.
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Preto v tejto kapitole upravime nase poziadavky vzhladom na situaciu na trhu nasledovne: budeme
predpokladat, ze oéakavané vynosy rizikovych aktiv nemusia byt navzidjom nezéavislé, t. j. moze platit:
oij 70 Vi, j

Co tento fakt znamend pre matematicki stranku jednotlivych optimaliza¢nych tiloh? Kedze kovarian-
cia aktiv méze byt nenulova, kovarianéna matica ¥ nemusi byt diagonalna. Budeme teda predpokladat,

Ze vyzerd nasledovne:

2
01 012 ... O1n
2
g12 (72 O92n
2:
2
Oln O02n .- (op

Dalsim pridanym predpokladom bude trhovy zakaz kratkych pozicii, ¢ize zakaz praktiky zvanej
short-selling. Ide o predaj aktiv (vicéSinou akcii firiem), ktoré si investor pozical od tretej strany
(vacsinou od brokera), pri¢om investor mé zdujem neskor tieto akcie odkipit naspit a vratit tretej
strane. Short selleri z tejto aktivity profituju vtedy, ak pocas obdobia po6zicky cena aktiva na trhu
klesne. [18] KedzZe ide o predaj aktiv, matematicky je tato praktika vyjadrend nasledovne: Ak investor

ide s aktivom ¢ do kratkej pozicie, potom v investorovom portféliu plati:
w; <0

Investor teda vlastni zaporné mnozstvo daného aktiva.

Short selling spésobuje medzi investormi dlhodobé kontroverzie datujice sa az do zaciatku 17.
storoc¢ia. V USA bola tato praktika v urcitych obdobiach zakdzana. Mnoho expertov ju povazuje
za pric¢inu kolabsov trhov, vysokej volatility trhov a pod. [18] Short selling je v mnohych krajindch
zakazanou praktikou. Preto predstavuje nezanedbatelné percento pripadov prave pridané ohranicenie:
w; > 0 Vi. V tejto kapitole budeme predpokladat, Ze sa investor nachadza na trhu, v ktorom plati
zakaz kratkych pozicii.

Kedze v tomto pripade je riesenie oboch modelov netrividlne, neposkytneme explicitny predpis

optimalneho trhového portfdlia.

2.3.1 Markowitzov model

Na vstupe Markowitzovho modelu méame:

0'% 012 ... O1n
1 9
. g12 g5 ... O92n
To, T = . aE =
Tn 9
01n O2n g,

Riesime tlohu:
max(1 — a)(were + w’'r) — aw’ Tw
w,wo

w0+wT1:1

w,z() Vizl,...,n
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T4 je vdaka vézbe wg + w1 = 1 ekvivalentna s tlohou:
m;s%(f(w,r) =(1—a)(rg+w'(r—ro1)) — aw’ Zw (6)

Ucelové funkcia f(w,r) je (vdaka ostrej konvexnosti matice X) ostro konkévna, mnozina pripustnych
rieSeni je kompaktnd. V tomto pripade tlohu nebudeme riesit, postadi tvrdenie, Ze tloha (6) mé
jednoznacné riesenie. Toto rieSenie samozrejme zavisi od volby vstupnych parametrov. Jednym z nich
je vektor o¢akavanych vynosov. Preto optimélne rieSenie tejto tilohy w™ budeme chapat ako funkciu
vektora r:

wM (r) := arg m%cf(w, r)

2.3.2 Robustny model
Ako uz vieme, na vstupe Robustného modelu mame namiesto vektora r vektory a, b a riesime dlohu:

min mgx(l —a)(worg + wTr) — aw’ Lw
wo + wllt=1
wiz()Vi:]ﬂu.,n
a<r<b
Zmenou poradia maximalizdcie a minimalizicie a vyuzitim vztahu wy + w”1 = 1 dostaneme ekviva-
lentna dlohu:

. (1 T, _ T
I&)lg%(agl:gbf(’w,r)—ﬂ a)(ro+w' (r—rpl)) — aw' Xw (7)

Riesenie tejto ulohy takisto existuje, ozna¢me ho nasledovne:

R . .
w = argmax min w,r) = ar min max w,r
ngOaSTSbf( ,7) gaggbwzof( ,T)

Veta 2.5 Pre optimdlne portfoliac Markowitzovho a Robustného modelu plati:
w? = wM(a)
Dokaz:
My _ _ T T
w' (a) = argmax f(w,a) = argmax(1 — a)(ro + w* (a — rol)) — aw” Zw
w>0 w>0
R

B _ B . B T, T
w 7argrgjlg%<argnrnglbf(w,r)fargrilzg%(argn;rglb(l a)(ro+w* (r—rol)) — aw” Sw

Predpokladajme teraz, ze w > 0. Potom pre tlohu min,<,<p f(w, ) plati:

of(w,r)

T

Pricom:

° Aka:():}%:{1’71):02>m11’1nf(w77'):f(1%a)
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o Ak w; > 0= 2020 5 0= min,, f(w,r) = f(w,a)

V oboch pripadoch mézeme za optimalnu hodnotu 7; zvolit r} = a;. Pri nezdpornom vektore vah teda
vzdy plati:

min f(w,r) = f(w,a

min, f(w,r) = f(w,a)

Z toho nam vyplyva:

R __ : _ _ M
w? = argmax min f(w,r) = argmax f(w, a) = w™ (a)

Podla dokazanej vety sa teda optimélne portfélio Markowitzovho modelu rovna tomu ziskanému po-
mocou Robustného modelu vtedy, ak za o¢akavané vynosy zvolime hodnoty a;. Tato "neuzitocnost”
Robustného modelu sa teda prejavuje nielen v pripade nezavislych aktiv, ale aj v pripade korelovanych
aktiv, ak na trhu plati zdkaz kratkych pozicii. Ako sme uz povedali, tdkéto situdcie sa na réznych trhoch
vyskytuji pomerne bezne, preto je tento zaver prakticky podstatne vyznamnejsi oproti zaverom, ku

ktorym sme dospeli v predchddzajicich kapitolach.

2.4 Protipriklad - Trhové portfélio pre 2 korelované aktiva

Zatial sa nam uzitocnost Robustného modelu velmi nepotvrdila: vo vSetkych predchidzajucich uvazo-
vanych situdciach sme museli konstatovat, ze Robustny model nerobi ni¢ iné, len v minimalizac¢ne;j
Casti optimalizdcie voli r} = a; a dalej riesi klasicki Markowitzovu dlohu pre tieto hodnoty ocaké-
vanych vynosov. Pontka sa nam teda otézka, ¢i vobec existuju situacie, v ktorych Robustny model
zvoli za optimélne ocakdvané vynosy nejake iné hodnoty ako ich dolné ohranicenia.

Odpoved na tuto otazku je kladna. Jeden z pripadov budeme ilustrovat v tejto kapitole. Situacia
na trhu bude nasledovné: Budeme mat k dispozicii jedno bezrizikové a dve rizikové aktiva, ktoré budu
korelované, t.j. v tomto pripade plati:

o12 #0

Znamend to, ze pre rizikové aktiva 1,2 existuje nejaky nenulovy koeficient koreldcie pi2, pre ktory

plati:

Var(r,,
wULT 2 e -1,1)

P oo o) /od)

Na tomto mieste upozornime na jednu skuto¢nost: pre korela¢ny koeficient v skuto¢nosti nemoze platit

p12 € (—1,1). Musime z nasich tivah vyluéit moznost, ze rizikové aktiva si perfektne kladne alebo

zaporne korelované, ¢ize musi platit:

p12 # £l = p1a € (=1,1)

Toto je len dosledok jedného z predpokladov nasich modelov, a sice kladnej definitnosti matice ¥. Aby

tento predpoklad zostal zachovany, musi platit:”

det(X) = 0ios — 0303ply > 0 pa € (—1,1)

7V skutoé¢nosti by pripad pij € {—1,1} implikoval existenciu arbitrdze, teda moznosti ziskat nenulovy zisk pri

nulovom riziku.
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Navyse v tomto pripade povolime na trhu moznost ist do kratkych pozicii. Jedna sa teda o dvoj-
rozmerny pripad predchadzajticej situacie, navyse s povolenymi zapornymi vahami vo vyslednom port-
foliu. Opét pouzijeme oba modely, pricom opédt nas bude zaujimat kompozicia vysledného trhového

portfolia.

2.4.1 Markowitzov model

V Markowitzovom modeli na vstupe mame:

2
1 o7 012
To, T = 722
2
T9 g12 g5

Veta 2.6 Trhové portfélio zlozZené z dvoch korelovangch aktiv ziskané pomocou Markowitzovho modelu
je nasledovné:
M (rg —ro)o12 — (11 — r0)o3
(r2 —1o)(012 — 0f) + (r1 — o) (012 — 03)
(

r = T0)012 - (7"2 - TO)U%
(ra —10) (012 — 0F) + (r1 — r0) (012 — 03)

Doékaz: Riesime Markowitzovu tlohu:

muajux(l — a)(woro + wr) — aw?Yw = (1 — a)(rowe + riw; + rows) — a(wio? 4+ 2wiwao109p12 + wio3)
wo + wlt=1

Po substittcii wg = 1 — w”'1 rieSime tlohu na volny extrém:

max(1 — a)(rg + w (r —ro1)) — aw’ Zw

Plati (nutné podmienky prvého rddu):

) 11—«
— =(1-a)r—rl)—203w=0w=—>2"t(r—r0l
2~ (1- )~ o) )
Efektivna hranica parametrizovana hodnotou a potom vyzera nasledovne:

1l -«
2c

11—«

SN —rol)

wo=1— (r—rp1)T2711

l—a

Hodnota zlomku --* zodpovedajtica trhovému portféliu je W

Inverznd maticu ¥~! Iahko vypoéitame pomocou Cramerovho pravidla:

2

9 a5 0102p12
o —010 3 3333 3 3 3 3.3
2—1 _ # 2 102012 _ 0705—0705p7, 0'10'2—2010'2/712
det(E) 2 0102pP12 91
0102012 51 T 0202—0%02p2, olo5—0io5p3,

Trhové portfélio Markowitzovho modelu je teda:

92 _ 010212 r o
3 5 3.-3.3 3 33 23 —
0105=0193P712 0102=91035P12
ag
M _ 0102p12 1 ro —1r
w 2 2__2,2 2 2_2__2.2,2 2 0
M __ 1 _ 0105-01053P12 T10579195P12
we = = T
2
wéw 1 —To 75 ___0102p12 1
- 2 222 3 3 2 2 232
0105701935P12 0105701953012
g102012 I
T2 —To T %02 —0203 7252525252 1
2 307, 1927 9192P12
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Po roznasobeni, upraveni a rozpisani tohoto vztahu po zlozkach dostaneme portfélio zhodujice sa s

tvrdenim tejto vety.

2.4.2 Robustny model

Tentokrat uz predpokladame, Ze vynosy oboch rizikovych aktiv mame odhadnuté intervalom. Na

vstupe Robustného modelu potom figuruji nasledovné hodnoty:

2
a1 b1 01 012
To,a = ub: 722
2
az bo o012 035

Najprv sformulujeme nasledovné pomocné tvrdenie:

Lemma 2.1 Uloha:

T
o o2 —0102pP12 L — 7o
T2\ ry — 1y —0102012 ot 2770
ar <r; <b
az < 1o < by

md nasledovné riesenie:

ro(of— 012)+012a1>T L o1(az—ro) < pia < a1(b2—10)

ai, oa2(a1—rg) — = Ga(ai—ro)
(a1, bs)" ak 2e2=r0) < o o 21baro)
1,02 oa(a1—ro) 12 oalai—r0)
T

fo— * *T: T(O’—U )+Ua J(a—r) O'(b—T')
r (ri,m3) ( ro(03—013) 01202 a2) ak ﬁ < pra < ﬁ
(b1, az)” ak @2@=r0) < o 4 o2(bioro)
5 o1(az—ro) o1 (az—r0)

(a1,a2)" inak

2 —
03 0102012

Dokaz: Matica A = je kovarian¢nou maticou. Jej determinant je zaroven

—0102pP12 U%
kladny:

det(A) = oo — ofo3ply >0

Preto mozeme tvrdit, Ze matica A je symetrickd a kladne definitna. U¢elova funkcia, ktort minimal-

. . . z "L —To P
izujeme, je teda kvadratickou formou f(z) = 27 Az, kde vektor z = = , ktora ma

Y re —7To

na mnozine R? prave jedno, jednozna¢ne uréené, lokilne aj globalne minimum, ktorym je (s vyuzitim

podmienok prvého a druhého rddu) vektor:
z=0&r =r90Ar2 =10

Pripomenme, Ze funkciu f minimalizujeme na mnozine:



Ak by ndm to ohranic¢enia nasej ulohy dovolovali, t.j. ak by platilo a1 < rg < b1 Aas < rg < by, za
optimalne hodnoty by sme zvolili prave globdlne minimum, t.j. vynos bezrizikového aktiva.

My ale uvazujeme pripad rg < a1 A g < ag. Ak plati rg = a1 = ag, tak situdcia je jasné, Cize
optimalne riesenie je:

Ty =a1,Ty = as

V opaénom pripade vyuZzijeme nasledovni vlastnost téelovej funkcie: Ucelova funkeia f(z) na mnozine
(rg,00) X (rg,00) rastie v lubovolnom smere (kedze plocha generovand funkciou f je paraboloid). Teda
minimum na mnozine pripustnych rieseni sa moéze nachadzat na lubovolnom prvku z tejto mnoziny
(vid obrazok):

{(ri,r2) | (m=a1Vra=ax)A(a1 <11 <bi Aag <ry <b)}

A

!
; A :
2 ! 4
.l’l ; £
v /
! 3
I &
b, 7
2 | P #
! /- i -
. o mnozina
s - - . v -
[ . pripustnyich rieseni
: / -
i ;
> s
a— — — — AT
2 v -~ = —- -
¥ 2 3o - - -
L e | |
o]
| | -
r
o d1 b1 l'1

Obr. 2: Funkcia f(z) rastie v kazdom smere z globdlneho minima (rg, r¢). Hrubou ¢iarou je vyznacena

mnozina bodov, ktoré mézu byt lokdlnym minimom na mnozine pripustnych rieSeni.

Pozrime sa blizsie na pripad m = a1, 72 € (a2, bs). V tomto pripade riesime tilohu:

mino? (ry — r9)* — 2012(r2 — ro) (a1 — ro)
T2 (8)

az <1y < by
Nutnd podmienka prvého radu je vdaka konvexnosti ucelovej funkcie zaroven postacujicou pod-

mienkou na existenciu minimas:

0 2
-_— = 20’%(7’2 — T‘()) — 20’12(&1 —’1"0) = 0 < Tog = TO(Ul 013) +0'12(11
Org o3

Pri¢om musia platit nasledovné ohranicenia:

2 _ _
ry > ay o 0L 01§)+012al Zag@mzw
o1 o2(a1 — 7o)
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2 _
vy < by < ro(o7 012) + 01201 < by pra < o1(by — 10)
o1 02(a1 —7“0)

V pripade, Ze druha nerovnost neplati, sa minimum nachadza v krajnom bode mnoziny pripustnych
rieSen{ dlohy (8), ktorym je by. Tym sme v podstate dokdzali prvii dvojicu vetiev Lemmy 2.1. Dokaz

zvysnych “vetiev” je analogicky.
[ |

Veta 2.7 Trhové portfélio zloZené z dvoch korelovanich aktiv ziskané pomocou Robustného modelu je

nasledovné:
oy1(az—r o1(ba—r
(I’O)T ak J;gai rgg S P12 S Uigaifr(;;
(b27r0)0'127(a177’0)a'§
(ba—r0)(o12—03)+(a1—7r0)(012—03) ak o1(az—70) < o1(b2—70)
(alfro)Ulzf(bszo)U% oz(a1=ro) pr ﬁ o2(a1=ro)
(b2—r0)(o12—02)+(a1—70)(c12—03)
oox(a1—r oo (b1—r
e (el ) _Jen? ak ZATT < pia < P
wf (a2—ro)o12—(b1—r0)03
(az—r0)(o12—03)+(b1—r0)(012—03) ak oz(a1—70) < oa(bi—70)
(51*7"0)012*(@2*7‘0)0% o1(az=ro) pr ﬁ o1(az=ro)
(az—r0)(012—02)+(b1—70)(012—03)
(a2—7‘0)0'12—(a1—7’0)0'g
(az*To)(012*0%)+(a1*7"0)(012*05) inak
(alfro)algf(agfro)af

(az—r0)(o12—02)+(a1—70)(012—02)

Dokaz: Vo vektorovej forme mé riesena tuloha tvar:

min max(1 — ) (rowo + v’ ) — a(w? Sw)
wo + wlt=1
a<r<b

Na zaciatku riesime maximalizacni cast tilohy cez w. Tou je tloha:

max(1 — a)(rowo + wlr) — a(w! Lw)
wo + wll=1

Tato tloha je zhodnéa s tou, ktori sme riesili v Markowitzovom modeli, jej rieSenim je vektor vah:

11—«

w=— Y r —rol) 9)

Zostava nam ndajst optimalne hodnoty r. Vidime, Ze tento vektor je parametrizovany riziko averznym
parametrom «. Nés sice momentélne zaujima len trhové portfélio, napriek tomu pokracujeme dosadenim

tejto parametrizovanej hodnoty do tcelovej funkcie:

(1 —a)(rowy +wl'r) — a(wTSw) = (1 — a)(rowo + (1 ay =ty — rol))Tr) -

—a((k—“E (r—rmpl ) (12;”‘2_1(7“—7”01))) =
2

=(1-a)ro+ ( r—ro)TS"(r —rol) =
T -1
— (1= a)ry+ (1—a)? a)2 =70 U% 0102012 L —To
T2 —To 0102012 05 T2 —To
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V druhom kroku optimalizdcie pomocou robustného modelu teda minimalizujeme tito hodnotu cez

VT O . . 1-a)2 ., . ‘ .
71,72, pri prislusnych ohranic¢eniach. Kedze hodnoty (1 — a)rg a ( 4(‘;) st ndm znadme a nezaporné

konstanty, sta¢i nam riesit minimaliza¢nu tlohu:

T 1
2
. Tt —To 01 0102012 T —To

min
T1,T 2
P2\ rg — 1o 0102012 03 o —To

a1 <7 <b

az <1y < by

r1,72 > T9

Inverzna matica k matici X je prirodzene rovnaka ako ta, ktord sme uz vypocitali v Markowitzovom

modeli. Za predpokladu, ze plati p;2 # +1, mdzeme riesit tlohu:

T
min ™ —To U% —0102p12 ™ —To
T2\ ry — 1y —0102012 o} ro —To

ap <7y <b
az <ry < by

V lemme 2.1 sme uz ukazali, aké ma tato uloha riesenie. Pozrime sa blizSie na prvy pripad, t.j.:

2 02((11 *7”0)

T
o (al, ro(0f — 012) +012a1> ok oilas —ro) _ _ o1(ba — 7o)
g7

Dosadenim tohoto optimélneho vektora vynosov do (9) dostaneme:

2 _ _
R_l-ayl(x _p1)—l-a__1 92 712 a1 —To _
w =5y (T To )_ 2a o202—0? - -
1927912 _ 2 o12(a1="0)
g12 Ul Uf
a1—ro
1-a o?
2«
0

Optimalne portfélio parametrizované « je teda nasledovné:

1704&177’0
wit = 72,105:0,106%:1710
2a o1

R
1

Z tohoto predpisu nam pre trhové portfélio vyplyva:

0 e wh w Ploloe_ _a
w, = w = = =
0

’UJ§ 0 2a ar —To

Tento vysledok je zhodny s prvym pripadom uvedenom v zneni tejto vety. Investor s takym riziko
averznym parametrom, ze jeho hodnota spliia prave uvedentt podmienku, investuje vSetko svoje imanie
do prvého aktiva. Kazdy iny investor investuje ¢ast do prvého aktiva a zvySok do bezrizikového aktiva.
Racionalny investor vSak v tomto pripade nikdy nevlozi peniaze do druhého aktiva.
. . . . o1(as—r0) o1(ba—r0p) / . o
Toto platilo, ak bola splnend podmienka ﬁ <p12 < ﬁ Ostatné pripady (nasledujic

podmienky v Lemme 2.1) sa daji dokdzat analogicky.
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2.4.3 Porovnanie

V pripade korelovanych rizikovych aktiv neobmedzenych vzhladom na kratke pozicie sme po prvy kréat
natrafili na situdciu, kedy sa Robustny model nesprava celkom predvidatelne. Z uvedenych dokazov
vidime, ze minimalizacna cast tlohy v zavislosti od vztahov medzi jednotlivymi vstupnymi parame-
trami (prvkami kovarian¢nej matice, hodnotou bezrizikového vynosu, odhadmi ocakdvanych vynosov
rizikovych aktiv) vracia rozne hodnoty r*. Jednotlivé moznosti kompozicie vysledného portfélia spolu
s optimalnymi hodnotami ocakavanych vynosov, ktoré Robustny model v danom pripade urcil, su
uvedené v tabulke. Poznamenajme, ze jednotlivé pripady st uvedené v poradi, ktoré zodpoveda pod-

mienkam uvedenym v Lemme 2.1 a Vete 2.7.

wi? wy! i 3

1 0 a TO(U%—U;2)+012G1
1
(b2—r0)o12—(a1—70)03 (a1—ro)o12—(b2—r0)o] a b
(b2—r0)(012—03)+(a1—r0)(012—03) (b2—70)(012—07)+(a1—r0)(012—03) ! 2
0 1 To(05—0;2)+012a2 as

2
(ag—ro)o12—(b1—r0)o3 (b1—ro)o12—(az—ro)o? b @
(a2—70)(012—0%)+(b1—r0)(012—03) (a2—r0)(012—03)+(b1—r0)(012—03) ! 2
(az—?“o)fflz—(al—ro)ag (al—T0)012—(a2—TO)U% ar as
(a2—r0)(012—0%)+(a1—r0)(912—03) | (az—70)(c12—03)+(a1—70)(012—03)

Pri urcitych podmienkach nastdva teda situdcia, kedy Robustny model zvoli za optimédlne hodnoty
r; = a;, teda spréva sa "Markowitzovsky”. Naopak, inokedy voli pre jedno aktivum hodnotu dolného
ohranicenia a;, zatial ¢o pre druhé hodnotu horného ohranicenia b;. Vyskytuju sa takisto situacie,
kedy vo vyslednom (trhovom) portféliu investujeme vylucéne do jedného aktiva.

Vsimnime si, ze prave vtedy, ked Robustny model nezvoli za optimélnu hodnotu r; nejaky krajny
bod jeho odhadu (¢ize a; alebo b;), nastdva pripad, Ze zodpovedajice aktivum méa vo vyslednom
portféliu vahu rovni nule. Naopak vzdy, ked je ako optimélny zvoleny krajny bod vidime, Ze vysledna
vaha presne zodpoveda tej, ktora ziskame z Markowitzovho modelu, avsak prave s takym vynosom,
ktory zodpoveda danému krajnému bodu.

Je zrejmé, ze aj pri zovseobecneni tejto situdcie na trhu pre n-aktiv by Robustny model fungoval o
nieco komplexnejsie ako Markowitzov model. Otazkou vSak zostava, ¢i sa vysledné portfolia spravaju
presne rovnako aj v pripade n > 2, alebo ¢i v zlozitejSej situdcii moze nastat pripad, kedy Robustny

model nezvoli ako optimalny krajny bod a zaroven vaha prislichajiceho aktiva bude nenulova.
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3 Zaver

Prv cast tejto bakalarskej prace sme venovali predstaveniu dvoch modelov, ktorych zadkladnou tilohou
je optimalizovat portfélio investora, pricom prvym z nich bol klasicky Markowitzov mean-variance
model. Poukézali sme takisto na jeho nedostatky, jednym z nich bola velka citlivost na nepresnosti
vo vstupnych parametroch, konkrétne vo vektore ocakavanych vynosov. Druhym modelom bola preto
jeho modifikacia, tzv. Robustny model volby portfélia. V oboch pripadoch sme dospeli k rieSeniu,
ktoré je reprezentovatelné efektivnou hranicou ako mnozinou najlepsich stratégii investora. Takisto
sme zaviedli a blizsie priblizili pojem trhového portfélia.

KlItcovym predpokladom na to, aby vdbec mala tato modifikdcia Markowitzovho modelu zmy-
sel, bolo ocakédvanie, ze vystup ziskany jej pouzitim poskytne akusi robustnost vysledného portfélia
vzhladom na odchylky na vstupe. V druhej Casti prace sme preto tento predpoklad testovali. Postupne
sme prezentovali nasledovné situdcie na trhu: dostupnost dvoch rizikovych aktiv s nulovou kovarian-
ciou, jej zovSeobecnenie na n rizikovych aktiv a nakoniec predpoklad n korelovanych rizikovych aktiv,
navyse s obmedzenim moznosti ist do kratkej pozicie. Najmé tato posledna situicia predstavuje pod-
statnu Cast roznych trhov skutocne existujtcich v praxi. Vo vsetkych troch pripadoch sme vsak dospeli
k zaveru, ze Robustny model v takychto situaciach voli ako "najrobustnejsie” prave dolné ohranicenia
odhadov vynosov rizikovych aktiv. Jeho spravanie je teda na takychto trhoch celkom predvidatelné
a umoznuje nam optimalizaciu portfélia rovnako efektivne riesit zakladnym Markowitzovym mode-
lom. Vysledna robustnost takychto modelov je pritom rovnakd, pretoze neistota ohladom vstupov
do Markowitzovho modelu sa nestratila. Nastalo totiz iba jej presunutie na neistotu ohladom volby
spodnej hranice vynosov v Robustnom modeli.

Nakoniec sme vsak v druhej casti prace uviedli este jednu trhovt situaciu - dve korelované rizikové
aktiva, tentokrat s moznostou kratkej pozicie. V tomto pripade sme konecne dospeli k celej mnozine
vystupov dosiahnutelnych pouzitim Robustného modelu. Predpokladdme, ze podobny zaver by sme
dostali aj po rozsireni na n aktiv. Kedze aj takato situicia je v praxi pravdepodobnd, Robustny model
pontika skuto¢ne zmysluplné zefektivnenie Markowitzovho modelu. Naviac sme zistili, ze ak Robustny
model v pripade dvoch rizikovych aktiv zvoli za optimalnu hodnotu ocakavaného vynosu bod iny ako
je krajny bod intervalu, v rdmci ktorého vynosy odhadujeme, vyslednd vaha aktiva bude v optimalnom
portféliu nulova. Tato skutocnost sme vsak nezovseobecnili na n-rozmerny pripad.

Ak pokladame nezévislost rizikovych aktiv za nepravdepodobni (priam az neredlnu), spejeme teda
k zaveru, ze Robustny model je efektivnejsi ako Markowitzov v pripade, Ze na trhu si povolené kratke

pozicie. V opac¢nom pripade je avsak Markowitzovym modelom plne nahraditelny.

36



4

Literatura

Markowitz, H. 1952 Portfolio selection. In The Journal of Finance, 1952, ro¢. 7, s. 77-91

Markowitz, H. 1959 Portfolio Selection: Efficient Diversification of Investments. 2. vydanie - 1991
New York: Basil Blackwell, 1959, 344 s.

Deng, X.T. a kol., 2004 A minimax portfolio selection strategy with equilibrium. In Furopean

Journal of Operational Research 166, 2005, s. 278-292. Dostupné na internete:
http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download?doi=10.1.1.86.8942&rep=repl&type=pdf

Melicher¢ik, I. a kol., 2005 Kapitoly z financnej matematiky. Bratislava: Ing. Miroslav Mracko -
EPOS, 2005. ISBN 8080576513

Murphy, J.M., 1997 Efficient Markets, Index Funds, lllusion, and Reality. In Journal of Portfolio
Management, Fall 1977, s. 5-20

Taleb, N. N., 2007 The Black Swan: The Impact of the Highly Improbable, 2007 Random House,
ISBN 978-1-4000-6351-2

Best, M.J., Grauer, R.R., 1991 Sensitivity analysis for mean—variance portfolio problems. In

Management Science, 37, 1991, s. 981-989

Best, M.J., Grauer, R.R., 1991 On the sensitivity of mean—variance-efficient portfolios to changes
in asset means: Some analytical and computational results. In Review of Financial Studies, 4,

1991, s. 315-342

Best, M.J., Grauer, R.R., 1992 Positively weighted minimum-variance portfolios and the structure

of asset expected returns. In Journal of Financial and Quantitative Analysis, 27, 1992, s. 513-537

Sharpe, W.F., 1964 Capital asset prices: A theory of market equilibirium under conditions of risk.
In The Journal of Finance, 19, 1964, s. 425-442

Lintner, J., 1965 The valuation of risk assets and the selection of risky investments in stock

portfolios and capital budgets. In Review of Economics and Statistics, 47, 1965, s. 13-37
Mossin, J., 1966 Equilibrium in capital asset market. In Fconometrica, 34, 1966, s. 768-783

Rom, B.M., Ferguson, K.W., 1993 Post-Modern Portfolio Theory Comes of Age. In The Journal
of Investing, Winter, 1993

Xia, Y., a kol., 2000 A model for portfolio selection with order of expected returns. In Computers

and Operations Research, 27, 2000, s. 409422

37



[15] Zvara, K. Stépén, J., 1997 Pravdépodobnost a matematickd statistika, Praha, Matfyzpress, 1997

[16] Fan, K., 1953 Minimax theorems. In Proceedings of the National Academy of Sciences USA, 39,
1953, s. 42-47.

[17] Ross, Westerfield, Jaffe, 2003 Corporate finance, 6th edition USA, McGraw-Hill Primis Online,
2003, ISBN:0-390-32000-5

[18] Charoenrook, A., Daouk, H., 2005 A Study of Market-Wide Short-Selling Restrictions Depart-
ment of Applied Economics and Management, Cornell University, Ithaca, New York 14853-7801

USA. Dostupné na internete:

http://dyson.cornell.edu/research/researchpdf/wp/2009/Cornell_Dyson_wp0921.pdf

38



