UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

Fourierove rady v prikladoch

BAKALARSKA PRACA

Bratislava 2011 Tomés Tatara



UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky

Kod préace: 3febb17a-670c-46ce-alfc-d08e778041e6

Fourierove rady v prikladoch
BAKALARSKA PRACA

Tomés Tatara

9.1.9 Aplikovana matematika

Ekonomické a financné matematika

Veduci prace:

RNDr. Lubica Kossaczska, CsC.

Bratislava 2011



Univerzita Komenského v Bratislave
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

ZADANIE ZAVERECNEJ PRACE

Meno a priezvisko $tudenta: Tomd3 Tatara

§tudijny program: ekonomick4 a finan¢na matematika (Jednoodborové $tiudium,
bakalarsky I. st., denna forma)

Studijny odbor: 9.1.9. aplikovana matematika

Typ zivereénej price: bakalarska

Jazyk zivereénej price: slovensky

Nazov : Fourierove rady

Ciel : Prehlbenie vedomosti z teérie Fourierovych radov , vypo&et nicktorych cviceni

z teorie Fourierovych radov. reSerz aplikéacie Fourierovych radov.

Literatira : Tolstow:Fourierreihen, Mark Cartwright Fourier methods for mathematicians,
scientists and engineers.

Vediici : RNDr. Cubica Kossaczkd, CSc.
Détum zadania:  27.10.2010

Ditum schvilenia: 08.11.2010 doc. RNDr. Margaréta Halick, CSc.

garant 3tudijného programu

veduci prace

e

Datum potvrdenia findlnej verzie prace, sthlas s jej odovzdanim (vritane sposobu
spristupnenia)

2420, Epertad

vediici prace




Cestné prehlasenie
Vyhlasujem, ze bakal4drsku pracu som vypracoval samostatne s pouzitim uvedenej odbornej

literatuary.

Bratislava, jan 2011

Vlastnoru¢ny podpis



Pod’akovanie

Rad by som podakoval mojej veducej prace RNDr. Lubici Kossaczskej CsC. za cas,
ktory mi venovala, ale aj za odbornti pomoc, ktord mi velmi ochotne venovala.



Abstrakt

Tatara, Tomas: Fourierove rady v prikladoch. Univerzita Komenského, Bratislava. Fakulta
matematiky,fyziky a informatiky. Vedtci: RNDr. Tubica Kossaczskd, CsC. Katedra apliko-
vanej matematiky a Statistiky. Bratislava : FMFI UK, 2011, pocet stran : 39.

V tejto bakalarskej praci sa budem venovat Fourierovym radom. Mal som zadany trigono-
metricky rad a zistoval som jeho sucet. Pomocou Abelovskej lemmy a tedrie z komplexnej
analyzy som pocital tieto suc¢ty. Podla teorie su tieto rady Fourierovymi radmi.



Abstract

Tatara, Tomas: Fourier series in problems. Comenius University, Bratislava. Faculty of
Mathematics, Physics and Informatics. Supervisor: RNDr. Lubica Kossaczska, CsC. De-
partment od Applied Mathematics and Statistics. Bratislava. FMFI UK, 2011. Number of

pages : 39.

In this bachelor thesis i will talk about Fourier series. I will have trigonometric series
and i have to find out its sum. Abel theorem and theory of complex analysis will help me
to solve these series. Theory says that these series are the Fourier series.
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1 Uvod

Cielom mojej bakalarskej prace je urobit reSers Fourierovych radov a vypocitat priklady zo
4. kapitoly knihy Fourierove rady od autora Georgi P.Tolstov. Najprv som spisal tériou a
rozne vety z knihy a tieto vedomosti som pouzil na vypocitanie prikladov. Teériu som spisal
z prvych Styroch kapitol knihy. Prikladov je 11 a v druhej polovici prikladov som musel
pouzit aj vedomosti o analytickej funkcii komplexnej premennej zo skript Vybrané kapitoly
z analyzy (Neubrun, Smital). Casto sa v mojej bakalarskej prace objavuju komplexné &isla,
logaritmy, goniometrické funkcie a integraly. V druhom ro¢niku na predmete matematicka
analyza 3 sme sa venovali Fourerovym radom a ja som sa rozhodol, Ze sa budem venovat
tymto Fourierovym radom troSka hlbsie. Klasicky Fourierov rad vyzera nasledovne:

% + ;(an cos nz + b, sin nx)

a od tohto sa vSetko odvija.

2 Teoéria

Nech f(x) je funkcia z intervalu (—m,7) z R. Nech je dany trigonometricky systém
(1,cosx,...). Potom postupnostou Fouerierového radu rozumieme

flz) ~ % +Zancosnx+bnsinnw

n=1

a oznacujeme

1 2w

an:—/ f(z)cosnzdx(n =0,1,2...),
T Jo
1

2m
b, = — f(z)sinnzdx(n =1,2,...).
T Jo
Ozna¢me L4 (a,b) priestor Lebesgueovsky integrovatelnych funkcii na intervale < a,b >.
Integrovatel'né funkcie s druhymi mocninami

Nech f(z) je meratelna na < a,b > a 3 integral:

Priestor tychto funkcii je priestor so skalarnym sic¢inom

lﬂﬁmm&<m

b
U@z/f@%%x



Oznacujeme Ly(a,b)
Cauchy-Schwarzova nerovnost v priestore so skalarnym sucinom:

|(a,b)] < al.[0]

/ab|f(:c)9(:c)!dac < (/ab|f2<x)’dx);'</abg2(x)dx)§

Priklad
LQ(a7 b) C Ll(av b)

\/LE € L,(0,1), \/Lgnie je zLo(0,1), lebo fol Ldz = o0

V priestore Lo(—7, 7) definujeme skalarny suc¢in nasledovnym predpisom:
r9)= [ f@gtrts
Aky zmysel maji nasledovné vety:
Ak je funkcia sucet trigonometrického radu, tak tento trigonometricky rad je Fourierov
rad.
Veta 1 (|1] str. 14)

Ak funkcia f s periddou 27 je suc¢tom trigonometrického radu, ktory rovnomerne kon-
verguje na celej realnej osi, potom tento rad je Fourierov rad funkcie f(z).

Veta 2 ([1] str. 15)
Ak absoliitne integrovatelna (3 fo% |f(z)|dr < o0) 27 periodicka funkcia f(x) € Ly €
(—m, m) moze byt rozsirena do trigonometrického radu (f = >, ¢, cosnz + d,, sinnx),

ktory konverguje k f(z) vSade okrem konecného po¢tu bodov, potom tieto koeficinety st
koeficientami Fouerierovho radu. Cize:

Definicia hladkej funkcie na < a,b > :

f(x) je hladkd na < a,b > préave vtedy, ked f'(z) je spojita a priestor spojitych funkcii so
spojitymi derivaciami ozna¢ime C! < a,b >.

Definicia po ¢astiach hladkej funkcie

Interval < a,b > sa da rozdelit na kone¢ne vela intervalov



< ap,a1 >, < ay,ay >,

Kritérium 1 (|1] str. 19)

, < an_1,b > ana kazdom je tato funkcia hladka.

Fourierov rad (spojity alebo nespojity) po ¢astiach hladkej funkcie f(x) s periédou 27
konverguje pre vetky hodnoty z. Suma radov sa rovna f(z) v kazdom bode spojitosti a

rovné sa Cislu:

S +0)+ f(a—0)

Cize aritmetickému priemeru pravo strannej a favo strannej limity v kazdom bode nespo-
jitosti. Ak je f(z) spojita vSade, potom rady konverguji absolitne a rovnomerne.

2.1

Komplexna forma Fourierovho radu

Majme funkciu f :< —[,1 >— R (ale plati aj do C). Dalej majme ¢leny a,, b, Fouerierového
radu dané nasledovnym predpisom:

1 T

f(x)cos@
1) l
1 ™

—T

Funkciu f aproximujeme Fourierovym radom:

~ . b,y Sin ——
f —i—Za cos™ 2L 4 b, sin l

Ozna¢me ¢, = o ’b” pre n > 0
C_p = “"“b” pre n > 0
Vidime, zZe:
Cop — Cp
bTL -

~3 . b, i
f —l—Zacos + nSI—

=0
2

+ch

a > nwx
cn cncos——l— — C_p,

zn‘n’z

= (c_p —cp)(—1) = cpi —

nmx

Ay = Cp +C_py,
C_pl

nmwx

.. hrmx
2SN ——— =

l

nmtx . T

+ Z C_n cos— — zsmT)



Pritom plati:

b, 1 [ ol 1 [
cn:a 22 =g _lcosﬁf(:c)d:c—% lsmnlﬂf(x)dm—j _lf(x)
b 1 l l
. + Pn_ f(x)coswdx +— f(x)smwdx
20 ), z 2

/ f(z cos@ —l—ism— dr = —/ f(x nmdx

2.2 Ortogonalne systémy

1) definicia ortogonalneho systému :

Nech
©o(T), oy n(x) € Lo(—m,m)
Nech Vi # j :
2
| eiaestonz =0
0
Potom

SDU(I)’ 3 Qon<w)
tvoria ortogonalny systém funkcii.

2) Fourierov rad daného ortogonélneho systému :

Definujme koeficient:

Veta 3 ([1] str. 43)
Ak funkcie systému (o, @1, ..., ©,) St spojité a rozsirenie radu

= Z cipi()



a konvergencia radu je rovnomerna, tak (1) je Fourierovym radom funkcie f(x).
Y i, Catpn Tovnomerne konverguje k f(z) = ¢, je Fourierov rad.
Poznamka o najlepSej aproximacii Fourierovymi radmi

Uvazujme nasledujticu funkciu F: R" — R :

b
F(0,715 V) < / |f(z) — o, (7)|Pdz

kde
on() = Y00o(Z) + ... + Ynn(x)

Potom hladajme minimum F' (¥, ..., ¥,) Zisti sa, Ze minimum sa nadobtida vo Fourierovych
koeficientoch.

50) = Y i), Sa) = Yl =
[ P -23 00+ 3l -
[ @ -2Y el + 3 lel? = [ £+ Y lal?

2.3 Konvergencia v strede

Definicia

Ortogondlny systém g, 1, ..., Pn, ... je plny ak Vf € Ly(a,b) :

[e.o]

b
/ P)dr =3 gl

k=1

Veta 4 ([1] str. 54)

Nech f(z) je integrovatelna funkcia s druhou mocninou, pre ktora plati:

f(x) ~ copo(x) + 11 () + ...,
F(z) ~ Copo(z) + Crpr () + ...,
a nech systém o (z)...pn(2) €< a,b > je tplny. Potom:

o0

b
/ F@)F(@)de =Y eCrllel?

k=0



Veta 5 ([1] str. 55)

Nutna a postacujica podmienka pre systém ¢q(z)...o,(z) aby bol uplny je vztah:
b n

lim [ (f(z)— Z crer(r))?dr =0

n—oo
a k=0

platny pre vSetky funkcie f(x) € Lo(—m, 7), kde ¢ (k=0,1,2,...) su Fourierovymi koefi-
cientami funkcie f(x) s ohladom na systém ¢o(z)...0,(x). Funkcia f(z) je z triedy Ls.

Veta 6 ([1] str. 56)
Ak je systém @o(x)...pn(2) aplny, tak kazda funkcia f(x) € Lo(—m,m) je uplne uréena
(okrem jej hodnot v koneénch poctoch bodov) jej Fourierovym radom, ¢ rad konverguje
alebo nekonverguje.

2.4 Vlastnosti Fourierovho radu

Veta 7 ([1] str. 57)
Nech je systém @g(x)...0, () Gplny, potom kazda spojita funkcia f(z), ktora je ortogonélna
na vSetky funkcie systému musi byt 0.

Veta 8 ([1] str. 57) Ak je systém g, @1, ..., ¢, aplny, a ak funkcie systému sa spojité
a Fourierov rad spojitej funkcie f(z) je rovnomerne konvergentny, potom suma radu je
rovna f(x)

fn rovnomerne konverguje k ¢ = f =g¢q

Dokaz:

Vieme, ze f, — f v strede

fn rovnomerne konverguje k ¢

fn — g v strede

f=yg

Veta 9 ([1] str. 58)

Ak je systém g, @1, ..., o, Uplny na (—m, ), potom Fourierov rad kazdej funkcie f(x) €

Lo(—m, ) moze byt po ¢astiach integrovatelny bez ohladu na to, ¢ rad konverguje alebo
nie. Teda ak f, je n-ty ¢iasto¢ny sucet Fourierovho radu

fulx) = f(x) v Lo(=m, )



| / "(ful) — fla))de] < / " fale) - f(@)lde < | / (o) -

2.5 Besselova nerovnost

Nech funkcie
cosx,sinz, ..., cos N, sin nx

Tvoria ortogonélny systém v Lo(—7, )

©P0, P15 Pn
o~ ch%

f~—= + Z apcoskx + bpsinkx

Bessel :

/ @ > Y e el
- k=1

™ 2 00
/ )2 DR+ S adeoskr | + B sinka]
- n=1

||1||2:/ 1%dz = 27

™

|lcoskz||* = ||sinkz|* = / cos’kxdr =

—T

/ Az 027T+Zak7'['+b2ﬂ':>

Besselova neronvost v trigonometrickom systéme pre f € Lo(—m, )

=T =

l\DI»—

Lo(—m,m) C Ly(—m,m)

a teda plati

1 [7 -
— | Ploydr= 30 +> ai+ b}
- k=1
Dosledok Besselovej nerovnosti:
lim f(z)cosnzdr = lim a,, =0

n—oo —r n—oo



S ai 4+ b = limg o ap = 0 = limy_o, b Vf(z) € Lo(—7,7)

n=1
g € Ly = lim g(x) cos nxdx
n—od

—T

a+2m
lim g(x) cos nzdx
n—oo
a
a+2m
lim g(x) sin nzdz
n—oo

a

Teraz chceme, aby nemusela g(x) byt v Lo(—7,m) a aby m nemuselo byt celé ¢islo
Ale v knihe Fourierove rady (Georgi P.Tolstov) je dokdzané silnejsie tvrdenie
Veta 10 (str. 70)

Pre kazda absolutne integrovatelna funkciu f(x) € Ly(—m, 7) plati:
b b
lim f(z) cosmzdr = lim f(z)sinmxdx =0

m—00 m—00
a a

pricom m nemusi byt celé ¢islo.
Vidime, ze aj pre Fourierove koeficienty funkcie f(x) € Ly(a,b),a, — 0,b, — 0

D4 sa ukazat, ze
: 1
sin(n + 5)n

1
— 4+ cosnx + cos2nx + ... + cosnnxr = —
2 281115

flz) ~ % + Zakcoskx + by, sin kx
k=1

sp(x) = % + Z ay cos kx + by sin kx
k=1

1" ~1 7
sp(x) = - / f(t)dt + Z — / f(t) cos ktdt. cos kx+
- k=1 " 7T

1 ™
+= / f(t) sin ktdt. sin kx =
T J_

™

" 1« . .
= —/ f(t)(§ + Z(COS kt cos kx + sin kt sin kx))dt =

- k=1

_1 /W PG+ D cosk(t — )i

™



substitucia t —x = u

Y sin(n + 3)u 1 [7 sin(n + %)u
:—/ f(yc+u).¥du:— f($+u)gdu
T ) 2sing o 2sinyg
sm(n + 2)u
—=d
/ fla 2sing ¢

pomocou tohto sa odvadza za akych postacujicich podmienok na f
Sn(x) — f(z)
Tvrdenie

Nech f € Li(—m,m) , 27 periodické, v bode x spojita. Nech f ma Tavi a prava vlastni
derivaciu v bode x. Potom:

tak lim,, o s,(z) = f(z)

Dokaz:
sin(n + 1)u

2sin

sul) — fle) = 2 / @t w) - f@)]

/ f(z x—i—u) /() u —sin(n + %)udu

231n§

du =20

flztu)— u

u sin E

Ozna¢me p(u) =
¢(u) a splia predpoklady staci aby ¢(u) bola podmnoZinou L, (—, )
Zrejme ¢ € Ly(—m,m)

A teda

lim,, o0 Sn(z) — f(x) = 0 na zaklade vety 10.

sp(z) — f($+0);f(39*0)

Veta 11 ([1] str 80)

Nech f(x) je spojita po castiach hladkd funkcia s periodou 27w. Potom derivacia f'(x)
existuje vSade okrem koneéného poctu bodov f(x). Tato veta nam hovori postacujice
podmienky za akych mézeme derivovat Rourierov rad ako aj tvar koeficientov a! b/, teda
koeficientoch Fourierovho radu.



Moézeme robit per partes, kedze:

1 K
== / f(z)cosnzdx
™ —T

/ f(z) sinnxdx
b,

/
an:—— __n
n n

A teda b .
ol Wl < Lz v+

[\]

n n
lebo f', g’ € Ly(—m,m) (lebo st ohranicené)

D laal 10l < 3 (@) + (0a)* +
n=1 n=1

/ \ancosnx + bysinnx| < |a,| + |by|

= Fourierov rad absolutne a rovnomerne konverguje
Veta 12 ([1] str 84)

Fourierove rady spojitej funkcie f(z) s periodou 27 s absolutne integrovatelnou derivaciou,
ktora nemusi existovat vo v8etkych bodoch, kovergujt rovnomerne k f(z) pre vsetky z.

Abelova lemma ([1] str 89):

Nech ug + ug + ug + ...u, + ... je numericky rad (s realnymi alebo komplexnymi ¢lenmi),
ktorého parcidlne sumy o, splhaji podmienku |o,| < M, kde M je kon3tanta. Potom ak
kladné ¢isla aq, aq, ao, ..., ay,, ... klesaja k nule monotoénne, rad agug + aquy + asus + ... +
Qntiy + ... konverguje a suma s spliia nerovnost |s| < May

Definicia ([2| str. 137)

Nech je dana oblast G C C Kde C je mnozina komplexnych ¢&isel, linedrny normovany
priestor s euklidovskou normou. Funkcia, ktora je spojita v nejakej oblasti G komplexnej
roviny a mé v kazdom bode tejto oblasti koneént derivaciu, sa nazyva analyticka funkcia
v oblasti G.



Veta 13 (|2] str. 153)

Predpokladajme, Ze Laurentov rad:

o0

Z ez —a) = .. 4+ c_y

k=—00

+ Lot (z—a) + 2z —a)* +
C_ C ci{(Z —a (2 —a
(z — @) . 0 1 2

konverguje v medzikruzi r < |z —a| < R a nech f(2) je jeho stucet. Potom f je analyticka
funkcia v uvedenom medzikruzi a derivaciu f’(z) dostaneme derivovanim Laurentovho
radu ¢len po ¢lene.

Priklad 4 (2] str. 161)

Nech ¢(2) = z — % + % — % + ... . Tahko vidime, Ze uvedeny rad konverguje v kruhu
D = z;|z| < 1, Polomer konvergencie vyratame ako:
1

R=— -
lim sup {/|a,|
n/|an| — (/g—) 1

R=1=|z| <1

a teda

A teda pre |z| < 1 horeuvedeny rad konverguje.

g je teda jednozna¢na analytickd funkcia v D. Ukazeme, Ze funkcia g(z) sa zhoduje v
D s "nejednoznacnou funkciou"in(1l + z) s jej hlavnou hodnotou Funkcia In(1 + z) je na
realnom intervale (—1,1) C D inverznou funkciou k reélnej funkcii e —1 pre y € (—o0, In2)
aked7e In(1+2) = g(z) pre z € (—=1,1) C D aj g(z) je inverznou funkciou k funkcii e* — 1
v intervale (—1,1). Teda g(e* —1) = z aj €9*) — 1 = z na nekonec¢nej mnozine (—1,1 C D),
preto uvedené identity platia v celej oblasti D. Vidime, ze g(z) je inverzna funkcia k funkcii
e* —1v D, ateda g(z) = In(1 + z) v D. Analytickym predizenim jednozna¢nej funkcie
g(z) tak dostaneme "nejednozna¢nu funkciu"ln(1 + z) definovani v celej rovine K.

Tvrdenie (|1 str. 101)

Ak z = pe? —m < 0 < m, potom pre hlavni hodnotu logaritmov Inz = Inp + i6. V
naSom pripade p = 2cos3,0 = 3.

F(z) je pre |z| < 1 je analyticka, ale pre |z| = 1 Nevylu¢ujeme singularitu v niektorych
bodoch hranice

F(2) =co+c1z+ cz2? + ...+ c,2" + ... plati pre |z] < 1



Ako rozsirit tento postup na F(e') ?
Tvrdenie (|1] str. 99)

Nech funkcia F(z) je analytickd |z| < 1. Nech v bode z, pre ktory plati |z|] = 1 z nie
je singularny bod funkcie F'(z) a nech rad:

Co+ 12+ a2 + ...+ ¢, 2" + ... je konvergentny

= F(z) =co+c1z+cz® + ...+ 2™ + ...

Pomocna veta

Nech rad ug + u; + ug + ... + u, + ... je konvergentny
= konverguje ug + U1z + U2z + ... + up2™ + ...

pre 0 < z < 1lao(r) =uy+ urz + uz? + ... + u,2™ + ... je spojita funkcia na tomto
intervale

Dokaz pomocou Abelovskej vety
Nech st splnené predpoklady tvrdenia

Nech ¢y + 12 + 222 + ... + ¢,2™ + ... nech konverguje v bode z na kraji komplexného
jednotkového kruhu

=r—cot+crzr+...+c, 2", 0<r <1 jespojita

lim, 1 ,<1 F(rz) = F(2)

lebo z je nesingularny (teda je v iom F spojité)

lim, 1,1 F(rz) =lim, 1,1 co+crrz+... 42" +... = co+cl,+...+c, 2"+ ... prer =1
F(z)=co+crz+ ...+ 2"+ ... ajpre |z| =1

Priklad ([1], str. 101)

2 3

ln(1+z):z—%+§—%+...

I

pre |z] <1

In je analyticka funkcia pre z # 1



Pre z = € plati tvar

62155 61333 dx

iz iz €
In(1+e") =e" — 5t T T +..=
cos2x cos3dxr  cosdr . sin2x sindx  sindx
= (cosx — 5 5 T T4 +...) +i(sinx — 5 T 5 T4 +...)
x # —m+ 2k
1+ cosar — cos 2x n cos 3z _ cos4zx T
2 3 4
. sin2x sin3x sindx B
sz — 5 + 3 - 1 + ... =
In(1+€™) = In(1+cos x)+isinx) = ln(\/(l + cos x)? + sin?(7) 1+cosz . Sin —

. —+1. =
v2cosx + 1 \/2—I—QCOSJ])

1+ cosx sinx
=In(v2cosz +2).(—F ——) =
( ) 2(1 + cosx) V24 2cosx

— cos? —+s1 2
= In(v2cosz + 2) St

2
,/2281 % ,/2281 %

2

n” g 2sin Z cos £
+1

2 2):
2 x 2
\/sin 5 \/2sin 5

= In(y/2(cosx + 1). (

sin 3
3 T T
x x, sing cos 2
= In(24 /sin? 5) sin 5( 2 Z )=
sin? 5 sin? 5

=In(2 sing).(sing + 4. cos g) =

=In (281112) +Ine’ *111281115 —HE

cos 2x

= ln(QSing) =1+ cosx —

pre x # 2k + 7T

iz : sin 2x N sin3x  sindx
— S1n — J—
e sinx 5 3 1




3 Priklady

Veta 14 ([1] str 100)

Ak koeficienty a,,b, st kladné a klesaji monotoénne k nule pre n — oo potom rad
L+ > agcosnx ay. - sinx konverguji pre Va okrem x = 2km (k =0,%1,£2,...)

Priklad 1

Pre ktoré hodnoty x nasledujtice rady konverguju:

) S0 b) 0 e s ) i e

RieSenie

a) Podla vety 14 tento rad konverguje s eventualnou vynimkou x = 2k

V bode =z = 2k7 vyzera tento rad ako \/Lﬁ a vieme, Ze tento rad diverguje.

Takze tento rad konverguje vSade okrem x = 2k

b) Tento rad konverguje v8ade. Konverguje aj v bode x = 2kr , lebo je to rad samych ntl.

c) Tento rad konverguje vSade okrem z = 2k7m. V tychto bodoch nekonverguje z tych
istych dovodov ako je uvedené v a)

Veta 15 ([1] str. 101)

Ak koeficienty a,, , b, st kladné a klesajui monoténne k nule pre n — oo potom rad
D+ > Lanpcosnx a y o b,sinz konverguju rovnomerne na intervale < a,b > , ktory
neobsahuje body x = 2km k = (0, +1,£2,...)

Veta 16 ([1] str. 102)

Ak koeficienty a,, , b, st kladné a monotonne klesaji k nule pre n — oo potom

flx) = % +;ancosnx

g(x) = Z by, sin nx
n=1

s periddou 27 st spojité pre Vo okrem z = 2kw (kK =0,+1,£2,....)



Priklad 2

Pre ktoré hodnoty z st sumy radov z prikladu 1 spojité? S tieto rady Fourierovymi
radmi kvadraticky integrovatelnych funkcii?

RieSenie

Nie st kvadraticky integrovatelné. Je to vidno z Besselovej nerovnosti:

/ fA(z)dx > Z az + b2
-T n=1

™ 0 1
| raz>.
- n=1
ktory diverguje. ¢ize nie su kvadraticky integrovatelné

7 viet 14,15,16 vidime, Ze pre vSetky hodnoty x okrem z = 2km st sumy radov spo-
jité.

Veta 17 ([1] str. 103)

Ak koeficienty a,, b, st kladné a monotonne klesaji k nule pre n — oo potom

% + Z(—l)"an CoS Nx
n=1

maju vlastnosti:

1) konverguju pre Vo okrem x = (2k + 1)w (k= 0,£1,£2,...)

2) konvergencia je rovnomerna na kazdom intervale < a,b > okrem tychto bodov
3) sumy radov st spojité okrem tychto bodov.

Veta 18 ([1] str. 105)

Ak koeficienty a,, , b, st kladné a monotoénne klesaji k nule pre n — oo potom
ay cos px + ag cos(p + m)x + asz cos(p + 2m)x + ... + apy1 cos(p + nm)x + ...

by sin px + by sin(p + m)x + by sin(p + 2m)x + ... + b1 sin(p + nm)z + ...



ma spojitd sumu pre Vz okrem x = 2km k = (0,%+1,42,...) a konvergencia radu je
rovnomernd na kazdom takomto intervale, ktory neobsahuje tieto body.

Veta 19 ([1] str. 105 )

Ak koeficienty a,, , b, st kladné a monotonne klesaji k nule pre n — oo potom
a1 cos px + as cos(p + m)x + az cos(p + 2m)x + ... + anq1 cos(p + nm)x + ...
by sin pz + by sin(p + m)x + by sin(p + 2m)x + ... + by sin(p + nm)zx + ...

konverguji a maji spojité sumy pre Vr okrem x = kH k= (0,£1,£2,...) a konverguju
absolitne na < a,b > okrem tychto bodov.

Priklad 3

Pre ktoré hodnoty x nasledujtce rady konverguji:

oo n cosne . oo cosnz+(—1)"sinnx |
a) Yool (—1)remne o) Yoo, comnatll ;

n=1 nt++/n Inn
C) ZZOZI % : d) Zf:o(—l)”“ cos(ZZ;S)x 2
RieSenie

a) Z vety 17 vidime, 7e pre vSetky hodnoty z rady konverguji okrem z = (2k + )7
k= (0,£1,£2,...) Ale v bode x = (2k + 1)7m k = (0,£1, 42, ...) je tento rad rad samych
nil a teda konverguje. Preto tento rad konverguje pre vSetky hodnoty .

b) Z vety 17 vidime, 7e pre vSetky hodnoty = rady konverguju okrem z = (2k + )7
k=(0,£1,£2,...) V bode z = (2k + 1)7 k = (0, £1,+2,...) vyzera tento rad nasledovne:

M = 1 — ktory diverguje. TakZe rad konverguje v8ade okrem bodov z = (2k+1)7
k= (0 +1, i2 )

c) Z vety 18 vidime, 7ze pre vsetky hodnoty x rady konverguju okrem z = 2kmw k =
(0,£1,42,...) Ale v bode z = 2kw k = (0,£1,+2,...) je tento rad rad samych nil a teda
konverguje. Preto tento rad konverguje pre vsetky hodnoty .

d) Z vety 19 vidime, ze pre vSetky hodnoty x rady konverguji okrem z = Wk: =

(0,£1,42,...) V bode =z = Wk = (0,41,+£2,...) kde p = 3 a m = 2 vyzera tento rad
nasledovne:

(—1)"+t (n+ ktory diverguje. TakZe rad konverguje vSade okrem bodov z = 2(’“;1)7% =

(0,+1,42,..)



Priklad 4
Pre ktoré hodnoty x st sumy z prikladu 3 spojité? Zostrojte graf sumy radu c)
RieSenie

S vynimkou (2k + 1) st tieto sumy radov spojité z viet 17,18,19. Dosadim (2k + 1)7
a zistujem, ¢i suma radu konverguje:

a) Konverguje pre vSetky hodnoty = takZe tento rad je spojity.

b) Nekonverguje pre vSetky hodnoty x takze tento rad nie je spojity.
c¢) Konverguje pre vSetky hodnoty x takze tento rad je spojity.

d) Nekonverguje pre vSetky hodnoty x takze tento rad nie je spojity.
Priklad 5

Pre komplexné premenné z = x + iy trigonometrické a hyperbolické funkcie st defino-
vané radmi:

5

. o 23 z
SIHZ—Z—a—i—g—...,

24

2
Ny z
cosz=1—5+5—..,

sinhz =z + g—? + ‘f;)—s, + ... (hyerbolicky sinus)

coshz =1+ 32—2, + % + ... (hyperbolicky kosinus)
pouzivajuc vzorce:

sin(a + ) = sin acos 3 + cos asin 3,

cos(a+ ) = cosaccos 3 — sin asin 3,

ktoré su takisto platné pre komplexné o a 5, dokazte, ze:
sin(a + i) = sin acosh 3 + i cos v sinh 3,

cos(a + 13) = cos acosh f — i sin asinh f3.



RieSenie

Zo znameho vztahu sin(r; 4+ r9) = sinry cosry + cosry sinry Jktory plati aj pre komplexné
r1, 7o .Z tohto vztahu teda dostaneme:

sin(a + Bi) = sinacosiff + cos asin i

. 2,L'2 4,1;4 6,L'6 2 4 6
cos(ﬁz):l—ﬁm +ﬂ4, —ﬁG! :1+%+%+g—!+...:coshﬁ

sin(3i) = Bi — B2 4+ B8 — (345 4 &+ =i sinh )

Preto sin(a + i3) = sin acosh 3 4 i cos asinh (3.
cos(a + (3i) = cos acos 31 — sin asin i

cos(ﬁi)zl—ﬁ;f2+ﬂzf4—ﬁgfﬁ+...:1+§+i—?+g—?+...:coshﬂ

sin(8i) = Bi — 28 + 28 — i (3 + 2 + £ = i.sinh §)

Preto cos(a + i3) = cos avcosh § — i sin asinh f3.
Priklad 6

Néjdite sumy radov:

a) cosT — —C°§!3m + —Cogfm - ..,
: in3 in 5
b) sinzt — sn;)!a; + sué!m _
RieSenie

Polomer konvergencie vyratame ako:

R

1
 limsup /Jay]

a) Zoberme F(z) definovani vztahom:

3 5 7 .
Flz2)=z2—5+5 -5 +..=sinz

lim sup /a, = limsup ——— =0
8/ (2n+1)!
R =00



Vidime, Ze je to analytickd funkcia s polomerom konvergencie R = oo

F(e) = cosz — 53 + 4 i(sing — 232 + )

F(e'™) = sin(e™) = sin(cos x + isin x)

PodIa 5. cvicenia vieme, Ze:

sin(a + i(3) = sin acosh 3 + i cos asinh 3

sin(cos x + isinx) = sin(cos x). cosh(sin x) + i cos(cos x). sinh(sin x)

Pretoze F(z) je vlastne funkcia sin z a porovnanim

F(ew) = CosxT — % + ...+ i(sinx — SH;,)# + )

sin(cos z + isinx) = sin(cos ). cosh(sin x) + ¢ cos(cos x). sinh(sin x)
redlnych casti dostaneme:

cos 3z cos bz
s T s T

sin(cos x). cosh(sinz) = cosx —
b)F(z)zz—%—l—%—%—i—...:smz

F(e) = cosz — <522 + 4 i(sing — 232 + )

F(e™®) = sin(e™®) = sin(cosx + isin )

sin(a + i(3) = sin acosh 3 + i cos avsinh 3

sin(cos z + isinx) = sin(cos ). cosh(sin x) + i cos(cos x). sinh(sin x)

Pretoze F'(z) je vlastne funkcia sin z a porovnanim

F(em) = CcoSxT — CO;% + ...+ i(SiDCL’ — SH%# + )

sin(cos x 4 isinx) = sin(cos x). cosh(sin x) + i cos(cos x). sinh(sin x)
imaginarnych casti dostaneme:

sin 3z + sinbx __

cos(cos x). sinh(sin ) = sinz — =5 =



Priklad 7

N4jdite sumy radov:

cos 2z cos4x
a) 1_T+T_“'7

sin 2z sin 4x sin 6
b) 2 oo toe

RieSenie

a) Zoberme F(z) definovani vztahom:

lim sup {/a,, = lim sup T{/ﬁ =0

R =00

Vidime, Ze je to analytickd funkcia s polomerom R = oo

Fe) =1— @52 4 (1 -2 4 )

F(e™) = cos(e™) = cos(cosx + isinx)

Podla 5. cvicenia vieme, Ze:

cos(a + i) = cos acosh f — isin asinh 3

cos(cos z + isinx) = cos(cos x) cosh(sin z) — i sin(cos z) sinh(sin )
Pretoze F'(z) je vlastne funkcia cos z a porovnanim

F(e'™) = cosw — “2% + . +i(sinz — S22 4 )

cos(cos x + isinx) = cos(cos x) cosh(sin z) — i sin(cos z) sinh(sin )

realnych casti dostaneme:

-1 — cos 2z 4 cosdxr

cos(cos z) cosh(sin x) 5 v o

b) Zoberme F(z) definovant vztahom:

F(z)zl—g—?%—i—?—...:cosz



. n T 1 o
lim sup /a,, = limsup — o 0

R =00

Vidime, Ze je to analyticka funkcia s polomerom konvergencie R = oo

Fe™)=1— 952 4 4 i(sing — 322 + )

F(e™®) = cos(e™) = cos(cosx + isinx)

Podla 5. cvicenia vieme, Ze:

cos(a + if3) = cosacosh f — isin asinh 3

cos(cosx + isinx) = cos(cos z) cosh(sin ) — i sin(cos x) sinh(sin x)
Pretoze F(z) je vlastne funkcia cos z a porovnanim

F(e™) = cosa — “S2% + . +i(sinz — B2 4 )

cos(cos z + isinx) = cos(cos x) cosh(sin z) — i sin(cos z) sinh(sin )

imaginarnych casti dostaneme:

sin 2x sin 4x sin 6
o a4 T oe

sin(cos ) sinh(sinz) =
Priklad 8

N4jdite sumy radov:

cosx cos 2z cos 3x
a)l—i— T2 23 T o34 o

b) sinz _ sin2z + sindx __

1.2 23 3.4
RieSenie

Zoberme funkcie F(z) = 1+ 35 — 5—23 + ... Polomer konvergencie v a) aj b) vyratame
ako:



(1+ 1)1 +2) =In(1+2)+ LIn(1+2)

F(z)=In(1+2)+ 1In(1+2)

F(e®) =In(1 +e”) + 5 In(1 + ) =

=In((1+ cosz) +isinx) + m(cosx —isinz)In(1 + €'*)
Kedze

In(1+e") =In(2cos %) +i% pre —m <z < 7 tak

F(e) =In(2cos %) +i% + = (In(2cos &) +i%) =

=In(2cos §) +i5 + (cosx —isinz)(In(2cos 5) +i5) =

_ x x T . - .. x - o
=In(2cos§) +coszln(2cos §) + §sinz +i§ —isinzIn(2cos §) +if cosx =
Porovnanim realnych, imaginédrnych ¢asti a pouzitim tvrdenia dostaneme:

cos T cos 2z cos 3z _
a) 1+ 95 — 55+ 5 — =

=In(2cos §) 4+ cosxIn(2cos §) + 5 sinz

sinz _  sin2xz sindx __
b) 1.2 2.3 + 3.4

—z 4z — s x
= § + 5cosx —sinzIn(2cos §)



Priklad 9
N4jdite sumy radov:

a) cos2x _ cos3x _i_“__i_(_l)ncosn:r: + .

3 8 n2—1 )

b) sin2x sirg?;z + .+ (_1>nsinnx €+

3 n?—1
RieSenie

. . o 22 2’3 n 2"
Vezmime funkciu F'(z) = 5 — 5 + ... + (=1)" 5

Polomer konvergencie v a) aj b) vyratame ako:

1

R=——
lim sup {/|a,|

] =~ 1

=5EGE -5 -G -DF G5 ) =
22 ZB Z4
=3 = ) (BT )

—I(l+ 2} - +i- 5= F)

z

Pretoze plati:

F(e) = (In(2cos 2) +i%).1 (2isina + 1 — &7) =

N[

I T\ _ T o3 1 _ cosxz _ isinx __
=isinzln(2cos §) — §sinw + 5 — ¢ — BRE =



= (—Zsinz + 3 — %) +i(sinzIn(2cos L) — L)

Porovnanim redlnych a imagindrnych casti dostaneme:

a) cos32x . cosg3a: + .+ (_1>n% + .=

cos T
4

— T 1_
= 2sma:—|—2

b) sin32x _ sin83:c 4o+ (_1>nw + ... =

n2—1

= sinxancosg — S‘ZI

Priklad 10
Najdite sumy radov:

2 cos 2z 3cos 3z n N COS NI
a) 3 — 3 —|——|—(—1) W—F,

2sin 2z 3sin 3z nnsinnz

RieSenie

Vezmime F(z) = (30, (—=1)" (-5 + —5)2")

n=2 n—1 n+1

Polomer konvergencie v a) aj b) vyratame ako:



=iln(l+2)(z+1)-1+2=
Pomocny vypocet z = @

z+ é = e 4 e = Qcosx a teda

F(e') = coszIn(1 4 ¢™) — § + €52 4 ¢sihe —

= cosz(In(2cos ) + %) — 5 + BL 4 s —

= cosln(cos &) — § + <BL 4 j(coswl 4 8L)

Porovnanim redlnych a imagindrnych casti dostaneme:

2 cos2x 3 cos 3x n N .COS NI _

cos &
4

= cosln(cos %) — 3 +
b) 25i1312m _ 3si§13m o+ (_]_>nnnséL_"im + .=
= coswy + 13"

Priklad 11

Najdite sumy radov:

cosx cos 2z cos nT
a) Tor A+ S

b) sin x + sin 2x + o+ sin nx + ..

1+p 2+p n+p
RieSenie
. o z 22 2" _ 1 2P+l Zpt2 Zntp
Definujme F(2) = ({5 + 55+ + 5t ) =5CGgt 52+ + 55

Polomer konvergencie v a) aj b) vyratame ako:

1
R=— —
lim sup {/|a,|

1
Vi0ay = —— —'1
Vlan| Tnta)

R=1

cos T COs 2 cosnT -/ sin x sin 2x _
1+p + 2+p +ot n+p +Z(1+p + 2+p +) —

+ ...

)



:(M+Z’Siﬂ+...)+(0052$+Z'Sin2x)+'.':

p  Ultp 2+p 2+p

=+t

F(2) = (& + 75 24 ) =LEr I+ =
=L(z+5 +. +Z”“+.)—Zip(z+§...+%):

2’2 z
=51 -2)-FE+5+..+2)=
O<ax<22m

) _ ,—ix T—x\ _ ,—ix - o cospxtisinpzr\ __
F(e) = e7P.(In(2sin §) +i75%) — e7P((cosz + isinw) + ... + L) =

= (cos pr—isinpz)(— In(2sin £)+i75%)—(cos pr—i sin pz)((cos z+i sin ) 4.4 CLLEISMPT)

P
= —1In(2sin £). cos pr + 5% sinpr — cospr (D, Coim) — sin p(Y0_, sinke) —

= cospz(—In(2sin %) — Y7 ©E) 4 sinpa(— Y o), SBEE 4 TE) 4

+i(—="5% cospr — isinprIn(2sin§) — cospr Yy, Sm’fz +sinpz 37 Coskx) _

_ cos kx ; T—x D smkzz

= sinpr(—In2sin ) 4+ Y7, €82 4 i(cospr.(—T5E) — D op_, ) +isinpr
Porovnanim redlnych a imagindrnych casti dostaneme:

Cos T cos 2z cosnxr _
a) P+ St =

= sinpz(—In(2sin £) + Y5 _, k)

b) sinx 4 sin2z sin 2z + ... 4 sinnz sin nx o=

1+p 24p ntp
= cospr.(—T5%) — S0_ SBET) 4 ginpy
4 Zaver

Vypracovanim tejto bakalarskej prace som sa nauéil vela uzito¢nych informacii o Fourierovych
radoch. Fourierove rady st vyuzitelné aj v beznom Zivote. Tym, Ze sa skladaji zo sinusov

a kosinusov nam slazia napriklad ako vlnenia v mobilnych telefonoch. Fourierove rady sa
takisto pouzivaju v biochémii a r6znych prirodovednych smeroch. Na vypocitanie zadanych
11 prikladov mi nestacili poznatky z knihy Fouerierove rady, ale musel som vyuzivat aj
poznatky o analytickej funkcii z knihy Vybrané kapitoly z analyzy (Neubrun, Smital).
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Priloha: graficky znazornena suma radu z prikladu 4
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