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Abstrakt

Tatara, Tomá²: Fourierove rady v príkladoch. Univerzita Komenského, Bratislava. Fakulta
matematiky,fyziky a informatiky. Vedúci: RNDr. �ubica Kossaczská, CsC. Katedra apliko-
vanej matematiky a ²tatistiky. Bratislava : FMFI UK, 2011, po£et strán : 39.

V tejto bakálarskej práci sa budem venova´ Fourierovým radom. Mal som zadaný trigono-
metrický rad a zis´oval som jeho sú£et. Pomocou Abelovskej lemmy a teórie z komplexnej
analýzy som po£ítal tieto sú£ty. Pod©a teórie sú tieto rady Fourierovými radmi.



Abstract

Tatara, Tomá²: Fourier series in problems. Comenius University, Bratislava. Faculty of
Mathematics, Physics and Informatics. Supervisor: RNDr. �ubica Kossaczská, CsC. De-
partment od Applied Mathematics and Statistics. Bratislava. FMFI UK, 2011. Number of
pages : 39.

In this bachelor thesis i will talk about Fourier series. I will have trigonometric series
and i have to �nd out its sum. Abel theorem and theory of complex analysis will help me
to solve these series. Theory says that these series are the Fourier series.
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1 Úvod

Cie©om mojej bakalárskej práce je urobi´ re²er² Fourierových radov a vypo£íta´ príklady zo
4. kapitoly knihy Fourierove rady od autora Georgi P.Tolstov. Najprv som spísal tériou a
rôzne vety z knihy a tieto vedomosti som pouºil na vypo£ítanie príkladov. Teóriu som spísal
z prvých ²tyroch kapitol knihy. Príkladov je 11 a v druhej polovici príkladov som musel
pouºit aj vedomosti o analytickej funkcii komplexnej premennej zo skrípt Vybrané kapitoly
z analýzy (Neubrun, Smítal). �asto sa v mojej bakalárskej práce objavujú komplexné £ísla,
logaritmy, goniometrické funkcie a integrály. V druhom ro£níku na predmete matematická
analýza 3 sme sa venovali Fourerovým radom a ja som sa rozhodol, ºe sa budem venova´
týmto Fourierovým radom tro²ka hlb²ie. Klasický Fourierov rad vyzerá nasledovne:

a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

a od tohto sa v²etko odvíja.

2 Teória

Nech f(x) je funkcia z intervalu (−π, π) z R. Nech je daný trigonometrický systém
(1, cosx, ...). Potom postupnos´ou Fouerierového radu rozumieme

f(x) ∼ a0

2
+
∞∑
n=1

an cosnx+ bn sinnx

a ozna£ujeme

an =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cosnxdx(n = 0, 1, 2...),

bn =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sinnxdx(n = 1, 2, ...).

Ozna£me L1(a, b) priestor Lebesgueovsky integrovate©ných funkcií na intervale < a, b >.

Integrovate©né funkcie s druhými mocninami

Nech f(x) je merate©ná na < a, b > a ∃ integrál:

Priestor týchto funkcií je priestor so skalárnym sú£inom∫ b

a

|f 2(x)|dx <∞

(f, g) =

∫ b

a

f(x)g(x)dx



Ozna£ujeme L2(a, b)
Cauchy-Schwarzova nerovnos´ v priestore so skalárnym sú£inom:

|(a, b)| ≤ |a|.|b|∫ b

a

|f(x)g(x)|dx ≤ (

∫ b

a

|f 2(x)|dx)
1
2 .(

∫ b

a

g2(x)dx)
1
2

Príklad
L2(a, b) ⊂ L1(a, b)

1√
x
∈ L1(0, 1), 1√

x
nie je zL2(0, 1), lebo

∫ 1

0
1
x
dx =∞

V priestore L2(−π, π) de�nujeme skalárny sú£in nasledovným predpisom:

(f, g) =

∫ π

−π
f(x)g(x)dx

Aký zmysel majú nasledovné vety:

Ak je funkcia sú£et trigonometrického radu, tak tento trigonometrický rad je Fourierov
rad.

Veta 1 ([1] str. 14)

Ak funkcia f s periódou 2π je sú£tom trigonometrického radu, ktorý rovnomerne kon-
verguje na celej reálnej osi, potom tento rad je Fourierov rad funkcie f(x).

Veta 2 ([1] str. 15)

Ak absolútne integrovate©ná (∃
∫ 2π

0
|f(x)|dx < ∞) 2π periodická funkcia f(x) ∈ L1 ∈

(−π, π) môºe by´ roz²írená do trigonometrického radu (f =
∑∞

n=1 cn cosnx + dn sinnx),
ktorý konverguje k f(x) v²ade okrem kone£ného po£tu bodov, potom tieto koe�cinety sú
koe�cientami Fouerierovho radu. �iºe:

cn = an

dn = bn

De�nícia hladkej funkcie na < a, b > :

f(x) je hladká na < a, b > práve vtedy, ke¤ f ′(x) je spojitá a priestor spojitých funkcií so
spojitými deriváciami ozna£íme C1 < a, b >.

De�nícia po £astiach hladkej funkcie

Interval < a, b > sa dá rozdeli´ na kone£ne ve©a intervalov



< a0, a1 > , < a1, a2 > , ... , < an−1, b > a na kaºdom je táto funkcia hladká.

Kritérium 1 ([1] str. 19)

Fourierov rad (spojitý alebo nespojitý) po £astiach hladkej funkcie f(x) s periódou 2π
konverguje pre v²etky hodnoty x. Suma radov sa rovná f(x) v kaºdom bode spojitosti a
rovná sa £íslu:

1

2
[f(x+ 0) + f(x− 0)]

�iºe aritmetickému priemeru pravo strannej a ©avo strannej limity v kaºdom bode nespo-
jitosti. Ak je f(x) spojitá v²ade, potom rady konvergujú absolútne a rovnomerne.

2.1 Komplexná forma Fourierovho radu

Majme funkciu f :< −l, l >→ R (ale platí aj do C). �alej majme £leny an, bn Fouerierového
radu dané nasledovným predpisom:

an =
1

l

∫ π

−π
f(x)cos

nπx

l

bn =
1

l

∫ π

−π
f(x)sin

nπx

l

Funkciu f aproximujeme Fourierovým radom:

f ∼ a0

2
+
∞∑
n=1

ancos
nπx

l
+ bnsin

nπx

l

Ozna£me cn = an−ibn
2

pre n > 0

c−n = an+ibn
2

pre n > 0

Vidíme, ºe:
an = cn + c−n

bn =
c−n − cn

i
= (c−n − cn)(−i) = cni− c−ni

f ∼ a0

2
+
∞∑
n=1

ancos
nπx

l
+ bnsin

nπx

l
=

=
a0

2
+
∞∑
n=1

(cn + c−n)cos
nπx

l
+ (cn − c−n).i.sin

nπx

l
=

=
c0
2

+
∞∑
n=1

cne
inπx
l +

∞∑
n=1

c−n(cos
nπx

l
− isinnπx

l
) =



c0
2

+
∞∑

k=−∞

cke
ikπx
l

Pritom platí:

cn =
an − ibn

2
=

1

2l

∫ l

−l
cos

nπx

l
f(x)dx− i

2l

∫ l

−l
sin

nπx

l
f(x)dx =

1

l

∫ l

−l
f(x).e

−inπx
l dx

c−n =
an + ibn

2
=

1

2l

∫ l

−l
f(x)cos

nπx

l
dx+

i

2l

∫ l

−l
f(x)sin

nπx

l
dx

=
1

2l

∫ l

−l
f(x)(cos

nπx

l
+ isin

nπx

l
)dx =

1

2l

∫ l

−l
f(x)e

nπxi
l dx

A teda pre v²etky k ∈ Z platí:

ck =
1

2l

∫ l

−l
f(x)e

−ikπx
l

f ∼ c0
2

+

∫ l

−l

∞∑
k=−∞

cke
ikπx
l

2.2 Ortogonálne systémy

1) de�nícia ortogonálneho systému :

Nech
ϕ0(x), ..., ϕn(x) ∈ L2(−π, π)

Nech ∀i 6= j : ∫ 2π

0

ϕi(x)ϕj(x)dx = 0

Potom
ϕ0(x), ..., ϕn(x)

tvoria ortogonálny systém funkcií.

2) Fourierov rad daného ortogonálneho systému :

De�nujme koe�cient:

cn =

∫ b

a
f(x)ϕn(x)∫ b

a
ϕ2
n(x)

dx

Veta 3 ([1] str. 43)
Ak funkcie systému (ϕ0, ϕ1, ..., ϕn) sú spojité a roz²írenie radu

f(x) =
∞∑
i=1

ciϕi(x) (1)



a konvergencia radu je rovnomerná, tak (1) je Fourierovým radom funkcie f(x).∑n
i=1 cnϕn rovnomerne konverguje k f(x)⇒ cn je Fourierov rad.

Poznámka o najlep²ej aproximácií Fourierovými radmi

Uvaºujme nasledujúcu funkciu F : Rn → R :

F (γ0, γ1, ..., γn) ≤
∫ b

a

|f(x)− σn(x)|2dx

kde
σn(x) = γ0ϕ0(x) + ...+ γnϕn(x)

Potom h©adajme minimum F (γ0, ..., γn) Zistí sa, ºe minimum sa nadobúda vo Fourierových
koe�cientoch.

|f(x)−
n∑
i=1

ϕi(x), f(x)−
n∑
i=1

ϕi(x)| =

∫
f 2(x)dx− 2

n∑
i=1

(f, ϕi) +
n∑
i=1

‖ϕi‖2 =

∫
f 2(x)dx− 2

n∑
i=1

ck.‖ϕi‖2 +
n∑
i=1

‖ϕi‖2 =

∫
f 2(x) +

n∑
i=1

‖ϕi‖2

2.3 Konvergencia v strede

De�nícia

Ortogonálny systém ϕ0, ϕ1, ..., ϕn, ... je úplný ak ∀f ∈ L2(a, b) :∫ b

a

f 2(x)dx =
∞∑
k=1

c2k‖ϕn‖2

Veta 4 ([1] str. 54)

Nech f(x) je integrovate©ná funkcia s druhou mocninou, pre ktorú platí:

f(x) ∼ c0ϕ0(x) + c1ϕ1(x) + ...,

F (x) ∼ C0ϕ0(x) + C1ϕ1(x) + ...,

a nech systém ϕ0(x)...ϕn(x) ∈< a, b > je úplný. Potom:∫ b

a

f(x)F (x)dx =
∞∑
k=0

ckCk‖ϕk‖2.



Veta 5 ([1] str. 55)

Nutná a posta£ujúca podmienka pre systém ϕ0(x)...ϕn(x) aby bol úplný je vz´ah:

lim
n→∞

∫ b

a

(f(x)−
n∑
k=0

ckϕk(x))
2dx = 0

platný pre v²etky funkcie f(x) ∈ L2(−π, π), kde ck (k=0,1,2,...) sú Fourierovými koe�-
cientami funkcie f(x) s oh©adom na systém ϕ0(x)...ϕn(x). Funkcia f(x) je z triedy L2.

Veta 6 ([1] str. 56)
Ak je systém ϕ0(x)...ϕn(x) úplný, tak kaºdá funkcia f(x) ∈ L2(−π, π) je úplne ur£ená
(okrem jej hodnôt v kone£nch po£toch bodov) jej Fourierovým radom, £i rad konverguje
alebo nekonverguje.

2.4 Vlastnosti Fourierovho radu

Veta 7 ([1] str. 57)
Nech je systém ϕ0(x)...ϕn(x) úplný, potom kaºdá spojitá funkcia f(x), ktorá je ortogonálna
na v²etky funkcie systému musí by´ 0.

Veta 8 ([1] str. 57) Ak je systém ϕ0, ϕ1, ..., ϕn úplný, a ak funkcie systému sú spojité
a Fourierov rad spojitej funkcie f(x) je rovnomerne konvergentný, potom suma radu je
rovná f(x)

fn rovnomerne konverguje k q ⇒ f = q

Dôkaz:

Vieme, ºe fn → f v strede

fn rovnomerne konverguje k g

fn → g v strede

f = g

Veta 9 ([1] str. 58)
Ak je systém ϕ0, ϕ1, ..., ϕn úplný na (−π, π), potom Fourierov rad kaºdej funkcie f(x) ∈
L2(−π, π) môºe by´ po £astiach integrovate©ný bez oh©adu na to, £i rad konverguje alebo
nie. Teda ak fn je n-ty £iasto£ný sú£et Fourierovho radu

fn(x)→ f(x) v L2(−π, π)



|
∫ π

−π
(fn(x)− f(x))dx| ≤

∫ π

−π
|fn(x)− f(x)|dx ≤ |

∫ π

−π
(fn(x)− f(x))2|

2.5 Besselova nerovnos´

Nech funkcie
cosx, sinx, ..., cosnx, sinnx

Tvoria ortogonálny systém v L2(−π, π)

ϕ0, ϕ1, ..., ϕn

f ∼
∞∑
k=1

ckϕk

f ∼ a0

2
+
∞∑
k=1

akcoskx+ bksinkx

Bessel : ∫ π

−π
|f(x)|2dx ≥

∞∑
k=1

|ck|2‖ϕk‖2

∫ π

−π
f 2(x) ≥ a2

0

4
.‖1‖2 +

∞∑
n=1

a2
k.‖coskx‖2 + b2k‖sinkx‖2

‖1‖2 =

∫ π

−π
12dx = 2π

‖coskx‖2 = ‖sinkx‖2 =

∫ π

−π
cos2kxdx =

1

2
.π = π ⇒∫ π

−π
f 2(x) ≥ a2

0

4
.2π +

∑
a2
k.π + b2k.π ⇒

Besselova neronvos´ v trigonometrickom systéme pre f ∈ L2(−π, π)

L2(−π, π) ⊂ L1(−π, π)

a teda platí

1

π

∫ π

−π
f 2(x)dx ≥ a2

0

2
+
∞∑
k=1

a2
k + b2k

Dôsledok Besselovej nerovnosti:

lim
n→∞

∫ π

−π
f(x)cosnxdx = lim

n→∞
an = 0



∑∞
n=1 a

2
k + b2k ⇒ limk→∞ ak = 0 = limk→∞ bk∀f(x) ∈ L2(−π, π)

g ∈ L2 ⇒ lim
n→∞

∫ π

−π
g(x) cosnxdx

lim
n→∞

∫ a+2π

a

g(x) cosnxdx

lim
n→∞

∫ a+2π

a

g(x) sinnxdx

Teraz chceme, aby nemusela g(x) by´ v L2(−π, π) a aby m nemuselo by´ celé £íslo

Ale v knihe Fourierove rady (Georgi P.Tolstov) je dokázané silnej²ie tvrdenie

Veta 10 (str. 70)

Pre kaºdú absolútne integrovate©nú funkciu f(x) ∈ L1(−π, π) platí:

lim
m→∞

∫ b

a

f(x) cosmxdx = lim
m→∞

∫ b

a

f(x) sinmxdx = 0

pri£om m nemusí by´ celé £íslo.

Vidíme, ºe aj pre Fourierove koe�cienty funkcie f(x) ∈ L1(a, b), an → 0, bn → 0

Dá sa ukáza´, ºe

1

2
+ cosnx+ cos 2nx+ ...+ cosnnx =

sin(n+ 1
2
)n

2 sin n
2

f(x) ∼ a0

2
+

n∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx

sn(x) =
a0

2
+

n∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx

sn(x) =
1

2π

∫ π

−π
f(t)dt+

n∑
k=1

1

π

∫ π

−π
f(t) cos ktdt. cos kx+

+
1

π

∫ π

−π
f(t) sin ktdt. sin kx =

=
1

π

∫ π

−π
f(t)(

1

2
+

n∑
k=1

(cos kt cos kx+ sin kt sin kx))dt =

=
1

π

∫ π

−π
f(t)(

1

2
+

n∑
k=1

cos k(t− x))dt



sn(x) =
1

π

∫ π

−π
f(t)(

sin(n+ 1
2
)(t− x)

2 sin t−x
2

)dt =

substitúcia t− x = u

=
1

π

∫ π−x

−π−x
f(x+ u).

sin(n+ 1
2
)u

2sinu
2

du =
1

π

∫ π

−π
f(x+ u)

sin(n+ 1
2
)u

2sinu
2

du

sn(x) =
1

π

∫ π

−π
f(x+ u).

sin(n+ 1
2
)u

2sinu
2

du

pomocou tohto sa odvádza za akých posta£ujúcich podmienok na f

Sn(x)→ f(x)

Tvrdenie

Nech f ∈ L1(−π, π) , 2π periodická, v bode x spojitá. Nech f má ©avú a pravú vlastnú
deriváciu v bode x. Potom:

tak limn→∞ sn(x) = f(x)

Dôkaz:

sn(x)− f(x) =
1

π

∫ π

−π
[f(x+ u)− f(x)]

sin(n+ 1
2
)u

2sinu
2

du = 0

1

π

∫ π

−π
f(x)

2(x+ u)− f(x)

u

u

2 sin u
2

sin(n+
1

2
)udu

Ozna£me ϕ(u) = f(x+u)−f(x)
u

u
sin u

2

ϕ(u) a sp¨¬a predpoklady sta£í aby ϕ(u) bola podmnoºinou L1(−π, π)

Zrejme ϕ ∈ L1(−π, π)

A teda

limn→∞ sn(x)− f(x) = 0 na základe vety 10.

sn(x)→ f(x+0)+f(x−0)
2

Veta 11 ([1] str 80)

Nech f(x) je spojitá po £astiach hladká funkcia s periódou 2π. Potom derivácia f ′(x)
existuje v²ade okrem kone£ného po£tu bodov f(x). Táto veta nám hovorí posta£ujúce
podmienky za akých môºeme derivova´ Rourierov rad ako aj tvar koe�cientov a′nb

′
n teda

koe�cientoch Fourierovho radu.



Môºeme robi´ per partes, ke¤ºe:

an =
1

π

∫ π

−π
f(x)cosnxdx

bn =
1

π

∫ π

−π
f(x) sinnxdx

an = −b
′
n

n
, bn =

a′n
n

A teda
|a′n|
n

+
|b′n|
n
≤ 1

2
(a
′2
n + b

′2
n ) +

1

n2

lebo f ′, g′ ∈ L2(−π, π) (lebo sú ohrani£ené)

∞∑
n=1

|an|+ |bn| ≤
∞∑
n=1

1

2
((an)

2 + (bn))
2 +

1

n2∫
|ancosnx+ bnsinnx| ≤ |an|+ |bn|

⇒ Fourierov rad absolutne a rovnomerne konverguje

Veta 12 ([1] str 84)

Fourierove rady spojitej funkcie f(x) s periódou 2π s absolútne integrovate©nou deriváciou,
ktorá nemusí existova´ vo v²etkých bodoch, kovergujú rovnomerne k f(x) pre v²etky x.

Abelova lemma ([1] str 89):

Nech u0 + u1 + u2 + ...un + ... je numerický rad (s reálnymi alebo komplexnými £lenmi),
ktorého parciálne sumy σn sp¨¬ajú podmienku |σn| ≤ M , kde M je kon²tanta. Potom ak
kladné £ísla α0, α1, α2, ..., αn, ... klesajú k nule monotónne, rad α0u0 + α1u1 + α2u2 + ...+
αnun + ... konverguje a suma s sp¨¬a nerovnos´ |s| ≤Mα0

De�nícia ([2] str. 137)

Nech je daná oblas´ G ⊂ C Kde C je mnoºina komplexných £ísel, lineárny normovaný
priestor s euklidovskou normou. Funkcia, ktorá je spojitá v nejakej oblasti G komplexnej
roviny a má v kaºdom bode tejto oblasti kone£nú deriváciu, sa nazýva analytická funkcia
v oblasti G.



Veta 13 ([2] str. 153)

Predpokladajme, ºe Laurentov rad:

∞∑
k=−∞

ck(z − a)k = ...+ c−2
1

(z − a2)
+ c−1

1

z − a
+ c0 + c1(z − a) + c2(z − a)2 + ...

konverguje v medzikruºí r < |z − a| < R a nech f(z) je jeho sú£et. Potom f je analytická
funkcia v uvedenom medzikruºí a deriváciu f ′(z) dostaneme derivovaním Laurentovho
radu £len po £lene.

Príklad 4 ([2] str. 161)

Nech g(z) = z − z2

2
+ z3

3
− z4

4
+ ... . ©ahko vidíme, ºe uvedený rad konverguje v kruhu

D = z; |z| < 1 , Polomer konvergencie vyrátame ako:

R =
1

lim sup n
√
|an|

n
√
|an| = n

√
1

n
→ 1

a teda
R = 1⇒ |z| < 1

A teda pre |z| < 1 horeuvedený rad konverguje.

g je teda jednozna£ná analytická funkcia v D. Ukáºeme, ºe funkcia g(z) sa zhoduje v
D s "nejednozna£nou funkciou"ln(1 + z) s jej hlavnou hodnotou Funkcia ln(1 + z) je na
reálnom intervale (−1, 1) ⊂ D inverznou funkciou k reálnej funkcií ey−1 pre y ∈ (−∞, ln2)
a ke¤ºe ln(1+z) = g(z) pre z ∈ (−1, 1) ⊂ D aj g(z) je inverznou funkciou k funkcií ez−1
v intervale (−1, 1). Teda g(ez−1) = z aj eg(z)−1 = z na nekone£nej mnoºine (−1, 1 ⊂ D),
preto uvedené identity platia v celej oblasti D. Vidíme, ºe g(z) je inverzná funkcia k funkcií
ez − 1 v D, a teda g(z) = ln(1 + z) v D. Analytickým pred¨ºením jednozna£nej funkcie
g(z) tak dostaneme "nejednozna£nú funkciu"ln(1 + z) de�novanú v celej rovine K.

Tvrdenie ([1] str. 101)

Ak z = ρeiθ,−π < θ < π, potom pre hlavnú hodnotu logaritmov lnz = lnρ + iθ. V
na²om prípade ρ = 2cosx

2
, θ = x

2
.

F (z) je pre |z| < 1 je analytická, ale pre |z| = 1 Nevylu£ujeme singularitu v niektorých
bodoch hranice

F (z) = c0 + c1z + c2z
2 + ...+ cnz

n + ... platí pre |z| < 1



Ako roz²íri´ tento postup na F (ei) ?

Tvrdenie ([1] str. 99)

Nech funkcia F (z) je analytická |z| < 1. Nech v bode z, pre ktorý platí |z| = 1 z nie
je singulárny bod funkcie F (z) a nech rad:

c0 + c1z + c2z
2 + ...+ cnz

n + ... je konvergentný

⇒ F (z) = c0 + c1z + c2z
2 + ...+ cnz

n + ...

Pomocná veta

Nech rad u0 + u1 + u2 + ...+ un + ... je konvergentný

⇒ konverguje u0 + u1z + u2z
2 + ...+ unz

n + ...

pre 0 ≤ z ≤ 1 a σ(r) = u0 + u1z + u2z
2 + ... + unz

n + ... je spojitá funkcia na tomto
intervale

Dôkaz pomocou Abelovskej vety

Nech sú splnené predpoklady tvrdenia

Nech c0 + c1z + c2z
2 + ... + cnz

n + ... nech konverguje v bode z na kraji komplexného
jednotkového kruhu

⇒ r → c0 + c1zr + ...+ cnz
nrn , 0 ≤ r ≤ 1 je spojitá

limr→1,r<1 F (rz) = F (z)

lebo z je nesingulárny (teda je v ¬om F spojitá)

limr→1,r<1 F (rz) = limr→1,r<1 c0+c1rz+...+cnr
nzn+... = c0+c1z+...+cnz

n+... pre r = 1

F (z) = c0 + c1z + ...+ cnz
n + ... aj pre |z| = 1

Príklad ([1], str. 101)

ln(1 + z) = z − z2

2
+ z3

3
− z4

4
+ ...

pre |z| < 1

ln je analytická funkcia pre z 6= 1



Pre z = eix platí tvar

ln(1 + eix) = eix − e2ix

2
+
ei3x

3
− ei4x

4
+ ... =

= (cosx− cos 2x

2
+

cos 3x

3
− cos 4x

4
+ ...) + i(sinx− sin 2x

2
+

sin 3x

3
− sin 4x

4
+ ...)

x 6= −π + 2kπ

1 + cos x− cos 2x

2
+

cos 3x

3
− cos 4x

4
+ ... =

sinx− sin 2x

2
+

sin 3x

3
− sin 4x

4
+ ... =

ln(1+eix) = ln(1+cos x)+i sinx) = ln(
√

(1 + cos x)2 + sin2(x).
1 + cos x√
2 cosx+ 1

+i.
sinx√

2 + 2 cosx
) =

= ln(
√

2 cosx+ 2).(
1 + cos x√
2(1 + cos x)

+ i
sinx√

2 + 2 cosx
) =

= ln(
√

2 cosx+ 2).(
1− cos2 x

2
+ sin2 x

2√
2.2 sin2 x

2

+ i
sinx√

2.2 sin2 x
2

) =

= ln(
√

2(cosx+ 1).(
sin2 x

2√
sin2 x

2

+ i
2 sin x

2
cos x

2√
2 sin2 x

2

) =

= ln(

√
2.2 sin2 x

2
).(

sin2 x
2√

sin2 x
2

+ i
sin x

2
cos x

2√
sin2 x

2

) =

= ln(2

√
sin2 x

2
). sin

x

2
(

sin x
2√

sin2 x
2

+ i
cos x

2√
sin2 x

2

) =

= ln(2 sin
x

2
).(sin

x

2
+ i. cos

x

2
) =

= ln(2 sin
x

2
) + ln ei

x
2 = ln 2 sin

x

2
+ i

x

2

⇒ ln(2 sin
x

2
) = 1 + cosx− cos 2x

2

pre x 6= 2k + πT

ei
x
2 = sinx− sin 2x

2
+

sin 3x

3
− sin 4x

4
+ ...



3 Príklady

Veta 14 ([1] str 100)

Ak koe�cienty an, bn sú kladné a klesajú monotónne k nule pre n → ∞ potom rad
a0

2
+

∑∞
n=1 an cosnx a

∑∞
n=1 sinx konvergujú pre ∀x okrem x = 2kπ (k = 0,±1,±2, ...)

Príklad 1

Pre ktoré hodnoty x nasledujúce rady konvergujú:

a)
∑∞

n=1
cosnx√

n
; b)

∑∞
n=1

sinnx√
n

; c)
∑∞

n=1
cosnx+sinnx√

n

Rie²enie

a) Pod©a vety 14 tento rad konverguje s eventuálnou výnimkou x = 2kπ

V bode x = 2kπ vyzerá tento rad ako 1√
n
a vieme, ºe tento rad diverguje.

Takºe tento rad konverguje v²ade okrem x = 2kπ

b) Tento rad konverguje v²ade. Konverguje aj v bode x = 2kπ , lebo je to rad samých núl.

c) Tento rad konverguje v²ade okrem x = 2kπ. V týchto bodoch nekonverguje z tých
istých dôvodov ako je uvedené v a)

Veta 15 ([1] str. 101)

Ak koe�cienty an , bn sú kladné a klesajú monotónne k nule pre n → ∞ potom rad
a0

2
+

∑∞
n=1 an cosnx a

∑∞
n=1 bn sinx konvergujú rovnomerne na intervale < a, b > , ktorý

neobsahuje body x = 2kπ k = (0,±1,±2, ...)

Veta 16 ([1] str. 102)

Ak koe�cienty an , bn sú kladné a monotónne klesajú k nule pre n→∞ potom

f(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

an cosnx

g(x) =
∞∑
n=1

bn sinnx

s periódou 2π sú spojité pre ∀x okrem x = 2kπ (k = 0,±1,±2, ....)



Príklad 2

Pre ktoré hodnoty x sú sumy radov z príkladu 1 spojité? Sú tieto rady Fourierovými
radmi kvadraticky integrovate©ných funkcií?

Rie²enie

Nie sú kvadraticky integrovate©né. Je to vidno z Besselovej nerovnosti:∫ π

−π
f 2(x)dx ≥

∞∑
n=1

a2
n + b2n

∫ π

−π
f 2(x) ≥

∞∑
n=1

1

n

ktorý diverguje. £iºe nie sú kvadraticky integrovate©né

Z viet 14,15,16 vidíme, ºe pre v²etky hodnoty x okrem x = 2kπ sú sumy radov spo-
jité.

Veta 17 ([1] str. 103)

Ak koe�cienty an, bn sú kladné a monotónne klesajú k nule pre n→∞ potom

a0

2
+
∞∑
n=1

(−1)nan cosnx

∞∑
n=1

(−1)nbn sinmx

majú vlastnosti:

1) konvergujú pre ∀x okrem x = (2k + 1)π (k = 0,±1,±2, ...)

2) konvergencia je rovnomerná na kaºdom intervale < a, b > okrem týchto bodov

3) sumy radov sú spojité okrem týchto bodov.

Veta 18 ([1] str. 105)

Ak koe�cienty an , bn sú kladné a monotónne klesajú k nule pre n→∞ potom

a1 cos px+ a2 cos(p+m)x+ a3 cos(p+ 2m)x+ ...+ an+1 cos(p+ nm)x+ ...

b1 sin px+ b2 sin(p+m)x+ b3 sin(p+ 2m)x+ ...+ bn+1 sin(p+ nm)x+ ...



má spojitú sumu pre ∀x okrem x = 2kπ k = (0,±1,±2, ...) a konvergencia radu je
rovnomerná na kaºdom takomto intervale, ktorý neobsahuje tieto body.

Veta 19 ([1] str. 105 )

Ak koe�cienty an , bn sú kladné a monotónne klesajú k nule pre n→∞ potom

a1 cos px+ a2 cos(p+m)x+ a3 cos(p+ 2m)x+ ...+ an+1 cos(p+ nm)x+ ...

b1 sin px+ b2 sin(p+m)x+ b3 sin(p+ 2m)x+ ...+ bn+1 sin(p+ nm)x+ ...

konvergujú a majú spojité sumy pre ∀x okrem x = 2(k+1)π
m

k = (0,±1,±2, ...) a konvergujú
absolútne na < a, b > okrem týchto bodov.

Príklad 3

Pre ktoré hodnoty x nasledujúce rady konvergujú:

a)
∑∞

n=1(−1)n cosnx
n+
√
n
; b)

∑∞
n=2

cosnx+(−1)n sinnx
lnn

;

c)
∑∞

n=1
sin 3nx
n

; d)
∑∞

n=0(−1)n+1 cos(2n+3)x
n+2

?

Rie²enie

a) Z vety 17 vidíme, ºe pre v²etky hodnoty x rady konvergujú okrem x = (2k + 1)π
k = (0,±1,±2, ...) Ale v bode x = (2k + 1)π k = (0,±1,±2, ...) je tento rad rad samých
núl a teda konverguje. Preto tento rad konverguje pre v²etky hodnoty x.

b) Z vety 17 vidíme, ºe pre v²etky hodnoty x rady konvergujú okrem x = (2k + 1)π
k = (0,±1,±2, ...) V bode x = (2k + 1)π k = (0,±1,±2, ...) vyzerá tento rad nasledovne:

0+(−1)n.(−1)n

lnn
= 1

lnn
ktorý diverguje. Takºe rad konverguje v²ade okrem bodov x = (2k+1)π

k = (0,±1,±2, ...)

c) Z vety 18 vidíme, ºe pre v²etky hodnoty x rady konvergujú okrem x = 2kπ k =
(0,±1,±2, ...) Ale v bode x = 2kπ k = (0,±1,±2, ...) je tento rad rad samých núl a teda
konverguje. Preto tento rad konverguje pre v²etky hodnoty x.

d) Z vety 19 vidíme, ºe pre v²etky hodnoty x rady konvergujú okrem x = 2(k+1)π
m

k =

(0,±1,±2, ...) V bode x = 2(k+1)π
m

k = (0,±1,±2, ...) kde p = 3 a m = 2 vyzerá tento rad
nasledovne:

(−1)n+1 ( 1
2
)n

n+2
ktorý diverguje. Takºe rad konverguje v²ade okrem bodov x = 2(k+1)π

m
k =

(0,±1,±2, ...)



Príklad 4

Pre ktoré hodnoty x sú sumy z príkladu 3 spojité? Zostrojte graf sumy radu c)

Rie²enie

S výnimkou (2k + 1)π sú tieto sumy radov spojité z viet 17,18,19. Dosadím (2k + 1)π
a zis´ujem, £i suma radu konverguje:

a) Konverguje pre v²etky hodnoty x takºe tento rad je spojitý.

b) Nekonverguje pre v²etky hodnoty x takºe tento rad nie je spojitý.

c) Konverguje pre v²etky hodnoty x takºe tento rad je spojitý.

d) Nekonverguje pre v²etky hodnoty x takºe tento rad nie je spojitý.

Príklad 5

Pre komplexné premenné z = x + iy trigonometrické a hyperbolické funkcie sú de�no-
vané radmi:

sin z = z − z3

3!
+ z5

5!
− ...,

cos z = 1− z2

2!
+ z4

4!
− ...,

sinh z = z + z3

3!
+ z5

5!
+ ... (hyerbolický sínus)

cosh z = 1 + z2

2!
+ z4

4!
+ ... (hyperbolický kosínus)

pouºívajúc vzorce:

sin(α + β) = sinα cos β + cosα sin β,

cos(α + β) = cosα cos β − sinα sin β,

ktoré sú takisto platné pre komplexné α a β , dokáºte, ºe:

sin(α + iβ) = sinα cosh β + i cosα sinh β,

cos(α + iβ) = cosα cosh β − i sinα sinh β.



Rie²enie

Zo známeho vz´ahu sin(r1 + r2) = sin r1 cos r2 + cos r1 sin r2 ,ktorý platí aj pre komplexné
r1, r2 .Z tohto vz´ahu teda dostaneme:

sin(α + βi) = sinα cos iβ + cosα sin iβ

cos(βi) = 1− β2i2

2!
+ β4i4

4!
− β6i6

6!
= 1 + β2

2!
+ β4

4!
+ β6

6!
+ ... = cosh β

sin(βi) = βi− β3i3

3!
+ β5i5

5!
= i.(β + β3

3!
+ β5

5!
+ ... = i. sinh β)

Preto sin(α + iβ) = sinα cosh β + i cosα sinh β.

cos(α + βi) = cosα cos βi− sinα sin βi

cos(βi) = 1− β2i2

2!
+ β4i4

4!
− β6i6

6!
+ ... = 1 + β2

2!
+ β4

4!
+ β6

6!
+ ... = cosh β

sin(βi) = βi− β3i3

3!
+ β5i5

5!
= i.(β + β3

3!
+ β5

5!
= i. sinh β)

Preto cos(α + iβ) = cosα cosh β − i sinα sinh β.

Príklad 6

Nájdite sumy radov:

a) cosx− cos 3x
3!

+ cos 5x
5!
− ...,

b) sinx− sin 3x
3!

+ sin 5x
5!
− ...

Rie²enie

Polomer konvergencie vyrátame ako:

R =
1

lim sup n
√
|an|

a) Zoberme F (z) de�novanú vz´ahom:

F (z) = z − z3

3!
+ z5

5!
− z7

7!
+ ... = sin z

lim sup n
√
an = lim sup 1

n
√

(2n+1)!
= 0

R =∞



Vidíme, ºe je to analytická funkcia s polomerom konvergencie R =∞

F (eix) = cos x− cos 3x
3!

+ ...+ i(sinx− sin 3x
3!

+ ...)

F (eix) = sin(eix) = sin(cos x+ i sinx)

Pod©a 5. cvi£enia vieme, ºe:

sin(α + iβ) = sinα cosh β + i cosα sinh β

sin(cosx+ i sinx) = sin(cos x). cosh(sinx) + i cos(cosx). sinh(sinx)

Pretoºe F (z) je vlastne funkcia sin z a porovnaním

F (eix) = cos x− cos 3x
3!

+ ...+ i(sinx− sin 3x
3!

+ ...)

sin(cosx+ i sinx) = sin(cos x). cosh(sinx) + i cos(cosx). sinh(sinx)

reálnych £astí dostaneme:

sin(cosx). cosh(sinx) = cos x− cos 3x
3!

+ cos 5x
5!
− ...,

b)F (z) = z − z3

3!
+ z5

5!
− z7

7!
+ ... = sin z

F (eix) = cos x− cos 3x
3!

+ ...+ i(sinx− sin 3x
3!

+ ...)

F (eix) = sin(eix) = sin(cos x+ i sinx)

sin(α + iβ) = sinα cosh β + i cosα sinh β

sin(cosx+ i sinx) = sin(cos x). cosh(sinx) + i cos(cosx). sinh(sinx)

Pretoºe F (z) je vlastne funkcia sin z a porovnaním

F (eix) = cos x− cos 3x
3!

+ ...+ i(sinx− sin 3x
3!

+ ...)

sin(cosx+ i sinx) = sin(cos x). cosh(sinx) + i cos(cosx). sinh(sinx)

imaginárnych £astí dostaneme:

cos(cosx). sinh(sinx) = sinx− sin 3x
3!

+ sin 5x
5!
− ...



Príklad 7

Nájdite sumy radov:

a) 1− cos 2x
2!

+ cos 4x
4!
− ...,

b) sin 2x
2!
− sin 4x

4!
+ sin 6x

6!
− ...

Rie²enie

a) Zoberme F (z) de�novanú vz´ahom:

F (z) = 1− z2

2!
+ z4

4!
− ... = cos z

lim sup n
√
an = lim sup 1

n
√

(2n)!
= 0

R =∞

Vidíme, ºe je to analytická funkcia s polomerom R =∞

F (eix) = 1− cos 2x
2!

+ ...+ i(1− sin 2x
2!

+ ...)

F (eix) = cos(eix) = cos(cos x+ i sinx)

Pod©a 5. cvi£enia vieme, ºe:

cos(α + iβ) = cosα cosh β − i sinα sinh β

cos(cosx+ i sinx) = cos(cos x) cosh(sinx)− i sin(cosx) sinh(sinx)

Pretoºe F (z) je vlastne funkcia cos z a porovnaním

F (eix) = cos x− cos 2x
2!

+ ...+ i(sinx− sin 2x
2!

+ ...)

cos(cosx+ i sinx) = cos(cos x) cosh(sinx)− i sin(cosx) sinh(sinx)

reálnych £astí dostaneme:

cos(cosx) cosh(sinx) = 1− cos 2x
2!

+ cos 4x
4!
− ...,

b) Zoberme F (z) de�novanú vz´ahom:

F (z) = 1− z2

2!
+ z4

4!
− ... = cos z



lim sup n
√
an = lim sup 1

n
√

(2n)!
= 0

R =∞

Vidíme, ºe je to analytická funkcia s polomerom konvergencie R =∞

F (eix) = 1− cos 2x
2!

+ ...+ i(sinx− sin 2x
2!

+ ...)

F (eix) = cos(eix) = cos(cos x+ i sinx)

Pod©a 5. cvi£enia vieme, ºe:

cos(α + iβ) = cosα cosh β − i sinα sinh β

cos(cosx+ i sinx) = cos(cos x) cosh(sinx)− i sin(cosx) sinh(sinx)

Pretoºe F (z) je vlastne funkcia cos z a porovnaním

F (eix) = cos x− cos 2x
2!

+ ...+ i(sinx− sin 2x
2!

+ ...)

cos(cosx+ i sinx) = cos(cos x) cosh(sinx)− i sin(cosx) sinh(sinx)

imaginárnych £astí dostaneme:

sin(cosx) sinh(sinx) = sin 2x
2!
− sin 4x

4!
+ sin 6x

6!
− ...

Príklad 8

Nájdite sumy radov:

a) 1 + cosx
1.2
− cos 2x

2.3
+ cos 3x

3.4
− ...,

b) sinx
1.2
− sin 2x

2.3
+ sin 3x

3.4
− ...

Rie²enie

Zoberme funkcie F (z) = 1 + z
1.2
− z2

2.3
+ ... Polomer konvergencie v a) aj b) vyrátame

ako:
R =

1

lim sup n
√
|an|

n
√
|an| =

1
n
√
n(n+ 1)

→ 1



R = 1

F (z) = 1 + (1− 1
2
)z − (1

2
− 1

3
)z2 + (1

3
− 1

4
)z3 − (1

4
− 1

5
)z4 + (1

5
− 1

6
)z5 − ... =

= 1 + (z − z2

2
+ z3

3
− z4

4
+ ...)− 1

2
z + 1

3
z2 − 1

4
z3 + 1

5
z4 − 1

6
z5 =

= (z − z2

2
+ z3

3
− z4

4
+ ...) + (1− 1

2
z + 1

3
z2 − 1

4
z3 + ...) =

(z − z2

2
+ z3

3
− z4

4
+ ...) + 1

z
(z − z2

2
+ z3

3
− z4

4
) =

(1 + 1
z
)(ln(1 + z)) = ln(1 + z) + 1

z
ln(1 + z)

F (z) = ln(1 + z) + 1
z
ln(1 + z)

F (eix) = ln(1 + eix) + 1
eix

ln(1 + eix) =

= ln((1 + cosx) + i sinx) + 1
cos2 x+sin2 x

(cosx− i sinx) ln(1 + eix)

Ke¤ºe

ln(1 + eix) = ln(2 cos x
2
) + ix

2
pre −π < x < π tak

F (eix) = ln(2 cos x
2
) + ix

2
+ 1

eix
(ln(2 cos x

2
) + ix

2
) =

= ln(2 cos x
2
) + ix

2
+ (cosx− i sinx)(ln(2 cos x

2
) + ix

2
) =

= ln(2 cos x
2
) + cos x ln(2 cos x

2
) + x

2
sinx+ ix

2
− i sinx ln(2 cos x

2
) + ix

2
cosx =

Porovnaním reálnych, imaginárnych £astí a pouºitím tvrdenia dostaneme:

a) 1 + cosx
1.2
− cos 2x

2.3
+ cos 3x

3.4
− ...,=

= ln(2 cos x
2
) + cos x ln(2 cos x

2
) + x

2
sinx

b) sinx
1.2
− sin 2x

2.3
+ sin 3x

3.4
− ... =

= x
2

+ x
2
cosx− sinx ln(2 cos x

2
)
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Nájdite sumy radov:

a) cos 2x
3
− cos 3x

8
+ ...+ (−1)n cosnx

n2−1
+ ...,

b) sin 2x
3
− sin 3x

8
+ ...+ (−1)n sinnx

n2−1
+ ...

Rie²enie

Vezmime funkciu F (z) = z2

3
− z3

8
+ ...+ (−1)n zn

n2−1

Polomer konvergencie v a) aj b) vyrátame ako:

R =
1

lim sup n
√
|an|

n
√
|an| =

1
n
√
n2 − 1)

→ 1

R = 1

Rad môºeme prepísa´ do podoby:

F (z) = z2

3
− z3

8
+ ...+ (−1)n zn

n2−1
=

=
∑∞

n=2(−1)n zn

n2−1
= 1

2

∑∞
n=2(−1)n( zn

n−1
− zn

n+1
) =

= 1
2
(z2(1

1
− 1

3
)− (1

2
− 1

4
)z3 + (1

3
− 1

5
)z4 − ...) =

= 1
2
((z2 − 1

2
z3 + 1

3
z4 − 1

4
z5 + ...)− ( z

2

3
− z3

4
+ z4

5
− ...)) =

= 1
2
(z(z − 1

2
z2 + 1

3
z3 − 1

4
z4 + ...)− 1

z
(− z3

3
+ z4

4
− z5

5
+ ...)) =

1
2
z. ln(1 + z)− 1

2z
(z − z2

2
+ z3

3
− z4

4
+ ...) + 1

2z
(z − z2

2
) =

= 1
2
z. ln(1 + z)− 1

2z
(ln(1 + z) + 1

2z
(z − z2

2
)) =

= ln(1 + z)1
2
(z − 1

z
) + 1

2
− z

4
= F (z)

Pretoºe platí:

F (eix) = (ln(2 cos x
2
) + ix

2
).1

2
.(2i sinx+ 1

2
− eix

4
) =

= i sinx ln(2 cos x
2
)− x

2
sinx+ 1

2
− cosx

4
− i sinx

4
=



= (−x
2
sinx+ 1

2
− cosx

4
) + i(sinx ln(2 cos x

2
)− sinx

4
)

Porovnaním reálnych a imaginárnych £astí dostaneme:

a) cos 2x
3
− cos 3x

8
+ ...+ (−1)n cosnx

n2−1
+ ... =

= −x
2
sinx+ 1

2
− cosx

4

b) sin 2x
3
− sin 3x

8
+ ...+ (−1)n sinnx

n2−1
+ ... =

= sinx ln 2 cos x
2
− sinx

4
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Nájdite sumy radov:

a) 2 cos 2x
3
− 3 cos 3x

8
+ ...+ (−1)n n cosnx

n2−1
+ ...,

b) 2 sin 2x
3
− 3 sin 3x

8
+ ...+ (−1)n n sinnx

n2−1
+ ...

Rie²enie

Vezmime F (z) = 1
2
(
∑∞

n=2(−1)n.( 1
n−1

+ 1
n+1

)zn)

Polomer konvergencie v a) aj b) vyrátame ako:

R =
1

lim sup n
√
|an|

n
√
|an| =

1
n
√
n2 − 1)

→ 1

R = 1

F (z) = 1
2
(
∑∞

n=2(−1)n.( 1
n−1

+ 1
n+1

)zn) =

= 1
2
(( z

2

1
+ z2

3
)− ( z

3

2
+ z3

4
) + ( z

4

3
+ z4

5
)− ...) =

= 1
2
(( z

2

1
− z3

2
+ z4

3
− z5

4
+ ...) + ( z

2

3
− z3

4
+ z4

5
− z5

6
− ...)) =

= z
2
(( z

1
− z2

2
+ z3

3
− z4

4
+ ...) + 1

2z
( z

3

3
− z4

4
+ z5

5
− ...)) =

= z
2
ln(1 + z) + 1

2z
(z − z2

2
+ z3

3
− z4

4
+ ...)− 1

2z
(z − z2

2
) =

z
2
ln(1 + z) + 1

2z
ln(1 + z)− 1

2
+ z

4
=



= 1
2
ln(1 + z)(z + 1

z
)− 1

2
+ z

4
=

Pomocný výpo£et z = eix

z + 1
z

= eix + e−ix = 2 cos x a teda

F (eix) = cos x ln(1 + eix)− 1
2

+ cosx
4

+ i sinx
4

=

= cosx(ln(2 cos x
2
) + ix

2
)− 1

2
+ cosx

4
+ i sinx

4
=

= cos ln(cos x
2
)− 1

2
+ cosx

4
+ i(cosxx

2
+ i sinx

4
)

Porovnaním reálnych a imaginárnych £astí dostaneme:

a) 2 cos 2x
3
− 3 cos 3x

8
+ ...+ (−1)n n cosnx

n2−1
+ ... =

= cos ln(cos x
2
)− 1

2
+ cosx

4

b) 2 sin 2x
3
− 3 sin 3x

8
+ ...+ (−1)n n sinnx

n2−1
+ ... =

= cosxx
2

+ i sinx
4
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Nájdite sumy radov:

a) cosx
1+p

+ cos 2x
2+p

+ ...+ cosnx
n+p

+ ...,

b) sinx
1+p

+ sin 2x
2+p

+ ...+ sinnx
n+p

+ ...

Rie²enie

De�nujme F (z) = ( z
1+p

+ z2

2+p
+ ...+ zn

n+p
+ ...) = 1

zp
( z

p+1

p+1
+ zp+2

p+2
+ ...+ zn+p

n+p
+ ...)

Polomer konvergencie v a) aj b) vyrátame ako:

R =
1

lim sup n
√
|an|

n
√
|an| =

1
n
√
n+ p)

→ 1

R = 1

cosx
1+p

+ cos 2x
2+p

+ ...+ cosnx
n+p

+ i( sinx
1+p

+ sin 2x
2+p

+ ...) =



= ( cosx
1+p

+ i sinx
1+p

+ ...) + ( cos 2x
2+p

+ i sin 2x
2+p

) + ... =

= eix

1+p
+ e2ix

2+p
+ ...

F (z) = ( z
1+p

+ z2

2+p
+ ...+ zn

n+p
+ ...) = 1

zp
( z

p+1

p+1
+ zp+2

p+2
+ ...+ zn+p

n+p
+ ...) =

= 1
zp

(z + z2

2
+ ...+ zp+1

p+1
+ ...)− 1

zp
(z + z2

2
...+ zp

p
) =

= 1
zp

(− ln(1− z))− 1
zp

(z + z2

2
+ ...+ zp

p
)⇒

0 < x < 2π

F (eix) = e−ixp.(ln(2 sin x
2
) + iπ−x

2
)− e−ixp((cosx+ i sinx) + ...+ cos px+i sin px

p
) =

= (cos px−i sin px)(− ln(2 sin x
2
)+iπ−x

2
)−(cos px−i sin px)((cosx+i sinx)+...+ cos px+i sin px

p
) =

= − ln(2 sin x
2
). cos px+ π−x

2
sin px− cos px(

∑p
k=1

cos kx
k

)− sin px(
∑p

k=1
sin kx
k

) =

= cos px(− ln(2 sin x
2
)−

∑p
k=1

cos kx
k

) + sin px(−
∑p

k=1
sin kx
k

+ π−x
2

) +

+ i(−π−x
2

cos px− i sin px ln(2 sin x
2
)− cos px

∑p
k=1

sin kx
k

+ sin px
∑p

k=1
cos kx
k

) =

= sin px(− ln 2 sin x
2
) +

∑p
k=1

cos kx) + i(cos px.(−π−x
2

)−
∑p

k=1
sin kx
k

) + i sin px

Porovnaním reálnych a imaginárnych £astí dostaneme:

a) cosx
1+p

+ cos 2x
2+p

+ ...+ cosnx
n+p

+ ... =

= sin px(− ln(2 sin x
2
) +

∑p
k=1

cos kx
k

)

b) sinx
1+p

+ sin 2x
2+p

+ ...+ sinnx
n+p

+ ... =

= cos px.(−π−x
2

)−
∑p

k=1
sin kx
k

) + sin px

4 Záver

Vypracovaním tejto bakalárskej práce som sa nau£il ve©a uºito£ných informácií o Fourierových
radoch. Fourierove rady sú vyuºite©né aj v beºnom ºivote. Tým, ºe sa skladajú zo sínusov
a kosínusov nám slúºia napríklad ako vlnenia v mobilných telefónoch. Fourierove rady sa
takisto pouºívaju v biochémií a rôznych prírodovedných smeroch. Na vypo£ítanie zadaných
11 príkladov mi nesta£ili poznatky z knihy Fouerierove rady, ale musel som vyuºíva´ aj
poznatky o analytickej funkcií z knihy Vybrané kapitoly z analýzy (Neubrun, Smítal).
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Príloha: gra�cky znázornená suma radu z príkladu 4

Obr. 1:
∑10

n=1
sin 3nx

n

10.jpg



Obr. 2:
∑50

n=1
sin 3nx

n

50.jpg



Obr. 3:
∑500

n=1
sin 3nx

n

500.jpg



Obr. 4:
∑100000

n=1
sin 3nx

n

100000.jpg


