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ABSTRAKT

VARINSKY, Martin: [Bakalarska praca]. Tedria Fourierovych radov. Univerzita
Komenského. Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky

a Statistiky. Veduci: RNDr. Lubica Kossaczké, CSc. Bratislava: FMFI UK, 2011. pocet s.

Tato bakalarska praca stru¢ne a vystizne sumarizuje zakladne teoretické poznatky
o tedrii Fourierovych radov, ako aj zdkladné poznatky z matematickej analyzy potrebné na
ujasnenie pojmov a stvislosti v tejto tematike. Dalej s v praci uvedené riesenia vzorovych
prikladov, pri vypocte ktorych sa vyuziva tedria Fourierovych radov, ako aj priklady

aplikacie Fourierovych radov v r6znych oblastiach matematiky a fyziky.



ABSTRACT

VARINSKY, Martin: [Bachelor thesis]. Fourier Series. Univerzita Komenského. Faculty
of mathematics, physics and informatics, Katedra aplikovanej matematiky a $tatistiky.

Supervisor: RNDr. Cubica Kossaczka, CSc. Bratislava: FMFI UK, 2011. pocet s.

This bachelor thesis concisely summarizes the basic theoretical knowledge about
the theory of Fourier Series and also the basic knowledge from mathematical analysis
required for explanation of concepts and contexts in this theme. Furthermore, there are
solutions of model examples, which use the theory of Fourier Series for calculating and

also examples of aplications of Fourier Series in various areas of mathematics and physics.
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1. UVOD

Teoéria Fourierovych radov je jasnym dokladom toho, ze wvyvoj novych
matematickych tedrii je Casto krat dosledkom potrieb praxe a inych prirodnych vied.
Samotny rozvoj tedrie Fourierovych radov ovplyvnil tak ako d’alsi rozvoj matematickych
metdd v praxi, tak aj rozvoj teoretickych zdkladov matematickej analyzy, hlavne
prehibenie a precizovanie pojmov funkcia a integral.

InsSpiraciou pre moju bakalarsku pracu boli prednasky Matematickej analyzy(4) na
Fakulte matematiky, fyziky a informatiky.

Moja baklarska praca sa zaoberd tedriou Fourierovych radov a jej aplikdciou na
vypocet réznych praktickych pikladov.

Prva kapitola predstavuje struény reSerz zakladnych pojmov a vedomosti
z matematickej analyzy, ktoré Gzko stvisia s tedriou Fourierovych radov, ako aj samotnych
poznatkov o Fourierovych radoch, avkoneénom dosledku Besselovej nerovnosti
a Parsevalovej rovnosti.

V druhej kapitole uvadzam konkrétne rieSenia prikladov, pri rieSeni ktorych
vychddzame hlavne z Parsevalovej rovnosti atabulky trigonometrickych rozvojov,
spomenutej v 1. kapitole.

Tretia kapitola je zamerana na vyuzitie tedrie Fourierovych radov v praxi a zaobera

sa popisanim zakladnej myslienky pri mnou zvolenych aplikaciach Fourierovych radov.



2. Trigonometrické Fourierove rady

Periodické funkcie

Funkcia f{x) je periodicka, ak existuje nenulové konStanta 7 # 0, Ze pre kazd¢ x plati:
Jx+T) = fix)
Cislo T nazyvame periodou funkcie. Vysledkom elementarnyxh operacii ako suéet, rozdiel,

nasobenie a delenie funkecii s periodou 7 je zvy€ajne tiez funkcia s touto periddou.

I."-\__)'ll_ J_ '-_.\J.l.' '-_\_ j"

Priklad grafu periodickej funkcie

Sucasne aj 'ubovol'né nasobky k.7 (k [/R, k # 0) periddy T st periodami vyssSie uvedenej
funkcie f(x). Uvazujme teraz 7 > (. Potom pre kazdu funkciu f(x) s periodou T plati:

AKk f{x) je integrovate'na na l'ubovolnom intervale dizky 7', potom je integrovatelna na
kazdom intervale takejto dizky, pricom hodnota integralu zostava nezmenena.

Pre 'ubovol'né a, b plati:

[ f0ds= [ o

Harmonické funkcie

Periodické funkcie tvaru y(x) = A.sin(¥ X * ¢ ) nazyvame harmonickymi funkciami

m
s periddou T 27 kde |A| je jej amplitadou, ® -frekvencia, ¢ -faza. Pre F'ubovolné x
plati:

A.sinf® (x+ 2w—n)+¢]=A.sin[w.x+ 2m+ 0 J=Asin[0xt§ ]

10



Na zaklade trigonometrickej formuly / sin(0 t B ) =sin0 cosB t cos0 sinf /:

Asin(@ Xt 9 ) = A (cos® Xsin® + sin® X cosf )

Nech a=4.sinf , b=A.cos? ,potom kazda harmonicka funkcia moze byt’ zapisand v tvare:

a.cosWX +p.sinWx
m
Priklad: 2.sin(3x + g) = /3 cos3x + sin3x

Ukazuje sa vSak praktické zadat’ periddu 7 priamo rovnu 21.

2m m
=== , 0=-
w !

T

Harmonicka funkcia s periddou 7' = 2/ ma teda tvar:

X nx
a.cos— + b.sin—
[ [
Trigonometrické polyndémy a rady
Uvazujme harmonické funkcie
m. m.kx
ak.cosT +bk.sinT (pre k=123,
. mk . 2n 21
s frekvenciami @, = —— aperiddami 7;= = —
[ W, k

Teda vyraz
! m. ..
s,(x)=A4 + Z (ak.cosTkx+ bk.smTkx)
=1

kde A = konStanta, je ako stcet funkcii s periodou 2/ tiez funkcia s periodou 2/
Funkcia s, (x) sa nazyva trigonometricky polynom » — té€ho radu.

Definuyme funkciu f{x) vztahom:

- m.kx T kx
fx) =4+ Z (ak.cosT+ bk.smT)
Tl

m. tl tl
Nech Tx = T (alebo x = F)' Potom pre funkciu ¢ (¢) = f(F ) plati:

[

¢m=A+Z(%£%kHbﬁmkﬂ
=1

)
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Definicia absolutne integrovatel’nej funkcie

Nech funkcia f(x) je meratelnd na <a,b>. Hovorime, Ze funkcia f{x) je absolutne

integrovatel'na na <a,b>, ked’ funkcia | f (x)| je integrovatel'na na <a,b>.

b b
Existencia integralu J| f(x)|dx zaruduje aj existenciu integralu I f(x).

Vetal!

Nech je funkcia f{x) na intervale <a,b> vSade diferencovatel'na, s vynimkou konecne vela
bodov x, , x, , X3, ..., x, ,takych, ze a<x,<x,<x;<.. <x,<b aexistujef'(x)

integrovatel'na na <a,b>. Potom plati:

b

1) ~fia) = [ f'(x)dx

a

Veta2?

Majme funkcie f{x) a ¢ (x), spojité a diferencovatelné (az na koneéne vela bodov) na

<a,b>. Naviac nech derivacie /! (x) a ¢ ' (x) s absolttne integrovatelné. Potom plati:

b

[ Cadx

\
] ) e S0 o
Ak uvazujeme funkcie 1, (x), f, (x), f3(x), ..., /. (x) integrovate'né na <a,b>, potom aj

sucet tychto funkcii je integrovatelny a plati:

n b

ﬁiﬁmW=Zymwh

'Podrla: Fourierreihen, Tolstow, 1. Kapitola, §4, strana 7
Podra: Fourierreihen, Tolstow, I. Kapitola, §4, strana 8
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Vety o konvergenciach radov

Skumajme teraz nekone¢ny rad funkeii: f,(x) +/, (x) + f3(x) + ... +f, (x) + ... =

imn

Ten sa nazyva konvergentny, ak existuje limita /im ., s, (x) postupnosti jeho ¢iastoénych

(parcidlnych) suctov s, (x) = Z J(x) a ma kone¢nti hodnotu s(x), ktora sa nazyva suttom
1

(konvergentného) radu Z fi(x).
2|

0

Rad Z /% (%) konverguje rovnomerne na intervale <a,b> k funkcii s(x), ak
21

Oe>0 ON On>Na Ox0<ab> : |s(x)-s,(x) < €.

Na zéklade tedrie konvergentnosti a rovnomernej konvergentnosti radov maju velky

vyznam nasledujlce vety:

L Ak st c¢leny funkciondlneho radu spojité na <a,b> a Z f+(x) na danom intervale
=1

rovnomerne konverguje, potom:

a) je sucet radu je tiez spojitd funkcia

b) rad je po Castiach integrovatelny,

b w b
a

[13 fuCoMs = [ s = § [ fiode

a

II. Ak rad Z Ji (x) konverguje, jeho ¢leny su diferencovatelné a rad
=1

e+ @)+ ) )= Z fi(x)

13



w | »
rovnomerne konverguje na <a,b> , potom HZ i (x)H =sl(x)= Z /i k' (x).
0r1 U 31

V d’alSom sa budeme zaoberat’ pre zjednoduSenie funkciami s periodou 27 .

Trigonometricky fundamentalny systém

Pod pojmom trigonometricky fundamentalny systém rozumieme systém nasledovnych
funkcii:

1, cosx, sinx, cos2x, sin2x, cos3x, .., cosnx, Sinnx, ...

pricom vsetky tieto funkcie maji spolocnu periodu 27 . Pre 'ubovolné celé Cisla n am (n

# m) potom platia nasledujice vztahy:

n
. COS 1X.COS mxdx = ()

m

n
. J sin nx.sin mxdx = ()

-n

n
. J’ sin nx.cos mxdx = ()

-n

Teda integral ndsobku dvoch 'ubovol'nych roznych funkcii naSho systému

na intervale <-7,7 > je rovny nule. Z definicie ortogonality mame, Ze 2 funkcie ¢ (x) a ¥

b
(x) na intervale <a,b> sa nazyvaju ortogonalne, ak J¢ ()Y (x)dx = 0.

Na zéklade tejto definicie ndm vyplyva, Ze aj funkcie predchadzajiceho trigonometrického
systému su navzajom (parovo) ortogondlne, teda aj systém je ortogondlny (na kazdom

I'ubovolnom intervale <a, a+27T >) .
Tieto ortogonalne vzt'ahy funkcii sinus a kosinus vyuziva aj teéria fourierovych radov,

nakol’ko fourierov rad sa chdpe ako rozvoj periodickej funkcie f{x) z hl'adiska kone¢ného

suctu funkecii sinus a kosinus.

14



Fourierove rady

Zaciatocné uvahy o myslienke fourierovych radov sa ¢rtaju v Eulerovych a Bernoulli-ho
pracach, Ale tedria fourierovych radov sa realne zacala formovat az s podrobnou pracou
Fouriera o tepelnej vodivosti za¢iatkom 19. storocia.

Fourier si vSimol, ze periodické funkcie nie je rozumné rozvijat’ do Taylorovho radu
mocninovych funkcii typu 7, x, x?,x°,....x™,... PretoZe nie su periodické. A rozvija (27 -)
periodické funkcie do funkcionalneho radu, ktorého bazové funkcie su periodické funkcie

Sin x, cos x, sin 2x, cos 2x, ... .

Fourierov rad funkcie periody 27

Funkcia f(x) periody 27 sa da teda napisat’ v tvare funkcionalneho radu, ktorého bazové

funkcie su prave spominané periodické funkcie, a teda:

©

fo) = s ) lay-cosker by sinko &

Na zéklade jednoznacnosti ur€enia funkcie f{x) si d’alej staviame tilohu vypoctu

jednotlivych koeficientov ay, a, ab; pre k=1, 2, ... Za tymto cielom predpokladame, ze

nas rozvoj funkcie f{x) do funkcionalneho radu je po Castiach integrovatel'ny, ako aj rady,

ktoré dostaneme nasledujucimi vypoctami.

n

JN f(x)dx = %‘),jﬂdx + Zl %ak.j’ncoskxdx+ b, .j‘nsinkxdx%

Prave na zéklade uZ spominanej ortogonality dostdvame vztah:

m

If(x)dx =T .a,

-n

Vyjadrime d’alej vzt'ah pre d’alsi koeficient a, :

[

fix) = Loy Z (@, .coskx + b, .sin kx)
2 &

If(x).cosnxdx = %’_ I cos nxdx + Z Eak.fcoskx.cosnxdx+ b"',[ sinkx.cosnxdx%
Iy =1

n -n - -

15



Pre k% n je prava strana rovna nule (opét’ z vlastnosti trigonometrického fundamentalneho

systému), teda

I f(x).cosnxdx =q,. J cos’ nxdx

-n -n

Kde na pravej strane je integral prislichajuci koeficientu a, .

J’ f(x).cosnxdx =a, .T

-n

m

Analogicky dostdvame vzt'ah pre koeficient b, Upravou vyrazu: J S (x).sin nxdx

-n

m

If(x).sin nxdx =p,. T pren=20,12,3, ..

-n

Ak je teda f(x) integrovatelna ada sa rozvit do trigonometrického radu, priCom

predpokladédme, Ze tento rad a rady, ktoré z neho vznikli ndsobenim s cos nx a sin nx (n =
1,2,3,...) s po Castiach integrovateI'né, sme schopni vypocitat’ hodnoty a, a b, zo vztahu
(¥).

Tieto koeficienty a, a b,sa nazyvaju Fourierove koeficienty funkcie f{x). Prislusny

trigonometricky rad s tymito koeficientami sa nazyva Fourierov rad.

Treba tiez poukazat’, ze sme rozoberali pripad integrovatel'nej funkcie f(x) s periodou 27
.Teda mozeme uvazovat lubovolny interval dizky 27, na ktorom budeme funkciu

integrovat’. Teda vSeobecne:

a+2n

. If(x).cosnxdx n=0,1223,..

a

-:||>—l

a, =

at2n

. If(x).sinnxdx n=0,123,..

a

1
b, = —
m

16



Konvergencia Fourierovych radov

Zasadnou otazkou v teorii Fourierovych radov je problém konvergencie tychto radov.
Vratme sa teda spat’ do teoretickych poznatkov z matematickej analyzy, aby sme mohli

neskor popisat’ 2 zakladné vety, ktoré zhfnaji zakladné vysledky skimania problematiky.

1. Zadefinujme si pojem nespojitost’ 1.druhu.

Definicia 1. Bod x,, v ktorom existuju vzdjomne rozne vlastné limity funkcie y = f(x)

zprava a zlava, tj. lim,. . f(x) # lim,. . f(x), sa nazyva bodom nespojitosti 1. druhu
funckie f(x).

Cislo lim .. wf(x)-lim,_ . f(x) sanazyva skok funkcie f(x) v bode x,.

Ako priklad mézeme uvazovat’ funkciu f(x) = X3 prex <1
0 prex=1
Jx prex > 1

,kde bod x = I je bodom nespojitosti 1.druhu.

-2 -1 1 2 3 a
I f 1 I f f
\
— L
-2
Graf funkcie f(x)’

* Vykreslené cez http://rechneronline.de/function-graphs/
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2. Hladké a po castiach hladké funkcie

Definicia 1*: Funkcia f{x) sa nazyva hladka (spojite diferencovatel'nd) na intervale <a,b>,
ak ma na danom intervale spojitii derivaciu. Graficky to znamend, Ze ,,sa smer dotyCnice
v bodoch v priebehu krivky meni plynulo“. Teda grafom hladkej funkcie je nepretrzita

krivka bez zlomov.

Definicia 2°: Spojita funkcia f{x) sa nazyva po ¢astiach hladka na intervale <a,b>, ked’
tento interval vieme rozdelit’ na mensie pod-intervaly tak, ze funkcia f{x) je na kazdom
z nich- v zmysle predchédzajucej definicie — hladka.

Aj nespojita funkciu f{x) nazyvame po castiach hladkou na <a,b> v pripade, ak funkcia

/f(x) mé na tomto intervale body nespojitosti 1. druhu, a to len kone¢ne vel’a takych bodov.

Po kratkom vytahu z analyzy sa teraz mdZeme d’alej venovat’ konvergencii Fourierovych
radov.

Ak bod x je bodom hladkosti funkcie f{x), tak potom jej Fourierov rad bodove konverguje

- 2 . 2m
k f(x) v bode x, tj. f{x) = %OJr Z @ak.C087]€x+ bk.sm7kx@,
31

Tvrdeniel®:
Ak bod x je bodom nespojitosti 1. druhu po castiach hladkej funkcie f s periodou 27 ,
pri¢om existuju limity zprava a zl'ava, tj. U f(x ™), f(x' ), potom Fourierov rad konverguje

k aritmetickému priemeru medzi f(x ) a f(x') ..

a, o . fx )+ f(x")
— a,.coskxt+ b, .sinkx] — 271 %7
) Z( ‘ ¢-sin k) .

Tvrdenie2’:
Nech f je spojitd na (- °°,+°°) a periodicka s periodou 27T Nech fl/je absolutne
integrovatelnd na <(0,27 >. Potom Fourierov rad prislusny k funkcii f rovnomerne

konverguje k fna intervale (' © 0 ) .

* Podla: Fourierreihen, Tolstow, 1. Kapitola, §9, strana 17

* Podrla: Fourierreihen, Tolstow, 1. Kapitola, §9, strana 17

8 Podla: Fourierreihen, Tolstow, 1. Kapitola, §10, strana 18

" Mala encyklopédia matematiky, Obzor-Bratislava, 1978, Fourierove rady, Veta 53, strana 167

18



V praxi sa vSak zvyc¢jne stretdvame so situaciou, ze funkcia f, ktord chceme rozvit
pomocou Fourierovho radu, je definovana iba na intervale <0,27 >, resp. (0,1 ). V takom
pripade musime najprv zostrojit' periodické pokracovanie f*funkcie f. UkdZme to na
priklade®:

“Nech f{x) = x na intervale (0,7 ). Pre x U (-T ,0) polozme 1" (x) = f{-x); | (T )= " (-T )=
T, (0)=0

Pre x U <2k-D)T ,2k+1)T > (k =t 1, £ 2, £ 3, ...), polozme /" (x)= /" (x-2kT ). Ak teraz
vypoéitame ¢isla a,,b,, ktoré nazyvame aj Fourierovymi koeficientmi funckie f*,

dostaneme:

“(x) ~ T. i cosx + icos3x+ Lt ;cos 2n-1)x+ .4«

(2n-1)

Teda podl'a predoslého tvrdenia ndm vyplyva rovnost medzi pravou stranou vyrazu

a hodnotou x z intervalu <0,7 >,

¥ Z Mala encyklopédia matematiky, Obzor-Bratislava, 1978, Fourierove rady, strana 167
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Kosinusové a sinusové rady

Majme danti  parnu funkciu f{x) na intervale <-T,T > (alebo tiez parnu periodickl
funkciu).

Kedze funkcia cos nx (n = 0,1,2,3, ...) je zjavne parna funkcia, bude aj f(x).cos nx parna
(Podla vlastnosti: St¢in dvoch parnych alebo dvoch neparnych funkcii je péarnou
funkciou.)

Obdobne sa mozZeme zaoberat sucinom f(x).sin nx, ktory je pre n = 0,1,2, ... neparnou
funkciou, nakol'ko aj samotna funkcia sin nx (n = 0,1,2,...) je neparna. (Vyuzijic vlastnost’:
Sucin parnej funkcie s neparnou ndm dava neparnu funkciu.)

Pouzime uz vyssie odvodené vzorce pre vypocet Fourierovych koeficientov funkcie f(x).

}f(x).cosnxdx =

-n

2
F f(x).cos nxdx n=0,12,3,..

o =

-:l|>—

If(x).sinnxdx =0 n=0,123,..

-

=I|>—A

Teda vidime, Ze Fourierov rad prislichajici k parnej funkcii f(x) obsahuje len cleny
s funkciou kosinus v ur¢itom tvare.
Obdobne, uvazujuc neparnu funkciu f(x) na intervale <-7T,.T > (alebo tiez neparnu

periodickt funkciu), maju jej Fourierove koeficienty nasledujuci tvar:

1 n
= [f(x).cosnxdx =0 n=0123..

} f(x).sinnxdx =

-n

l 2 f(x).sin nxdx n=0123,..
m n

o— =

Teda Fourierov rad prisluchajici k neparnej funkcii f(x) obsahuje ¢leny s funkciou sinus

v uréitom tvare.
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Priklad 1.
Rozlozte funkciu tvaru f{x) = A.x?+ B.x + C pre -T < 0 <1 do Fourierovho radu, pricom

nech 4.B.C su konstanty.

¥
Yalarale’al
O e

Priklad funkcie f{x) pre pevne zvolené konstanty A,B,C°

Pocitajme teda Fourierove koeficienty ay,a,a b, .

" " DAn® 0
_ 1 [ f oy = 1 [ (A¥" + Bx+ Cydv— 2. 5204 ¢
mJ md 03 I

J'(sz t Bx+ C)cosnxdx = //pocas dalSieho vypoctu

-n

= lIf(x).cosnxa’x _ 1
m m

:1

.. . . 44 "
vyuzijeme 2 krdat metodu per partes// =—.(- 1)
n

} f(x).sinnxdx =

-n

n
I(Ax >+ Bx+ C)sinnxdx = /fopit pri vipocte vyuZijeme

-:llr—t

1
m

metodu per partes// = _—.(- 1"
n

Vypoctom konkrétnych Fourierovych koeficientov funkcie f(x) a dosadenim do predpisu

pre Fourierovu radu funkcie sme dospeli k nasledujiicemu rieseniu:

0

fix) =Ax*+Bx+C= %’+ 2 (an.cosnx+ bn.sinnx) =

n=1

2
A +C+4Az -1)" cosnx_zBZ -1)". sin nx

® Z: Fourierreihen, Tolstow, 1. Kapitola, §14, strana 28
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Priklad 2.

Pozrime sa teraz na Fourierov rad funkcie f(x) = A.x*+ Bx + Cpre 0 <x < 2T .

Priklad funkcie f{x) pre pevne zvolené konstanty A,B,C"’

Zmenenim hranic intervalu sa ndm budu menit’ aj hodnoty integralov, v ktorych vystupuji

funkcie sinus a kosinus, ¢o nase hodnoty Fourierovych koeficientov ovplyvni nasledovne:

04A4n* 0 44 2
a, =2.1 + Bn+ Cp a,=— b,=-—(2AT +B)
0 3 i n n

Teda po dosadeni novych hodndt dostavame nasledovny tvar Fourierovho radu funkcief(x):

0

fix) =Ax*+Bx+C= a7°+ Z (an.cosnx+ bn.sinnx) =

n=1

B 4A4n°? - sinnx

- (44m + 2B).Z

B+ Ct4AY cosnx
n=1

I’l2 n

10 Z: Fourierreihen, Tolstow, 1. Kapitola, §14, strana 28
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Besselova nerovnost’

Oznacenie: L, (-1, T )- priestor funkcii integrovatelnych s 2.mocninou na (-1 ,T ).

Definicia: Ak funkcie f,g su integrovatel'né s druhou mocninou na intervale <a,b> , potom

b

(h9)=[ S (D)g(x)dx

a

nazyvame skalarnym suc¢inom tychto funkcii.

Z definicie ortogonality spomenutej v Casti o trigonometrickom fundamentdlnom systéme
vyplyva, Ze skalarny stc¢in funkcie f(x) so samou sebou, pricom funkcia f je integrovatel'na
na < a,b >, je nezdporny. Teda : (f', f)2 0. (PretoZe integrdl z nezapornej funkcie je

nezaporny).

Definicia: Normou funkcie f nazveme ¢islo || f || =, (f,f), pricom funkcia fje normovana

prave vtedy, ak || /] = 1.

Definicia: Nech {¢ ,,} je ortogonalna postupnost’ na intervale < a ,b >, f je integrovatel'na

na < a,b >. Potom ¢isla

nazyvame Fourierovymi koeficientami funkcie f vzhl'adom k postupnosti {¢ n} a radu

0

Z c,9 , Fourierovym radom funkcie /* vzhl'adom k postupnosti {¢ n} .

n=1
Definicia: Nech f a g si integrovate'né funkcie na intervale < a,b >. Potom

kvadratickou odchylkou funkcii f, g nazveme ¢islo:

Ir- sl [l sl

Veta: Nech {¢ ,1} je ortogonalna postupnost’ na intervale < a ,b > a f je integrovatel'na na <
a,b >. Potom pre kazdé n = 1,2,3,...ma najmensiu kvadraticki odchylku od funkcie f'ta zo

vietkych linedrnych kombinacii funkcii ¢, , ¢,, ... , ¢,, ktorej koeficienty st prave

Fourierovymi koeficientami funkcie /* vzh'adom k postupnosti {¢ ,,} .
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Pre kazdé takéto n = 1,2,3, ... plati pre prislusné Fourierové koeficienty ¢, funkcie f* tzv.

Besselova indentita,

-3 o) =17 -3 il
3|
n 2
z ktorej s ohl'adom na ||f - Z ¢ .| 2 0vyplyva Besselova nerovnost’:
1
Zn ce|le k||2 < ||f||2 pre lubovolné n0 N
Tl

Pre trigonometricky fundamentéalny systém:
1, cosx, sinx, cos2x, sin2x, cos3x, .., coSnx, Sinnx, ...

dostavame:
IE f 10dx = 21

m

lcos nx]| = J'cos2 nxdx = m n=(123..)

-n

||sin nx|| S J'sin2 nxdx = m n=(123..)

Nech f(x) 0 L, (- ,T ) je dana funkcia.

Aplikovanim na trigonometricky fundament. systém nadobtida Besselova nerovnost’ tvar:
" Bl g+ 3
2(x)dx 2 0220 O] + (zcos 4+ b2[sin 2)
J 72 B2+ § fafoosnf + i

alebo

T 2 w
[ (s E%OE n + Y a2+ b7)0n
“n n=1

Odkial’ dostavame:

Ly P e 5 (o 5]
| y fa v,

teda tvar, ktory Besselova nerovnost nadobuda pre pripad trigonometrického

fundamentélneho systému.
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Parsevalova rovnost’

Nech je trigonometricky systém uplny, pricom funkcia f: R~ R je periodicka s periédou T

a po Castiach spojita, U L, (', ) a

a T
— 4 Z Hak cos lcx+ b,. nTkxE je jej Fourierov rad.

v . 2 2. ’ ’
Potom Besselova nerovnost’ sa zuzuje na rovnost’, rad Z a; + b; je konvergentny a plati:
5]

> e o 2 17 2
+— Y a, tbh =— x)"dx
ay 22211( k T'Lf()

Tabulka trigonometrickych rozvojov

Pre pocitanie prikladov s tematikou Fourierovych radov je pre nds viac nez vyhodné
pouzivat’ tabul'ku trigonometrickych rozvojov''. Preto st v nasledujtcej tabul’ke sustredené

niektoré vypocitané rozvoje, z ktorych budeme v d’al'Som pocitani vychadzat'.

1. cosnx _ . logHZsian (0<x<2T)
n=1 n D 2D
2 sinnx M- x

= (0<x<27T)

n=1 n 2
° cosmx 3x*- 6mxt 2m?

3. = 0< x< 2
,,Zl e 12 0 x< 2
) s IlogH2sm ELz’y 0<x<2)
=1 N 0

5. Z (- l)n”cosnx = logH2cos£H (-T <x<)

0 20

° sinnx x

6. _1 ntl - = _nn < <
100 2 (1 <x<)

" Tolstow: Fourierreihen, IV. Kapitola, §12, strana 137
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0

2 2
pe1COSAX _ TT° - 3x

7. -1 M < x<
HZI( ) e B (- x<)
g - ( 1),Msinnx_ nx-x° (T < x<)
. - - - = X3
,,Zl 7’l3 12
- cos@nt Dx o 1y X O<x<T)
Ly 2ntl 2 gg2 *
- sin(Znt Dx _ 1 O<x<T)
Ly o+l 4 ¥
 cos(2n+ )x _ m>- 2mx 0< x< T
L, @ty 8 (0% xs 1)
2 sin(2n+ Dx _ m’x- mx’
- (0< x< )

. n=0 (27’l+ 1)3 8
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3. Priklady

Priklad 1

T
Spocitajte. Z -
n=1n

Riesenie:

we1 COSNX _ m?- 3x’
12

(-T < x< T

Z tabul’ky ( vztah 7.) vieme, zZe: 2 -D

)

Teda ak pravu stranu rovnosti chapeme ako funkciu f(x) a l'av stranu ako jej Fourierov rad

n+l
s Fourierovymi koeficientami: ao= 0, b,= 0, a, =( )2 , mézeme pouZzit' znenie
n

Parsevalovej rovnosti:

__1”(]‘[2_3)62)2_ 1 7 ) e B 1 D4_ L, 9x5Dn_ iy
;1”4 _;JH 122 _7217' J;(’T 3x ) dX—E.EU x- 2 “x +?EO_ %

Priklad 2
2 1

Spocitajte: ZO W

RieSenie:
Analogicky podl'a prikaldu jeden pouzijeme z tabulky (vzt'ah 11).

* cos(2n+ x _ M7 - 2mx

z 0< x< T
L, @n+ 1y 3 (0 xs 1)
Pricom:ay=0,b,=0,a,= W Potom pouzitim Parsevalovej rovnosti dostavame:
n
ZEI( 2nx) =LI(7T4-4IT3x+47T2xzdx==L
2n +1 T4 32m 4 32n

Eﬂ4x-2nx +il'[ XE =7;—
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Priklad 3

) _ 1 ntl
Spocitajte: 2 ( )4
n

n=1

Riesenie:

Tento vyraz vieme nasledovne upravit’:

© (_ 1)n+l ] B [ 1 i ) L_
;:I n' ZO 2n+ nZ ;0(27’” 1)4 16 ;1 n'
Jpouzijiic rieSeni dehadzaitcich Priklad] a Priklad2/= T - = T = 7T 4
= Z11ucC riesenia z predchadzajucic TriKla a rrikia = -\ —= —
pouziu p e 9% 1690 720
Priklad4

Spocitajte: Z <
n=1 n

Riesenie:
Postupujeme analogicky podla rieSenia Prikladul. Z tabulky (vztah 8) vieme, Ze plati:

2 3
. smnx mx-Xx

Z(l) > (T < x< )

Aplikaciou Vety o parsevalovej rovnosti na tento vztah, pricom pre Fourierove koeficienty

1 : y
plati: ay=0, a, =0, b, = —, sa dostdvame k nasledujicemu vypoctu.
n

0 TAo2 3P T
y Lﬁzj e N L
Lin mod 12 2n 4 72
O 4 s 6
Dn X —%]'[sz-]-x_D :n_
13 5 70, 945



Priklad5

Spocitajt zm :
e ) T 6
pocitaj L (2n+ 1)6
Riesenie:
7 tibullw (vatah 12): : sin(2n+ Dx _ 17x- mx’ (0<xe )
abul’ky (vztah 12): ;0 Qn+ 1)y g < x¢<

Pre Fourierove koeficienty dostavame: a,=0,a,=0,b,= W , teda:

© m 2 n
2 1 eZEJM dx:LI(n4x2—2n3x3+n2x4)dx:
Lo(on+1)* 8 321
1 Ont*x® nxt il ge
= 0 - + 0=
32m g 3 2 5 0, 960
Priklad6
o © (_ 1)n+l
S :
pocitajte HZO ]
Riesenie:
Tento vyraz vieme nasledovne upravit’:
S GV AR oI S N B S S
nZl nt ;0(2n+ )¢ ;1(2n)6 CLo(2nt1)° 7 64 ;1116 -
LA S

— Ipousiitic rieteni dch. Priklad4 a Priklad5/ = — -
pouzyuc riesenia Z predc riKla a Irikla 960 64 945 90720
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Priklad?

L g . , " 2 . X
Najdite hodnotu integralu: IlOg 2sin —|dx
) 2
Riesenie:
}‘3.3
2.6
1.9
1.2
f\- T3
AN ahRe N
8,2
8.9
—=1.6
=2.3
2 X
Graf funkcie l og ™ |2 sin —|
2

Skor, ako budeme pocitat’ hodnotu tohto integralu, ukdzme existenciu nevlastného

% :
integralu ,[ log’ ZSing dx a teda Ze existuje limita: I log?|2sin 2|dx pre & - O:
0 £
n; L ln?xln(Zsm =) .
[ log? 2sin = dx = /per partes/ = Ex In®(2sin z)H S| ces
: 2 2 g smE

li
. lings.lnz(Zsm —-) = 00

d In’(sin ‘ ).sin ‘ £ €
. - ) - IR T 2 i & b
2sin£— 2 2 = glflgln (51n2).sm

1 lnzt 211'12‘1
hmtln =M1 1 =/L’Hospital/ = 111n01 - L 5 0
t

~

12 Vykreslené cez http://rechneronline.de/function-graphs/
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x.In(2sin f)

Teraz sa zaoberajme .COSde pre ¢ - 0.

m— w =

X
sin —
2

Mame dokazanu existenciu integralu:  n(2sin f)dx
2

o— =

In(2sin %)dx <w B

oS w|=

3
Teda aj Jln(2 sin %).g(x)dx existuje, kde g(x) je 'ubovolna ohraniCend, spojitd funkcia.
0

.cos ™
V naSom pripade: g(x) = sin® 2.

A preto log?

ZSinE
2

m
dL, o, 3 ) (priestor funkcii integrovatel'nych s 2. mocninou )

Teda mdzeme pocitat’ aj Besselovou nerovnost'ou aj s Parsevalovou rovnostou.

Z tabul’ky trigonometrickych rozvojov (vztahl):

o

cosnx _ _ 10g@25in§§ (0<x<2T)

n=1 n

Teda vyplyvajlc z tejto rovnosti a vyuzitim Parsevalovej rovnosti:

} log®

ZSinE
2

2 ) -
b= T ;l(a,% 7] /pricom a, = 0,b, = 0,a, = %/:(H nzlniz:

1 "nxpn’ m?
— /7 tabulky (vafah6)y = — (150 v = T
z tabul’ky (vzt'ah6) ITJDZ 6

m

- —

2n

A teda: I log”

0

2
ZSinz}dx - Ur = i
2 6

LenZe my mame ratat’ integral len na intervale <0,7 > ale zo symetria funkcie teda

dostaneme:

n

Ilogz

0

dx =

ZSinz
2

3
Ten” _n”
2 6

Y Tolstow: Fourierreihen, II1.Kapitola, §14, strana 84
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Priklad8

n

N4jdite hodnotu integralu: I log” 92 cos g ELZX

0

| aE
R \

L b

} J
T T T T T T T
T=8.2

T=8.9

T=1.6

T=2.3

X
2 cos —

2

14

Graf funkcie | og 2

Postupujeme obdobne ako pri priklade 7. Potrebujeme ukazat' existenciu nevlastného

integralu (o02 dx ateda Ze existuje limita: (]og2 dx pre ¢ - 0. Kedze

2cosf
2

ob— w =

2cosz
2

oS v =

tato funkcia je len istym posunutim vzhl'adom na funkciu v predchadzajucom priklade,

bude tento integral existovat’ (U L, (0, % )).

Podra tabul’ky (vztah5) a Parsevalovej rovnosti:

0

Y 1)

n=1

ne1 COSHX _ logEZCosgg (T <x<T

)
H log®[2cos [x = =0+ 2 L jvid priklad7/ = T
JH 0 20 L i P 6

3
Teda tak ako v predoslom priklade je hodnota zadaného integralu rovna % .

4 Vykreslené cez http://rechneronline.de/function-graphs/
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Priklad9

J . , ° 2 X
N4jdite hodnotu integralu: I log” tg de
0

Graf funkcie | og 2[g X dx
2

Skor, ako budeme pocitat hodnotu tohto integralu, ukaZme existenciu nevlastného

3
integralu .[ log” tg > dx -
! 2
2sin X
X . X X
Na zéklade vzorcov: Intg—=1In = In2sin—- In2cos—.
2.¢os X 2 2

Nakol'ko sme v priklade 7 a priklade 8 ukazali, ze obe funkcie ln2sin§, aj ln2cosg si

. , . . . . , m o , s
integrovatelné s 2. mocninou, tak aj pre ich rozdiel plati: U L, (0, 3 ), ¢o nam opét

umoznuje pouzit’ Parsevalovu rovnost’.

15 Vykreslené cez http://rechneronline.de/function-graphs/
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Z tabul’ky (vzt'ah9):

> cos(2nt 1)x _ 110 o O<x<T)
- . - - = - T
;0 2n+ 1 ) OBl pre (U= x

n
X
Pouzitim Parsevalovej rovnosti dostdvame: I log® tg de =
0

2 (2n + 1)

Na vypocet suctu dohoto radu vyuzijeme opat’ tabul’ku trigonometrickych rozvojov

( t’th).mSin(zn—-*‘l)x—l (0< <n)
vzta .;0 ot 4 X
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4.Aplikacia Fourierovych radov

Jednym z najCastejSich vyuziti teorie Fourierovych radov je rieSenie problémov
s hrani¢nou hodnotou v parcidlnych diferenénych rovniciach, ako napriklad pri ulohach
o tepelnej vodivosti a réznych inych fyzikalnych tlohéach.

Venujme sa teraz blizSie vyuzitiu Fourierovych radov v hudbe, a to v analyze a syntéze

hudobného tonu.

Fourierove rady v hudbe

Akékol'vek zmeny tlaku v ur€itom prostredi (mechanické vinenie), ktoré st sposobené
periodickym, mechanickym kmitanim pruzného telesa sa oznacuji vyrazom ,,ton*“. Ako je
ale mozné, ze l'udské ucho vie rozliSit’ ton tej istej vysSky zahrany na dvoch rozli¢nych
nastrojoch?

,,Farba tonu fyzikalne zavisi od tonového spektra“!®

Rozlicné hudobné nastroje maju odlisSnt farbu ténu ateda maja rozny tvar kmitania
chvejuceho sa telesa ateda rdzne tzv. tonové spektrum, ktoré urcuje prave to, ktoré
Ciastkové tony zneju sucasne s tbnom a v akom pomere. Nasledujice grafy nam popisuji
odchylku od ,,staleho* tlaku zvuku pre flautu a violu (pri hrani rovnakého tonu) ako

funkciu ¢asu.

A ) Fa |
VA ) ra} A [ |
| \ \ "

(a)Flauta (b) viala

Vyjadrime tieto krivky ako :

P@) = a,t a cos@%@+ b, sin@%@+ azg%%' b, sin@%%

!¢ Mal4 kniha o hudbe, 1.kapitola- Vieobecna hudobna nauka, strana 8
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Takto sme ton vyjadrili ako sucet jednoduchych ciastkovych tonov, ktoré nazyvame
alikvotnymi a zneju stcasne so zakladnym tonom a ktorych frekvencie st postupne

2-, 3-, ..,n- nasobkom frekvencie zakladného tonu. Rozdiel v pocutom zvuku medzi
dvoma nastrojmi mdzeme teda pripisat’ réznym velkostiam Fourierovych koeficientov
prislusnych kriviek.

Popri analyzovani zvuku konve¢nych hudobnych nastrojov, nam teéria Fourierovych radov
umoziuje syntetizaciu zvukov. Myslienka ,,za* hudobnymi syntetizdtormi je v moZnosti
kombinécie rdoznych alikvotnych ténov na vytvorenie bohatSieho tonu cez zddraznenie

istych alikvotov urcenim vécsej hodnoty Fourierovych koeficientov.

Izoperimetricky problém

Ktora uzavreta krivka pri danom polomere ohranicuje najvacsiu plochu?

Tymto problémom sa Euklides a Archimedes zaoberali uz v 3. storo¢i pnl., ale tloha
nebola dosledne dorieSend az do roku 1841, kym Steiner nepublikoval viacero dokazov.
Odpoved’ou na danu otazku izoperimetrického problému je kruznica a Fourierove metody

poskytuju jednoduché overenie tohto faktu.

Zadefinuyyme teraz krivku k& vrovine funkciou p , ktord kazdému redlnemu ¢&islu ¢

z intervalu J priradi prave jeden vektor p(). Teda funkcia ma tvar: p=p(t) pre t U J.
Oznaéme p(fy) a p(f) body, odpovedajuce na krivke k pevnej hodnote f, a nejakej

hodnote ¢ z intervalu J.

Na intervale J definujme funkciu (vSetky derivacie podla vSeobecného parametra

= [ () Op(1)dt

fy

oznacujeme bodkou):

t

s(t)= J

fy

p'(t)

respektive

02 [VGOP + (0) + GO de

0

Kazdej hodnote parametra Ul J mdzeme priradit’ &islo |S(t) , ktoré vyjadruje dizku krivky

medzi bodmi P(t,) a P(?). Derivacia

50 = GO + GO + GO =\ p©Tp) O
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je pre vsetky U J rézna od nuly. Funkcia s=s(z), U J je teda rydzo monotonna a mézeme

k nej zostrojit’ inverznl funkciu: 1=t(s).

Pre derivaciu tejto inverznej funkcie plati:

dt 1 1 1

SO VGO GOP+ COY P00

Pre vSetky ¢ J. Pomocou funkcie =#(s) mézeme spravit’ transforméciu parametra.

0

Dostaneme tak novl rovnicu krivku:
P=p[t(s)]=p(s) ,s1 1
v ktorej parametrom je diZka oblaka krivky od bodu P(t,) do bodu P(?) a ktord nazyvame

prirodzenou parametrizdciou krivky.

Vsetky derivacie podla obluka

dp_ dpdt
ds dtds
budeme oznacovat’ Ciarkou, t.].
p-p
P ds

= [N t dt _ e 1 _
Pre velkost' vektora p' plati: |p|— VPP = Vp.p‘z‘— NP-P F =1
p.p

Tato vlastnost’ je nutnou a zaroven postac¢ujicou podmienkou na to, aby parametrizacia
, aby

p=p(s) bola prirodzenou parametrizaciou regularnej krivky £.

Teda majme krivku dant dvojicami funkénych hodnot (x(2),y(t)). Vezmime bod O=(x,,y,)
na krivke. Pre Tubovolny bod X na krivke nech ¢ je dizka obluka krivky od bodu O do

bodu X. Dalej, nech x(2) a y(#) st x-ova a y-ova stradnica bodu X.

Ak obvod krivky je rovny 1, potom plati rovnost”:
(x(t+1).y(t+1)) = (x(1).y(1)),
x(0)=x0,y0)=y)
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Predpokladajme, ze je tato krivka hladka a teda, Ze existuji prvé derivacie dx/dt a dy/dt a

obe su spojité, ¢o vyrazne ul'ah¢i definiciu a vypocet obvodu krivky. PriCom pri ,,vel'mi

malom® dt mézeme z Pythagorovej vety odvodit’ rovnost’

dx? + dy? = dt*

ST

Ddrd Ot L
1 1
Obdobne: IZI dt = J {(dx/dt)* + (dy/dt)*dt
0 0

Pre naSu oblast’ ohrani¢enu krivkou za¢iname s delenim tvaru na ,,tenké vertikalne pasy*,
bertic do tvahy Cast’ obluka medzi ¢ a df. Oblast’ ohrani¢ena touto Cast’ou obluka, osou x
a priamkami y=y(t?) a y=y(t+dt)je potom:

dA= {x(t)-x(t+dt)}.y(t) = -dx/dt.y(t)dt

Celu plochu potom mozeme vyjadrit’ ako:

1

A= - j y(t)dx/ dtdt
0

Teraz sme pripraveni rieSit’ izoperimetricky problém. Funkcie x(#) ay(t) su hladké

periodické funkcie periddy 1, takze sa daju rozvit’ pomocou Fourierovych radov:

x(t)=K+z A, cos(2nmt)+ Z B, sin(2nnt)
n=1

m=1

y(t)=L+Z C, cos(2nmt)+ Z D, sin(2nnt)
n=1 n=1

Derivovanim tychto vyrazov dostdvame:

dx 2 -

= -2nnA )sin(2nnt) + 2nnB )cos(2nmt
” ;1( ,)sin(2nme) nzl( ,)cos(2nmr)
dy

A 2 (-2nﬂCn)sin(2nﬂt)+z (2nnD, ) cos(2nmt)
dt n=1 n=1

Mozeme tiez tvrdit, ze dany tvar je umiestneny v strede stiradnicovej osy tak, aby K=L=

0.
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Podrla predchadzajucich vyrazov pre x a y a pouzijuc Parsevalovu rovnost’:
l@WhH H@Hﬁ
L f0dt0  Odt[ Q

1 , 1
Enzl(ZnnAn) + EZ (2nmB,)* + —Z (2nnC,)* + —2 (2n1D,)* =

n=

on*y w4+ B+ C2+ D]
n=1

Pre oblast’ dostavame:

1
dx [ 0
- t)—dt=- niB C -nnA D 1=nY n(A D - BC
J;y()dt 2 [ n n n n] HZZI ( n n n n)

n=1

Kombinovanim tychto dvoch rovnosti:
(LT )(1/27 )-24)=Y [n*(4] + B} + C+ D})- 2n(4,D, - B,C,)]=
n=1
:z%%—qfuwﬁcy+W—Mm+qH
n=1
Prava strana vyrazu je suctom Stvorcov, teda nemoze byt zaporna, ¢o vedie k tomu, ze
l'avé strana je tiez nezaporna, preto plocha A ohranicend krivkou nemdéze prevysit’ 1/47 .

Ale plocha kruZznice obvodu 1 je rovnd 1/47 | teda ziadna krivka neohranicuje vicSiu

oblast’ ako kruznica toho istého obvodu.
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5. ZAVER

Vo svojej bakalarskej praci som sa zameral na reSerz teoretickych poznatkov
z teorie Fourierovych radov doplneny o vypocet praktickych prikladov a aplikacie
Fourierovych radov v praxi. V rdmci svojej bakalarskej témy som si vedomy, Ze som
nevycerpal vSetky informacie, ktoré sa vztahuju k tejto téme, z dovodu, ze je velmi
obsiahla. Preto si myslim, Ze tato téma by sa dala SirSie spracovat’ v diplomovej praci.

Realizacia bakaldrskej prace bola pre mna velmi prinosnd. Nacerpal som
mnozstvo hlbsich informéacii, nielen oh'adom Fourierovych radov, ktoré mi rozsirili moje
vedomosti.

Dufam, ze tato praca inSpiruje dalSich Studentov, ktori sa budu teodriou

Fourierovych radov zaoberat’ a bude pre nich aspoii sCasti poucna.
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