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Abstrakt

Vil¢ek, Tgor: Optimalita akciovych indexov [bakalarska pracal. Univerzita Komenského,
Bratislava. Fakulta matematiky, fyziky a informatiky; Katedra aplikovanej matematiky
a Statistiky. Veduci diplomovej prace: Mgr., Phd. Katarina Bodova; Katedra apliko-
vanej matematiky a Statistiky, Univerzita Komenského, Bratislava. Bratislava: FMFI
UK, 2011. 66 stran.

Cielom prace je hTadanie investi¢nych prilezitosti v akciovych indexoch. Praca sa zame-
riava na dva problémy. Prvym je implementacia a pouzitie modifikovaného Markowit-
zovho modelu portfélia na zhodnotenie investorovho kapitalu. Model je revidovany a
upraveny na pouzitie za sicasnej trhovej situacie, ako aj situacii zahfnajucich uplynulé
krizové roky. Umoznuje investorovi alokovat jeho prostriedky medzi kos akcii a bezri-
zikové aktivum, reprezentované vladnym dlhopisom. VSetky modely, analyzy a testy
si v praci prezentované v kontexte s najtradi¢nejsim eur6pskym akciovym indexom
EuroStoxx 50. Vysledky zahifiaji monitorovanie vykonnosti portfélia zostrojeného na
zéklade uvedeného modelu. Testované si vplyvy roznych vstupov do modelu, ako napr.
rozlitna peridda rebalancovania alebo dl7ka investi¢ného horizontu.

Druhym cielom prace je konstrukcia podportfolia akcii obsiahnutych v EuroStoxx
50, ktoré ¢o najvierohodnejsie replikuje vyvoj origindlneho indexu. Takto zostavené
podportfolio predstavuje dobrii investi¢ni prilezitost najmé pre rizikovo averznych in-
vestorov, ktori maju naviac zdujem minimalizovat transakéné néklady. KonsStrukcia
prebieha pomocou clustrovej analyzy, konkrétne metody partitioning around medoids.
Praca tiez obsahuje analyzu citlivosti jednotlivych komponentov indexu.

Klacové slova: akciové indexy, EuroStoxx 50, optimalizacia portfolia, Markowit-
zov model s bezrizikovym aktivom, clustrova analyza, partitioning around medoids,

replikacia indexu.



Abstract

Vil¢ek, Igor: On the optimality of stock indizes [bachelor thesis|. Comenius University,
Bratislava. Faculty of Mathematics, Physics and Informatics. Department of Applied
Mathematics and Statistics. Supervisor: Mgr., Phd. Katarina Bodova; Department
of Applied Mathematics and Statistics, Comenius University, Bratislava. Bratislava:
FMFI UK, 2011. 66 pages.

The aim of this paper is to study investment opportunities in stock indices. It focuses
on two problems. First is the implementation and the use of a modified Markowitz mo-
del in personal financial asset management. Model is revised and modified to fit into
current behavior of stock markets. It enables investors to allocate their funds among a
combination of a stock basket and a risk free asset represented by a government bond.
All models, analysis and back-tests throughout the work are presented in context with
European’s most traditional stock index EuroStoxx 50. Results contain monitoring of
a portfolio performance constructed on a basis of proposed model. Furthermore, the
effects of different model inputs are studied, including the period of rebalancing as well
as the length of the investment horizon.

Second goal of this work is to construct a sub-portfolio of stocks included in EuroS-
toxx 50, which most credibly tracks the original index. Such a portfolio could be of
a great utility, especially to a risk-averse investor interested in reducing transaction
costs. This is achieved by cluster analysis, more specifically, the method known as par-
titioning around medoids. Moreover, close sensitivity analysis of index components is

involved to solve this issue.

Keywords: stock indices, EuroStoxx 50, portfolio optimization, Markowitz risk-free
asset model, cluster analysis, partitioning around medoids, index tracking.
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Uvod

Dnesny finan¢ény svet poniika nespocetné mnozstvo investi¢nych moznosti. V nich je
pre bezného c¢loveka, ako aj pre profesionalneho investora, ktorého primarnym zaujmom
je zhodnotit svoju investiciu lepSie ako nizko uro¢enym bankovym vkladom, ¢oraz
naroc¢nejsie sa zorientovat. Medzi obchodovatelné finan¢né inStrumenty nepatria len
zakladné pojmy ako akcie, dlhopisy ¢i komodity. Na trhu rastie mnozstvo uvadzanych
derivatov (opcie, futures kontrakty, resp. rozne certifikaty), teda produktov, ktorych
hodnota zavisi od vyvoja podkladového aktiva. Ich pocet dokonca prevysuje uvedené
tri zakladné skupiny. AvSak vSetky tieto derivaty maji nieco spolo¢né - mnohé si
naviazané prave na akcie, resp. na rozlicné ,koSe” akcii - akciové indexy.

Indexy st konStruované za uc¢elom vytvorenia reprezentativnych ukazovatelov pre
konkrétne trhy. Vo vSeobecnosti teda nedosahuju takia vysokd navratnost ako niektoré
vhodne vybrané podportfolia akcii indexu, a to aj pri porovnatelnom riziku (volatilite),
akou sa vyznacuje samotny index. Prave to sa stalo hlavnou motivaciou mojej bakalar-
skej prace. Objektom mojho skiimania je hlavny europsky akciovy index - EuroStoxx
50. Zameriavam sa na hladanie investi¢nych prilezitosti v zlozkach tohto indexu, teda
sposob ako moze investor ¢o najviac zhodnotit svoju investiciu nie priamo kipou aktiva
zalozeného na celom indexe, ale investovanim do jeho vhodne navazenych jednotlivych
zloziek.

V tejto préci sa venujem $tudiu dvoch pre investora fundamentalnych problémov:

e Hladanie portfolia zlozeného z tych istych akcii, ktoré si obsiahnuté v akciovom

indexe EuroStoxx 50, ale s lepsim investi¢nym potencidlom.

e Odhad senzitivity akciového indexu na jeho zlozky - jednotlivé akcie.

V prvom probléme skiimam, ako je mozné vyuzitim rozlicnych investi¢nych metod
¢o najlepsie zhodnotit investovany kapitéal (v zmysle vysokej navratnosti a nizkej vola-
tility) a ¢i takéto investovanie dokéaze stabilne prekonavat vynosnost samotného indexu.
Doraz kladiem na Markowitzovu teériu portfolia [Markowitz, 1952|, ktora aplikujem
na vyrieSenie uvedeného problému. Jednym z cieflov mojej préace je poukéazat na slabiny
a nedostatky analyzovaného Markowitzovho modelu portfélia. Rozoberam pripady, v
ktorych model nemozno vyuzit a uvadzam navrhy jeho moznych modifikacii pre po-
uzitie v kazdej trhovej situacii. Funk¢énost modifikovaného modelu dalej testujem na
historickych burzovych datach.



V druhom probléme vySetrujem zredukovanie mnoziny akcii obsiahnutych v EuroS-
toxx 50 na ¢o najreprezentativnejsiu skupinu - podportfolio. Sticasne s diverzifikdciou
zahfiiajucou obchodovanie so vSetkymi 50 titulmi zastiipenymi v indexe totiz dochadza
u investora k strate finan¢nych prostriedkov na transakénych nakladoch. Dalsim cie-
Tom préace je teda odhadnutie vzajomnych vztahov medzi vynosmi jednotlivych akecii.
Snazim sa rozpoznat Strukturu indexu a na zaklade tejto analyzy nasledne konStru-
ujem reprezentativne podportfélio. Pomocou ,datamining” techniky - clustrovej ana-
ljzy [Kaufman and Rousseeuw, 1990] zistujem, aky pocet akcii je potrebné vybrat, aby
z nich zlozené portfolio ¢o najpresnejSie replikovalo vyvoj celého indexu.

Poslednym, no jednym z najpodstatnejsich cielov prace je dokladné testovanie zvo-
lenych investi¢nych stratégii, ako aj ndjdenych podportfolii, na historickych datach a
ich spiatna analyza.

V 1. ¢asti uvaddzam zékladné informacie o skimanom indexe EuroStoxx 50.
V 2. casti predstavujem v praci pouzivané data, ich Struktiru a nutné predpoklady.

V 3., teoretickej Casti, stru¢ne vysvetlujem pouzivané matematické modely a metody -
najmé Markowitzov model s bezrizikovym aktivom, problémy jeho aplikacie, clustrovi
analyzu, ako aj metodiku konstrukcie podportfélia. Uvadzam vSetky pouzivané inves-
ticné stratégie a ich modifikacie v zavislosti od réznych trhovych situacii. Modely a

stratégie vysvetlujem v kontexte so skimanym indexom EuroStoxx 50.

4. cast zahina konkrétne vysledky a aplikicie stratégii na redlne burzové data. Pri
testovani stratégii vzdy uvazujem dve zakladné obdobia - ,zname” podkladové (histo-
rické) obdobie, na zaklade ktorého je zostaveny model a ,budice” (out of the sample),
investi¢né obdobie, na ktorom st metody a stratégie testované.

V zaverecnej 5. Casti sumarizujem konkrétne vysledky, ich mozné interpretacie a prak-

ticka vyuzitelnost pre investora.



Kapitola 1

Akciové indexy

Akciové indexy st umelo vytvorené portfolia zlozené z konkrétnych akciovych titulov.
Su konstruované za ucelom vytvorenia akychsi ukazovatelov - indikdtorov pohybov
daného trhu, ku ktorému mozno kompozi¢né akcie priradit. Jednotlivé akcie maja v
indexoch svoje vopred urcené (kladné) vahy a samotny index teda odréaza ich sthrnny
VYVoj.

Pocet koétovanych akcii na finanénych trhoch neustéle rastie a ich variabilita je
naozaj vysokd, no ich pohyby, vykyvy i vynosnost st si v mnohych pripadoch podobné.
Préave toto podobné spravanie akciovych titulov zachytava ich index, predstavitel tzv.
trhového rizika - rizika spolo¢ného pre vSetky akciové komponenty. Index nam teda
poskytuje prijatelni predstavu o spravani sa trhu, resp. jeho ¢asti.

Investor, ktory nechce stroskotat na riziku spojenom s vysokou volatilitou jednot-
livych akciovych titulov, ¢asto siahne prave po investicii do indexu. Ten ho prostred-
nictvom diverzifikdcie medzi viacero spolo¢nosti chrani pred kratkodobymi vykyvmi
samostatnych akcii.

Diverzifikicia, t.j. rozlozenie investi¢ného rizika za pomoci alokacie prostriedkov do
vacgieho poctu aktiv, patri uz oddavna k zékladom investovania. Aj vdaka tomu rozne
certifikity a derivaty naviazané na akciové indexy patria k najviac obchodovatelnym
cennym papierom na svetovych burzach.

VazZenie indexov

Rozlisujeme 3 zdkladné druhy indexov podla metodiky vazenia jednotlivych kompo-

nentov:
e vazené na zéklade trhovej kapitalizacie spolo¢nosti,
e vazené na zéklade trhovej ceny akcii,

e vazené na zéklade fundamentalnych faktorov.
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Pricom trhovd kapitalizicia v danom case t je definovana ako:
MCt:_F)t'nt, (]_]_)

P, - cena akcie,
ng - pocet akcii danej spolo¢nosti.

Nasledne, ak oznac¢ime ff percento z celkového pocu akcii, ktoré nie su v drzbe strate-
gickych investorov, volnd trhovd kapitalizdicia je definovana:

1.1 EuroStoxx 50

EuroStoxx 50 predstavuje hlavny a najpouzivanejsi europsky akciovy index, najrepre-
zentativnejsi index eurozony, ako aj indikator stavu ekonomik najvyspelejsich statov
Europy.

Vznikol v roku 1998, spravovany je spolo¢nostou Stoxx a zahina patdesiatku tzv.
blue-chip spoloc¢nosti, t.j. najviacsich korporacii eurozéony c¢o sa trhovej kapitalizacie
(MC) tyka. Zastipenie v fiom maji firmy z Nemecka, Francuzska, Spanielska, Ta-
lianska, Holandska, Belgicka, Finska, Luxemburska a Irska (percentudlne pozri Obr.
1.1). Oficidlne zahfiia aj Grécko, Portugalsko a Rakusko, no aktudlne v nom ziadna

spolo¢nost zo spominanych §tatov reprezentanta nema.

POCETNOST FIRIEM TRHOVA KAPITALIZACIA FIRIEM

1,8%

B FRaNCUZSHD 1,7% o7%

1111 m Nemecko
m SpaniELsKD
W TALIANSKD
m Howawosko
m Begicko

Finsko

B LUXEMBURSKD

lnsko

Obr. 1.1: Zastuipenie Statov v indexe

Sektorovo momentalne v indexe dominuji banky, nasledované verejnymi sluzbami,
ropnym priemyslom, telekomunikaciami, poistovnictvom a dalsimi (Obr. 1.2). EuroS-
toxx 50 pokryva priblizne 60% volnej trhovej kapitalizacie ( FFMC') Europy a v stucte
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dokonca takmer 95% volnej trhovej kapitalizacie vSetkych zahrnutych krajin.

Financne sluzby
Realitné spolocnosti
Maloobchod

Media

Tatobny priemysel
Stavebnictvo

Vyroba lieciv
Technologie
Automobilovy priemysel
Tovar pre domacnost
Potraviny

Priemyse|ny tovar
Chemické podniky
Poisfovnictvo

Telekomunikacie

Ropa a zemny plyn

Verejné sluzby

Bankowvnictvo

Obr. 1.2: Trhova kapitalizacia odvetvi v indexe

Index je prehodnocovany a revidovany raz ro¢ne, vzdy v septembri, pri¢com sii¢astou
tejto procedury je zmena komponentov indexu na zaklade aktuélnej FFMC' a prevazo-
vanie podla vzorca, ktorého nie vSetky stucasti su verejne dostupné, preto nie je moznéa
jeho presné rekonstrukcia.

Zmeny, ¢o sa komponentov tyka, vSak nastavaju aj mimo uvedeného rdmca na
mesacnej baze, a to v roznych mimoriadnych pripadoch, akymi st fazie, zaniky, ¢
vyznamné akvizicie spolo¢nosti. Vahy pre jednotlivé komponenty indexu st pocitané
na zaklade uz spominanej FFMC' a to spravidla raz ro¢ne podla vzorca:

Yoy (pit = Sit - [fie - cfie - i) M,

Index; = D, =D, (1.3)

t - Cas vypoctu,

n - pocet indexovych komponentov,

Dit - cena komponentu ¢ v Case t,

Sit - pocet akcii komponentu ¢ v Case t,

ffit - percento akcii komponentu ¢ v ¢ase ¢, ktoré nie su v drzbe strategickych
investorov,

cfit - ,cap’, t.j. horné ohranicenie pre vahu komponentu ¢ v Case ¢,

Tit - vymenny kurz z lokdlnej meny do meny indexu komponentu ¢ v case ¢
(v pripade EuroStoxxu z; = 1),

My - FFMC indexu v Case t,

AMCy41 - neverejny, $pecificky upravovany rozdiel medzi zatvaracou M C' indexu a

spravcami upravenou MC,
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a Dy - delitel v ¢ase t, dany:

> i1 (Dt + Sie - [fie - cfie - xi) T AMCyyy M,

Dt+1 =D, - T = F .
Zi:l(pit - Sit - ffie - cfi xit) t
S¥5E
5464.43

5000
4000
3000
2000
1000

§15.90

1987 1989 1991 1993 1995 1997 1999 2001 2003 2005 2007 2009 2011

Obr. 1.3: Vyvoj EuroStoxx 50 od vzniku*

Poznamka: V sekcii zaoberajucej sa hladanim reprezentativneho podportfolia bu-
dem prave kvoli nedostupnosti historickych tidajov pre vSetky uvedené hodnoty sku-
to¢né navazenie a rozlozenie komponentov len odhadovat a snazit sa ¢o najviac priblizit

redlnemu.

Thttp://www.stoxx.com



Kapitola 2

Data

2.1 Typ

V préci som ako podkladové historické data, rovnako ako aj data na testovanie stratégii,
pouzil redlne burzové data - denné resp. tyzdenné zatvaracie ceny jednotlivych akcii,
ziskané z webu Yahoo Finance.! Akcie spolo¢nosti st kotované na hlavnych eurépskych
burzach, konkrétne vo Frankfurte, Parizi, Milane, Madride, Bruseli a Amsterdame.
Vedené st vSetky v mene euro.

Pre odlisnost v po¢te obchodnych dni (napr. rozne rozlozZenie sviatkov v jednotli-
vych §tatoch) boli niektoré obchodné dni z dat vynechané. V praci som vyuzival dva
typy dat, konkrétne denné a tyzdenné (resp. 5-denné) zatvaracie ceny. Prvy typ pre
kratkodobé i dlhodobé historické obdobie,? druhy typ najméi pre dlhodobé historickeé
obdobie (popis uvedeny pri jednotlivych vysledkoch).

2.2 Bezrizikové aktivum

Ako bezrizikovy vynos som zvolil vynos do splatnosti (Y7M) nemeckého bezkupono-
vého tatneho dlhopisu.? Ten predstavoval v ¢ase pisania prace

ry = 0.7% p.a. pre dlhopis s ro¢nou maturitou, resp.

ry = 1.2% p.a. pre dlhopis s 2-ro¢nou maturitou,

ry = 2% p.a. pre 4-ro¢na maturitu a

rs = 3% p.a pre 7-ro¢ni maturitu

(priblizné, zaokrtihlené hodnoty).

thttp://www.uk.finance.yahoo.com

2Pod ,historickym” rozumiem obdobie, na zaklade ktorého je vytvirana investi¢na analyza na za-
Giatku investi¢ného procesu, t.j. obdobie, z ktorého prvotne spracovavam data. Nasledne ,investi¢nym”
obdobim oznacujem obdobie v ktorom investiciu monitorujem, resp. rebalancujem a upravujem.

3www.bloomberg.com
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2.3 Predpoklady

Pre nedostupnost niektorych dat som bol z prace niteny vynechat spolo¢nost BASF,
dalej z analyz zahfnajtcich roky 2006-2008 tiez korporacie Arcelor Mittal, Unilever a
kvoli rozdeleniu spolo¢nosti aj E.ON a Deutsche Borse. Z analyz vyuzivajtcich data
z rokov 2003-2007 som vynechal aj spolo¢nosti GDF Suez, Alstom a Telecom Italia,
opét pre nedostupnost dat.

V modeloch pre roky 2009-2010 teda budem uvazovat index zlozeny z 49 akcii,* pre
obdobie 2006-2010 predpokladam 45 akciovych titulov a pre 2003-2007 42 akcii.

f)alej je dolezité uviest, ze som sa obmedzil len na tituly z aktualneho (k decembru
2010) zlozenia EuroStoxx 50, ktoré dalej vystupuju vo vSetkych modeloch. Realny
index je totiz dlhodobo ro¢ne (s pofetnymi vynimkami aj pocas roka) revidovany a
prevazovany. To v praxi znamena, ze na zaklade momentélnej trhovej kapitalizacie z
neho boli vzdy urcité tituly vyradené a nahradené inymi. Tieto nahradzania boli tiez
sprevadzané nezverejnenymi tpravami vah v indexe, aby sa zachovala jeho kontinuita.
Nakolko opét ide o nedostupné tdaje, bol som niteny obmedzit sa na konStantnu

mnozinu akeii z aktualneho indexu.

4Zoznam prilozeny v prilohe A.



Kapitola 3
Teodria

3.1 Markowitzov model s bezrizikovym aktivom

Markowitzov model [Markowitz, 1952] slizi na najdenie optimélnej mnoziny akcii, resp.
optiméalnych vah pre jednotlivé akcie, v investorovom portfoliu. K zdkladnému néstroju,
ktory model vyuziva patri mean-variance analyza, t.j. tedéria maximalizacie vynosu a
minimalizécie rizika. Nakol'ko si ale menované veli¢iny v readlnom svete spravidla proti-
refia (k vyssSiemu vynosu patri aj vyssie riziko), Markowitzova mean-variance analyza

sa zameriava na maximaliziciu pomeru vynos/riziko.

Zakladny model bez bezrizikového aktiva umoznuje pomocou kvadratickej konvexnej
optimalizacie vypocitat tzv. efektivnu hranicu - mnozinu efektivnych investi¢nych stra-
tégii. Investor si uz len zvoli vysku oc¢akavaného vynosu a k nemu sa podla efektivnej
hranice priradia optimalne vahy komponentov v portfoliu. Tento sposob dokéze na za-
klade historickych dat minimalizovat riziko pri zadanom pozadovanom vynose, avSak

nezohladiiuje maximalizaciu pomeru vynos/riziko.

Rozsireny Markowitzov model s bezrizikovym aktivom vsak uz prave spominani tlohu
riesi. Investor v fiom alokuje svoje prostriedky do bezrizikového aktiva (ktoré obycajne
tvori dlhopis alebo terminovany bankovy vklad) a do akciovej zlozky. Akciova zlozka sa
voli ako bod 7z efektivnej hranice (t.j. ur¢ita kombinacia jednotlivych akeii portfolia),
ktory v kombinécii s bezrizikovou investiciou poskytuje najvyssi pomer vynosu (ociste-
ného o bezrizikovy vynos) k riziku (volatilite). Bod sa najde pomocou skonstruovania
dotycnice k efektivnej hranici z bodu vynosu bezrizikového aktiva.

Vinos, ktory sa investor snazi maximalizovat predstavuje jeho zisk, kym wvolatilita
je klI'i¢ovym pojmom pri definovani rizika. Predstavuje totiz hranice, v ktorych by sa
mal budici vynos s presne stanovenou pravdepodobnostou (na zaklade historickych
dat) nachadzat. Logickou je teda snaha o jej minimalizaciu.
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3.1.1 Predpoklady

e Existencia bezrizikového aktiva s fixnym vynosom a mmnoziny rizikovych aktiv,
e vynosy aktiv st linedrne nezavislé,

e existuju aspon 2 aktiva pre ktoré si o¢akdvané vynosy rozne velkeé,

e je mozné kupit/pozi¢at si lubovolné mnozstvo bezrizikového, aj rizikovych aktiv,
e predaje na kratko (short sales) s povolené,

e investor sleduje iba vynos a volatilitu investicie

e investor svoju vyplatu definuje ako sicet dennych vynosov investicie.

3.1.2 Jadro modelu

Ak definujeme P} cenu akcie spolo¢nosti i v ¢ase t, tak o¢akavané vynosy v modeli sii
uréené na zaklade bodovych odhadov momentov'® ziskanych z historickych dat.

Historicka navratnost je vyberova Statistika definovana vztahmi:

) n 7 ) pz’ _ Pz‘
NPV =Ll o kde rj=-t—"1, (3.1)
n t—1

pricom 7, je i-ty cenny papier a t je dand casova jednotka.
Na zéklade nich odhady pre volatilitu a kovarianciu z historickych dat: historicka

volatilita, t.j. vyberova smerodajna odchylka vynosov (4;), vyberova kovariancia vyno-
sov aktiv (6;;) a Pearsonov vyberovy korela¢ny koeficient (p;;) st definované ako:

- Z?:l(rg —7)?

T , 2
7 n—1 (32)
5 Doy (ry =) (rd =)

L= = , 3.3
7 n—1 (3:3)
A mort =) (rd —

\/E?:1<rg - 772')2\/231;1 (red —79)2 '

'Odhadmi parametrov pre vstupy do modelu v mojej praci st aritmeticky priemer pre vynosnost
a vyberova disperzia (resp. smerodajna odchylka) pre volatilitu. Pre iné odhady vynosov, disperzie a
korelacie pozri napr. [Elton et al., 2010].
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7 toho vyberova varian¢no-kovarian¢na matica i, resp. vyberova korela¢na matica o:

011 O1n
: . (3.5)
Onl Onn
o1 __Oin
: : (3.6)
Onl Onn
VonnVoil VonnVonn

Nech 0% predstavuje disperziu portfolia, oy vyberovi kovarianciu aktiv, w; vahu i-tej

zlozky, 7 o¢akévany vynos i-teho aktiva a rg investorov oc¢akdvany vynos portfolia.

Rovnica efektivnej hranice je nésledne odvodend na zéklade ulohy kvadratickej kon-

vexnej optimalizacie

1 n n
min — E E W;W;0
w2

i=1 j=1

Riegenim tohto problému je hyperbola dana vztahom:?

kde a, b, ¢ st jednoznacne uréené oc¢akavanymi vynosmi akcii a prvkami inverznej varian¢no-

= Tg, (37)
= 1.
o=Var:4+br+c, (3.8)

kovarian¢nej matice (detaily v [Merton, 1970]).

Pri¢om pod efektivnou hranicou sa mysli ,yrchnd” ¢ast hyperboly (t.j. ¢ast nad jej vr-
cholom, ilustracia na Obr. 3.1 a Obr. 3.2).

2Podrobné odvodenie rovnice efektivnej hranice mozno najst v [Merton, 1970]
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Efektivha hranica pre denné vynosy akcii EuroStoxx z roku 2009
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: : : Efektivna hranica
150k N A O volatiita a wynos jednatlivich akcii ||
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Obr. 3.1: Graf efektivnej hranice pre subor 49 akcii z indexu EuroStoxx 50. Historicka
navratnost a volatilita si poc¢itané za obdobie 1.1.2009-31.12.2009. Udaje na grafe
zodpovedaji Tabulke 22 v prilohe A.

3.1.3 Problém I : Neexistencia doty¢nice k efektivnej hranici

Osobitny rozbor je nutné venovat problému existencie dotycnice k efektivnej hranici. V
nasledujicej Casti rozoberiem pripady, za akych okolnosti mozno zostrojit k efektivnej
hranici doty¢nicu z bodu bezrizikového aktiva.

Markowitzov model s bezrizikovym aktivom totiz umoziuje riesit problém volby
optimélneho portfolia len ak doty¢nica existuje. NeoSetruje pripad, v ktorom (napr.
kvoli nedostato¢nej vykonnosti jednotlivych aktiv) nemozno doty¢nicu k efektivne;

hranici skonstruovat, a teda nemozno jednozna¢ne najst najvyhodnejsi (najvyssi) po-
T—Tf

mer
o

Predpokladajme, Ze sa pohybujeme v rovine (o, 7), kde o koresponduje s horizontalnou
osou a r s vertikilnou. Ozna¢me ry vrchol hyperboly (3.8) a ry vynos bezrizikového
aktiva. Rozlisujeme 2 zakladné situécie:

1. existencia doty¢nice z bodu bezrizikového aktiva (0,7f) k efektivnej hranici
danej (3.8),

2. neexistencia doty¢nice z bodu bezrizikového aktiva (0,rf) k efektivnej hranici
danej (3.8).

Pripad existencie nastava, ak ry > r; (Obr. 3.2, pre r; v dolnej polrovine). Kedze

vrchol hyperboly (3.8) je identicky s bodom minima kvadratickej funkcie ar? + br + c,
—b

tak hodnota ry je rovna ry = 3.
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Efektivna hranica a jej osi
ri

nefunguje
(doty€nica neexistuje)

Markowitzov model

funguje
(doty€nica existuje)

Markowitzov model

g

Yy

Obr. 3.2: Schematické vyobrazenie existencie dotyc¢nice k efektivnej hranici

V tomto pripade teda pozname aj tvar rovnice dotycnice:
r==ko+ry,

kde k je koeficient ziskany z rieSenia stustavy 3 rovnic o 3 neznamych (rp,op,k) a
(rp,op) predstavuju suradnice dotykového bodu:

\/a% —c, =t b
T = S
b a 402  2a’

o\ = + 5 - )
k‘ — a a a ]

'p = ]{‘UD—FT]C.

Neexistencia nastava v opa¢nom pripade, teda ak ;—: < r; (Obr. 3.2, pre ry v hor-
nej polrovine). Pre tento pripad je nutné Markowitzov model s bezrizikovym aktivom
Specialne ogetrit (konkrétnosti uvedené v dalej ¢asti).

3.1.4 Aplikacia modelu

V tejto casti volim investi¢ni stratégiu v zavislosti od roznych trhovych situacii. Pri
praktickej aplikacii modelu som niteny vykonat niekolko pozmenujicich iprav. Ako uz
bolo spomenuté, mojim investi¢énym cielom je dosiahnut ¢o mozno najvyssie zhodnote-

nie investovaného kapitalu, pri najmensom moznom riziku s vyuzitim Markowitzovho
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modelu. Model nam tento najvys$si mozny pomer % v kombinécii spolu s bezri-
zikovym aktivom aj zabezpeci. Investor si stanovi pozadovany vynos a my najdeme
uréenému vynosu ekvivalentny aloka¢ny pomer (vahy) pre investiciu do dlhopisu a do
dotykového bodu. Avsak v readlnom svete nemusi byt najvyssi pomer % (teda nas
doty¢nicovy dotykovy bod) vzdy explicitne vypocitatelny. Dovodom je uz spominana
neexistencia doty¢nice k efektivnej hranici. Pre tento pripad je nutné najst alternativny
sposob volby akciovej zlozky. V praci preto zavadzam koncept stropu pre volatilitu, na
zaklade ktorého sa voli optimalny bod, ak dotykovy bod neexistuje.

V modifikovanom modeli mozu nastat 2 situacie:

e je mozné zostrojit dotyc¢nicu k efektivnej hranici na zédklade historickych trhovych

dat (scenar 1),

e nie je mozné zostrojit dotycnicu k efektivnej hranici na zaklade historickych tr-
hovych dat (scenar 2).

Scenar 1

V tomto pripade volime akciova zlozku portfolia podla (3.9), ako portfolio (rp,op),
zodpovedajice najdenému dotykovému bodu k efektivnej hranici. Investor teda podla
nim stanovenej vysky pozadovaného vynosu alokuje svoje prostriedky v ramci akciovej
zlozky portfolia do akcii s vahami prislichajicimi dotykovému bodu.

Scenar 2

Ak nemozno zostrojit doty¢nicu, nevieme najst bod s najvys$sim pomerom % Je teda
rydzo na volbe investora, resp. zostavovatela modelu, aku stratégiu zvoli. Uvedenad si-
tuacia sa zvykne modelovat napr. pouzitim funkcie uzito¢nosti. Avsak istym variantom
prave pre funkciu uzito¢nosti je mnou pouzity princip maximalnej volatility (zvolenej

investorom). V praci som dany pripad oSetril nasledovne:

e stanovi sa hranica maximalnej moznej volatility dotykového bodu, tzv. volatility

cap - ove,

e hodnota vynosu a volatilita prislichajica volatility cap na efektivnej hranici sa
pouzije v modeli ako akciova zlozka namiesto neexistujiiceho dotykového bodu.

Stradnice optimalneho bodu (pre a,b z (3.8) a ry z odseku 3.1.3):

=b

op, t.j. rieSenie stustavy (3.9), ak >y,
o — D, LU.) y ( ) 2a f (310)
ove ak 32 <ry,
. .o . , -b
i} rp, t.j. rieSenie stustavy (3.9), ak 5 >y,

D N (3.11)
VAT ak 33 <7y
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Vypocet vah pre akcie v optimalnom bode na efektivnej hranici

Ak definujeme wy vahu k-teho aktiva v ramci efektivneho portfolia, dalej oznacime
a = 7* (t.j. ocakdavany vynos akciovej zlozky portfolia vypocitany zo vztahu (3.11)),
a; =7 7 (3.1) a vy prislugny prvok inverznej matice ku kovarian¢nej matici z (3.5),
tak v modeli vypocitame vahu aktiva wy, (v zvolenom optimalnom bode (3.10), (3.11))
zo vztahu:

a- i (Craj = A)+3 00 vy (B-A-a))

wy = 5 , (3.12)

kde A, B,C, D su opéf jednozna¢ne determinované hodnotami vy a «; (podrobné od-
vodenie v [Merton, 1970]).

Obmedzenie rizika

V praxi je ale nevyhnutné obmedzit riziko, ktorému bude investor vystaveny. Vahy vy-
pocitané z (3.12) totiZ nie s ni¢im ohranicené. Lahko tak moZe nastaf situdcia (napr.
v pripade prili§ ,prisnych” optimaliza¢nych ohraniceni), ze vahy vystupujtce z modelu
budu implikovat vyrazna dihi poziciu (ndkup) v jednej podskupine akcii a vyrazna
krdtku poziciu (zapornt, predaj) v inej podskupine akcii, pricom vahy zvysnych titulov
budi oproti uvedenym dvom zanedbatelné. Tym je investor v pripade trhovych vy-
kyvov vystaveny obrovskému riziku, nakol'ko jeho diverzifikacia sa vlastne obmedzila
hlavne na mali podmnozinu komponentov. Vysokymi hodnotami akciovych vah tiez
investor straca penazné prostriedky na transakénych nakladoch. Uvedeny pripad na-
stava najma ak sa dotykovy bod nachédza na veImi vysokych trovniach volatility, ako
vidno na Obr. 3.3.

Ukazka éasti matice vah pre akcie vo Efektivna hranica pre tfZdenné vynosy akcii EuroStoxx z rokov 2009-2010
vzdialenom dotykovom bode 800 ! ' . !

Efektivna hranica

700 Dutyénica 7 boduy I'F:1 g [ ............ ...............
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1| -0.65397 | -47.32796 | -15.49219 ...
2| 0.34370 | 38.18170 | 2.18355
3| 0.73640 | 25.50747 | 3.76955
4| 0.88526 | 56.21521 | 13.83507 ...
Akcia &. 5| 0.21584 | 10.66930 | 6.85202
6
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9
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ook ............. ...........
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Obr. 3.3: Graf efektivnej hranice a ,extrémneho” dotykového bodu
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Tento priklad mi bol motivaciou k ohraniceniu vah pre akciové komponenty, ktoré re-

alizujem pomocou kvadratického programovania, a to nasledovnym algoritmom:

Optiméalny bod na efektivnej hranici je uz vypocitany z (3.10), (3.11), zostava teda
ohranicit vahy. Je mozné zvolit 2 rozne postupy:

e zafixovat najdentu volatilitu ¢* z (3.10) a riesif alohu maximalizacie r pri zvole-

nych vahovych ohranic¢eniach,

e zafixovat najdené optimalne r* z (3.11) a minimalizovat o pri danych ohranice-

niach.

V praci volim druhy postup. Takto sa sice zvysi volatilita investicie oproti najdenému
optiméalnemu bodu z efektivnej hranice, resp. oproti volatility cap (zalezi od (3.10)),
avsak ziskame pozadované vahové ohranicenie. Navyse, ako ukazuji konkrétne experi-
menty s datami, po zavedeni ohraniceni typicky dochédza iba k nebadatelnej zmene
vo velkosti o*. Uvedeny postup teda ma zmysel dalej testovat.

Kone¢né rieSenie pre optimalny vektor vah w (akciovej zlozky), ktorého prvkami si
wy, je teda v zmysle nasho problému ekvivalentné rieSeniu kvadratickej optimalizacne;j
tlohy (ak toto rieSenie existuje):

n n
min f(6) = min Z Z ww;oy
w

i=1 j=1

n
Z fi — ¥ :
i=1

n
Zwi = 1 ,
i=1

wr, < w; <wy, (3.13)

o - vyberova kovariancia aktiv z (3.5),

7 - ocakavany vymnos i-teho aktiva z (3.1),

r* - prostrednictvom (3.11) najdeny bod optiméalneho vynosu,
wp, wy - dolné a horné vahové ohranicenie.

Efektivna hranica s ohrani¢eniami na vahy ma mierne deformovany tvar oproti po-
vodnej, avSak jej najpodstatnejSia ¢ast (pre realne pouzivané hodnoty o, ) sa takmer
zhoduje s efektivnou hranicou bez ohraniceni. LiSi sa len pre extrémne hodnoty o, r -
ako vidno na Obr. 3.4.

3V pripade, Ze je uvedena optimalizacna tloha nepripustné, v praci volim vahy bez ohraniceni.
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V kone¢nom dosledku sa teda historickéd volatilita investicie, a aj to iba pre pripady
extrémne vysokého vynosu, o malo zhorsi, avSak investor bude lepSie chraneny pred
pripadnymi budicimi vyraznymi fluktuaciami hodnoty investicie (znazornenymi napr.
na Obr. 3.3) a uSetri na transak¢énych nakladoch.

Efektivne hranice pre denné vynosy akcii EuroStoxx z roku 2009
1800
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0 AR : : EH s chranigeniami -2 £ w < 2

- i i 1 I I i i 1
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Rozna Voltilita (%) [o]

Obr. 3.4: Porovnanie efektivnej hranice s vihovymi ohrani¢eniami s efektivnou hranicou
bez vahovych ohranic¢eni

Konecéné rozloZenie investicie

Vyriesenim (3.13) sa teda ziskali vahy pre jednotlivé akcie v akciovej zlozke portfolia,
zodpovedajice optimalnemu vynosu odvodenému vo vztahu (3.11). Tento optimélny
vynos ale nemé nic¢ spolo¢né s investorom pozadovanym vynosom. Rozlozenie investicie
vSak mozno Tahko prisposobit prave velkosti pozadovaného vynosu.

Nech z je vaha v bezrizikovom aktive, r; nech predstavuje jeho vynos, rp investorom
pozadovany vynos a r* optimalny vynos z (3.13), potom
rz-ry+(1—2)-r"=rp. (3.14)

Investor teda voli stratégie z polpriamky vedenej z koncového bodu (0,7) cez bod
(c*,7*) - kombinuje bezrizikové aktivum s akciovou zlozkou (vid ilustra¢ny Obr. 3.5),
pricom vaha v bezrizikovom aktive:

_re=ry

= 7 3.15
R (3.15)

a vaha v rizikovom aktive predstavuje (1 — ).
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Investor m4 alokované prostriedky medzi bezrizikové aktivum a akciovi zlozku tak, aby
vysledny historicky vynos takto zlozeného portfolia zodpovedal vynosu pozadovanému
investorom. V casti 3.1.5 eSte ale poukédZem na druhy problém Markowitzovho modelu,
t.j., Ze investorom pozadovany vynos v klasickom ponimani (skuto¢ny kumulovany

vynos) sa nezhoduje so vstupnym vynosom do modelu (sucet n-dennych vynosov).

Scenar 1 Scenar 2
180 180
10k Dotyénicak / 1 - Dotyéni |
efektivnej hranici otycnica
— 140} L a dotykovy bod ] — 140k heexistuje ]
- totoZne /7 =
F 120¢ priarmky . & 120t 1
1] w
£ 100r J 1 2 np 1
= =
z By 3 | = 80r MnoZina . 1
5 Mn’ozma Volatility 5 ’ Volatility
T BOF finalnych Ca 1 & &0 finalnych Cap _
o P 4] k¥ P
= stratégii = stratégii
2 ar - i 2 ar Efektivna hranica
8 20} Efekfna hranica E o 20k — — —%ynos bezrizikoveho aktiva |
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Obr. 3.5: Schéma modifikovaného modelu

Zhrnutie aplikacie modifikovaného modelu
1. Na zéklade vstupnych historickych dat sa vypocita rovnica efektivnej hranice.

2. Zisti sa, ¢i je mozna konsStrukcia dotycnice z bodu daného bezrizikového vynosu
k najdenej efektivnej hranici.

(a) Ak ano, ako akciova zlozka sa stanovi dotykovy bod (c*,r*) z efektivnej
hranice.
(b) Ak nie, ako vysledny sa stanovi bod (o*, %) z efektivnej hranice prislachajuci

maximalnej pripustnej volatilite.

3. Pomocou kvadratického programovania s ohrani¢enim na vahy sa vypocitajia ak-
ciové vahy pre portfolio prislichajice stanovenému bodu (¢*,7*) (minimalizacia
o pre dané r*). Ak uloha nemaé rieSenie, ohrani¢enie neuskutoénime. Ak ma riese-
nie, vyrazna zmena oproti vychodiskovému bodu (o*,7*) nastane iba v pripade,
7e dotykovy bod je extrémne vzdialeny od pociatku, ako je znazornené na Obr.
3.4.

4. Na zaklade investorom pozadovaného vynosu sa rozlozi investicia medzi bezrizi-
kové aktivum a akciovi zlozku, t.j. portfélio reprezentujice akcie EuroStoxx 50,
najdené v predoslom bode.
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3.1.5 Problém II : Nerovnost medzi skuto¢nym vynosom a vy-

nosom vstupujicim do modelu

Uvazujme hypoteticky, zjednoduSeny priklad. Investujeme jednoréazovo 100€ na dobu
4 dni do akcie A. Akciu nakupujeme v deni 0 a pocas dalsich dni sa vyvija rozne.
Tabulky 3.1 a 3.2 popisuji vyvoj investicie z pohladu investora a tiez zhodnotenie,

ako ho vnima model.

4
3.75%). Naproti tomu sa ale v skuto¢nosti akcia zhodnotila po¢as 4 dni len o 10.7%,

1
v 2 , , , . 7 2 — _q T
Ocakavany denny vynos akcie sa v prvom priklade rovna (7 = % =1L _

¢o zodpoveda kumulovanému dennému vynosu 2.58%. Ak by si teda investor stano-
vil pozadovany 4-denny vynos investicie na trovni 15%, vystupom z modelu by bola
alokacia vSetkych prostriedkov do akcie A a ziadnych prostriedkov do dlhopisu. Sucet
dennych vynosov by dosiahol pozadovanu hodnotu 15%, ta sa ale 1i§i od skuto¢ného
zhodnotenia investicie. Opacnd nerovnost nastava, ak skutoény vynos prevysi stucet
dennych vynosov, ako je znazornené v Tabulke 3.2.

Ocakavané vynosy akcii vstupujice do (3.7) st v (3.1) poc¢itané na zaklade dennych
vynosov. Pozadovany vynos vstupujici do modelu preto treba brat iba informativne.
Jeho vysku je mozné prisposobit skutoénému vynosu napriklad na zdklade mnohoné-
sobnych historickych testov (kalibracie).

Deii | Cena akcie A | Hodnota investicie | Denny vynos | Skuto¢ny vynos*
0 10 100 - -
1 12 120 +20% +20%
2 11 110 -8.33% +10%
3 13 130 +18.18% +30%
4 10.7 110.7 -14.85% +10.7%
Spolu 10.7 110.7 +15% +10.7%

Tabulka 3.1: Priklad skuto¢ného vynosu niz§ieho ako stuc¢ty dennych vynosov

Deni | Cena akcie A | Hodnota investicie | Denny vynos | Skutoény vynos
0 10 100 - -
1 13 130 +30% +30%
2 17 170 +30.77% +70%
3 18 180 +5.88% +80%
4 18.603 186.03 +3.35% +86.03%
Spolu 18.603 186.03 +70% +86.03%

Tabul'ka 3.2: Priklad skuto¢ného vynosu vyssieho ako suc¢ty dennych vynosov

4T.j. vynos, ktory sleduje investor ako skutotné zhodnotenie jeho investicie.
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Nevyhody tohto investi¢ného pristupu:

e Investorom pozadovany vynos sa zhoduje s redlnym vynosom investicie, len ak
by sme ako mieru zhodnotenia investicie pouzili sic¢et dennych vynosov. V praxi
je ale najbeznejSou mierou zhodnotenia investicie kumulovany vynos (definovany
neskor v ¢asti 3.3). Pozadovany vynos teda mozno pouzit na kalibraciu modelu,

avSak nemozno ho brat ako vysledny vynos v pravom slova zmysle.

e V modernej investi¢nej praxi sa na vypocet ocakavanych navratnosti akcii, ako aj
kovarian¢nej matice, pouzivaji samostatné modely, a nie historickd navratnost,

resp. historickéd volatilita.

3.1.6 Rebalancovanie investicie

V praci uvazujem a skimam aj vplyv rozneho rebalancovania, t.j. prevazovania, inves-

ticného portfolia na vynos a volatilitu investicie na sledovanom investi¢nom horizonte.

Algoritmus rebalancovania prebieha nasledovne:

e Na zadiatku sa stanovi celkovy pocet rebalancovani (z ktorého je néasledne od-
vodend rebalan¢na perioda) v ramci investi¢cného horizontu. Minimélny pocet je
1, t.j. vazenie iba na zaciatku, tesne pred vstipenim do investicného horizontu

(pripad korespondujuci so situdciou bez rebalancovania).

e V kazdom bode (¢asovom okamihu) prevazovania prebieha cely proces tvorby
efektivnej hranice a rozlozenia investicie medzi jednotlivé akcie EuroStoxxu a

bezrizikovy cenny papier, popisany v sekcii 3.1.4.

e Historickymi datami vstupujicimi do Markowitzovho modelu pri kazdom reba-
lancovani su vzdy najaktudlnejsie dostupné data, teda historické datové okno sa
vzdy posuva az po posledny znamy den pred novym rebalancovanim.

Historické datové okno ceny akcie ¢:

& . pi i i i
na zaciatkuw: P Pl i, Pl o, P,
ahedme: i i i i
prlebezne. to—k+px’ ~ to—k+px+1s 0~ to+pr—20 ~ to+pr—1>
to - den zaciatku investi¢ného horizontu,
k- velkost historického datového okna (pocet obchodnych dni/tyzdiiov),

- peridda, po ktorej dochadza k rebalancovaniu (pocet dni/tyzdiiov),
x - ¢islo rebalancovania (z = 0 na za¢iatku investovania, x = 1 pri prvom reba-

lancovani, atd.).
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3.2 Clustrova analyza

Jednym z cielov mojej prace je najst ¢o najmensi pocet akcii z indexu EuroStoxx 50,
ktoré by vierohodne replikovali vyvoj celého indexu. étatisticky sa d& tento problém
formulovat ako hladanie vhodnych podmnozZin - skupin, do ktorych je mozné zadelit
jednotlivé akcie indexu, a pre kazdua skupinu zvolit komponent (konkrétnu akciu), ktory
najviac reprezentuje vsetky ostatné prvky podmnoZziny (najviac s nimi koreluje). Tymto
sposobom je mozné zredukovat pocet akcii v skuto¢nom indexe tak, aby novy index ¢o
najvernejSie kopiroval vyvoj redlneho, neredukovaného indexu. Novovytvoreny index
tak predstavuje pre rizikovo averzného investora so zdujmom investovat prostriedky
do realneho indexu zna¢né uSetrenie na transakénych nakladoch, a pritom volatilitu aj
vynosy velmi podobné povodnému indexu.

Zakladnym ucelom clustrovej (zhlukovej) analyzy je roztriedenie velkého mnozstva
dat do skupin na zaklade spolo¢nych ¢ft, a tym znizenie dimenzie ulohy. Existuje
viacero algoritmov rieSiacich dany problém, pricom kazdy z nich ma iné praktické
vyuzitie. V praci s mojimi datami vyuzivam tzv. deliacu metodu PAM - Partitioning
Around Medoids (odvodenu v [Kaufman and Rousseeuw, 1990]). V kontexte mojho
problému totiz potrebujem zhlukovi analyzu pouZit nielen na zadelenie dat (akcii) do

mensich skupin, ale aj na najdenie reprezentantov pre vysledné skupiny.

llustracia PAM

I #® -data

Pozadovany poéet clustrov =15

Obr. 3.6: Tlustracia fungovania PAM pre vstupny pocet 5 skupin (clustrov)

Metoda Clustrovej analyzy PAM umoznuje ziskat prave hladané podskupiny akcii,
vratane reprezentantivnych titulov. Roztriedi data do vopred urceného poctu clustrov
tak, aby si prvky v ramci clustra boli ¢o najpodobnejsie, a naopak, aby clustre navzajom
boli ¢o najodlignejsie. A najmai, kazdému clustru priradi vedici prvok, tzv. centroid,
resp. medoid.
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3.2.1 Partitioning Around Medoids

Vstupom pre PAM algoritmus st v mojom pripade ¢asové rady dennych, resp. tyz-
dennych vynosov akcii indexu EuroStoxx 50, vypocitané z (3.1). Nakolko sa jedna o
vynosy a nie o samotné ceny, ich pripadné normovanie a skalovanie uz nie je potrebné.

Dalsim dolezitym bodom je vol'ba po¢tu Zelanych findlnych clustrov - tomu sa totiz
prisposobuje chod celého algoritmu. Koneény pocet clustrov (ktoré maju ¢o najlepsie
reprezentovat cely index, avSak ma ich byt ¢o najmenej) ale nie je vopred znamy, a
je prave jednym z objektov mojho skiimania. Preto volim ako vstupy do PAM rozne
pocty clustrov a aplikujem analyzu senzitivity novovytvoreného podportfolia (vid Obr.
3.7, metodiku volby pozri dalej v texte).

Doleuvedeny graf znézoriiuje korelacie vynosov podportfolia (podmnoziny) akcii EuroS-

toxx 50 s vynosmi skuto¢ného indexu pre 2 pripady:

1. podportfolio vybrané na zéklade clustrovej analyzy (je tvorené ekvivalentne na-
vazenymi akciami, ktoré predstavuji medoidy jednotlivych clustrov),

2. podportfolio zlozené z ekvivalentne navazenych akcii vybranych nahodne.

Korelacia dennych vynosov podportfélia s vynosmi EuroStoxx 50 v roku 2009

Korelagny koeficient

: : : _ : —8— Alcie wybrang Clustrovou analyzou |
D_J ......... ............ .............. ............. .............. Akcie whrang nahodne :

a1 i i i I i i \ I I i
] g 10 15 20 26 30 35 40 45 a0
Pocet clustrov - a teda aj medoiday {prvkov noveho indexu)

Obr. 3.7: Porovnanie ndhodne a systematicky navoleného podportfolia, ¢o sa tyka ko-
relacie vynosov podportfolia s vynosmi EuroStoxx 50, pre rézne pocty clustrov

Obrazok ¢. 3.7 ukazuje, ze clustrova analyza dokaze uz pri pocte 5 akcii vytvorit
vysoko korelujuce (a teda vierohodné) podportfolio. Nahodne vytvorené podportfolio
koreluje vo vicsine pripadov menej.

Je zaujimavé, 7e korelaény koeficient nekonverguje k 1 pri velkom pocte clustrov,
nakolko vyuzivam zjednodusujtce predpoklady (z analyzy vyradené BASF pre ktoru
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chybali udaje, resp. akcie v podportfoliu vazené ekvivalentne a nie podla redlnych,
verejne nedostupnych vah). V ¢asti 3.3.1 v8ak predstavim metodu vazenia akcii, ktora
korel4ciu vylepsuje.

Konvergencia korelacného koeficientu tiez nemusi byt monoténna. Clustrova ana-
lyza totiz nemusi nutne vybrat akcie, ktoré buda v spojeni viac korelovat s realnym
indexom. Ako medoidy vybera ,najcentralnejSie” umiestnené prvky v ramci clustrov,
moze sa teda stat, 7e niekedy je aj mensi pocet clustrov vhodnejsi a zvySenie tohto
poc¢tu vysledok naopak zdeformuje.

3.2.2 Algoritmus PAM

Algoritmus metody PAM (pri zadanom pocte k clustrov) mozno stru¢ne popisat na-
sledovne:

e ,BUILD” faza:

— Na zaciatku sa zvoli k medoidov - reprezentativnych prvkov.

— Medoidy st volené na zaklade odlisnosti (miera odlisnosti zavisi od zvolenej
metriky, moze nou byt napr. euklidovskd vzdialenost) jednotlivych prvkov
medzi sebou.

— Kazdy prvok sa priradi k tomu medoidu, od ktorého je jeho odlisnost mini-

maélna.
o SWAP” faza:

— Snaha o vylepSenie prvotnych & medoidov v zmysle minimalizacie stuctu
priemernych odliSnosti.

— Naraz sa vzdy meni maximalne jeden medoid a proces sa opakuje, az do-
kial nie je dosiahnutd najmensia mozna odlisnost zvolenych medoidov od
vSetkych prvkov v ramci clustra.

Exaktny vypocet:

Nech p;; je Pearsonov vyberovy korela¢ny koeficient medzi prvkami 4, j definovany v
(3.4). Potom odlignost d medzi prvkami i a j definujeme ako:

(1—py)

(i, j) = (3.16)

»BUILD” faza algoritmu

(Volia sa po¢iatotné clustre a ich reprezentanti.)

Cyklus n=1, ..., p (kde p je zelany pocet clustrov)
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Prvy zvoleny objekt - reprezentant (ozna¢me ') je argument optimaliza¢nej tlohy
1 m
r’ = argmin d(z, g
min{ 5 d(i7),
kde i, j sa dvojice roznych prvkov (dat) a m je pocet prvkov.

Z toho vyplyva, Ze r! je objekt, ktorého stcet odlisnosti od vSetkych ostatnych prvkov
je najmensi - centralny objekt.

Kazdy dalsi objekt v (n=1, ..., p) je zvoleny na zaklade postupu:

1. Uvazujme TubovoIny objekt 4, ktory dosial nebol zvoleny, t.j. i # 7% Vk =
1,....,n—1.

2. Uvazujme T'ubovolny dosial nezvoleny objekt j, kde i # j,j # r¥, a spo¢itajme

Cji = max{D; — d(i, j); 0},

kde D; = ming {d(j,7%)},Vk =1,...,n — 1 a d(i, ) je definované v (3.16).

D; teda predstavuje hodnotu odli§nosti prvku j od jemu najpodobnejsieho dosial
zvoleného reprezentanta - objektu 7*.

3. Nésledne riesime tlohu
m
r" = argmax { g Cu}, Vi=1,...,m; i#r"
(A
]:17]76Z7.77£Tk

¢im najdeme pozadovany reprezentativny prvok r".

- iny zvoleny zvoleny objekt i
objekt i - °
. . Cj=Dj - d(i.j)
dfi,j)
r2
~ dfi) .
. Dj objekt j
r1
-
\.
-
Cj=0
[ ]

Obr. 3.8: Tlustracia 2. a 3. kroku BUILD fazy
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wWWAP” faza algoritmu
(VylepSovanie mnoziny reprezentativnych objektov.)
V tejto faze je posudzovany efekt zdmeny reprezentativneho objektu r* (ozn. i) za

nereprezentativny objekt h, pri nezmenenych zvysnych objektoch r". Uvazuji sa teda
v8etky dvojice prvkov (i,h), kde h #i,Vi=1,...,p.

1. Zvolime objekt 7, kde 7 #4,Vi=1,...,p a j # h a spocitame
A=D;—d(i,j); B=D;—d(h,j), kde D; je definovana v (BUILD, 3.)

Nésledne:

(a) Ak A <0,B <0 potom Cj;, = 0.
(b) Ak A =0 tak ak ozna¢ime

Jjr=arg killnnp {d(j,7™)} najblizsi medoid
E; = kzl’%;r’lk#* {d(j,7™)} 2. najblizsi medoid .
i. Ak d(h,j) < Ej;, potom Cj;, = d(h,j) —d(i, 7).
ii. Ak d(h,j) > Ej, potom Cji, = E; — D .
(c) Ak A <0,B >0 potom Cj;, =d(h,j) — D;.

2. Vypocitame celkovy efekt vymeny:
Ty, = Z Ciin
J

(a) Ak min;y, {T;n} < 0, vykonéd sa vymena reprezentativneho objektu r’ za
objekt h*, kde (i*, h*) = arg min; 5, {T;n}
Algoritmus sa vracia naspét do bodu (1.) v SWAP faze.

(b) Ak min; , {T3,} > 0, pomocou vymeny uz nie je mozné dosiahnut zmensenie

sumy odliSnosti a algoritmus sa kon¢ci.

Vystupom z PAM algoritmu je teda zelany pocet k clustrov (skupin) obsahujucich
jednotlivé prvky spolu s £ medoidmi - reprezentantmi. Vysledné medoidy st definované
ako objekty clustra, ktorych priemerna odli$nost od vSetkych ostatnych prvkov v ramci

clustra je najmensia.
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3.3 Metodika konStrukcie podportfélia

Nakolko metoda clustrovej analyzy partitioning around medoids neposkytuje ako vy-
stup optiméalny pocet clustrov, zalezi na konstruktérovi podportfolia, aky pocet si na
zaklade empirickej, resp. korelacnej, analyzy zvoli. V préaci sa obmedzujem na podport-
folia o velkosti 5-15 titulov. Spodné hranica predstavuje zamer udrzat aspon ¢iasto¢nu
diverzifikiciu, vrchna naopak kladie déraz na znizenie transakénych nakladov a séman-
ticky vyznam pojmu podportfolio.

Pre heuristicky zvoleny pocet clustrov je teda vystupom z PAM ekvivalentny pocet
medoidov. Tieto medoidy je v ramci konstruovaného podportfolia mozné navazit tromi
zakladnymi sposobmi a jednym viac sofistikovanym:

e Ekvivalentne.

e Na zdklade volnej trhovej kapitalizacie FFMC medoidu (pozri (1.2)).
e Na zaklade volInej trhovej kapitalizacie FFMC' celého clustra.

e Optimaliziciou na zéklade historickych déat.

V mojich analyzach porovnavam vsetky 4 sposoby, pricom druhy a treti ( FFMC medo-
idu alebo clustra) realizujem na zéklade aktualnych dat FEMC, ktora predpokladam
ako konStantnu pocas celej doby existencie portfélia. Optimalizaciu vykonavam na za-
klade historického obdobia a tspe$nost testujem na investicnom (out of the sample)
obdobi, pricom vychadzam z ¢lanku [Dose and Cincotti, 2005].

3.3.1 Navazovanie podportfélia

Ak oznacime w,, vahy v ekvivalentne vazenom portfoliu, wgmc vahy v portféliu na
zéklade trhovej kapitalizacie, wrs vahy ziskané optimalizaciou, k pocet clustrov a m

pocet akcii, tak vysledné vazenie pre i-ty prvkov portfélia mozno zapisat ako

; 1
U)éq = E y (317)
FFMC"

bEMC = = 1

kde FFMC"® predstavuje bud kapitaliziciu i-teho medoidu alebo celého clustra spada-
juceho pod medoid.

Ak v8ak chceme dosiahnut ¢o najpresnejsiu replikaciu vyvoja indexu podportfoliom,
musime na zéklade historie najst taky vektor vah, ktory minimalizuje odchylky vynosov
podportfolia od vynosov indexu. To umoziuje metdéda najmensich Stvorcov:
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n

_ ind = T w—I)°
wrs = argmin tzl (R -w—1,)" »,
m
W o= {weR"> w=1A0<w <u}, (3.19)
i=1
kde:

n - dlzka historického obdobia,

u - horné ohranicenie pre vahy (v zaujme zachovania diverzifikacie),

I.x1 - vektor, ¢asovy rad vynosov indexu, I = (rf, 7l ... 7L ), r! definované v

(3.1),
me - t-ty riadok matice R, ktorej riadky tvoria ¢asové rady vynosov zvolenych

akcii a stipce predstavuji data pre jednotlivé akcie:

rior? oo
reorzooorim

R = )
1 2 m

Tentokrat som zvolil obmedzenie nezapornosti pre vahy, a to v zmysle koreSpondencie
s konStrukciou realneho indexu a redukciou nakladov spojenych s predajmi na kréatko.
Hodnota horného vahového ohranicenia je v dal$ich vypoc¢toch na tdrovni u = 1.

3.3.2 Pouzité optimalizacné metody

V praci som vyuzival nasledovné metody:

e Optimalizaciu metdédou najmensich Stvorcov som realizoval s vyuzitim funkcie
LSQLIN, ktora je sucastou softvéru MATLAB.

e Kvadraticku optimalizaciu som realizoval cez funkciu QUADPROG v tom istom
softvéri.

e Na vypocty metody partitioning around medoids som vyuzil funkciu PAM zakom-
ponovanu v softvéri R.

e Vyvoj investicnych stratégii som sledoval prostrednictvom vlastnych, naprogra-
movanych funkcii v softvéri MATLAB.
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3.

4 Charakteristiky vykonnosti portfolia

Oznacme:
NAV; - ¢ista hodnota aktiv (investicie) v ¢ase 1,
Y - dlzka investi¢ného horizontu v rokoch,
7P strednd hodnota vynosov portfélia odhadnuté aritmetickym priemerom,
s - p.a. vynos bezrizikového aktiva.

Kumulovany vynos investicie (portfolia) za cely investi¢ny horizont dizky t v %:

NAV; — NAV; 4
NAVi

=100 (L4 D)L+ r]) (L)) 1], kderf =

Kumulovany vynos investicie (portfélia) za cely investi¢ny horizont dizky t v % p.a.:

P _ T
Y

Vyberova volatilita vynosov investicie pocas celého investi¢ného horizontu v % p.a.:

n P _ %P\2
UPIIOO-\/m.\/I \/Zt—l(rt )
Yy

n—1

Sharpe ratio (,Sharpeov pomer” - viac v [Sharpe, 1994]) - pomerny ukazovatel vynos-

nosti k volatilite:®

*
T'p —T

Sp=-2—1
op

Maximum drawdown - MDDp (maximalny percentualny pokles investicie) pocas inves-

ti¢ného horizontu dizky ¢:

Vi=(1+rDYa+eDy. . (141D,

M; = max 'V,
i€[1,t]
M, —V,
DD, = —
t Mt )

MDDp = 100 - (max DDi> .

1€[1,¢]

5Vgetky hodnoty musia byt po¢itané na rovnakej ¢asovej baze, t.j. vietky st prepo&itané na hodnoty

p.a.
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Vysledky

4.1 Metodika

Znacdenie

HO - historické obdobie (obdobie, z ktorého je pocitana historickd navratnost
a volatilita, resp. obdobie, z ktorého vyuzivame historické data pre clus-
trova analyzu),

IH - investi¢ny horizont (budice obdobie, na ktorom sa testuje aspesnost mo-
delov),
Déata - typ vstupnych dat (denné, resp. 5-denné, t.j. tyzdenné vynosy),
s - vynos bezrizikového aktiva,
rE - investorom pozadovany vstupny vynos do modelu,
oyc - maximalna povolena volatilita akciovej zlozky.
Véhové ohranicenia pre jednotlivé akcie w, = —2,wy = 2, definované v (3.13).

Prepocet vyvoja investicie

Vinos bezrizikového aktiva je k hodnote investicie pripisovany rovnhomerne v kazdy ob-
chodny den. Predpokladam rovnomerné a nie zlozené pripisovanie vynosov, nakol'ko sa
jedna len o technicku zalezitost. Pri investicii do bezkuponového dlhopisu totiz investor
nadobudne uvedeny vynos YI'M v den splatnosti. Pri grafickom vyobrazeni by takto
nadobudnuty vynos sposobil nespojitost krivky hodnoty portfélia, preto pre zjednodu-
Senie volim rovnomerné rozlozenie vynosu. Vynosy nadobudnuté z bezrizikového aktiva
st tym padom reinvestované vzdy pri rebalancovani, t.j. napr. pri stratégii buy & hold
ziskava investor vynosy iba zo sumy na za¢iatku vlozenej do daného aktiva). Pre ucely
vypoctu je 7 p.a. prepocitany na dennt bazu.

29
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U investicie bez rebalancovania sa zhoduje vynos z investicie do bezrizikového ak-
tiva s 7y p.a. Pri viacerych rebalancovaniach sa vynos kumuluje v zavislosti od poc¢tu
rebalancovani (zjednodusene povedané - pri kazdom rebalancovani sa ,nanovo” nakipia
dlhopisy).

Celkova hodnota investicie (NAV') v ¢ase i < t je zlozend z hodnoty akciovej zlozky
(NAV®) a hodnoty dlhopisov, resp. vynosu z nich ziskaného od posledného rebalan-
covania (NAV®). V kazdom bode prevazenia portfolia tak investor zmeni pomer svo-
jich prostriedkov investovanych do akciovej a do dlhopisovej (bezrizikovej) zlozky, t.j.
preda/nakupi akcie a odpreda/dokipi dlhopisy. Investuje vzdy celi vysku svojho mo-
mentalneho kapitalu.!

Ked je investi¢ny horizont dizky ¢, pocet obchodnych dni za rok je n, p;, je ¢as po-
sledného rebalancovania portfdlia a p;, je ¢as najbliz§ie nasledujticeho rebalancovania,
potom samostatnd hodnota len bezrizikového aktiva v ¢ase 7, kde p;; <@ < p;, < t,

¢ini:
r .
NAVE = NAVZ - (14 (i = py) | (4.1)
kde
NAV,? =@, - NAV,,

x, - vaha v bezrizikovom aktive stanovené v case p;, ,

rs - vynos p.a. z bezrizikovej investicie.

Hodnota sa teda vypocitava rekurentne, resp. priebezne pocas zhodnocovania port-
folia. Napr. v ¢ase ¢ pred prvym rebalancovanim je hodnota dlhopisovej zlozky rovné:

NAVP =z - NAV,,
NAVE = NAVE - (1423 |
n

T - pociato¢na vaha v dlhopise,
NAV, - pociato¢nd investovana suma.

'Pre zjednodusenie predpokladam kongtantné ceny dlhopisov a nezahfiiam transakéné naklady, t.j.
poplatky a spready (rozdiel medzi ndkupnou a predajnou cenou)
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4.2 Markowitzov modifikovany model a investovanie

4.2.1 Vplyv rézneho vstupného pozadovaného vynosu

Pripad ¢. 1

HO

IH

Data

ry (p.a.)

re (p.a.)

ove (p-a.)

Markowitz

2009

2010

denné

0.7%

10%

100%

105

=
© © o
o a1 o

Vyvoj hodnoty investicie v %

o
a1

Tabulka 4.1: Vstupy 1

Markowitzov modifikovany model s bezrizikovym aktivom

Buy & hold

Rebalanc 1 krat
Rebalanc 11 krat
Rebalanc 50 krat
EuroStoxx 50

80
0

50

100

150

Obchodny den

200

250

Obr. 4.1: Vyvoj 1-ro¢nej investicie pre vstupny pozadovany vynos 10% p.a.

Tp op (p.a.) | Sp | MDDp
EuroStoxx 50 | -5.91% | 23.12% | -0.29 | 17.54%
Buy & hold 2.95% 1.95% 1.15 | 0.73%
1 x rebalanc | 4.17% 2.03% 1.71 | 1.41%
11 x rebalanc | 3.70% | 2.13% | 1.41 | 2.02%
50 x rebalanc | 3.96% | 2.16% | 1.51 | 2.00%

Tabulka 4.2: Vystupy 1

Ukézalo sa, ze pozadovany vynos vo vyske 10% je pre model na tomto horizonte zrejme
nizky. Nakolko zostrojenie dotyc¢nice k efektivnej hranici nebolo vzdy mozné, algorit-
mus casto volil ako akciova zlozku bod zodpovedajici volatility cap. Tiez v pripade
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existencie dotykovy bod dosahuje tak vysoky vynos, ze model napokon casto vklada
vysoké vahy prave do bezrizikového aktiva. Tym je vysvetlend nizka volatilita ale i

nizky vynos investicii dosiahnutych modelom.

Na druhej strane vSetky pripady prekonali vynos redlneho indexu, a to dokonca
s ovela menSou volatilitou. Ukazovatele MDD a S sa takisto suverénne najhor§ie pre

skuto¢ny index.

Pripad ¢. 2

Model HO IH Data

ry (p-a.)

re (p.a.) | oye (p.a.)

Markowitz | 2009 | 2010 | denné

0.7%

100% 100%

Tabul'ka 4.3: Vstupy 2

Markowitzov modifikovany model s bezrizikovym aktivom

150 -

Buy & hold
Rebalanc 1 krat

Rebalanc 11 krat
130+ Rebalanc 50 krat
EuroStoxx 50

140
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Vyvoj hodnoty investicie v %
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Obr. 4.2: Vyvoj 1-ro¢nej investicie pre vstupny pozadovany vynos 100% p.a.

rp op (p.a.) Sp MDDP
EuroStoxx 50 | -5.91% | 23.12% | -0.29 | 17.54%
Buy & hold | 25.09% | 19.85% | 1.23 | 8.41%
1 x rebalanc | 40.85% | 21.12% | 1.90 | 14.64%
11 x rebalanc | 33.39% | 22.51% | 1.45 | 21.42%
50 x rebalanc | 37.97% | 23.01% | 1.62 | 20.79%

Tabulka 4.4: Vystupy 2
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LCahko si mozno v8imnut, Ze pri zvolenom vstupnom poZadovanom vynose 100% su
si grafy tvarovo velmi podobné, ako v pripade ¢. 1 - vyvoj investicie je teda takmer
totozny, iba omnoho volatilnejsi. Modelom zvolena akciova zlozka portfolia totiz na
danom investi¢nom horizonte zostava rovnaka (konkrétne bud bod prislichajuci vola-
tility cap alebo dotykovy bod k efektivnej hranici). Rozdiel je v8ak vo velkosti expozicie
v rizikovych aktivach. T4 sa zvySenim pozadovaného vynosu zvicsila, a tym vyrazne
zvysila volatilitu.

Pri porovnatelInych hodnotéch volatility ale opét vsetky 4 rebalan¢né Markowitzove
stratégie prekonavaji zhodnotenie poévodného indexu, a tentokrat velmi vyrazne pocas
celého investi¢ného horizontu.

Zaujimavym vysledkom mierne popierajicim logiku je tiez napr. najvyssie zhod-
notenie stratégie 1 rebalancovania (realizovaného uprostred investi¢ného horizontu).
Zvysné stratégie, ktoré castejSie modifikovali vahy pocas investi¢ného horizontu na
zéklade priebezného vyvoja, dopadli naopak horgie. Ukaz je vysvetlitelny nevyspyta-
telnostou trhovych vykyvov, ked sa napr. pre buy & hold ukazali byt historické data
vstupujice do modelu vcelku smerodajné, a s ich pomocou bol dosiahnuty priaznivy
vynos, nie vyrazne nizsi ako pre 50-nédsobné prevazovanie. Po zapocitani transakénych
nékladov by sa tak s najvic¢sou pravdepodobnostou k sebe zhodnotenia pomocou spo-
minanych stratégii eSte viac priblizili.

V obdobi rokov 2009 a 2010 sa castejSie rebalancovanie neukizalo byt vyrazne
efektivnejSie. Vidno napr. minimélny rozdiel medzi 11-nasobnym a 50-nasobnym pre-
vazovanim, ¢o znaci, Ze na zefektivnenie procesu zrejme staci rebalancovat na mesacnej

urovni a vysledky st porovnatelné s mnohonasobnym prevazovanim.
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4.2.2 Vplyv roznych historickych obdobi

Pripad ¢. 3

Vyvoj hodnoty investicie v %

Model HO IH Data |7y (p.a.) | rg (p-a.) | ove (p.a.)
Markowitz | 2006-2008 | 2009-2010 | tyzdenné 1.2% 35%?2 100%
Tabulka 4.5: Vstupy 3
Markowitzov modifikovany model s bezrizikovym aktivom
140 -
130 Buy & hold

Rebalanc 1 krat
Rebalanc 11 krat

Rebalanc 50 krat
EuroStoxx 50

120
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100 §
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150 200 250

Obchodny den
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Obr. 4.3: Vyvoj investicie na zaklade 3-ro¢ného historického datového obdobia
rp op (p.a.) Sp MDDP
EuroStoxx 50 | 11.99% | 25.87% | 0.19 | 29.80%
Buy & hold | -48.03% | 31.02% | -0.81 | 53.08%
1 x rebalanc 1.69% 26.71% | -0.01 | 38.97%
11 x rebalanc | -30.74% | 25.00% | -0.66 | 42.99%
50 x rebalanc | -20.80% | 23.78% | -0.49 | 42.49%

Tabulka 4.6: Vystupy 3

2Pozadovany roény vynos bol na zaklade experimentov ,ad hoc” zvoleny tak, aby mala investicia

porovnatelnu volatilitu dennych vynosov ako pozorovany index EuroStoxx 50, a teda pri podobnej
volatilite bolo mozné porovnévat ich vynosy.
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Vyvoj hodnoty investicie v %

Obr.
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50

= Buy & hold
Rebalanc 1 krat
Rebalanc 11 krat
Rebalanc 50 krat
EuroStoxx 50

Model HO IH Data | rs (p.a.) | rg (p.a.) | ove (p.a.)
Markowitz | 2007-2008 | 2009-2010 | tyzdenné 1.2% 35% 100%
Tabulka 4.7: Vstupy 4
Markowitzov modifikovany model s bezrizikovym aktivom
140

50 100 150

200

250
Obchodny den

300

350
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500

4.4: Vyvoj investicie na zaklade 2-ro¢ného historického datového obdobia
rp op (p.a.) Sp MDDP
EuroStoxx 50 | 11.99% | 25.87% | 0.19 | 29.80%
Buy & hold | -34.77% | 26.99% | -0.69 | 41.28%
1 x rebalanc | -14.19% | 23.79% | -0.35 | 36.68%
11 x rebalanc | -20.02% | 21.06% | -0.53 | 35.58%
50 x rebalanc | -21.29% | 21.20% | -0.56 | 33.57%

Tabulka 4.8: Vystupy 4
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Model

HO IH

Data

rs (p.a.)

re (p.a.)

ove (p-a.)

Markowitz

2008 | 2009-2010
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1.2%

35%

100%
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Vyvoj hodnoty investicie v %
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Tabulka 4.9: Vstupy 5

Markowitzov modifikovany model s bezrizikovym aktivom

= Buy & hold

Rebalanc 1 krat
Rebalanc 11 krét
Rebalanc 50 krat
EuroStoxx 50

LYy

| | |

v

|

| |

|

|

| J

Obr. 4.5: Vyvoj investicie na zaklade 1-ro¢ného historického datového obdobia
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250 300

Obchodny den

350

400

rp op (p.a.) | Sp | MDDp
EuroStoxx 50 | 11.99% | 25.87% | 0.19 | 29.80%
Buy & hold | 33.25% | 22.81% | 0.68 | 24.94%
1 x rebalanc | 29.69% 22.03% 0.62 | 24.94%
11 x rebalanc | -14.95% | 18.07% | -0.48 | 34.50%
50 x rebalanc | -3.79% | 14.54% |-0.21 | 24.35%

Tabul'ka 4.10: Vystupy 5

450 500

Pripad historického obdobia zvoleného ako 2006-2008 som vybral ako nazornu ukazku

toho, aké dolezité je spravne vybrat horizont, z ktorého pouzivame historické data. Na

prvy pohlad sa moze javit, Ze zahrnutim vécésieho poc¢tu dat by sme mali dosiahnut

lepsiu aproximaciu trhu. V tomto pripade sa ale 3-ro¢né historické obdobie ukazuje

byt menej vhodné a malo pruzné v porovnani napriklad s roénym historickym obdo-

bim. Ani jedna zo stratégii sa nedokazala prisposobit ,trhovému obratu” a neprekonala

benchmark.

Tiez ide o dobry priklad situacie, ked model zlyhava a dosahuje vyrazne horsie vy-

sledky oproti redlnemu indexu. Pre 2-ro¢né historické obdobie st uz straty jednotlivych
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stratégii mengie, avSak stale ani jedna nedokaze vynosom prekonat EuroStoxx 50. To
sa dari az na 1-ro¢nom obdobi stratégiam buy & hold a 1 rebalancovaniu. Spésobené
to je uz spominanou mensou schopnostou modelu adaptovat sa na obdobie vyraznych
trhovych vykyvov, ktorymi boli trhy postihnuté v obdobi finan¢nej krizy.

7 grafov a tabuliek tiez mozno vy¢itat, Ze so zmenSujicim sa historickym obdobim
klesa volatilita portfélia. Tento fenomén je sposobeny zvySujicou sa vahou bezrizi-
kového aktiva v ramci portfolia. Pre kratsie historické obdobie sa ¢asto dotycnica k
efektivnej hranici vobec nedala zostrojit (vid odsek 3.1.3) a model priradoval nizsie
vahy akciovej zlozke.

4.2.3 Model za ,,pekného pocasia”

Pripad ¢. 6

Model HO IH Data | rf (p.a.) | rg (p-a.)® | ove (p.a.)
Markowitz | 2003 | 2004-2007 | denné 2% 75% 100%

Tabulka 4.11: Vstupy 6

Markowitzov modifikovany model s bezrizikovym aktivom

260} | = Buy & Hold
Rebalanc 1 krat

Rebalanc 11 krat
Rebalanc 50 krat
EuroStoxx 50

Vyvoj hodnoty investicie v %
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Obchodny den

Obr. 4.6: Vyvoj investicie na trendovom trhu

3Pre vstupny vynos do modelu plati to isté, ¢o pre vynos zo str. 34.
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rp op (p.a.) | Sp | MDDp
EuroStoxx 50 | 57.27% 14.00% | 0.88 | 12.83%
Buy & hold | 119.49% | 11.27% | 2.47 | 15.91%
1 x rebalanc | 105.05% | 12.38% | 1.96 | 27.53%
11 x rebalanc | 109.36% | 14.05% | 1.80 | 18.62%
50 x rebalanc | 61.35% | 14.36% | 0.93 | 24.99%

Tabul'ka 4.12: Vystupy 6

V predoslom pripade som sa presvedcil, ze Markowitzov model méze v turbulentnych
obdobiach vyrazne zlyhavat. Vyznamnou stcastou investi¢nej vybavy st ale aj tzv.
ytrendové modely”, t.j. modely fungujtce len na trendovych trhoch. Rozhodol som sa
preto otestovat tuspesnost Markowitzovho modelu poc¢as obdobia jednozna¢ného rasto-
vého trendu rokov 2003-2007.

7 vysledkov vidno, Ze na trendovom trhu dokéze model pri porovnatelnej vyske
volatility vyrazne prekonat vynosnost indexu. Potvrdila sa tiez anomélia najnizsieho
zhodnotenia v pripade 50-nasobného rebalancovania a najvyssieho pre stratégiu buy
& hold. Jav je opéft vysvetlitelny dobrym nacasovanim pre volbu akciovych vah v pri-
pade buy & hold, a na druhej strane mozno prili§ ¢astym zmenam investicie v pripade

50-nésobného rebalancovania.

Pripad ¢. 7

Pre zaujimavost eSte uvadzam ako by vyzeralo zhodnotenie investicie vyuzitim Marko-
witzovho modelu zalozeného na dennych datach, s 1-ro¢nym historickym oknom, pocas
7 rokov:

Model HO IH Data | rf (p.a.) | rg (p-a.) | ove (p-a.)
Markowitz | 2003 | 2004-2010 | denné 3% 50% 100%

Tabulka 4.13: Vstupy 7
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Markowitzov modifikovany model s bezrizikovym aktivom
220

= Buy & Hold dno (koniec) krizy

Rebalanc 1 krat

Rebalanc 11 krat
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Obr. 4.7: Vyvoj investicie poc¢as 7-ro¢ného horizontu

rp op (p.a.) | Sp | MDDp
EuroStoxx 50 | 1.50% 30.43% | -0.09 | 60.29%
Buy & hold | 57.10% | 22.09% | 0.51 | 57.82%
1 x rebalanc | 41.79% | 19.40% 0.38 | 51.68%
11 x rebalanc | 51.31% | 18.12% | 0.54 | 43.61%
50 x rebalanc | 47.47% | 16.95% | 0.52 | 36.11%

Tabulka 4.14: Vystupy 7

V tomto pripade je velmi zaujimavé sledovat spravanie sa modelu. Po vypuknuti krizy
sa logicky najviac prepadla stratégia bez rebalancovania, prisposobené niekolko rokov
starym datam. Naopak najlepSie obstali ¢erstvo pred krizou rebalancované portfolia
(stratégie 11-nasobnych a 50-nasobnych rebalancovani). Model teda ¢iasto¢ne zohladnil
trhovi situaciu a dokdzal zabranit prvotnému vyraznému prepadu. Ten napokon ale aj
tak prisiel, v momente opadtovného trhového obratu k rastu.

Je takisto pozoruhodné, ze stratégie castého rebalancovania dokézali kolaps financ-
nych trhov uplne ,odignorovat” a udrzali si stabilni vykonnost aj pocas padu ekonomik.
Problém priSiel az pocas zvratu trhového vyvoja smerom k rastu, ktory naopak spdso-
bil dokonca priblizne 40% pokles uvedenych 11- a 50-nasobnych rebalanénych stratégii.
To sa da opat pripisat slabsej schopnosti modelu prispésobit sa nahlemu zvratu, ktory
vsak, ako vidno z vysSie uvedeného prikladu, model v niektorych pripadoch zvlada.

NepopierateInym vysledkom je ale vo v8etkych pripadoch dosiahnuté vyrazné zhod-
notenie investicie a vysoka nadhodnota oproti indexu pri niz§ich hodnotach volatility.
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4.3 Tvorba indexového podportfolia

4.3.1 Clustrova analyza a EuroStoxx 50

HO | TH* | Déta
Partitioning around medoids | 2009 | 2009 | denné

Tabulka 4.15: Vstupy 1
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Obr. 4.8: Korelacia EuroStoxx 50 s navolenym podportféliom pre rozne pocty clustrov,
v pripade ekvivalentne navazenych akcii a akcii navazenych na zaklade FEMC. Vstupné
déata pre clustrovi analyzu, ako aj obdobie pocas ktorého boli sledované korelacie, st
z 1.1.2009-31.12.2009

Ako som uz spomenul pri ukazke fungovania metddy v ¢asti 3.2.1, uz pre podportfélio
zlozené z 5 akcii je korelacia jeho dennych vynosov s redlnym indexom na tirovni 0.8,
teda znac¢ne vysoka. Korelaciu som sa pokisil eSte zvacsit pomocou navazenia akcii v
ramci podportfolia na zaklade ich aktuéalnej FFMC (teda priblizit sa redlnemu navazeniu
indexu). Ako vidno z grafu (Obr. 4.8), zmena vo vazeni sposobila len minoritné zmeny
vo vyslednej korelacii. Tento rozdiel nepokladdm za signifikantny.

Podportfolio vazené na zéklade FFMC celkovych clustrov dokonca korelovalo o nieco
horgie. Na druhej strane, oproti prvym dvom vazeniam, je rast korela¢ného koeficientu

ovela vyraznejSie blizky monoténnemu priebehu.

“Pre lepsiu zrozumitel'nost opakujem, Ze pri clustrovej analyze ,,HO” predstavuje obdobie z ktorého
méame zozbierané data a na zéklade ktorého vykondvame analyzu. Nasledne ,JH” oznacuje obdobie,
pocas ktorého st pozorované konkrétne dosiahnuté vysledky.
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HO | IH | Data

Partitioning around medoids | 2009 | 2010 | denné

Tabulka 4.16: Vstupy 2

Rok 2010 sa vyznacoval silnou korelaciou (Obr. 4.9) vyvoja cien jednotlivych akciovych
titulov navzajom, ¢o mozno spozorovat aj na grafe (je treba si viimnut, Ze korelaény
koeficient pre portfolio zlozené z 1 jedinej akcie zacina na hodnote p = 0.85, resp.
p = 0.94 pre 2 akcie!).

V dosledku dlhovej krizy eurozény viac ovplyviiovali vyvoj eurdpskeho akciového
trhu fundamentalne makroekonomické data oproti vysledkom ¢i hospodéreniu jednotli-
vych spolo¢nosti. Korelacia vynosov podportfolia s readlnym indexom je velmi vyrazna,
napr. portfolio zlozené z tak nizkeho pocet akcii ako 5 dosahuje korelaciu vyse 0.95,
teda temer identicky vyvoj portfélia a indexu. Pre investora zainteresovaného do in-
dexovej investicie preto v takomto obdobi rozhodne mé zmysel uvazovat nad vyberom

podportfolia v zdujme znacnej redukcie transakénych nakladov.

uroStoxx50 v roku 2010
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Obr. 4.9: Korelacia EuroStoxx 50 s navolenym podportfoliom pre rozne pocty clustrov,
v pripade ekvivalentne navazenych akcii a akcii navazenych na zaklade FEMC. Vstupné
data pre clustrovi analyzu, ako aj obdobie pocas ktorého boli sledované korelacie, st

z 1.1.2010-10.12.2010

Rozdiel medzi vazenim na zaklade FEMC, ¢i uz celkovych clustrov, alebo jednotli-

vych akcii, a ekvivalentnym vazenim je opdt minimalny.
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4.3.2 Struktara dat

Vzajomné korelacie jednotlivych akeii v roku 2009 Vzijomné korelacie jednotlivych akeii v roku 2010

Cislo akcie
Cislo akcie

5 10 15 20 28 30 35 40 45
Cislo akcie Cislo akcie
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Obr. 4.10: Korela¢né matice vynosov akcii v EuroStoxx 50

Korela¢né matice na obrazkoch (Obr. 4.10) predstavuju grafické vyobrazenie korelacii
medzi jednotlivymi akciami (t.j. korela¢né koeficienty), pri¢om plati: ¢im tmavsia farba,
tym mensia korelacia, a naopak, ¢im svetlejsia farba, tym vyraznejsia zavislost. Obrazky
opat potvrdzuju hypotézu, ze rok 2010 sa niesol v znameni masivneho spolo¢ného
vyvoja akcii. Na porovnanie, rok 2009 priniesol ovela vicsiu variabilitu, ¢o sa vyvoja

jednotlivych akcii tyka.

Wynos a volatilita akcii EuroStoxx z roku 2009

Rogny Ofakavany Wynos (%) [r]
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: : O “ynos a volatilita jednotivych akeii (1 farba - 1 cluster)

150 I | i i 1 1 i 1 i

0 10 20 30 40 a0 &0 70 a0 a0 100

Roéna Volatilita (%) [o]

Obr. 4.11: Akcie zatriedené do 10 clustrov spolu s ich medoidmi. Analyza bola vykonané
na dennych vynosoch akcii v roku 2009 a jej vysledok bol pouzity v ¢asti 4.3.3
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Obr. 4.11 vyobrazuje vynos a volatilitu jednotlivych akcii v roku 2009, rovnako ako
Obr. 3.1. Znazornuje vsak aj vystup clustrovej analyzy pre pocet 10 clustrov. Medoidy
(reprezentativne prvky) su znidzornené pentagramom a akcie prisluchajice do clustra
obdlznikom tej istej farby. Z grafu mozno pozorovat segmentaciu akcii podla vynosu a
volatility.

Nakol'ko graf vyobrazuje celkovy ro¢ny vynos a volatilitu akcii (vypocitanych ako
st¢ty dennych hodnot definovanych v (3.1), a v (3.2) ), a segmentacia pomocou clus-
trovej analyzy je vykonavana na zéklade korelacii medzi dennymi vynosmi akcii - akcie
na grafe nemusia byt linearne separovatelné. Rovnako nemusia byt ,rovnaké farby pri
rovnakych farbach” prave kvoli faktu, ze graf nezobrazuje segmentéciu tak, ako ju vy-
konéavala clustrova analyza. Napriek tomu je vidno, ze celkovy vynos a denné vynosy
spolu suvisia a na grafe sa vytvorili dobre pozorovatelné regiony.

Cluster Akcie

Total Louis Vuitton Phillips Unilever

1 Carrefour Danone Vivendi Vinci
Air Liquide Unibail Anheuser Bosch L’Oreal
Alstom France Telecom Schneider Electric

2 Repsol Siemens Bayer Generali
Telefonica Enel Iberdrola ENI

5 Telecom Italia Deutsche Telekom SAP E.ON
Miinchener Riickver GDF Suez Sanofi Aventis RWE
Banco Bilbao Santander Intesa Nokia

4 Deutsche Bank Deutsche Borse Unicredit Allianz

D Credit Agricole BNP Paribas Societe Generale  Axa

6 BMW Daimler

7 ING

8 Acelor Mittal

9 Saint Gobain

10 CRH

Tabulka 4.17: Clustre koreSpondujtce s Obr. 4.11 a s odsekom 4.3.3

4.3.3 Podportfélio v kratkodobom horizonte

Ako testovacie podportfélio som na zéklade vysSie uvedenych analyz vykonanych pre
rok 2009 zvolil portfolio zlozené z 10 akcii. Vystupom z PAM pre denné data vynosov
roku 2009 a pre dany pocet 10 clustrov (korelacie podportfolia pre rozne pocty clustrov
v roku 2009, vid Obr. 4.8) boli tieto medoidy:
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Total, Telefonica, Banco Bilbao, ING, Acelor Mittal, BMW, Saint Gobain, Repsol,
Credit Agricole a CRH.

Efektivha hranica pre denné vynosy podportfélia z roku 2009
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Obr. 4.12: Podportfolio 10 akcii a jeho efektivna hranica

Na otestovanie vierohodnosti skonstruovaného podportfélia som vypocital koreldciu
dennych vynosov podportfolia v sledovanom obdobi rokov 2009-2010 ( p., pre ekviva-
lentne navazené akcie, pss pre akcie vazené na zdklade FFMC jednotlivych akcif a prg
pre vahy ziskané metodou najmensich §tvorcov, pozri (3.18)) a tiez graficky vyobrazil

jeho vyvoj v porovnani so sledovanym indexom:

peq = 0.88 pr =09, prs = 0.95.
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Obr. 4.13: Podportfolio 10 akcii a jeho vyvoj v porovnani s EuroStoxx 50
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Ako posledné som testoval investiéné stratégie odvodené v sekcii (3.1) aplikované na

podportfolio. Konkrétne pre parametre zvolené nasledovne:

Model HO TH

Data

ry (pa.)

re (p.a.) | oye (p.a.)

Markowitz | 2009 | 2010 | denné

0.7%

50% 100%

Tabulka 4.18: Vstupy 1

Markowitzov modifikovany model s bezrizikovym aktivom

130

Buy & hold

120 Rebalanc 1 krat
Rebalanc 11 krat
Rebalanc 50 krat

EuroStoxx 50

Vyvoj hodnoty investicie v %

Obchodny den

Obr. 4.14: Vyvoj investicie

rp op (p.a.) | Sp | MDDp
EuroStoxx 50 | -5.91% | 23.12% | -0.29 | 17.54%
Buy & hold | -9.11% | 24.95% | -0.39 | 26.38%
1 x rebalanc | 18.14% | 25.95% | 0.67 | 26.38%
11 x rebalanc | 26.18% | 22.43% | 1.14 | 20.34%
50 x rebalanc | 5.34% 23.93% | 0.19 | 26.98%

Tabulka 4.19: Vystupy 1

Ak porovname vysledné hodnoty s Tabulkou 4.4 a grafom na Obr. 4.2 (t.j. s investi-

ciou do vsetkych zloziek indexu), mozno l'ahko nahliadnut, Ze podportfolio poskytuje

vo vSetkych pripadoch rebalancovania horsi pomer vynosu a volatility, ako povodné,

kompletné portfolio. Zredukovanim mnoziny akcii na patinovy pocet teda ¢iasto¢ne utr-

pela schopnost modelu vytvarat nadhodnotu nad index (stratou variability investi¢nych

moznosti). Nepochybnou vyhodou ale zostéva uSetrenie na transakénych nakladoch.
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4.3.4

Podportfélio v strednodobom horizonte

Clustrova analyza je vykonavana na zaklade tyzdennych dat z rokov 2003-2006. Vy-

sledky analyzy st prezentované na horizonte rokov 2003-2010.

Korelagny koeficient

Korelacie tyZdennych vynosov podportfalia s EuroStoxxb0 v rokoech 2003-2006
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Obr. 4.15: Korelacia EuroStoxx 50 s navolenym podportféliom v rokoch 2003-2006 pre

rozne pocty clustrov

Korelécie tyzdennych vynosov st uz pre maly poc¢et medoidov velmi vysoké, zvolenim

poctu 10 akcii sa v obidvoch pozorovanych obdobiach blizime az k hodnote p = 0.95.

Kaorelacny koeficient

Korelacie tyZdennych vynosov podportfélia s EuroStoxx50 v rokoch 2007-2010
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Obr. 4.16: Korelacia EuroStoxx 50 s navolenym podportféliom v rokoch 2007-2010 pre

rozne pocty clustrov
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Zlozenie podportfolia pre 10 clustrov:

Eni, SAP, France Telecom, Air Liquide, Bayer, Miinchener Riickver, Santander, Nokia,
Axa a Anheuser Bosch.

Denné (p”) / tyzdenné (p!) vynosy podportfolia a ich korelacie s vynosmi EuroStoxx
50:

ph =0.61, phy =043, PP =10.9,

P, =0.95, pr=0.95, Prg =0.94.
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Obr. 4.17: Podportfolio 10 akcii a jeho vyvoj v porovnani s EuroStoxx 50

Korelécia dennych vynosov ilustruje tuspesnost metdédy najmensich Stvorcov pri repli-
kécii indexu. Ostatné 2 stratégie korelovali na dennej baze nevyrazne, nakolko sa jedna
o velmi dlhé obdobie - avSsak na baze tyzdennej dosiahli dobré vysledky.



KAPITOLA 4. VYSLEDKY 48

Investi¢né stratégie odvodené v sekcii 3.1 aplikované na podportfolio:

Model HO IH Data | 7y (p.a.) | re (p.a.) | ove (p.a.)
Markowitz | 2003 | 2004-2010 | denné 3% 50% 100%

Tabulka 4.20: Vstupy 2

Markowitzov modifikovany model s bezrizikovym aktivom
300~

Buy & Hold
Rebalanc 1 krat

Rebalanc 11 krat
Rebalanc 50 krat
EuroStoxx 50

N

al

o
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Vyvoj hodnoty investicie v %
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Obr. 4.18: Vyvoj investicie pozostavajicej z 10 akcii v rokoch 2004-2010

rp op (p.a.) | Sp | MDDp
EuroStoxx 50 | 1.50% 30.43% | -0.09 | 60.29%
Buy & hold | 36.27% | 24.71% | 0.25 | 52.81%
1 x rebalanc 4.59% 30.88% | -0.06 | 66.69%
11 x rebalanc | 41.32% | 56.24% | 0.13 | 70.31%
50 x rebalanc | -16.78% | 36.75% | -0.20 | 73.44%

Tabul'ka 4.21: Vystupy 2

Markowitzova investi¢na stratégia aplikovana na podportfolio tentokrat dosiahla znac¢ne
horgie vysledky (oproti kompletnému portfoliu, vid Tabulka 4.14 a graf na Obr. 4.7) -
vo vysledku niz8ie vynosy a ovela volatilnejSia investicia. V tomto pripade sa teda ako
lepSia voIba ukazuje zrejme moznost investovat do vSetkych zloZiek indexu. ZvySena
volatilita, najméa pocas padu trhov v roku 2008 je sposobené nizkym poc¢tom akcii v
podportfoliu, ktoré sa tak stalo velmi senzitivnym na trhové vykyvy (dloha ohrani-
Cenia vah bola ¢asto nepristupné, a preto ohrani¢enie nebolo realizované). 50-nasobné
rebalancovanie tiez dokonca zhorsilo vykonnost podportfolia.



Zaver

V préci som sa venoval analyze investi¢nych prilezitosti v akciovom indexe EuroStoxx
50. Ukazal som, ako mozno vyuzit Markowitzov model portfolia, clustrova analyzu
a optimalizaciu metodou najmensich Stvorcov, na vytvorenie portfolia, ktoré dokaze
prekonat vynosnost indexu i zredukovat investorove transakcéné naklady.

Poukéazal som na nedostatky Markowitzovho modelu s bezrizikovym aktivom a na-
vrhol ich moZné rieSenia. Model som upravil tak, aby bol pouzitelny za kazdej trhovej
situacie a umoznil znizit riziko volatility investicie, ktorej je investor vystaveny. Zistil
som, ze model vyrazne zavisi od druhu vstupnych dat, ako aj od aktualneho stavu
trhov, za ktorého je pouzity. Na zéklade historickych dat a testov sa ukazuje, Ze mnou
upraveny model dokéze stabilne prekonavat vykonnost indexu najmé na trendovych
trhoch. Modifikovany model sa tiez javi byt najefektivnejsi pre stratégie nezahinajtce
rebalancovanie. Pouzitie modelu pocas obdobi vyraznych burzovych prepadov, ako aj
zahrnutie niekolkonasobného rebalancovania investicie, sa zda byt menej vhodné.

Pomocou clustrovej analyzy a metdédy najmensich Stvorcov sa mi podarilo skon-
struovat podportfolio akcii, ktoré aj pri vyrazne zredukovanom pocte zloziek oproti
origindlnemu indexu vyrazne koreluje so svojim benchmarkom a tspesne ho replikuje.
Skumanim techniky clustrovania pre rozne pocty clustrov som zistil, Ze uz pri pocte 5
clustrov takto zredukované portfélio vysoko koreluje s povodnym indexom. Pouzitim
metOdy partitioning around medoids som nasiel reprezentativnu mnozinu akcii, ktorych
sihrnny vyvoj najlepSie aproximuje vyvoj indexu EuroStoxx 50.

Nakolko pocas rozsiahleho investi¢ného horizontu sa zjednodu$enie v podobe ekvi-
valentného navazenia akcii v ramci portfolia ukézalo byt nepostacujicim pre potreby
replikacie indexu, rozhodol som sa vahy optimalizovat. Optimalizaciu som vykonal
prostrednictvom minimalizacie odchyliek vynosov podportfélia od vynosov indexu, vy-
uzitim metody najmensich Stvorcov. Takto zostavené podportfolio sa ukazalo byt vy-
bornym replikdtorom benchmarku aj pocas dlhého investi¢cného obdobia.

Pre zdokonalenie modelu je v budiicnosti mozné zapracovat na ziskani vierohodnej-
sich odhadov pre ocakavané vynosy a riziko vstupujicich do modelu, ako aj na prispo-
sobeni modelu pre kumulativny vyvoj investicie. Stratégie zahfnajtice rebalancovanie
je zrejme nutné dalej modifikovat, resp. zvolit pre tento typ investovania vhodnejsi
model.
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Priloha A: Prehl'ad komponentov

indexu Eurostoxx 50

2009
Cislo | Akcia TK rg o Vaha
1 Total 9.78 | 13.66 | 29.44 | -0.65
2 Siemens 16.94 | 24.18 | 41.22 | 0.34
3 Telefonica 24.73 | 24.18 | 20.40 | 0.74
4 Banco Santander 75.00 | 66.54 | 46.06 | 0.89
5 Sanofi Aventis 17.93 | 20.64 | 28.73 | 0.22
6 BNP Paribas 70.95 | 73.08 | 63.18 | 0.15
7 Bayer 30.63 | 32.09 | 32.79 | 0.41
8 E.ON 6.76 | 12.94 | 35.80 | -0.14
9 Daimler 45.32 | 50.35 | 51.23 | -0.07
10 | Allianz 17.14 | 26.93 | 47.22 | -0.53
11 Eni 9.20 14.12 | 32.50 | 0.01
12 | Deutsche Bank 83.51 | 82.84 | 67.06 | 0.09
13 | GDF Suez -10.36 | -5.26 | 33.68 | -0.03
14 | Unilever 26.46 | 27.06 | 26.84 | 0.53
15 | SAP 36.31 | 34.44 | 26.20 | 0.55
16 | Banco Bilbao 51.19 | 50.75 | 43.38 | -0.30
17 | Anheuser Bosch 104.04 | 79.45 | 40.13 | 0.41
18 | Louis Vuitton 61.94 | 55.42 | 38.02 | 0.40
19 | France Telecom -14.77 | -13.29 | 23.13 | -0.28
20 | Deutsche Telekom -2.56 1.27 | 27.73 | -0.42
21 | Schneider Electric 46.95 | 47.37 | 42.18 | 0.27
22 | Danone -3.95 | -0.23 | 27.50 | -0.58
23 | Societe Generale 31.98 | 45.30 | 59.18 | 0.09
24 | ING -9.21 | 34.14 | 93.29 | -0.22
25 Nokia -16.18 | -5.96 | 48.13 | -0.34
26 | Unicredit 38.46 | 52.01 | 62.60 | 0.13
27 | Air Liquide 23.01 | 25.75 | 31.79 | -0.08

ol



28 | Vivendi -12.97 | -10.18 | 27.19 | -0.45
29 | Enel -8.16 | -2.09 | 35.57 | -0.45
30 | Acelor Mittal 71.35 | 75.49 | 65.93 | 0.41
31 | Carrefour 13.80 | 17.16 | 29.16 | -0.03
32 | Intesa SanPaolo 25.50 | 35.77 | 51.01 | 0.15
33 | Iberdrola 6.72 10.57 | 28.47 | 0.16
34 | AXA -2.88 | 16.94 | 63.15 | -0.14
35 | Royal Phillips 40.49 | 43.55 | 43.65 | 0.04
36 | RWE 8.46 11.72 | 26.70 | 0.03
37 | Vinci 25.82 | 29.81 | 37.12 | 0.13
38 | L’Oreal 19.93 | 21.84 | 27.10 | 0.18
39 | Miinchener Riickver | 0.27 7.18 | 37.12 | -0.10
40 | BMW 49.30 | 50.95 | 46.87 | 0.13
41 | Generali -3.68 2.56 | 35.48 | -0.36
42 | Saint Gobain 6.70 | 23.71 | 58.51 | -0.25
43 | Repsol 16.84 | 19.94 | 29.49 | 0.07
44 | Unibail Rodamco 40.26 | 40.58 | 36.73 | 0.31
45 | Credit Agricole 43.72 | 52.69 | 57.42 | 0.08
46 | Telecom Italia -5.22 1.87 | 37.96 | -0.08
47 | CRH 5.49 17.01 | 48.20 | -0.02
48 | Deutsche Borse 14.15 | 24.84 | 48.23 | -0.21
49 | Alstom 14.17 | 23.09 | 44.58 | -0.21
50 | BASF - - - -

- EuroStoxx 50 16.89 | 19.48 | 27.80 -

Tabulka 22: Zoznam akcii indexu EuroStoxx 50

Tabulka zahfiia prehlad vynosnosti a volatility pre jednotlivé akcie za obdobie
1.1.2009-31.12.2009. V 3. stlpci (rx) sa nachddza kumulovany vynos za dané obdobie,
v 4. stlpci (rg) sucet dennych vynosov a v 5. stlpci (o) smerodajna odchylka dennych
vynosov. Vietky hodnoty su uvadzané v % p.a.

V 6. stipci st uvedené vahy akcii v ramci portfolia vypocitané pomocou modifikova-
ného Markowitzovho modelu popisaného v odseku 3.1. Vahy st poc¢itané pre investi¢ni
stratégiu buy & hold s nasledovnymi vstupmi: denné vynosy za obdobie 1.1.2009-
31.12.2009, pozadovany ro¢ny vynos 100% p.a., volatility cap 100% p.a. a bezrizikové
aktivum s vynosom 0.7% p.a. Vyvoj takto zostaveného portfolia je vyobrazeny na Obr.
4.2.



Priloha B: Zdrojovy kéd

Algoritmus rebalancovania portfélia na zdklade modifikovaného Markowit-
zovho modelu:

%%ALGORITMUS REBALANCOVANIA PORTFOLIA%%

hAVstupyhl

ceny; hceny akcii v historickom obdobi

ceny?2; %hceny akcii v investicnom "QOut of the sample" obdobi
volatCAP; Jhodnota Volatility Cap v % p.a.
pozadovany_rocny_vynos; %hodnota PRV v % p.a.

f; %YTM bezrizikoveho aktiva v 7% p.a.

perioda; hpocet rebalancovani

pocet; hpocet dni po ktorych sa rebalancuje

suma; hpociatocna investicna suma - (pociatocnych 100%)

n=size(ceny,1); %pocet dat (riadkov)
m=size(ceny,2); %pocet akcii
n2=size(ceny2,1);

f=f/(100%n) ;
PRV=pozadovany_rocny_vynos;
volatCAP=volatCAP/(sqrt(n-1)*100);

epsilon=0.00001;

1b=-2*ones(m,1); Y%ohranicenie vah
ub=2*ones(m,1); A=ones(1,m); bb=1;

Yoo ToTo ool ToTo ool JoTo o o o o ToTo o o o ToTo o o o To o
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vynosy=zeros(n-1,m); pocet=floor(n2/perioda); suma=100; y=[];

for k=1:perioda

n=size(ceny,1);

if k7=1
if ( ( min( (pocet+(k-2)*pocet),n2 )-(1+((k-2)*pocet)) ) ) >n
od=min( (pocet+(k-2)*pocet),n2 )-n;
else
od=1+(k-2)*pocet;
end

ceny=[ ceny( (pocet+1):n,: ) ;
ceny2( od : min( (pocet+(k-2)*pocet),n2 ) , : ) 1;
end

for j=1:m
for i=1:(length(ceny)-1)
vynosy (i, j)=(ceny(i+1,j)-ceny(i,j))/ceny(i,j);
end

end

%% Vypocet efektivnej hranice %%

H=vynosy;

V=cov (vynosy) ;

n=size(H,1); %pocet dat (riadkov)
m=size(H,2); Jpocet akcii
r=mean(H(:,1:m));

V=V(1:m,1:m);

Vi=inv (V) ;

r=r(1:m)’;

jedna=ones(m,1);
AA=jedna’ *Vixr;
BB=r’*V1*r;
CC=jedna’*V1x*jedna;
DD=BB*CC-AA*AA;



g=(1/DD) *( BB*(V1xjedna)-AA*(Vix*r) );
h=(1/DD)*( CCx(Vixr)-AA*(Vixjedna) );

c=g’*V*g;
b=h’*V*g + g’*\*h;
a=h’*Vx*h;

%% Vynos prisluchajuci hodnote volatility cap %%

D2=(b"2) - (4*ax*(c-volatCAP~2));
r2=(-b+sqrt(D2))/(2xa);

Aeg=[A; r’];

if (£<(-b/(2*%a))) Y%zvoli za vstupne r do modelu dotycnicovy bod

else

D=(b"2) - (4*ax*c) ;
sigmaO=sqrt( ( ( (D~2)/( 16x(a~4)*

( (£ +( b/(2%a) ) )~2)))-D/(4*x(a"2)) )*a );

sigma02=sigma0~2;

smernica=(sigma0/a)/(sqrt (((sigma02)-c)/a +((b~2)/(4*a~2)) ) );
rO=smernica*sigma0 + f;

rp=r0;

volat=sigmaO;

hhhquadproghhl

hhchceme aby sucet jednotlivych rE dal r0 = r-dotycnicoveho
bodu

beq=[bb; r0];

[Vahy, ™~ ,ExitFlag] = quadprog(V,[],[],[],Aeq,beq,1lb,ub);

hhhquadproghhh
if (EXitFlag==—2)

Vahy=g+h*rp;
end

rp=r2; %zvoli za vstupne r vynos prisluchajuci max volatilite
beq=[bb; rpl;



[Vahy,~,ExitFlag] = quadprog(V,[],[],[],Aeq,beq,1b,ub);
if (ExitFlag==-2)

Vahy=g+h*rp;
end

end
%% Vypocet vahy v bezrizikovom aktive %%
VahaF=(rp - PRV/(nx100))/(rp-£);
w=Vahy;
%% Modelovanie vyvoja portfolia %%
kapital=sumax*w’;
if k==1

kusy=kapital./ceny2(1,:);

else

kusy=kapital./ceny2((k-1)*pocet,:);

end
if k==perioda

y=[y; ceny2( (1+(k-1)*pocet): n2 , : )xkusy’];
else

y=Lly; ceny2( (1+(k-1)*pocet): (k*pocet) , : )xkusy’];
end
index=length(y) ;
if k"=perioda

suma=y (index) ;
end

end

x=[0:1:(n2-1)1;



komplement=(1-VahaF) ;

if komplement<epsilon
komplement=0;
end

dlhopis=sumaxVahaF;

for i=(index_stary+1) :index
dlhopis=dlhopis+VahaF*sumax*f;
z(i)=dlhopis + komplement*y(i);
end

indexZ=length(z) ;
if k"=perioda

suma=z (indexZ) ;
end

index_stary=index;

end

x=[0:1:(n2-1)]1;

hold on
plot(x,z,’r’,’LineWidth’,2);

hold on

Zhodnotenie=z(index)-100;

for i=1:(length(z)-1)
INVESTICNEvynosy(i)=(z(i+1)-z(i))/z(i);

end

Volatilita=var (INVESTICNEvynosy) ;
MDD=maxDD (z) ;



