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Abstrakt

VLÁRSKY, Jozef: Minimálny polynóm matice [bakalárska práca]. Univerzita Komen-

ského v Bratislave. Fakulta matematiky, fyziky a informatiky. Katedra aplikovanej ma-

tematiky a ²tatistiky. Vedúci bakalárskej práce: RNDr. Du²an Kraj£ovi£, CSc. Stupe¬

odbornej kvali�kácie: Bakalár v ²tudijnom programe Ekonomická a �nan£ná matema-

tika. Bratislava: FMFI UK, 2011. 43 s.

Bakalárska práca obsahuje vzpracovanie problematiky minimálneho polynómu a

metód na jeho vypo£ítanie. Úvodná kapitola obsahuje de�nície vlastných £ísel. �al-

²ia kapitola popisuje minimálny polynóm diagonalizovate©ných, nilpotetntných a iných

matíc. A prezentuje príklady na výpo£et minimálneho polynómu. V závere práce je vy-

tvorený program v matematickom softvéri MATLAB, ktorý h©adá minimálny polynóm

reálnych matíc.

K©ú£ové slová: vlastné £ísla, charakteristický polynóm, minimálny polynóm, dia-

gonalizovate©né matice, nilpotentné matice



Abstract

VLÁRSKY, Jozef: The Minimal Polynomial of a Matrix [Bachelor's thesis]. Come-

nius University in Bratislava. Faculty of Mathematics, Physics and Informatics. De-

partment of Applied Mathematics and Statistics. Supervisor: RNDr. Du²an Kraj£ovi£,

CSc. Degree of quali�cation: Bachelor in the study programme Economic and Financial

Mathematics. Bratislava: FMFI UK, 2011. 43 p.

The Bachelor's thesis includes drawing up the issue of minimal polynomial and its

computing methods. The introductory chapter contains the de�nitions of eigen values.

The next chapter describes minimal polynomial of diagonalizable, nilpotent and other

kinds of matrices. This chapter also shows examples of computing minimal polynomial.

Last chapter contains programme created in mathematical software MATLAB, which

�nds the minimal polynomial of some real square matrix.

Key words: eigen values, characteristic polynomial, minimal polynomial, diagona-

lizable matrices, nilpotent matrices
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Úvod

Minimálny polynóm matice zohráva ve©mi dôleºitú úlohu najmä v teórii matíc. Má

²irokú ²kálu aplikácii pri rozklade vektorových priestorov £i pri diagonalizácii matice.

No nájs´ minimálny polynóm danej matice nie je a¹ také ©ahké. Algoritmy na jeho

výpo£et sa ²tudovali uº dávno.

Cie©om mojej bakalárskej práce je priblíºi´ pojem minimálny polynóm. Ukáza´ rôzne

metódy výpo£tu minimálneho polynómu reálnej matice a zostavi´ program na výpo£et

minimálneho polynómu na základe jednej vybranej metódy.

V prvej kapitole sme si zade�novali vlastné £ísla, ktoré potrebujeme na základné

pochopenie minimálneho polynómu.

V druhej kapitole sa pozrieme na ²peciálne druhy matíc (nilpotentné, diagonali-

zovate©né...) z h©adiska ich minimálnych polynómov. Ukáºeme si rôzne príklady ako

získa´ minimálny polynóm.

A nakoniec v tretej kapitole zostavíme program v matematickom softvéri, ktorý

po£íta minimálny polynóm ©ubovo©nej ²tvorcovej reálnej matice.
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Kapitola 1

Vlastné £ísla a vlastné vektory

De�nícia 1.1. Hovoríme, ºe skalár λ ∈ F , kde F je £íselné pole, je charakte-

ristická alebo tieº vlastná hodnota matice A : V (F) → V (F), ak existuje vektor

v(v ∈ V (F), v ̸= 0), pre ktorý platí Av = λv . V prípade vektorových priestorov

nad £íselnými polami, ako napríklad R alebo C, zvykneme hovori´ o vlastnom £ísle

matice.

De�nícia 1.2. Hovoríme, ºe 0 ̸= v ∈ V (C) je vlastný alebo tieº charakteristický

vektor matice A ∈ Cn×n, ak existuje skalár λ ∈ C, pre ktorý platí Av = λv .

Spojením týchto de�nícií získavame tvrdenie, ºe v je vlastný vektor prislúchajúci

vlastnému £íslu λ, resp. ºe λ je vlastné £íslo prislúchajúce k vlastnému vektoru v.

De�nícia 1.3. Vlastným £íslom, resp. vlastným vektorom ²tvorcovej matice A ∈
Cn×n nazývame vlastné £íslo, resp. vlastný vektor lineárneho zobrazenia Cn → Cn

dané predpisom x 7→ Ax. Vlastné £íslo λ ∈ C a k nemu prislúchajúci vlastný vektor

0 ̸= v ∈ Cn matice A sú tak viazané vz´ahom Av = λv .

E²te si v²imnime, ºe vlastné £íslo prislúchajúce k danému vlastnému vektoru je

ur£ené jednozna£ne, zatial £o k danému vlastnému £íslu môºe prislúcha´ viacero vlast-

ných vektorov ako si ukáºeme na nasledujúcom príklade h©adania vlastných £ísel a

vektorov matice.
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Nech

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...

an1 an2 · · · ann


Z predchádzajúcich kapitol vieme, ºe vektor x = (x1, x2, . . . , xn) sa zobrazí pod©a

x 7→ Ax na Ax = (y1, y2, . . . , yn) platí:
y1

y2
...

yn

 =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...

an1 an2 · · · ann




x1

x2

...

xn


respektíve:

y1 = a11x1 + a21x2 + . . .+ an1xn

y2 = a12x1 + a22x2 + . . .+ an2xn

...

yn = a1nx1 + a2nx2 + . . .+ annxn

Z vy²²ie uvedených de�nícií vieme, ºe nenulový vektor x bude teda vlastným vek-

torom matice A, ak existuje λ ∈ C také, ºe

Ax = λx,

teda yi = λxi, pre i = 1, . . . , n, potom x je netriviálnym rie²ením systému

λx1 = a11x1 + a21x2 + . . .+ an1xn

λx2 = a12x1 + a22x2 + . . .+ an2xn

...

λxn = a1nx1 + a2nx2 + . . .+ annxn

⇒

(a11 − λ)x1 + a21x2 + . . .+ an1xn = 0

a12x1 + (a22 − λ)x2 + . . .+ an2xn = 0
...

a1nx1 + a2nx2 + . . .+ (ann − λ)xn = 0

Toto netriviálne rie²enie sústavy existuje práve vtedy, ked:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(a11 − λ) a12 · · · a1n

a21 (a22 − λ) · · · a2n
...

... . . . ...

an1 an2 · · · (ann − λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

a teda skalár λ ∈ C je vlastným £íslom matice A práve vtedy ke¤ determinant matice

A je rovný 0.
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Ku kaºdému vlastnému £íslu λ matice A existuje aspo¬ jeden vlastný vektor.

Veta 1.4. �íslo λ ∈ C je vlastným £íslom matice A (stup¬a n) nad po©om C práve

vtedy, ke¤ matica (A− λI) je singulárna, £iºe h(A)< n.

Dôkaz. �⇒� Nech λ je vlastné £íslo matice A. Potom existuje vektor x ∈ V(C) taký,
ºe

Ax = λx.

Vynásobením pravej strany rovnosti jednotkovou maticou dostávame

Ax = λIx,

£o sa dá upravi´ na tvar

(A− λI)x = 0.

Z £oho vyplýva, ºe matica (A− λI) je singulárna.

�⇐� Ak matica (A − λI) je singulárna, potom existuje nenulový vektor x ∈ V(C)
taký, ºe

(A− λI)x = 0.

Z toho uº vidíme, ºe Ax = λIx alebo Ax = λx a teda λ je vlastným £íslom matice

A.

Veta 1.5. Nech λ1, . . . , λk sú navzájom rôzne vlastné £ísla matice A ∈ Cn×n. Potom

k nim prislúchajúce vlastné vektory v1, . . . , vk sú lineárne nezávislé.

Dôkaz. Predpokladajme, ºe v1, . . . , vk sú lineárne závislé. Potom existuje j ≤ k také,

ºe vektor vj je lineárnou kombináciou predchádzajúcich; zvo©me najmen²ie také j.

Kedºe v1 ̸= 0, j ≥ 2 a ºiaden z vektorov v1, . . . , vj−1 nie je lineárnou kombináciou

predchádzajúcich, sú to lineárne nezávislé vektory. Pre nejaké skaláry c1, . . . , cj−1 platí

vj = c1v1+ . . .+ cj−1vj−1. Nako©ko vj ̸= 0 aspo¬ jeden z týchto skalárov je ̸= 0. Vektor

Avj si vyjadríme dvoma spôsobmi:

Avj = c1Av1 + . . .+ cj−1Avj−1 = c1λ1v1 + . . .+ cj−1λj−1vj−1,

Avj = λjvj = λj(c1v1 + . . .+ cj−1vj−1) = c1λjv1 + . . .+ cj−1λjvj−1.

V dôsledku toho

c1(λ1 − λj)v1 + . . .+ cj−1(λj−1 − λj)vj−1 = 0,

a kedºe λi ̸= λj pre v²etky i ≤ j − 1, aspo¬ jeden z koe�cientov ci(λi − λj) je rôzny od

nuly. To je v²ak spor s nezávislos´ou vektorov v1, . . . , vj−1.
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De�nícia 1.6. �tvorcovú maticu A stup¬a n nazývame symetrickou, ak A=AT ,

resp. aij = aji ∀i, j ∈ {1, . . . , n}.

Veta 1.7. Vlastné £ísla symetrickej matice nad po©om R sú reálne £ísla.

Dôkaz. Nech A je symetrická matica typu n× n nad polom R, x je jej vlastný vektor

prislúchajúci vlastnému £íslu λ, £iºe platí

Ax = λx.

Predpokladajme, ºe vlastná hodnota λ je komplexné £íslo, tak

λ = a+ ib.

Kedºe λ je komplexné £íslo, potom k nej prislúchajúci vlastný vektor je komplexná

n-tica, teda

x = (x1, . . . , xn) + i(y1, . . . , yn)

Ozna£me x1 ≡ (x1, . . . , xn) a x2 ≡ (y1, . . . , yn)

Potom

Ax = Ax1 + Aix2 = ax1 + ibx1 + iax2 + i2bx2

To znamená, ºe

Ax1 = ax1 − bx2

Aix2 = iax2 + ibx1

Vynásobením prvej rovnosti z©ava xT
2 a druhej rovnosti z©ava xT

1 dostávame

xT
2Ax1 = axT

2 x1 − bxT
2 x2

xT
1Ax2 = axT

1 x2 + bxT
1 x1

Kedºe ©avé strany oboch rovníc sa rovnajú, tak aj pravé strany sa musia rovna´, preto

axT
2 x1 − bxT

2 x2 = axT
1 x2 + bxT

1 x1

Výrazy axT
2 x1, axT

1 x2 sa rovnajú, preto dostávame vz´ah

−bxT
2 x2 = bxT

1 x1

z £oho xT
2 x2, xTx1

1 sú nezáporné £ísla a aspo¬ jedno z nich je nenulové, teda kladné,

pretoºe vlastný vektor x je nenulový.

Z toho vyplýva, ºe b = 0, takºe λ = a ∈ R.
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De�nícia 1.8.Maticu A−λI nazveme charakteristickou maticou matice A ∈ Cn×n,

jej charakteristickým polynómom nazveme determinant charakteristickej matice, t. j.

polynóm

χA(λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 · · · a1n

a21 a22 − λ . . . a2n
...

... . . . ...

an1 an2 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
v premennej λ s koe�cientami z po©a C. Charakteristický polynóm je zrejme polynóm

stup¬a n s koe�cientom (−1)n pri najvy²²ej mocnine λn. Charakteristickou rovnicou

matice A nazývame rovnicu χA(λ) = 0, t.j.

det(A− λI) = 0.

Veta 1.9. Majme A ∈ Cn×n. Potom skalár λ ∈ C bude vlastným £íslom matice A

práve vtedy, ke¤

det(A− λI) = 0,

t.j., ke¤ λ vyhovuje charakteristickej rovnici matice A.

Dôkaz. Skalár λ je vlastným £íslom matice A vtedy, ke¤ Av = λv pre nejaký vektor

0 ̸= v ∈ Cn. Teda práve vtedy, ke¤ homogénna sústava lineárnych rovníc (A−λI)v = 0

má aspo¬ jedno nenulové rie²enie v ∈ Cn. To bude vtedy, ke¤ matica A − λI je

singulárna, teda det(A− λI) = 0.
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Kapitola 2

Minimálny polynóm a niektoré

aplikácie

2.1 Úvod do diagonálnych matíc

Najjednoduch²ie výpo£ty realizujeme s diagonálnymi maticami. Ich sú£et a sú£in

po£ítame tak, ºe s£ítame resp. vynásobíme jej diagonálne prvky. Napríklad
2 0 0

0 2 0

0 0 2



3 0 0

0 3 0

0 0 3

 =


2× 3 0 0

0 2× 3 0

0 0 2× 3

 .

alebo 
2 0 0

0 2 0

0 0 2

+


3 0 0

0 3 0

0 0 3

 =


2 + 3 0 0

0 2 + 3 0

0 0 2 + 3

 .

Pri po£ítaní s diagonálnymi maticami sa zbavujeme v²etkých komplikácií, ktoré

môºu nasta´ pri po£ítaní s inými maticami. Ak matica A nie je diagonálna, ale vieme

ju previes´ na diagonálnu, nech D = PAP−1 je diagonálna matica, potom A = P−1DP

a Ak = P−1DkP pre v²etky k ∈ Z , £o znamená, ºe sta£í umocni´ znova diagonálnu

maticu. V mnoho aplikáciach lineárnej algebry( napr. dynamické systémy, diferenciálne

rovnice, Markovove re´azce, rekurzívne postupnosti ) sa £asto stretávame s mocninami

matíc.

Napríklad k-ta mocnina diagonálnej 3× 3 matice: Nech

A =


2 0 0

0 2 0

0 0 2

 , Ak =


2k 0 0

0 2k 0

0 0 2k
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Chceli by sme vedie´ kedy je daná matica diagonálna a kedy nie je. Existuje ²pe-

ciálny polynóm, tzv. minimálny polynóm ( vo v²eobecnosti sa nerovná charakteristic-

kému polynómu), ktorý nám presne povie kedy je daná matica diagonalizovate©ná.

2.2 Diagonalizovate©né matice

De�nícia 2.2.1. Hovoríme, ºe matica A ∈ Cn×n je diagonalizovate©ná ak existuje re-

gulárna matica P taká, ºe P−1AP = D, kde D je diagonálna. Nech φ : V → V je

lineárne zobrazenie a nech Aα je jeho maticová reprezentácia v báze α vektorového

priestoru V , potom lineárne zobrazenie φ resp. matica Aα je diagonalizovate©ná práve

vtedy ak existuje taká báza β z V , ºe matica Aβ je diagonálna.

Veta 2.2.2 Lineárne zobrazenie φ : V → V je diagonalizovate©né iba ak báza

priestoru V je tvorená vlastnými vektormi matice A.

Dôkaz. Nech β = {e1, ..., en} je bázou V , v ktorej Aβ je diagonálna:

Aβ =


a1 0 · · · 0

0 a2 · · · 0
...

... . . . 0

0 0 · · · an

 ,

teda Aei = aiei pre v²etky i, preto kaºdé ei je vlastný vektor matice A.

Báza vlastných vektorov sa nazýva vlastná báza.

Príkladom matice, ktorá nie je diagonalizovate©ná je matica

A =

(
1 1

0 1

)

z R2×2. Jediný vlastný vektor je napríklad vektor

(
1

0

)
. �al²í vlastný vektor neexistuje,

preto nemôºme vytvori´ bázu v R2, preto matica

A

(
1 1

0 1

)

na R2×2 nie je diagonalizovate©ná.
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Aj ke¤ matice

A =

(
1 1

0 1

)
, B =

(
1 0

0 1

)
majú rovnaký charakteristický polynóm a matica B je diagonalizovate©ná, z toho vy-

plýva, ºe na základe charakteristického polynómu nemôºme usudzova´, £i je matica

diagonalizovate©ná.

Zhrnieme vy²²ie uvedené údaje:

1. Existuje spôsob, na základe ktorého vieme ur£i´, £i je lineárne zobrazenie resp.

jeho maticová reprezentácia diagonalizovate©ná bez toho aby sme sa po£ítali jej

vlastné vektory.

2. Ak F je uzavreté, tak skoro v²etky zobrazenia na kone£norozmernom F -vektorovom

priestore sú diagonalizovate©né.

3. Existuje polynóm, ktorý nazývame minimálny polynóm lineárneho zobrazenia

alebo jeho matice, na základe ktorého vieme poveda´, £i je lineárne zobrazenie

resp. jeho maticová reprezentácia diagonalizovate©ná.

4. Môºe sa sta´, ºe môºeme sú£asne diagonalizova´ dve lineárne zobrazenia resp. ich

matice, ak tieto zobrazenia komutujú. To znamená, ºe AB = BA.

Rozoberieme príklady, diagonalizácie matice nad R a C.

2.2.1 Príklady diagonalizácie nad £íselnými po©ami R a C

Príklad 2.2.1.1 Nech

A =

(
0 −1

1 0

)
je matica oto£enia o 90 stup¬ov na R2. Táto matica nie je diagonalizovate©ná pretoºe

nemá ºiadne vlastné vektory: oto£enie v R2 nezobrazí ºiadny nenulový vektor na svoj

skalárny násobok. Geometrické pozorovanie doplníme algebraickým výpo£tom: charak-

teristický polynóm λ2+1 matice A nemá ºiadne korene v R a neexistujú ºiadne reálne

vlastné £ísla a teda ani vlastné vektory v R2. Av²ak, polynóm λ2 + 1 má korene ±i

v C a teda existujú vlastné vektory matice A v priestore C2. Tieto vlastné vektory

prislúchajúce vlastným £íslam i a −i sú(
i

1

)
,

(
−i

1

)
,
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v uvedenom poradí. V báze

β =

{(
i

1

)
,

(
−i

1

)}
,

matica A je

Aβ =

(
i 0

0 −i

)
kde prvá diagonálna zloºka je vlastné £íslo prvého bázového vektora a druhá diagonálna

zloºka je vlastné £íslo prislúchajúce druhému bázovému vektoru. Aby sme sa dostali k

reprezentácii novej matici zobrazenia, potrebujeme vyjadrenie pôvodnej bázy v novej

báze. Máme (
i 0

0 −i

)
= PAP−1, kde dostaneme P =

(
−i/2 1/2

i/2 1/2

)
.

Matica P transformuje maticu A na maticu

(
i 0

0 −i

)
v C2. V²imnime si, ºe st¨pce

matice P−1 =

(
i −i

1 1

)
sú tvorené vlastnými vektormi matice A v ²tandardnej báze(

1

0

)
,

(
0

1

)
v C2.

Príklad 2.2.1.2 Kaºda matica A ∈ Rn× n) sp¨¬ajúca A = A⊤ môºe by´ diago-

nalizovate©ná na R, toto je prízna£ný výsledok, ktorý sa volá reálna spektrálna veta.

( Kaºdá veta, ktorá nám dáva dostatok informácií o diagonalizácii, sa volá spektrálna

veta, lebo vlastné £ísla matice sú jej spektrum. )

Príklad 2.2.1.3 Kaºda matica A ∈ Cn× n) sp¨¬ajúca AĀ⊤ = Ā⊤A je diagonali-

zovate©ná v Cn× n) , kde Ā je matica komplexne zdruºená k matici A. Nazývame ju

komplexná centrálna veta. V skuto£nosti je táto veta e²te silnej²ia: diagonalizácia ma-

tice A ∈ Cn×n je ekvivalentná vz´ahu: AĀ⊤ = Ā⊤A.1 Ke¤ A je reálna, teda Ā⊤ = A⊤

potom táto veta má slab²ie predpoklady neº reálna spektrálna veta ( poveda´, ºe A

a A⊤ komutujú je slab²ie ako ke¤ povieme, ºe A = A⊤). Nakoniec, ak aplikujeme

komplexnú spektrálnu vetu na

(
0 −1

1 0

)
, zistíme, ºe A je diagonalizovate©ná nad C,

ale pretoºe pre túto maticu neplatí reálna spektrálna veta, a preto táto matica nie je

diagonalizovate©ná nad R (výpo£tom sa presved£íme, ºe matica A nemá ºiadne reálne

vlastné £ísla).

1Komplexná ²tvorcová matica A sp¨¬ajúca AĀ⊤ = Ā⊤A sa nazýva normálna.
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2.3 Rôzne vlastné hodnoty a diagonalizácia

Ak lineárne zobrazenie nad F je diagonalizovate©né, tak v²etky jeho vlastné £ísla leºia

na F ,a diagonálna matica, ktorá reprezentuje toto lineárne zobrazenie, má tieto vlastné

£ísla na diagonále. (Vi¤ dôkaz vety 2.2.2) Opa£ne to ale neplatí: ak sú v²etky vlastné

£ísla matice z F , tak to e²te nezaru£uje, ºe matica je diagonalizovate©ná. Napríklad ma-

tica A =

(
1 1

0 1

)
, má jediné vlastné £íslo = 1. Je to "viacnásobná vlastná hodnota"v

zmysle, ºe charakteristický polynóm (λ− 1)2 má £íslo 1 ako jediný dvojnásobný kore¬.

Ak pridáme podmienku, ºe v²etky vlastné £ísla matice leºia v F a zárove¬ sú rôznymi

kore¬mi charakteristického polynómu, tak potom sa vieme vyjadri´ o diagonalizácii

matice A.

Preformulujeme Vetu 1.6 do maticovej re£i:

Lemma 2.3.1.Vlastné vektory prislúchajúce rôznym vlastným £íslam sú lineárne

nezávislé. Presnej²ie, ak φ : V → V je lineárne zobrazenie a v1, . . . , vr sú vlastné vek-

tory lineárneho zobrazenia φ resp. matice A, ktorá je jeho reprezentáciou s rôznymi

vlastnými £íslami λ1, . . . , λr, tak vektory vi su lineárne nezávislé.

Dôkaz. . Indukcia. Prípad r = 1 je zrejmý. Ak r > 1, potom predpokladajme lineárny

vz´ah,

(2.3.1) c1v1 + · · ·+ cr−1vr−1 + crvr = 0

kde ci ∈ F . Aplikujme maticu A na obidve strany: z vi sa stane Avi = λivi, teda

(2.3.2) c1λ1v1 + · · ·+ cr−1λr−1vr−1 + crλrvr = 0.

Vynásobme lineárny vz´ah (3.1) λr:

(2.3.3) c1λrv1 + · · ·+ cr−1λrvr−1 + crλrvr = 0.

Od£ítaním (3.3) od (3.2) dostávame:

c1(λ1 − λr)v1 + · · ·+ cr−1(λr−1 − λr)vr−1 = 0.

Teraz máme lineárny vz´ah pre r−1 vlastných vektorov,ktoré prináleºia rôznym vlast-

ným £íslam. Indukciou zis´ujeme, ºe v²etky koe�cienty sú nuly: ci(λi − λr) = 0 pre

i = 1, 2, . . . , r− 1. Ke¤ºe λ1, . . . , λr−1, λr sú rôzne, (λi−λr) ̸= 0 pre i = 1, 2, . . . , r− 1.

Tak ci = 0 pre i = 1, 2, . . . , r−1. Teraz sa ná² lineárny vz´ah (3.1) upravil na crvr = 0.

Vektor vr nie je 0 (vlastné vektory sú vºdy nenulové), preto cr = 0.
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Veta 2.3.2. Lineárne zobrazenie, resp. jeho maticová reprezentácia, ktorého cha-

rakteristický polynóm sa dá zapísa´ ako sú£in lineárnych £inite©ov s rôznymi vlastnými

£íslami, je diagonalizovate©né.

Dôkaz. Predpoklad: Máme n rôznych vlastných hodnôt v F , kde n = dimV . Nazvyme

ich λ1, . . . , λn. Nech ei je vlastný vektor, ktorý prináleºí vlastnej hodnote λi. Vlastné

hodnoty sú rôzne a preto z Lemmy 3.1 vyplýva, ºe ei sú lineárne nezávislé a ke¤ºe

týchto vektorov je práve n, tak vektory ei, i = 1, . . . , n sú bázou V , získavame vlastnú

bázu lineárneho zobrazenia a jeho diagonalizovate©nos´.

Príklad 2.3.3. Matica A =

(
1 1

0 1

)
má charakteristický polynóm (λ− 1)2, ktorý

má lineárne zloºky, ale jeho korene nie sú rôzne, preto tu Veta 3.2 neplatí a teda táto

matica nie je diagonalizovate©ná v R2×2).

Príklad 2.3.4. Matica A =

(
1 0

1 1

)
má charakteristický polynóm λ2−λ−1, ktorý

má dva rôzne reálne korene, a preto je matica A diagonalizovate©ná v R2×2).

Existuje ve©a diagonálnych matíc, ktorých diagonálne prvky sa opakujú (najjedno-

duch²í priklad je In), a ktorých charakteristické polynómy majú viacnásobné (opaku-

júce sa) korene. Kritérium vo Vete 3.2 nikdy neobjaví diagonalizovate©nos´ zobrazenia

resp. matice s viacnásobnými vlastnými hodnotami. Vo 4. sekcii uvidíme spôsob ako

odhali´ diagonalizovate©nos´ pomocou polynómu, odli²ného od charakteristického po-

lynómu, ktorý poskytuje nevyhnutné aj posta£ujúce kritéria diagonalizácie.

Ako £asto sa stáva, ºe charakteristický polynóm má rôzne korene bez oh©adu nato,

£i leºia alebo neleºia v F? Zoberme si 2×2 matice: charakteristický polynóm λ2+bλ+c

má viacnásobné korene vtedy a len vtedy, ke¤ b2−4c = 0. Náhodne vybratý kvadratický

polýnom vä£²inou sp¨¬a b2 − 4c ̸= 0. A preto vä£²ina 2× 2 matíc má charakteristický

polynóm s rôznymi kore¬mi. Po zov²eobecnení môºme tvrdi´, ºe vä£²ina n × n matíc

má charakteristický polynóm s rôznymi kore¬mi. V komplexných £íslach to znamená,

ºe náhodná komplexná n×n matica má s takmer ur£itos´ou rôzne vlastné £ísla a preto

(ke¤ºe vlastné £ísla leºia v C) Veta 3.2 hovorí, ºe náhodná n× n komplexná matica je

diagonalizovate©ná. Preto diagonalizovate©nos´ je skôr pravidlo neº výnimka nad C.
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2.4 Minimálny polynóm

Z Cayley-Hamiltonovej vety existuje nenulový normovaný polynóm, ktorý nuluje cha-

rakteristický polynóm lineárneho zobrazenia φ, resp. jeho maticovej reprezentácii.

De�nícia 2.4.1. Nenulový normovaný polynóm mA(λ) ∈ F [λ], kde F [λ] sú po-

lynómy v premennej λ s koe�cientami z po©a F , ktorý nuluje lineárne zobrazenie φ

resp. jeho maticovú reprezentáciu A a má najmen²í stupe¬ sa volá minimálny polynóm

zobrazenia φ v F [λ].

Matica A ∈ Cn×n má minimálny polynóm polynóm f(λ) najmen²ieho stup¬a, to

znamená, ºe f(A) je nulová matica.

Príklad 2.4.2. Majme matice

A =

(
1 0

0 1

)
a B =

(
1 1

0 1

)
.

Tieto matice majú rovnaký charakteristický polynóm (λ − 1)2, ale matica A má mi-

nimálny polynóm λ − 1 pri£om matica B má minimálny polynóm (λ − 1)2. �iadny

lineárny polynóm nemôºe vynulova´ maticu B, a to implikuje, ºe matica B je podobná

skalárnej diagonálnej matici.

Veta 2.4.3. Minimálny polynóm lineárneho zobrazenia φ : V → V je rovnaký pre

v²etky matice, ktoré reprezentujú toto zobrazenie.

Dôkaz. Výberom bázy z V dostaneme maticovú reprezentáciu A lineárneho zobrazenia

φ, potom pre kaºdý polynóm f(λ) ∈ F [λ] maticová reprezentácia zobrazenia f(φ)

bude f(A). A z tohto dôvodu f(φ) = O vtedy a len vtedy ke¤ f(A) = O. Pouºitím f

najmen²ieho stup¬a v jednej alebo druhej rovnici dostaneme, ºe φ a A majú rovnaký

minimálny polynóm v F [λ].

Zvy£ajne budeme ozna£ova´ minimálny polynóm matice A ako mA(λ).

Veta 2.4.4. Nech A ∈ Cn×n je maticová reprezentácia lineárneho zobrazenia φ.

Polynóm f(λ) sp¨¬a f(A) = O práve vtedy, ke¤ mA(λ) \ f(λ).
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Dôkaz. Predpokladajme mA(λ) \ f(λ), teda f(λ) = mA(λ)g(λ). Odkia© substitúciou A

za λ dostávame f(A) = mA(A)g(A) = O · g(A) = O.

Obrátene, predpokladajme f(A) = O, pouºitím polynomického delenia dostaneme

f(λ) = mA(λ)q(λ) + r(λ) kde q(λ), r(λ) ∈ F [λ] a r(λ) = 0 alebo degr < degmA.

Substitúciou A za λ v polynómoch dostaneme:

O = mA(A)q(A) + r(A) = r(A).

A bu¤ r(λ) = 0 alebo r(λ) má stupe¬ men²í ako je stupe¬ minimálneho polynómu

A. Musí to by´ prvý prípad, t.j. ke¤ r(λ) = 0. A preto f(λ) = mA(λ)q(λ), teda

mA(λ) \ f(λ).

Ak dva normované polynómy, sú obidva najmen²ieho stup¬a a nulujúce A, tak

Veta 2.4.4. ukazuje, ºe sa navzájom delia, a preto musia by´ rovnaké (ke¤ºe sú obidva

normované). Minimálny polynóm matice nemusí by´ ireducibilný (napr.

(
1 1

0 1

)
má

minimálny polynóm (λ− 1)2).

Príklad 2.4.5. Nech V je priamy sú£et podpriestorov, t.j. V = U ⊕ W . Nech

PU : V → V je projekcia na podpriestor U z rozkladu: P (u + w) = u. Ke¤ºe

P (u) = u, máme P 2(u + w) = P (u + w), teda P 2 = P . P je vynulované polynó-

mom λ2−λ = λ(λ− 1). Ak λ2 −λ nie je minimálny polynóm, potom pod©a Vety 2.4.4

bu¤ λ alebo λ − 1 nuluje P . Prvý prípad znamená P = O(U = 0) a druhý prípad

znamená, ºe P = idV (teda U = V ). Pokia© U a W sú obidva nenulové, P nie je ani O

ani idV a λ2 − λ je minimálny polynóm projekcie P .

Pokia© v²etky matice ∈ Cn×n majú charakteristický polynóm stup¬a n, stupe¬

minimálneho polynómu sa pre rôzne matice môºe lí²i´. Výpo£et nie je tak mechanický

ako pri výpo£te charakteristického polynómu, ke¤ºe neexistuje univerzálna formula na

výpo£et minimálneho polynómu. Uvaºujme maticu

Aε =

(
1 + ε 0

0 1

)
.

Pre ε ̸= 0, Aε má dve rozdielne vlastné £ísla, 1 + ε a 1. Preto minimálny polynóm

Aε nie je stup¬a 1, preto minimálny polynóm matice Aε musí by´ rovnaký ako jej

charakteristický polynóm λ2 − (2 + ε)λ+ 1 + ε. Av²ak, ak ε = 0 matica Aε je identita

I2 s minimálnym polynómom λ − 1. Ak sa zmení násobnos´ vlastných hodnôt, tak sa

nám aj minimálny polynóm zmení.
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Na výpo£et minimálneho polynómu je uºito£na Veta 2.4.4. Napríklad minimálny

polynóm delí charakteristický polynóm, pretoºe charakteristický polynóm nuluje svoju

maticu.

Príklad 2.4.6. Nech

A =


0 −1 1

1 2 −1

1 1 0


.

Charakteristický polynóm je λ3 − 2λ2 + λ = λ(λ − 1)2. Ak charakteristický poly-

nóm nie je minimálny polynóm potom minimálny polynóm delí jednu z kvadratických

zloºiek: λ(λ− 1) alebo (λ− 1)2. Výpo£ty ukazujú, ºe A(A− I3) = O, teda minimálny

polynóm matice A je λ(λ− 1) = λ2 − λ.

Ke¤ºe minimálny polynóm delí charakteristický polynóm, tak kaºdý jeho kore¬ je

vlastným £íslom. Obrátene to tieº platí:

Veta 2.4.7. Kaºdé vlastné £íslo matice je kore¬om svojho minimálneho polynómu,

teda minimálny a charakteristický polynóm majú rovnaké korene.

Dôkaz. Minimálny polynóm lineárneho zobrazenia a jeho maticovej reprezentácii je

rovnaký. Vyjadríme zobrazenie φ u nejakej bázy pomocou matice A v F n×n. Nech λ̃

je vlastné £íslo matice v roz²írenom poli E. Chceme ukáza´, ºe mA(λ̃) = 0. Existuje

vlastný vektor v En pre toto vlastné £íslo: Av = λ̃v a v ̸= 0. Potom Akv = λ̃kv

pre v²etky k ≥ 1, teda f(A)v = f(λ̃)v pre v²etky f ∈ E[λ]. �peciálne, ak zoberieme

f(λ) = mA(λ),mA(A) = O teda 0 = mA(λ̃)v. Teda mA(λ̄) = 0.

Poznámka 2.4.8. Nikde sme nepouºili minimalitu mA(λ). Naozaj sme ukázali, ºe

kaºdý polynóm nulujúci maticu A má kaºdé vlastné £íslo matice A ako kore¬. Mini-

málny polynóm A delí v²etky polynómy nulujúce A.

Príklad 2.4.9. V Príklade 2.4.6, χA(λ) = λ(λ− 1)2, teda vlastné £ísla A sú 0 a 1.

Veta 4.7 hovorí, ºe mA(λ) má korene 0 a 1, preto mA(λ) je delite©ný λ a λ − 1. A z

toho dôvodu ak mA ̸= χA potom mA = λ(λ− 1). Úvaha, ºe minimálny polynóm môºe

by´ (λ− 1)2, v Príklade 4.6 bola zbyto£ná. Nemohla fungova´ lebo mA(λ) musí ma´ aj

0 aj 1 ako kore¬.

Dôsledok 2.4.10. Minimálny a charakteristický polynóm matice majú rovnaké ire-

ducibilné £initele.
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Dôkaz. Kaºdý ireducibilný £inite© minimálneho polynómu je £inite© charakteristického

polynómu, lebo minimálny polynóm delí charakteristický.

Obrátene, ak π(λ) je ireducibilný £inite© charakteristického polynómu, jeho kore¬ je

vlastné £íslo a teda je to aj kore¬ minimálneho polynómu (Veta 4.7). Kaºdý polynóm,

ktorý ma spolo£ný kore¬ s π(λ) je delite©ný π(λ) , preto π(λ) delí minimálny polynóm.

Ak porovnáme ireducibilnú faktorizáciu:

χA(λ) = π1(λ)
e1 . . . πk(λ)

ek , mA(λ) = π1(λ)
f1 . . . πk(λ)

fk ,

máme 1 ≤ fk ≤ ek, lebo mA(λ) \ χA(λ). Tieº platí: ei ≤ n ≤ nfi a dostávameme pre-

vrátenú delitelnos´: χA(λ) \mA(λ)
n. Hovoríme, ºe polynóm sa dá rozloºi´ na lineárne

£initele z F [λ] ak je sú£inom lineárnych £inite©ov. Napríklad, λ2 − 5 sa dá rozloºi´ v

R[λ], ale nedá v Q[λ]. Polynóm (λ− 1)2 sa dá rozloºi´ v kaºdom F [λ]. Pouºitím mini-

málneho polynómu namiesto charakteristického získavame kritérium pre diagonalizáciu

nad kaºdým po©om, £o je ná² hlavný výsledok:

Veta 2.4.11. Nech φ : V → V je lineárne zobrazenie, potom jeho maticová repre-

zentácia A je diagonalizovate©ná práve vtedy, ke¤ jej minimálny polynóm mA(λ) z F [λ]

sa dá rozloºi´ na lineárne £initele z F [λ] a má rôzne korene.

Veta 2.4.11 poskytuje nutnú aj posta£ujúcu podmienku pre diagonalizáciu, £o je

lep²ie ako len posta£ujúca podmienka vo Vete 2.3.2. A pretoºe minimálny polynóm je

sú£as´ou charakteristického polynómu, Veta 2.4.11 zahr¬uje Vetu 2.3.2.

Dôkaz. Predpokladajme, ºe mA(λ) sa dá rozloºi´ na lineárne £initele z F [λ] s rôznymi

kore¬mi. Ukáºeme, ºe V obsahuje bázu vlastných vektorov A, teda A je diagonalizo-

vate©ná. Nech pre λi ̸= λj a

mA(λ) = (λ− λ1) . . . (λ− λr),

kde λi sú vlastné £ísla matice A (Veta2.4.7). Nech pre kaºdé vlastné £íslo λi platí:

Eλi
= {v ∈ V : Av = λiv}

existuje vlastný podpriestor prislúchajúci λi. Ukáºeme, ºe

(2.4.1) V = Eλi
⊕ · · · ⊕ Eλr ,

pouºitím báz z kaºdého Eλi
získavame vlastnú bázu pre A. Ke¤ºe vlastné vektory

s rôznymi vlastnými £íslami sú lineárne nezávislé, sta£í to aby sme ukázali

V = Eλi
+ · · ·+ Eλr ,
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£iºe to bude automaticky priamy sú£et v¤aka lineárnej nezávislosti týchto podpriesto-

rov.

Ako dostaneme vlastné vektory jednotlivých vlastných podpriestorov? Treba uká-

za´, ºe je moºné projektova´ z V do vlastného podpriestoru Eλi
pomocou polynómov

s premennou A. Presnej²ie, chceme nájs´ polynómy h1(λ), . . . , hr(λ) v F [λ] také, ºe

(2.4.2) 1 = h1(λ) + · · ·+ hr(λ), hi(λ) ≡ 0 mod mA(λ)/(λ− λi).

Polynóm (λ − λi)hi(λ) je delite©ný polynómom mA(λ), preto (A − λi)hi(A) = O

na V . Ak nahradíme A za λ v (4.2) a vynásobíme vektorom v ∈ V obidve strany,

dostaneme

v = h1(A)(v) + · · ·+ hr(A)(v), (A− λi)hi(A)(v) = 0.

Druhá rovnica hovorí, ºe hi(A)(v) leºí v Eλi
a prvá rovnica hovorí, ºe v je sú£et

vlastných vektorov a V =
∑r

i=1Eλi
. Zostáva nájs´ hi(λ). Pre 1 ≤ i ≤ r, nech

fi(λ) = mA(λ)/(λ− λi) =
∏

j ̸=i(λ− λj). Ke¤ºe λi sú rôzne, polynómy f1(λ), . . . , fr(λ)

sú navzájom nesúdelite©né ako r-tica, preto existujú ich lineárne kombinácie rovné 1:

(2.4.3) 1 =
∑r

i=1 gi(λ)fi(λ),

kde gi(λ) ∈ F [λ]. Nech hi(λ) = gi(λ)fi(λ)!

Teraz predpokladajme, ºe A je diagonalizovate©ná, teda v²etky vlastné £ísla leºia

na F a V je priamy sú£et vlastných priestorov matice A. Chceme ukáza´, ºe minimálny

polynóm matice A sa dá rozloºi´ na lineárne £initele z F [λ] a má rôzne korene.

Nech λ1, . . . , λr sú rôzne vlastné £ísla matice A, teda V = Eλ1⊕· · ·⊕Eλr . Ukáºeme,

ºe f(λ) := (λ − λ1) . . . (λ − λr) je minimálny polynóm A. Pod©a hypotézy, vlastné

vektory A sú bázou priestoru V . Nech v je vlastný vektor, t.j. Av = λv. Potom A −
λ nuluje v. Matice A − λi komutujú medzi sebou a jeden z nich nuluje v, teda ich

sú£in f(A) nuluje v. Teda f(A) nuluje obal vlastných vektorov, £o je V , a f(A) = O.

Minimálny polynóm je potom sú£as´ f(λ). Zárove¬ kaºdý kore¬ f(λ) je vlastné £íslo A

a preto je aj kore¬om minimálneho polynómu matice A (Veta 2.4.7). Pokia© sú korene

f(λ) rôzne, f(λ) musí by´ minimálny polynóm matice A.

Poznámka 2.4.12. V (2.4.3), polynóm gi(λ)môºme povaºova´ za kon²tantu 1/fi(λi).

Suma
r∑

i=1

1

fi(λi)
fi(λ)

je polynóm stup¬a nanajvý² r−1(kaºdý fi(λ) je stup¬a r−1) a v λ1, . . . , λr nadobúda

hodnotu 1. Získaním hodnoty r-krát pri£om stupe¬ je najviac r − 1 núti polynóm aby

bol kon²tantný.
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Dôsledok 2.4.13. Nech A ∈ Cn×n a Am = idV pre nejaké kladné celé £íslo m.

Potom A je diagonalizovate©ná.

Dôkaz. Am = idV , A je nulovaná polynómom λm − 1. A preto minimálny polynóm A

je sú£as´ou λm − 1. Polynóm λm − 1 má rôzne korene v C.

V Príklade 2.4.5 sme videli, ºe projekcia z V na podpriestor (rozkladom na priame

sú£ty) je matica P , kde P 2 = P . Teraz to môºme dokáza´ naopak.

Dôsledok 2.4.14. Kaºdá matica A ∈ Cn×n sp¨¬ajúca rovnos´ A2 = A je projek-

cia vo V na nejaký podpriestor, to znamená, ºe existuje rozklad V = U ⊕W taký, ºe

A(u+ w) = u, kde u ∈ U a w ∈ W .

Dôkaz. Ke¤ºe polynóm λ2 − λ nuluje maticu A, jej minimálny polynóm je λ2 − λ,

λ, alebo λ − 1. Rozkladajú sa na lineárne £initele s rôznymi kore¬mi 1 alebo 0. Teda

A je diagonalizovate©ná s vlastnými £íslami 1 alebo 0 (alebo obe). Nech U = E1 je

vlastný priestor A prislúchajúci 1 a W = E0 je vlastný priestor A prislúchajúci 0. Tak

V = U ⊕W (U alebo W môºu by´ {0} ak A = O alebo A = idV ). Pre u ∈ U a w ∈ W ,

A(u+ w) = A(u) + A(w) = 1 · u+ 0 · w = u, teda A je projekcia na podpriestor U .

Poznámka 2.4.15. Nepotrebujeme to©ko informácií o diagonalizácii aby sme uká-

zali, ºe A je projekcia, ke¤ A2 = A. Pre v ∈ V , v = Av + (v − Av) a A(Av) = Av,

pokia© A(v − Av) = Av − A2v = Av − Av = 0, tak A je projekcia V na podpriestor

U := A(V ) s komplementárnym (doplnkovým) podpriestorom W := (idV − A)(V ), na

ktorom je A = O.

Príklad 2.4.16. 3 × 3 matica v Príklade 2.4.6 sp¨¬a A2 = A, teda to musí by´

projekcia. Riadkovou elimináciou, obraz A : F 3 → F 3 je rovina vytvorená vektormi

(1, 0, 1) a (0, 1, 1). Jadro matice je priamka daná vektorom (−1, 1, 1) teda

A(a(1, 0, 1) + b(0, 1, 1) + c(−1, 1, 1)) = a(1, 0, 1) + b(0, 1, 1).

Vidíme, ºe A je projekcia na rovinu A(1, 0, 1) +B(0, 1, 1), kde A,B ∈ F 3.

Veta 2.4.17. Existuje báza lineárneho zobrazenia φ, v ktorej je maticová reprezen-

tácia zobrazenia φ daná hornou trojuholníkovou maticou práve vtedy, ke¤ mA(λ) sa dá

rozloºi´ na sú£in lineárnych £inite©ov z F [λ].
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Toto je zhodné s tým, £o sme vedeli o matici B =

(
1 1

0 1

)
, ktorá je horná troju-

holníková, ale nie je diagonalizovate©ná. Jej minimálny polynóm je (λ− 1)2.

Ako ²peciálny prípad Vety 2.4.17, kaºdá komplexná ²tvorcová matica je podobná

s hornou trojuholníkovou maticou. Dôkaz Vety 2.4.17 rozoberieme aº po zade�novaní

nilpotentných zobrazení v sekcii 2.6.

2.5 Simultánna diagonalizácia

Ke¤ºe uº vieme kedy je matica diagonalizovate©ná (len vtedy ak minimálny polynóm s

rôznymi kore¬mi sa dá rozloºit na lineárne £initele), môºme zavies´ pojem simultánna

diagonalizácia pre nieko©ko lineárnych zobrazení φj : V → V , j = 1, 2, . . . , r. Predpo-

kladajme, ºe kaºdé zobrazenie φj má diagonálnu maticovú reprezentáciu Aj v nejakej

báze, môºme nájs´ spolo£nú bázu, v ktorej budú v²etky Aj diagonálne matice? (Táto

moºnos´ sa nazýva simultánna diagonalizácia.) Dôleºité obmedzenie je komutatívnos´:

Kaºdá mnoºina diagonálnych matíc komutuje, preto ak Aj môºu by´ simultánne diago-

nalizovate©né, musia komutova´. �peciálna vlastnos´ komutatívnosti je to, ºe matica A

zachováva ©ubovo©ný vlastný podpriestor matice B a naopak: ak AB = BA a Av = λv

potom A(Bv) = B(Av) = B(λv) = λ(Bv), teda B zobrazí kaºdý vektor z vlastného

podpriestoru Eλ matice A na iný vektor z Eλ matice A.

Veta 2.5.1. Ak A1, ..., Ar sú z Cn×n a kaºdá matica Ai je diagonalizovate©ná, potom

sú simultánne diagonalizovate©né práve vtedy, ke¤ komutujú.

Dôkaz. Uº sme nazna£ili pre£o simultánne diagonalizovate©né matice musia komutova´.

Opa£ným smerom, predpokladajme A1, ..., Ar komutujú a sú diagonalizovate©né. Na

ukázanie, ºe sú simultánne diagonalizovate©né, postupujeme indukciou na r. Výsledok

je jasný pre r = 1, teda predpokladajme r ≥ 2. Nech

Eλ = {v : Arv = λv}

je vlastný priestor Ar pre nejaké vlastné £íslo λ z Ar. Pokia© Ar je diagonalizovate©ná

na V , V je priamy sú£et vlastných priestorov Ar. Pre v ∈ Eλ, Ar(Aiv) = Ai(Arv) =

Ai(λv) = λ(Aiv), teda Aiv ∈ Eλ. A preto kaºdá Ai je zúºená na podpriestor Eλ.

Matice A1|Eλ
, . . . , Ar−1|Eλ

komutujú pokia© Ai komutujú na V , a tieto zúºenia na Eλ sú

diagonalizovate©né pod©a Dôsledku 2.7.5. Je ich r−1, preto z indukcie na r vyplýva, ºe

26



existuje báza Eλ tvorená simultánnymi vlastnými vektormi A1|Eλ
, . . . , Ar−1|Eλ

, Ar|Eλ
.

2 Prvky tejto bázy sú aj vlastné vektory Ar|Eλ
, ke¤ºe v²etky nenulové vektory v Eλ

sú vlastné vektory Ar. A teda A1|Eλ
, . . . , Ar−1|Eλ

, Ar|Eλ
sú v²etky diagonalizovate©né.

Vektorový priestor V je priamy sú£et vlastných priestorov Eλ, a spojenie simultánnych

vlastných báz v²etkých Ai|Eλ
nám dáva simultánnu vlastnú bázu V pre v²etky Ai.

Táto Veta nevraví, ºe komutujúce zobrazenia (resp. matice) diagonalizujú, ale ºe

komutujúce diagonalizovate©né zobrazenia (resp. matice) simultánne diagonalizujú!

Dôsledok 2.5.2. Nech {Ai} je postupnos´ komutujúcich matíc. Ak kaºdá Ai je dia-

gonalizovate©ná, potom sú v²etky simultánne diagonalizovate©né.

Dôsledok 2.5.3. Nech A a B sú matice, ktoré komutujú a sú diagonalizovate©né.

Potom kaºdá matica z okruhu F [A,B] je diagonalizovate©ná. Napríklad matice A + B

a AB sú diagonalizovate©né.

Dôkaz. Ke¤ºe A a B komutujú, majú spolo£nú vlastnú bázu. �leny tejto bázy sú tieº

vlastné vektory kaºdej matici z F [A,B], preto v²etky tieto matice sú tieº diagonalizo-

vate©né.

Bez komutatívnosti, diagonalizovate©nos´ nemusí by´ zachovaná s£ítaním a násobe-

ním. Napríklad, matice

(
1 0

0 2

)
a

(
0 1

0 −1

)
sú obe diagonalizovate©né, ale ich sú£et(

1 1

0 1

)
nie je.

2.6 Nilpotentné zobrazenia(matice)

Minimálny polynóm neklasi�kuje len diagonalizovate©né ale aj nilpotentné lineárne zo-

brazenia. Nilpotentné lineárne zobrazenie je také lineárne zobrazenie φ, ku ktorému

existuje také £íslo n ∈ N, ºe φn = O.

Veta 2.6.1. Pre maticu N ∈ F n×n sú nasledovné body ekvivalentné:

1. N je nilpotentná: Nk = O pre nejaké k ≥ 1,

2Výber bázy pre Eλ nezávisí od Ar, ale od v²etkých ostatných matíc dokopy.
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2. jediné vlastné £íslo N je 0,

3. Nn = O, kde n = dim V ,

4. minimálny polynóm N je λk pre nejaké k ≤ n

.

Dôkaz. Ukáºeme 1. ⇒ 2. ⇒ 3. ⇒ 4. (opa£ne je to jasné.) Nech Nk = O pre nejaké

k potom pre minimálny polynóm N tvaru λl, kde l ≤ k,platí, ºe jeho jediný kore¬ je

0. Korene minimálneho polynómu sú vlastné £ísla matice N , teda jediné vlastné £íslo

N je 0. Charakteristický polynóm je normovaný polynóm stup¬a n s kore¬mi, ktoré

sú vlastné £ísla, teda ak jediné vlastné £íslo je 0 potom χN(λ) = λn, z £oho vyplýva,

ºe Nn = O. Minimálny polynóm delí charakteristický, teda ak χN(λ) = λn potom

minimálny polynóm je λk pre k ≤ n.

Nemôºme diagonalizova´ nilpotentné matice, iba ak sú rovné O: minimálny poly-

nóm tvaru λk má rôzne korene, iba ak k = 1, t.j. λ. A jediná matica s minimálnym

polynómom λ je O.

Dôsledok 2.6.2 Nilpotentné lineárne zobrazenie φ : V → V má striktnú hornú

trojuholníkovú maticovú reprezentáciu.

Striktná horná trojuholníková matica je horná trojuholníková matica s nulami na

hlavnej diagonále, ako napríklad matica

(
0 1

0 0

)
.

Dôkaz. Indukciou na dim V . Ke¤ dim V = 1, φ = O, tak výsledok je zrejmý. Aj pre

prípad dim V > 1 a φ = O je výsledok opä´ zrejmý. Ak dim V > 1 a φ ̸= O, potom

W :=ker φ (jadro zobrazenia φ je mnoºina v²etkých vektorov x pre ktoré platí φx = 0)

je vlastný podpriestor V a W ̸= {0} ke¤ºe φ nie je injektívne zobrazenie. Pokia©

φ(W ) = {0} ⊂ W , φ indukuje lineárne zobrazenia na W a V/W . A ke¤ºe mocnina φ

na V je O, tá istá mocnina bude aj na W a V/W . Teda zobrazenia, ktoré φ indukuje

na W a V/W sú obe nilpotentné. φ je na W O, ale na V/W jediné, £o môºme poveda´

je, ºe φ je nilpotentné zobrazenie. Ke¤ºe 0 < dim V/W < dim V , indukciou existuje

báza V/W vzh©adom na zobrazenie indukované φ na V/W , ktoré má striktnú hornú

trojuholníkovú maticovú reprezentáciu. Vyberme takú bázu V/W a pridajme k tejto

mnoºine bázu W na získanie bázy V . Poloºme bázové vektory z W prvé v poradí bázy

V . Vzh©adom na výber bázy V , maticová reprezentácia φ na V má tvar

(
O ∗
O U

)
, kde
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U je striktná horná trojuholníková ²tvorcová matica lineárneho zobrazenia φ na V/W .

Táto matica je na V striktná horná trojuholníková matica.

Teraz môºme spravi´ dôkaz Vety 2.4.17: lineárne zobrazenie má maticovú repre-

zentáciu danú hornou trojuholníkovou maticou iba ak jeho minimálny polynóm sa dá

rozloºi´ na lineárne £initele z F [λ].

Dôkaz. Ak lineárne zobrazenie má hornú trojuholníkovú maticovú reprezentáciu, po-

tom charakteristický polynóm tejto matice sa dá rozloºi´ na lineárne £initele z F [λ],

a ke¤ºe minimálny polynóm je sú£as´ou charakteristického polynómu, tak aj on sa dá

rozloºi´ na lineárne £initele v F [λ].

Obrátene, predpokladajme, ºe mA(λ) sa dá rozloºi´ na lineárne £initele v F [λ], t.j.

mA(λ) = (λ− λ1)
e1 · · · (λ− λr)

er ,

kde λi sú rôzne korene. Potom polynómy fi(λ) = mA(λ)/(λ − λi)
ei sú nesúdelite©né.

Teda argumentáciou ako v dôkaze Vety 2.4.11 (kde v²etky exponenty ei sú 1) dostaneme

V =
⊕

ker((A− λiI)
ei).

NechWi = ker((A−λiI)
ei). Ke¤ºe A komutuje s (A−λiI)

ei , tak A(Wi) ⊂ Wi. Ukáºeme,

ºe A_Wi má hornú trojuholníkovú maticovú reprezentáciu a pospájaním báz Wi na

získanie bázy V dostaneme hornú trojuholníkovú maticovú reprezentáciu A na V .

Na Wi,(A − λiI)
ei = O, teda A − λiI je nilpotentná matica. Pí²eme A = λiI +

(A − λiI), £o vyjadruje A na Wi ako sú£et ²kálovej a nilpotentnej matice. Vzh©adom

na to, £o vieme o nilpotentných maticiach, exituje báza Wi prislúchajúca A − λiI,

ktorá je striktne horná trojuholníková. Vzh©adom na káºdú bázu, ²kálový operátor λi

je diagonálny. Pouºitím bázy, ktorá robí z A−λiI striktne hornú trojuholníkovú maticu,

matica A je sú£et diagonálnej a striktne hornej trojuholníkovej matice a to je horná

trojuholníková matica.

Dôsledok 2.6.3. Ak A1, . . . , Ar sú komutuj[ce matice na V a kaºdá Ai sa dá upravi´

na horný trojuholníkový tvar, tak potom sa dajú simultánne upravi´ na horný trojuhol-

níkový tvar.

Na rozdiel od Vety 2.5.1 komutatívny predpoklad nie je nevyhnutný: vä£²ina hor-

ných trojuholníkových matíc nekomutuje medzi sebou.

Dôkaz. Pouºijeme indukciu na dimenziu vektorového priestoru (nie indukciu na po£et

matíc ako je v dôkaze Vety 2.5.1). Jednorozmerný prípad je zrejmý. Teraz predpokla-

dajme dimV ≥ 2 a dôsledok je známy pre menej rozmerné priestory. Môºme predpo-

klada´, ºe nie v²etky Ai sú skalárne matice na V (v opa£nom prípade by bol výsledok
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zrejmý pri pouºití hocijakej bázy). Bez ujmy na v²eobecnosti nech Ar nie je skalárna

matica.

Pokia© sa dá Ar upravi´ na horný trojuholníkový tvar na V , jej vlastné £ísla sú

v F . Nech λr ∈ F je vlastné £íslo Ar a mnoºina Eλ je vlastný podpriestor Ar vo V .

Potom 0 < dimEλ < dimV . Pokia© Ai komutujú, Ai(Eλ) ⊂ Eλ pre v²etky i. Navy²e

minimálny polynóm Ai|Eλ
je sú£as´ minimálneho polynómu Ai na V , teda kaºdý Ai|Eλ

je moºné upravi´ na horný trojuholníkový tvar pod©a Vety 2.4.17. Ke¤ºe Ai komutujú

na V potom tieº komutujú na Eλ. Teda indukciou na dimenziu Ai sa dajú simultánne

upravi´ na horný trojuholníkový tvar na Eλ. Naozaj, prvý vektor v simultánnej "hornej

trojuholníkovej báze"pre Ai je spolo£ný vlastný vektor v²etkých Ai. Nazývajme ho e1

a W = Fe1. Potom Ai(W ) ⊂ W pre v²etky i. Ai sú v²etko matice na W a teda aj na

V/W . Nech Āi ∈ V/W → V/W sú matice Ai indukujúce na V/W , kde tieto matice

komutujú a dajú sa upravi´ na horné trojuholníkové, teda znovu indukciou na dimenziu

matíc Āi na V/W môºme tieto matice simultánne previes´ na horné trojuholníkové.

Ak zoberieme spolo£nú hornú trojuholníkovú bázu pre Āi z V/W do V a pripneme na

e1 (prvý £len bázy V ), získavame spolo£nú hornú trojuholníkovú bázu pre v²etky Ai

(pod©a argumentu v dôkaze Dôsledku 2.6.2).

2.7 Výpo£et minimálneho polynómu

Jednou z metód hladanie minimálneho polynómu je po£ítanie charakteristického poly-

nómu a testovanie jeho lineárnych £inite©ov. Existuje v²ak metóda na výpo£et mini-

málneho polynómu, ktorá je zaloºená na nasledujúcej vete:

Veta 2.7.1. Majme maticu A ∈ V . Predpokladajme W1, . . . ,Wk sú podpriestory V

také, ºe V = W1+ · · ·+Wk, A(Wi) ⊂ Wi pre v²etky i a zúºenie A na Wi má minimálny

polynóm mi(λ). Potom minimálny polynóm A vo V je nsn(m1, . . . ,mk) (najmen²í spo-

lo£ný násobok).

Nepredpokladáme, ºe Wi sú lineárne nezávislé podpriestory (t.j. nepredpokladáme

V = ⊕k
i=1Wi), ale len, ºe Wi je doplnok V . Táto podmienka A(Wi) ⊂ Wi je potrebná

k zúºeniu A na Wi ako matice s vlastným minimálnym polynómom.

Dôkaz. Nech f(λ) = nsn(m1(λ), . . . ,mk(λ)), teda f(λ) je násobok kaºdého mi(λ) za-

pisujeme f(λ) = gi(λ)mi(λ) pre kaºdé i. Pre v ∈ W , f(A)v = gi(A)(mi(A)v) =

gi(A)(0) = 0, teda f(A) je nula v kaºdom Wi. Ke¤ºe Wi je doplnok V , f(A) = O na

V , a preto mA(λ) \ f(λ).
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�alej ukáºeme, ºe f(λ) \mA(λ). Ke¤ºe mA(A) = O na V , mA(A) nuluje kaºdé Wi.

Zúºením na Wi, mA(A)\Wi
= mA(A\Wi

), teda A\Wi
je vynulovaný polynómom mA(λ),

a preto mA(λ) je delite©né polynómom mi(λ). Z toho mi(λ) \mA(λ) pre v²etky i, ich

najmen²í spolo£ný násobok f(λ) delí mA(λ). Polynómy f(λ) a mA(λ) sú normované a

delia sa navzájom, preto sú rovnaké.

Príklad 2.7.2. Nech

A =


2 0 0

1 1 1

0 0 1

 .

Nech W1 = {(x, y, 0)} a W2 = {(0, y, z)} sú roviny v R3 a platí W1 +W2 = R3. Aj ke¤

W1∩W2 ̸= {0}, v tomto prípade W1+W2 nie je rozklad na priamy sú£et v R3. Výpo£ty

ukazujú, ºe A(W1) ⊂ W1 a A(W2) ⊂ W2. Pouºitím bázy {(1, 0, 0), (0, 1, 0)} pre W1 a

bázy {(0, 1, 0), (0, 0, 1)} pre W2 dostávame maticové reprezentácie [A\W1 ] =

(
2 0

1 1

)
a

[A\W2 ] =

(
1 1

0 1

)
, teda m1(λ) = (λ − 2)(λ − 1) a m2(λ) = (λ − 1)2. Preto mA(λ) =

nsn(m1,m2) = (λ− 1)2(λ− 2).

Veta 2.7.1 vedie k algoritmu na výpo£et minimálneho polynómu nejakej matice A

na V . Zoberme ©ubovo©ný v ̸= 0 vo V a uvaºujme postupnos´ vektorov

{v, A(v), A2(v), . . . },

ktoré tvoria podpriestor vo V . Nazvyme ho W , teda W = {f(A)v : f(λ) ∈ F [λ]}.
Prvky W majú tvar f(A)v. Vlastnos´ W , A(W ) ⊂ W ur£uje A ako maticu vo W . Na

výpo£et minimálneho polynómu A vo W musíme nájs´ najmen²ie d také, ºe vektory

v,A(v), . . . , Ad(v) sú lineárne nezávislé. (Pouºitím bázy na zmenu z V na F n, môºme

vyuºit riadkovú elimináciu na zistenie, kedy sa lineárna nezávislos´ vyskytla prvýkrát,

t.j na²e d.) Nech d ≥ 1, ke¤ºe v ̸= 0. Pretoºe pre v,A(v), . . . , Ad−1(v) jediný lineárny

vz´ah vo forme

bd−1A
d−1(v) + b1A(v) + · · ·+ b0v = 0

s bi ∈ F , je ten, kde sa kaºdé bi rovná nule. Preto pre kaºdý nenulový polynóm f(λ) ∈
F [λ] so stup¬om men²ím ako d, f(A)(v) ̸= 0. A preto f(A) ̸= O, £o znamená, ºe

minimálny polynóm A na W má stupe¬ najmenej d.

Existuje vz´ah lineárnej závislosti na mnoºine {v,A(v), . . . , Ad(v)}, a koe�cient v

Ad(v) musí by´ nenulový, lebo ostatné vektory sú lineárne nezávislé. Môºme normova´

koe�cient Ad(v) tak aby bol 1,
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(7.1) Ad(v) + cd−1A
d−1(v) + · · ·+ c1A(v) + c0 = 0,

kde ci ∈ F , toto nám hovorí, ºe polynóm

m(λ) := λd + cd−1λ
d−1 + · · ·+ c1λ+ c0

sp¨¬a m(A)(v) = 0, teda pre kaºdý f(λ) ∈ F [λ] máme m(A)(f(A)v) = f(A)(m(A)v) =

f(A)(0) = 0. Kaºdý prvokW je f(A)(v) pre nejaké f(λ), tedam(A) nuluje v²etko zW :

m(λ) je minimálny polynóm A naW . (Mimochodom, z toho tieº vyplýva, ºe dimW = d

a W má bázu {v,A(v), . . . , Ad−1(v)}.)
Nech W1 = W a m1(λ) = m(λ). Ak W1 ̸= V zoberieme vektor v′ /∈ W1 a spravme

to isté pre podpriestor W2 z V tvorený vektormi v′, A(v′), A2(v′), . . . aby sme dostali

minimálny polynóm m2(λ) pre A na W2, a tak ¤alej. Pokia© V je kone£norozmerný,

dostávame postupnos´ podpriestorov W1,W2, . . . ,Wk, kde A(Wi) ⊂ Wi pre v²etky i a

Wi sa doplnia k V . Minimálny polynóm A na V je najmen²í spolo£ný násobok mi(λ)

pod©a Vety 2.7.1.

Príklad 2.7.3. Nech

A =


0 4 1 −2

−1 4 0 −1

0 0 1 0

−1 3 0 0

 .

Nech v1 = (1, 0, 0, 0), teda A(v1) = (0,−1, 0,−1) a A2(v1) = (−2,−3, 0,−3) = 3A(v1)−
2v1. Teda A2(v1) − 3A(v1) + 2(v1) = 0, a preto m1(λ) = λ2 − 3λ + 2. Nech W1 je

tvorený vektormi v1 a A(v1). Vektor v2 = (0, 1, 0, 0) nie je vo W1. Ukazuje sa, ºe

v2, A(v2) a A2(v2) sú lineárne nezávislé a A3(v2) = 4A2(v2)−5A(v2)+2v2, tedam2(λ) =

λ3 − 4λ2 + 5λ − 2. Nech W2 je tvorený bázou v2, A(v2) a A2(v2). Aj W1 a W2 sú v

podpriestore vektorov s tre´ou zloºkov 0, teda W1+W2 ̸= R4. Zoberme v3 = (0, 0, 1, 0).

Výpo£ty ukáºu, ºe itera£ný proces s A je rovnaký ako pre v2 tak aj pre v3, tedam3(λ) =

m2(λ). Ke¤ºe {v1, A(v1), v2, v3} je bázaR4, minimálny polynómA je nsn(m1,m2,m3) =

λ3 − 4λ2 + 5λ− 2.

Pozrime sa bliº²ie na podpriestory. Ak φ : V → V je lineárne zobrayenie, pod-

priestor W ⊂ V sa nazýva φ-stabilný ak φ(W ) ⊂ W . Napríklad, vlastný priestor φ

je φ-stabilný. Ak φ =idV , potom kaºdý podpriestor V je φ-stabilný. (Nevyºadujeme

φ(W ) = W , iba φ(W ) ⊂ W .) Ke¤ φ(W ) ⊂ W indukuje lineárne zobrazenie na W a

na faktorový priestor V/W . Ozna£me tieto indukované lineárne zobrazenia ako φW a

φV/W . Pozrieme sa v akom vz´ahu je diagonalizovate©nos´ a nilpotentnos´ s φ, φW a

φV/W , kde W je φ-stabilný podpriestor. Najskôr si ukáºeme v akom vz´ahu sú mini-

málne polynómy týchto troch lineárny zobrazení.
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Veta 2.7.4. Predpokladajme φ : V → V je lineárne zobrazenie a W je φ-stabilný

podpriestor V . Indukované lineárne zobrazenia φW : W → W a φV/W : V/W → V/W

majú minimálne polynómy, ktoré delia mφ(λ). Presnej²ie, ich najmen²í spolo£ný náso-

bok delí mφ(λ) a ich sú£in je delite©ný mφ(λ).

Dôkaz. Polynóm mφW
(λ) nuluje W , ke¤ λ je nahradená φ|W , a polynóm mφV/W

(λ)

nuluje V/W , ke¤ λ je nahradená φ na V/W (t.j.φV/W ). Pokia©mφ(λ) nulujeW a V/W ,

ke¤ λ je nahradená A, tak mφ(λ) je delite©ný aj polynómom mφW
(λ) aj polynómom

mφV/W
(λ) a aj ich najmen²ím spolo£ným násobkom.

Pre v ∈ V , s jeho faktorovou mnoºinou vo V/W ozna£ujeme v̄, mφV/W
(φ)(v̄) =

0̄, teda mφV/W
(φ)(v) ∈ W . Potom mφW

(φ)(mφV/W
(φ)(v)) = 0. Pokia© to platí pre

v²etky v ∈ V , mφW
(φ)mφV/W

(φ) = O, teda mφW
(λ)(mφV/W

(λ) nuluje φ na V . Potom

mφ(λ) \mφW
(φ)(mφV/W

(λ).

Veta 2.7.4 hovorí, ºe mA(λ), kde A je maticová reprezentácia lineárneho zobrazenia

φ leºí medzi nsn(mAW
(λ)(mAV/W

(λ)) a mAW
(λ)(mAV/W

(λ) v zmysle delite©nosti. Nie

je to vºdy bu¤ najmen²í spolo£ný násobok, alebo sú£in. Ke¤ napríklad V = R2 a

A = I2, mA(λ) = λ − 1 ̸= mAW
(λ)(mAV/W

(λ) pre ©ubovo©ný W ⊂ R2. Ke¤ V = R2 a

A =

(
1 1

0 1

)
, mA(λ) = (λ − 1)2 ̸= nsn(mAW

(λ)(mAV/W
(λ)) ak pouºijeme W = a

(
1
0

)
,

kde a ∈ R.

Dôsledok 2.7.5. Pouºitím poznámok z Vety 2.7.4,

1. A sa dá previes´ na hornú trojuholníkovú iba ak AW a AV/W sa dajú previes´ na

hornú trojuholníkovú,

2. ak A je diagonalizovate©ná, tak AW a AV/W sú diagonalizovate©né,

3. A je nilpotentná iba ak AW a AV/W sú nilpotentné.

Dôkaz. Ak sa polynóm dá rozloºi´ na lineárne £initele v F [λ], alebo dokonca ak sa

rozkladá a má aj rôzne korene, tak ©ubovo©ný lineárny £inite© má rovnaké vlastnosti,

teda 1. a 2. priamo vyplývajú zo vz´ahov vo Vete 2.7.4. Na dôkaz 3., mA(λ) je mocnina

λ iba ak mAW
(λ) a mAV/W

(λ) sú mocniny λ.

Opa£ná implikácia v druhej vlastnosti Dôsledku 2.7.5 neplatí. ZobermeA =

(
1 1

0 1

)
vo V = R2. Nech W = a

(
1
0

)
, teda A(W ) = W . Aj W aj V/W sú jednorozmerné, teda
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kaºdá matica v nich je diagonalizovate©ná. A preto AW a AV/W sú diagonalizovate©né,

ale A nie je diaonalizovate©ná.

Toto je analogické pre sú£in ²peciálnych (�square-free �) £ísel (celé £islo je �square-

free � ak nie je delite©né celým £íslom, ktoré má celo£íselnú odmocninu. Napr. £ísla 6

a 15 sú �square-free � , ale ich sú£in nie je.)
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Kapitola 3

Program na výpo£et minimálneho

polynómu

V tejto kapitole popí²em program, ktorý som vypracoval v softvéri MATLAB. Prog-

ram vypo£íta a vypí²e minimálny polynóm pre ©ubovo©nú reálnu maticu rozmeru n×n,

ktorú si uºívate© sám zadá na vstupe. Program je preh©adný a intuitívne ovládate©ný.

Po spustení si program vyºiada hne¤ prvý vstupný údaj, ktorým je rozmer ²tvor-

covej matice.

Tento údaj o rozmere sa na£íta z klávesnice do premennej n. Program na základe

toho vygeneruje maticu Hn×n editovacích polí£ok a otvorí sa okno, kde budú vykres-

lené tieto editovacie polí£ka s predde�novanou hodnotou 0. Okrem týchto polí£ok sa

35



v okne nachádza aj tla£ítko a textové pole, do ktorého sa nakoniec po stla£ení tla-

£ítka �minimálny polynóm � vypí²e minimálny polynóm uºívate©om zadanej matice.

Napríklad pre rozmer matice n = 8 bude okno vyzera´ nasledovne:
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Uºívate© v tomto okne vyplní polí£ka zodpovedajúce prvkom matice a stla£í tla£itko

�minimálny polynóm �. Prebehne algoritmus, ktorý nájde minimálny polynóm zadanej

matici, a tento sa vypí²e do textového pola vpravo hore. V na²om prípade pre maticu

8× 8 to môºe vyzera´ takto:

Teda h©adaný minimálny polynóm na²ej matice je polynóm λ2(λ− 1)4.

Ideme sa pozrie´ podrobnej²ie na zdrojový kód ná²ho programu.

Rozdelíme si ná² zdrojový kód na tri £asti. Príkazy v prvej £asti vytvoria uºívate©ské

prostredie, £iºe okno aplikácie s tla£ítkom �minimálny polynóm � a zatia© prázdnym

textovým po©om. (Nastavia sa atribúty jednotlivých objektov ako napr. rozmery, po-

zícia, písmo, nápis...)
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1. £as´ programu:

Túto £as´ vygeneroval MATLAB viacmenej sám na základe toho ako som rozmiest-

nil a upravil jednotlivé objekty (tla£ítko a textové pole). Editovacie polí£ka sa tu e²te

nenachádzajú, pretoºe tie sa vytvoria aº po zadaní rozmeru n. (Dovtedy e²te nevieme

ko©ko ich vlastne bude.)

38



2.£as´ programu - vytvorenie matice n× n editovacích polí£ok na základe vstupu z

klávesnice:

Na plochu sa vypí²e �zadajte rozmer matice: � a £aká sa na vstup z klávesnice. Na

základe tohto vstupu sa vo for cykle vytvorí matica s prvkami H(i, j), i, j = 1, ..., n -

editovacie polí£ka.
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3.£as´ programu - samotný výpo£et minimálneho polynómu:

Po stla£ení tla£ítka �minimálny polynóm �, get na£íta názvy z editovacích polí£ok

H do matice A. Funkciou v=eig(A) získame vektor vlastných £ísel matice A a funkciou

unique(v) obmedzíme ich nasobnos´ na 1 aby nám neskôr nevznikali v minimálnom

polynóme problémy, ke¤ºe budeme prechádza´ kaºdú zloºku unique(v). V cykle pre-

chádzame kaºdým rôznym vlastným £íslom, a postupne umoc¬ujeme maticu (A−λI),

pri£om sledujeme jej hodnos´. Ak sa nám od ur£itej mocniny hodnos´ matice uº ne-

zniºuje, stopneme cyklus a tú konkrétnu mocninu zahrnieme do získania minimálneho

polynómu. Ako ilustra£ný príklad zoberme maticu 8×8, ktorú máme vytvorenú v okne

na str.37. Jej vlastné £ísla sú 0 a 1, (nezaujíma nás násobnos´ vlastných £ísel). Zoberme

λ1 = 0. Zistíme, ºe hodnos´ matice (A−λ1I)
1 sa rovná 6. Hodnos´ matice (A−λ1I)

2 sa

rovná 4. H©adáme takú mocninu matice (A− λ1I) na ktorej sa nám ustáli jej hodnos´

a ¤al²ie jej vy²²ie umoc¬ovanie, nám ju uº nebude zniºova´. Spravme e²te hodnos´ ma-

tice (A−λ1I)
3, zistili sme, ºe sa tieº rovná 4. Ustálila sa nám hodnos´ matice (A−λ1I)
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na 4. Teda od jej druhej mocniny uº jej hodnos´ neklesá a preto sú£as´ou minimálneho

polynómu bude výraz λ2. Tento proces zopakujeme aj pre druhé vlastné £íslo. A naozaj

dostaneme minimálny polynóm v textovom okne na str.37.
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Záver

Cie©om bakalárskej práce bolo priblíºi´ pojem minimálny polynóm. Priblíºili sme

si rôzne metódy ako sa dosta´ k minimálnemu polynómu. Postupne sme sa od de�nícií

vlastných £ísel, charakteristických polynómov a diagonalizáciach dostávali k minimál-

nemu polynómu. Pozreli sme sa na vz´ahy medzi nilpotentnými a diagonalizovate©-

nými maticami vyuºívaním minimálneho polynómu. A nakoniec sme zostavili program

v MATLAB-e na získanie minimálneho polynómu ©ubovo©nej ²tvorcovej matice.
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