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Abstrakt

VLARSKY, Jozef: Minimdlny polyném matice |bakalarska préacal. Univerzita Komen-
ského v Bratislave. Fakulta matematiky, fyziky a informatiky. Katedra aplikovanej ma-
tematiky a Statistiky. Veduci bakalarskej prace: RNDr. Dusan Krajcovi¢, CSc. Stupen
odbornej kvalifikacie: Bakalar v studijnom programe Ekonomick4 a finan¢na matema-
tika. Bratislava: FMFI UK, 2011. 43 s.

Bakalarska praca obsahuje vzpracovanie problematiky minimalneho polynému a
met6d na jeho vypocitanie. Uvodna kapitola obsahuje definicie vlastnych ¢isel. Dal-
Sia kapitola popisuje minimalny polynom diagonalizovatel nych, nilpotetntnych a inych
matic. A prezentuje priklady na vypocet minimalneho polynému. V zavere prace je vy-
tvoreny program v matematickom softvéri MATLAB, ktory hlada minimalny polynom

realnych matic.

Krlucové slova: vlastné ¢isla, charakteristicky polynom, minimélny polynom, dia-

gonalizovatelné matice, nilpotentné matice



Abstract

VLARSKY, Jozef: The Minimal Polynomial of a Matriz |Bachelor’s thesis|. Come-
nius University in Bratislava. Faculty of Mathematics, Physics and Informatics. De-
partment of Applied Mathematics and Statistics. Supervisor: RNDr. Dusan Krajcovic,
CSc. Degree of qualification: Bachelor in the study programme Economic and Financial
Mathematics. Bratislava: FMFI UK, 2011. 43 p.

The Bachelor’s thesis includes drawing up the issue of minimal polynomial and its
computing methods. The introductory chapter contains the definitions of eigen values.
The next chapter describes minimal polynomial of diagonalizable, nilpotent and other
kinds of matrices. This chapter also shows examples of computing minimal polynomial.
Last chapter contains programme created in mathematical software MATLAB, which

finds the minimal polynomial of some real square matrix.

Key words: eigen values, characteristic polynomial, minimal polynomial, diagona-

lizable matrices, nilpotent matrices
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Uvod

Miniméalny polyném matice zohrava velmi dolezitu ilohu najmé v teorii matic. Ma
siroku skalu aplikacii pri rozklade vektorovych priestorov ¢i pri diagonalizacii matice.
No najst miniméalny polyném danej matice nie je az také Tahké. Algoritmy na jeho
vypocet sa Studovali uz davno.

Cielom mojej bakalarskej prace je pribliZit pojem minimalny polyném. Ukazat rozne
metody vypoc¢tu minimalneho polynému redlnej matice a zostavit program na vypocet
minimalneho polynému na zéklade jednej vybranej metody.

V prvej kapitole sme si zadefinovali vlastné ¢isla, ktoré potrebujeme na zakladné
pochopenie minimélneho polynému.

V druhej kapitole sa pozrieme na $pecidlne druhy matic (nilpotentné, diagonali-
zovatelné...) z hladiska ich minimalnych polynémov. UkaZeme si rozne priklady ako
ziskat minimdlny polyném.

A nakoniec v tretej kapitole zostavime program v matematickom softvéri, ktory

pocita minimalny polyném Iubovolnej §tvorcovej redlnej matice.



Kapitola 1
Vlastné cisla a vlastné vektory

Definicia 1.1. Hovorime, ze skalar A € F', kde F' je Ciselné pole, je charakte-
ristickd alebo tiez wvlastnd hodnota matice A : V(F) — V/(F), ak existuje vektor
v(v € V(F),v # 0), pre ktory plati Av = Av. V pripade vektorovych priestorov
nad ¢iselnymi polami, ako napriklad R alebo C, zvykneme hovorit o vlastnom cisle

matice.

Definicia 1.2. Hovorime, 7e 0 # v € V(C) je vlastny alebo tiez charakteristicky
vektor matice A € C™*", ak existuje skalar A € C, pre ktory plati Av = \v.

Spojenim tychto definicii ziskavame tvrdenie, 7ze v je vlastny vektor prislichajici

vlastnému cislu A, resp. ze A je vlastné cislo prislichagice k vlastnému vektoru wv.

Definicia 1.3. Vlastnym c¢islom, resp. vlastnym vektorom $tvorcovej matice A €
C™™ nazyvame vlastné ¢islo, resp. vlastny vektor linedrneho zobrazenia C* — C"
dané predpisom x — Az. Vlastné ¢islo A € C a k nemu prislichajici vlastny vektor

0 # v € C" matice A su tak viazané vztahom Av = A\v.

Este si vSimnime, 7e vlastné ¢islo prislichajice k danému vlastnému vektoru je
urcené jednoznac¢ne, zatial ¢o k danému vlastnému ¢islu moze prislichat viacero vlast-
nych vektorov ako si ukédZeme na nasledujicom priklade hladania vlastnych cisel a

vektorov matice.



Nech

aix G2 - Qin
Q21 Q22 -+ Q2p
A=
Ap1 Gp2 - App
Z predchadzajucich kapitol vieme, Ze vektor x = (z1,x9,...,%,) sa zobrazi podla

x — Axna Ax = (y1,%2,-..,Yn) plati:

Y1 ajx Q12 -+ QAlp T1
Yo Qg1 Q22 -+ A2p T2
Yn Ap1  Ap2 (0797 Tn

respektive:

Y1 = a11%1 + a21T2 + ... + Ap1 Ty

Yo = A1271 + 292 + ...+ Ap2Ty

Yn = Q10 T1 + A2, T2 + ... + ATy
7 vyssie uvedenych definicii vieme, Ze nenulovy vektor x bude teda vlastnym vek-

torom matice A, ak existuje A € C také, ze

Ax = x,
teda y; = Az;, pre ¢ = 1,...,n, potom x je netrividlnym rieSenim systému
/\Il = a1+ a1+ ...+ AQp1Ty (CLH — )\)1’1 + a9 + ... + a1 T, = 0

/\172 = Q1221 + A99T9 + ...+ 2Ty, a19T1 + (CLQQ - )\)[EQ + ...+ ApoTy = 0
=

ATy = a1pT1 + A Ta + o F QT Q1T + GopTo + ..o+ (A — N) T =0

Toto netrividlne rieSenie stustavy existuje prave vtedy, ked:

((111 - )\) Q12 s Q1n
a Aoy — A) - -- Qon
21 ( 22 ) 2 _0,
an1 an?2 te (ann - )\)

a teda skalar A € C je vlastnym ¢islom matice A prave vtedy ked determinant matice

A je rovny 0.
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Ku kazdému vlastnému ¢islu A matice A existuje aspon jeden vlastny vektor.

Veta 1.4. Cislo ) € C je vlastnym ¢islom matice A (stupna n) nad polom C prave

vtedy, ked matica (A — AI) je singularna, ¢ize h(A)< n.

Dokaz. ”=" Nech A je vlastné ¢islo matice A. Potom existuje vektor x € V(C) taky,

v

ze

Ax = Ax.
Vynasobenim pravej strany rovnosti jednotkovou maticou dostavame
Ax = M\Ix,
¢o sa da upravit na tvar
(A= Xx=0.
Z toho vyplyva, Ze matica (A — AI) je singularna.
“<” Ak matica (A — M) je singularna, potom existuje nenulovy vektor x € V(C)
taky, ze
(A—A)x=0.

Z toho uz vidime, 7ze Ax = AIx alebo Ax = A\x a teda A je vlastnym ¢islom matice
A. O

Veta 1.5. Nech Ay, ..., A\, st navzajom rozne vlastné ¢isla matice A € C™*™. Potom

k nim prislichajice vlastné vektory vy, ..., v; st linedrne nezavislé.

Doékaz. Predpokladajme, 7e vy, ..., v, su linedrne zavislé. Potom existuje 7 < k také,
ze vektor v; je linedrnou kombinaciou predchadzajucich; zvolme najmensie také j.
Kedze vi # 0,5 > 2 a ziaden z vektorov vy,...,v;_; nie je linedrnou kombinéaciou
predchédzajucich, st to linedrne nezéavislé vektory. Pre nejaké skalary ci,...,c;j_; plati
vj = V1 + ... +¢j_1vj_1. Nakolko v; # 0 aspoii jeden z tychto skalarov je # 0. Vektor

Avj si vyjadrime dvoma sposobmi:
A’Uj = clAvl + ...+ Cj—lAUj—l = cl)\lvl + ...+ Cj—l)\j—lvj—b

AU]' = )\jUj = )\j(clvl + ...+ Cj_l’Uj_l) = cl)\jvl + ...+ Cj_l)\j’l)j_l.

V doésledku toho
Cl()\l — )\j)vl + ...+ ijl(/\jfl — )\j)’l}j,1 = 0,

a kedze \; # \; pre vSetky ¢ < j — 1, aspon jeden z koeficientov ¢;(\; — A;) je rozny od

nuly. To je v8ak spor s nezavislostou vektorov vy, ..., v;_;. O

11



Definicia 1.6. Stvorcovii maticu A stupiia n nazyvame symetrickou, ak A=AT,

resp. a;; = aj; Vi,j € {1,...,n}.

Veta 1.7. Vlastné ¢isla symetrickej matice nad polom R su reélne ¢isla.

Dokaz. Nech A je symetrickd matica typu n x n nad polom R, x je jej vlastny vektor

prislichajici vlastnému ¢islu A, ¢ize plati
Ax = Ax.
Predpokladajme, Ze vlastna hodnota A je komplexné ¢islo, tak
A =a+1b.

Kedze A\ je komplexné ¢islo, potom k nej prislachajuci vlastny vektor je komplexna
n-tica, teda

X = (xla"wajn)—i_i(yl)"'ayn)

Oznacme x1 = (21,...,2,) a X2 = (Y1,.--,Yn)
Potom

Ax = Axq + Aixs = ax; + ibxq + taxs + 12bx,

To znameni, Ze

AXl = axy — bX2
Aixy = 1axy + 1bx
Vynasobenim prvej rovnosti zl'ava x2 a druhej rovnosti zlava x? dostavame
X2 Ax = axix; — bxlx,
xT Axy = ax? xy + bx1 x;
Kedze T'avé strany oboch rovnic sa rovnaju, tak aj pravé strany sa musia rovnat, preto
Y Y
T T T T
ax, X1 — bx;xy = axy Xg + bx) X1
Vyrazy axix;, ax?x, sa rovnajt, preto dostavame vztah
—bxixy = bx!x;

! s nezaporné cisla a aspon jedno z nich je nenulové, teda kladné,

v T Tx
z ¢oho x5x3, X
pretoze vlastny vektor x je nenulovy.

7 toho vyplyva, ze b = 0, takze A = a € R. n

12



Definicia 1.8. Maticu A— [ nazveme charakteristickou maticou matice A € C™*",

jej charakteristickym polynémom nazveme determinant charakteristickej matice, t. j.

polyn6ém
ap — A 12 T A1n
a Qoo — A ... Qop,
Ya(\) =det(A— ) =| = 7 ?
Gn1 Ano e Qpp — A

v premennej A s koeficientami z pola C. Charakteristicky polyném je zrejme polyném
stupiia n s koeficientom (—1)" pri najvyssej mocnine A\". Charakteristickou rovnicou

matice A nazyvame rovnicu x4(A) = 0, t.].
det(A — \I) = 0.

Veta 1.9. Majme A € C"*". Potom skalar A € C bude vlastnym ¢islom matice A

prave vtedy, ked
det(A— M) =0,

t.j., ked A vyhovuje charakteristickej rovnici matice A.

Dokaz. Skalar A je vlastnym cislom matice A vtedy, ked Av = Av pre nejaky vektor
0 # v € C". Teda prave vtedy, ked homogénna ststava linearnych rovnic (A—AX)v =0
ma asponl jedno nenulové rieSenie v € C". To bude vtedy, ked matica A — A je
singularna, teda det(A — A\I) = 0. O

13



Kapitola 2

MinimAlny polyném a niektoré

aplikacie

2.1 Uvod do diagonalnych matic

Najjednoduchsie vypocty realizujeme s diagonalnymi maticami. Ich sticet a sac¢in

pocitame tak, ze s¢itame resp. vynasobime jej diagonalne prvky. Napriklad

2 00 300 2x3 0 0
020 03 0= 0 2x3 0
0 0 2 0 0 3 0 0 2x3
alebo
200 300 2+3 O 0
02 0]l+1]10 3 0= 0 243 0
0 0 2 0 0 3 0 0 243

Pri pocitani s diagonalnymi maticami sa zbavujeme vSetkych komplikécii, ktoré
mozu nastat pri poc¢itani s inymi maticami. Ak matica A nie je diagonalna, ale vieme
ju previest na diagonalnu, nech D = PAP~! je diagonilna matica, potom A = P~'DP
a A¥ = PI1DFP pre vietky k € Z , ¢o znamen4, Ze staci umocnif znova diagonalnu
maticu. V mnoho aplikaciach linearnej algebry( napr. dynamické systémy, diferencialne
rovnice, Markovove retazce, rekurzivne postupnosti ) sa ¢asto stretavame s mocninami
matic.

Napriklad k-ta mocnina diagonalnej 3 x 3 matice: Nech

2 00 2k 0 0
A=10 2 0].,4=10 2¢ o0
0 0 2 0 0 2*

14



Chceli by sme vediet kedy je dand matica diagonalna a kedy nie je. Existuje $pe-
cidlny polyném, tzv. minimalny polyném ( vo vSeobecnosti sa nerovné charakteristic-

kému polynoému), ktory nam presne povie kedy je dana matica diagonalizovatelna.

2.2 Diagonalizovatelné matice

Definicia 2.2.1. Hovorime, ze matica A € C"*" je diagonalizovatelnéa ak existuje re-
gularna matica P taki, ze P"'AP = D, kde D je diagonalna. Nech ¢ : V — V je
linedrne zobrazenie a nech A, je jeho maticova reprezentacia v baze « vektorového
priestoru V', potom linedrne zobrazenie ¢ resp. matica A, je diagonalizovatelné préave

vtedy ak existuje takd baza § z V, ze matica Ag je diagonalna.

Veta 2.2.2 Linedrne zobrazenie ¢ : V. — V je diagonalizovatelné iba ak bdza

priestoru V' je tvorend vlastnymi vektormi matice A.

Dékaz. Nech = {eq,...,e,} je bazou V, v ktorej Az je diagonalna:

aq 0 0
0 a 0
Ag = ’ ,
0
0 O an,
teda Ae; = a;e; pre vSetky i, preto kazdé e; je vlastny vektor matice A. O

Baza vlastnych vektorov sa nazyva vlastnd baza.

Prikladom matice, ktora nie je diagonalizovatelna je matica
11
A—
0 1

1\ .
z R?*2, Jediny vlastny vektor je napriklad vektor <O> . Dalsi vlastny vektor neexistuje,

preto nemdzme vytvorit bazu v R?, preto matica

o)

na R?*? nie je diagonalizovatelna.

15



Aj ked matice

(o) o)

maju rovnaky charakteristicky polynéom a matica B je diagonalizovatelné, z toho vy-
plyva, ze na zaklade charakteristického polynému nemoézme usudzovat, ¢i je matica
diagonalizovatelna.

Zhrnieme vysSie uvedené udaje:

1. Existuje sposob, na zdklade ktorého vieme urcit, ¢i je linedrne zobrazenie resp.
jeho maticova reprezentacia diagonalizovatelna bez toho aby sme sa pocitali jej

vlastné vektory.

2. Ak F je uzavreté, tak skoro vetky zobrazenia na kone¢norozmernom F-vektorovom

priestore st diagonalizovatelné.

3. Existuje polynom, ktory nazyvame minimdalny polyném linearneho zobrazenia
alebo jeho matice, na zaklade ktorého vieme povedat, ¢i je linearne zobrazenie

resp. jeho maticova reprezentacia diagonalizovatelna.

4. Moze sa stat, ze mozeme sucasne diagonalizovat dve linedrne zobrazenia resp. ich

matice, ak tieto zobrazenia komutuji. To znamend, ze AB = BA.

Rozoberieme priklady, diagonalizicie matice nad R a C.

2.2.1 Priklady diagonalizacie nad &iselnymi polami R a C

=)

je matica otocenia o 90 stupiiov na R%. Tato matica nie je diagonalizovatelna pretoze

Priklad 2.2.1.1 Nech

nemé ziadne vlastné vektory: otocenie v R? nezobrazi Ziadny nenulovy vektor na svoj
skalarny nasobok. Geometrické pozorovanie doplnime algebraickym vypoc¢tom: charak-
teristicky polynom A? + 1 matice A nemé4 Ziadne korene v R a neexistuji ziadne reilne
vlastné ¢isla a teda ani vlastné vektory v R?. AvSak, polyném A2 + 1 m4 korene =i
v C a teda existuji vlastné vektory matice A v priestore C?. Tieto vlastné vektory

prislichajice vlastnym ¢islam ¢ a —z st

b))



v uvedenom poradi. V baze

=001
v )

kde prva diagondlna zlozka je vlastné ¢islo prvého bazového vektora a druhéa diagonalna

matica A je

zlozka je vlastné ¢islo prislichajice druhému bazovému vektoru. Aby sme sa dostali k
reprezentacii novej matici zobrazenia, potrebujeme vyjadrenie povodnej bazy v novej

baze. Mame

0 —i/2 1/2
' = PAP™', kde dostaneme P = i / )
0 — i/2 1/2

1 0 B}
Matica P transformuje maticu A na maticu (O ) v C2. Vsimnime si, 7e stlpce
—1

)
matice P71 = (

()

Priklad 2.2.1.2 Kazda matica A € Rn x n) splhajica A = AT moze byt diago-

) st tvorené vlastnymi vektormi matice A v Standardnej baze

nalizovatelna na R, toto je priznacny vysledok, ktory sa vola redlna spektralna veta.
( Kazda veta, ktora nam déava dostatok informécii o diagonalizacii, sa vola spektralna

veta, lebo vlastné ¢isla matice st jej spektrum. )

Priklad 2.2.1.3 Kazda matica A € Cn x n) splhajica AAT = AT A je diagonali-
zovatelna v Cn x n) , kde A je matica komplexne zdruzena k matici A. Nazyvame ju
komplexné centralna veta. V skutocnosti je tato veta eSte silnejSia: diagonalizacia ma-
tice A € C™*" je ekvivalentna vztahu: AAT = ATA! Ked A je redlna, teda AT = AT
potom tato veta mé slabsie predpoklady ne7 redlna spektralna veta ( povedat, 7e A

a AT komutuji je slabgie ako ked povieme, ze A = AT). Nakoniec, ak aplikujeme
0 —1
komplexnu spektralnu vetu na (1 0 ) zistime, ze A je diagonalizovatelna nad C,

ale pretoze pre tuto maticu neplati redlna spektralna veta, a preto tato matica nie je
diagonalizovatelna nad R (vypo¢tom sa presved¢ime, 7e matica A nem4 7iadne redlne

vlastné cisla).

'Komplexné §tvorcova matica A splhajuca AAT = AT A sa nazyva normdlna.

17



2.3 Rozne vlastné hodnoty a diagonalizacia

Ak linearne zobrazenie nad F' je diagonalizovatelné, tak vSetky jeho vlastné ¢isla lezia
na F'.a diagonalna matica, ktora reprezentuje toto linearne zobrazenie, ma tieto vlastné
¢isla na diagonale. (Vid dokaz vety 2.2.2) Opacne to ale neplati: ak st vSetky vlastné

¢isla matice z F', tak to eSte nezaruc¢uje, ze matica je diagonalizovatelna. Napriklad ma-
1
tica A = ( 1), mé jediné vlastné ¢islo = 1. Je to "viacnédsobna vlastna hodnota'"v

zmysle, Ze charakteristicky polyném (A — 1)? ma ¢islo 1 ako jediny dvojnéasobny koreii.
Ak priddme podmienku, ze vSetky vlastné ¢isla matice lezia v F' a zaroven si roznymi
korenimi charakteristického polynéomu, tak potom sa vieme vyjadrit o diagonalizacii

matice A.

Preformulujeme Vetu 1.6 do maticovej reci:

Lemma 2.3.1.Vlastné vektory prislichajice roznym vlastnym c¢islam st linearne
nezavislé. Presnejsie, ak ¢ : V' — V je linearne zobrazenie a vy, ..., v, su vlastné vek-
tory linedrneho zobrazenia ¢ resp. matice A, ktord je jeho reprezentaciou s roznymi

vlastnymi ¢islami \q, ..., A, tak vektory v; su linedrne nezavislé.

Doékaz. . Indukcia. Pripad » =1 je zrejmy. Ak » > 1, potom predpokladajme linedrny
vztah,
(2.3.1) 61U1 + st + Cr—lvr—l + C'/’Ur — O

kde ¢; € F. Aplikujme maticu A na obidve strany: z v; sa stane Av; = \;v;, teda
(2.3.2) CiMU] + 1 A1V + N, = 0.
Vynéasobme linearny vztah (3.1) A,
(2.3.3) AU F o G N A = 0.
Odéitanim (3.3) od (3.2) dostavame:
aM =)y + -+ o1 (Ao — A)u = 0.

Teraz mame linearny vztah pre r — 1 vlastnych vektorov,ktoré prinalezia réznym vlast-
nym ¢islam. Indukciou zistujeme, Ze vSetky koeficienty st nuly: ¢;(A; — A.) = 0 pre
i=1,2,...,r—1. KedZe \,..., \,_1, A\, s tozne, (\; —\,) #Oprei=1,2....r—1.
Tak ¢; =0 prei = 1,2,...,7— 1. Teraz sa nés linearny vztah (3.1) upravil na ¢,v, = 0.
Vektor v, nie je 0 (vlastné vektory st vzdy nenulové), preto ¢, = 0.

]
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Veta 2.3.2. Linedrne zobrazenie, resp. jeho maticovd reprezentdcia, ktorého cha-
rakteristickyj polynom sa dd zapisat ako sucin linedrnych ¢initelov s roznymi vliastnymi

¢islami, je diagonalizovatelné.

Doékaz. Predpoklad: Mame n roznych vlastnych hodnot v F', kde n = dimV. Nazvyme
ich Ay, ..., \,. Nech e; je vlastny vektor, ktory prinadlezi vlastnej hodnote \;. Vlastné
hodnoty st rozne a preto z Lemmy 3.1 vyplyva, Ze e; su linedrne nezavislé a kedZze
tychto vektorov je prave n, tak vektory e;, 2 = 1,...,n st bazou V, ziskavame vlastnu

bazu linearneho zobrazenia a jeho diagonalizovatelnost.
O

11
Priklad 2.3.3. Matica A = 0 1) mé, charakteristicky polyném (X — 1), ktory

mé linearne zlozky, ale jeho korene nie st rézne, preto tu Veta 3.2 neplati a teda tato

matica nie je diagonalizovatelna v R?*?),

10
Priklad 2.3.4. Matica A = (1 1) ma charakteristicky polynom A% —\ — 1, ktory

m4 dva rozne realne korene, a preto je matica A diagonalizovateln4 v R?*?).

Existuje vela diagonalnych matic, ktorych diagonédlne prvky sa opakuju (najjedno-
duchsi priklad je I,,), a ktorych charakteristické polynomy maja viacnasobné (opaku-
juce sa) korene. Kritérium vo Vete 3.2 nikdy neobjavi diagonalizovatelnost zobrazenia
resp. matice s viacnasobnymi vlastnymi hodnotami. Vo 4. sekcii uvidime sposob ako
odhalit diagonalizovatelnost pomocou polynému, odlisného od charakteristického po-
lynému, ktory poskytuje nevyhnutné aj postacujtce kritéria diagonalizacie.

Ako cCasto sa stava, 7ze charakteristicky polyném ma rézne korene bez ohl'adu nato,
¢i lezia alebo nelezia v F'? Zoberme si 2 x 2 matice: charakteristicky polynéom A2 +b\+c
ma viacnasobné korene vtedy a len vtedy, ked b>—4c = 0. Nahodne vybraty kvadraticky
polynom vi&sinou splia b — 4¢ # 0. A preto vidsina 2 X 2 matic ma charakteristicky
polyném s roznymi korefimi. Po zovSeobecneni mozme tvrdit, ze vic¢Sina n X n matic
ma charakteristicky polyném s réznymi koreiimi. V komplexnych ¢islach to znamen4,
7e nahodna komplexna n X n matica méa s takmer urc¢itostou rozne vlastné ¢isla a preto
(kedZe vlastné ¢isla lezia v C) Veta 3.2 hovori, ze ndhodna n x n komplexna matica je

diagonalizovatelna. Preto diagonalizovatelnost je skor pravidlo nez vynimka nad C.
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2.4 Minimalny polyném

Z Cayley-Hamiltonovej vety existuje nenulovy normovany polyném, ktory nuluje cha-

rakteristicky polyném linedrneho zobrazenia ¢, resp. jeho maticovej reprezentécii.

Definicia 2.4.1. Nenulovy normovany polynom ma(A) € F[A], kde F[)\] st po-
lynémy v premennej A s koeficientami z pola F', ktory nuluje linearne zobrazenie ¢
resp. jeho maticova reprezentaciu A a ma najmensi stupen sa vold minimalny polynom

zobrazenia ¢ v F'[)].

Matica A € C™*" mé& minimélny polyném polyném f(\) najmensieho stupia, to

znamend, 7ze f(A) je nulovad matica.

Priklad 2.4.2. Majme matice

(Y o)

Tieto matice majt rovnaky charakteristicky polyném (A — 1)2, ale matica A ma mi-
nimalny polyném A — 1 pricom matica B ma minimalny polynom (A — 1)2. Ziadny
linearny polyném nemoze vynulovat maticu B, a to implikuje, Ze matica B je podobné

skalarnej diagonalnej matici.

Veta 2.4.3. Minimdlny polynom linedrneho zobrazenia ¢ : V. — V je rovnaky pre

vsetky matice, ktoré reprezentuji toto zobrazenie.

Dokaz. Vyberom bazy z V' dostaneme maticovi reprezentaciu A linearneho zobrazenia
¢, potom pre kazdy polynom f(A\) € F[\ maticova reprezentécia zobrazenia f(y)
bude f(A). A z tohto dovodu f(¢) = O vtedy a len vtedy ked f(A) = O. Pouzitim f
najmensieho stupna v jednej alebo druhej rovnici dostaneme, ze ¢ a A maju rovnaky
minimalny polynom v F[A].

O

Zvycajne budeme oznacovat miniméalny polynoém matice A ako ma(\).

Veta 2.4.4. Nech A € C™" je maticovd reprezentdcia linedrneho zobrazenia .

Polyném f(X\) splita f(A) = O prdve vtedy, ked ma(\) \ f(A).
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Dokaz. Predpokladajme m 4 (A )\f()\) teda f(A) = ma(N)g(N). Odkial substitiuciou A
za A dostavame f(A) = ma(A)g(A) =0 - g(A) = O.

Obratene, predpokladajme f(A) = O, pouzitim polynomického delenia dostaneme
FA) = ma(N)g(N\) + r(N\) kde g(A),7(A) € F[A\] a r(A\) = 0 alebo degr < degma.

Substitticiou A za A v polynéomoch dostaneme:
O =ma(A)g(A) +1r(A) =r(A).

A bud r(A) = 0 alebo r(\) ma stupeii mensi ako je stupeit minimélneho polyndému
A. Musi to byt prvy pripad, t.j. ked r(A) = 0. A preto f(A) = ma(N)g()), teda

mA()‘> \ f()‘)-
]

Ak dva normované polynémy, st obidva najmensSieho stupfia a nulujice A, tak

Veta 2.4.4. ukazuje, Ze sa navzajom delia, a preto musia byt rovnaké (kedze s obidva
11
normované). Minimélny polyném matice nemusi byt ireducibilny (napr. (O ) ma

minimalny polyném (A — 1)?).

Priklad 2.4.5. Nech V je priamy sucet podpriestorov, t.j. V = U & W. Nech
Py V. — V je projekcia na podpriestor U z rozkladu: P(u + w) = u. Kedze
P(u) = u, mame P*(u +w) = P(u+ w), teda P> = P. P je vynulované polyno-
mom A\? — X = A\(A —1). Ak A\? — )\ nie je minimalny polyném, potom podla Vety 2.4.4
bud A alebo A — 1 nuluje P. Prvy pripad znamena P = O(U = 0) a druhy pripad
znamend, ze P = idy (teda U = V). Pokial U a W su obidva nenulové, P nie je ani O

ani idy a A2 — X\ je minimalny polyném projekcie P.

Pokial vSetky matice € C™™ maju charakteristicky polyném stupna n, stupen
minimalneho polynému sa pre rézne matice moze 1isit. Vypocet nie je tak mechanicky
ako pri vypocte charakteristického polynomu, kedZe neexistuje univerzalna formula na

vypocet minimalneho polynému. Uvazujme maticu

A = 1+ 0 '
0 1

Pre € # 0, A. ma dve rozdielne vlastné ¢isla, 1 + € a 1. Preto minimalny polyném
A. nie je stupia 1, preto minimélny polyném matice A. musi byt rovnaky ako jej
charakteristicky polyném A? — (2 4+ )\ + 1 + €. AvSak, ak € = 0 matica A, je identita
I5 s minimalnym polynémom A\ — 1. Ak sa zmeni nasobnost vlastnych hodnét, tak sa

nam aj minimalny polyném zmeni.
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Na vypocet minimalneho polynému je uzito¢na Veta 2.4.4. Napriklad minimalny
polynom deli charakteristicky polyném, pretoze charakteristicky polyném nuluje svoju

maticu.

Priklad 2.4.6. Nech

0 -1 1
A=11 2 -1
1 1 O

Charakteristicky polynoém je A3 — 2X% + X = A(\ — 1), Ak charakteristicky poly-
n6ém nie je minimalny polyném potom minimélny polyném deli jednu z kvadratickych
zloziek: A(A — 1) alebo (A — 1)2. Vypocty ukazuji, Ze A(A — I3) = O, teda minimalny
polyném matice A je A(A — 1) = A2 — .

KedZe minimalny polynoém deli charakteristicky polynom, tak kazdy jeho koren je
vlastnym ¢islom. Obratene to tiez plati:

Veta 2.4.7. Kazdé vlastné c¢islo matice je korenom svojho minimdlneho polynomu,

teda minimdlny a charakteristicky polynom maji rovnaké korene.

Doékaz. Minimalny polyném linedrneho zobrazenia a jeho maticovej reprezentacii je
rovnaky. Vyjadrime zobrazenie ¢ u nejakej bazy pomocou matice A v F™ ™. Nech A
je vlastné ¢islo matice v rozsirenom poli E. Chceme ukazaf, ze m4()\) = 0. Existuje
vlastny vektor v  E™ pre toto vlastné Cislo: Av = M oa v £ 0. Potom AFv = My

pre vietky k > 1, teda f(A)v = f(\)v pre vietky f € E[\. Specialne, ak zoberieme

fA) =ma(X),ma(A) = O teda 0 = my(N)v. Teda my(A) = 0.
[

Poznamka 2.4.8. Nikde sme nepouZili minimalitu m (). Naozaj sme ukazali, 7Ze
kazdy polyném nulujici maticu A méa kazdé vlastné ¢islo matice A ako koren. Mini-

malny polynéom A deli vSetky polynémy nulujice A.

Priklad 2.4.9. V Priklade 2.4.6, x4(\) = A(A — 1)?, teda vlastné ¢isla A st 0 a 1.
Veta 4.7 hovori, ze ma(\) ma korene 0 a 1, preto ma(A) je delitelny A a A — 1. A z
toho dovodu ak m4 # x4 potom m4 = A(A — 1). Uvaha, Ze minimalny polyném moze
byt (A —1)2, v Priklade 4.6 bola zbyto¢na. Nemohla fungovat lebo m4(\) musi mat aj

0 aj 1 ako koren.

Dosledok 2.4.10. Minimadlny a charakteristicky polynom matice maji rovnaké ire-

ducibilné cinitele.
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Dokaz. Kazdy ireducibilny ¢initel minimélneho polynému je ¢initel charakteristického
polynoému, lebo minimalny polyném deli charakteristicky.

Obratene, ak m(\) je ireducibilny ¢initel charakteristického polynému, jeho koren je
vlastné ¢islo a teda je to aj koreii miniméalneho polynému (Veta 4.7). Kazdy polynom,
ktory ma spolo¢ny koren s () je delitelny 7(A) , preto m(A) deli minimélny polynom.

O

Ak porovnéame ireducibilnt faktorizaciu:
xaAN) =N (V) ma(A) = (W) (W)

mame 1 < fi < e, lebo ma(A) \ xa(A). Tiez plati: e; < n < nf; a dostdvameme pre-
vratenu delitelnost: xa(\) \ ma(A)™. Hovorime, Ze polynom sa da rozloZit na linearne
¢initele z F[\] ak je st¢inom linearnych ¢initelov. Napriklad, A\* — 5 sa d4 rozloZit v
R[)], ale ned4a v Q[)\]. Polyném (A — 1)? sa da rozlozit v kazdom F[)]. PouZitim mini-
méalneho polynému namiesto charakteristického ziskavame kritérium pre diagonalizaciu
nad kazdym polom, ¢o je na$ hlavny vysledok:

Veta 2.4.11. Nech ¢ : V. — V' je linedrne zobrazenie, potom jeho maticovd repre-
zentdcia A je diagonalizovatelnd prdve vtedy, ked jej minimdlny polynom ma(X\) z F[A]

sa dd rozloZit na linedrne cinitele z F|\| a md rézne korene.

Veta 2.4.11 poskytuje nutnii aj postacujicu podmienku pre diagonaliziciu, ¢o je
lepsie ako len postacujuca podmienka vo Vete 2.3.2. A pretoze minimélny polynom je

stucastou charakteristického polynéomu, Veta 2.4.11 zahriuje Vetu 2.3.2.

Dokaz. Predpokladajme, ze m4(A) sa da rozloZit na linearne ¢initele z F[A] s roznymi
korenmi. Ukazeme, ze V obsahuje bazu vlastnych vektorov A, teda A je diagonalizo-

vatelna. Nech pre \; # \; a
ma(A) = A =M)...(A=A),
kde \; st vlastné ¢isla matice A (Veta2.4.7). Nech pre kazdé vlastné ¢islo \; plati:
E\,={veV:Av = \v}

existuje vlastny podpriestor prislichajici A;. Ukazeme, ze
(2.4.1) V=E\,®& - &E,,
pouzitim baz z kazdého F), ziskavame vlastni bazu pre A. Kedze vlastné vektory

s roznymi vlastnymi ¢islami st linedrne nezavislé, staci to aby sme ukazali
V:EAZ-""""'_EAM
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¢ize to bude automaticky priamy sucet vdaka linearnej nezavislosti tychto podpriesto-
rov.

Ako dostaneme vlastné vektory jednotlivych vlastnych podpriestorov? Treba uka-
zat, Ze je mozné projektovat z V' do vlastného podpriestoru £, pomocou polynémov
s premennou A. Presnejsie, chceme néjst polynomy hy(A), ..., h.(X) v F[\] také, ze

(2.4.2) L=hi(A)+--+h(N), hi(A)=0mod ma(N)/(A—N).

Polynom (A — X;)h;(A) je delitelny polynomom ma(A), preto (A — \)h;(A) = O
na V. Ak nahradime A za A\ v (4.2) a vynasobime vektorom v € V obidve strany,

dostaneme

v = (A)(V) + -+ he(A)(V), (A — \)hi(A)(v) = 0.

Druhé rovnica hovori, ze h;(A)(v) lezi v E), a prva rovnica hovori, Ze v je sucet
vlastnych vektorov a V. = Y | E\,. Zostava najst h;(A). Pre 1 < i < r, nech
fi(A) = ma(A) /(A= X) =TT, (A= Aj). KedZe A; sti rozne, polynémy fi(A), ..., fr(A)
su navzajom nesudeliteIné ako r-tica, preto existuju ich linearne kombinécie rovné 1:

(2.43) =S VA0,
kde g;(\) € F[A]. Nech h;(X\) = g;(\) fi(N)!

Teraz predpokladajme, ze A je diagonalizovatelna, teda vSetky vlastné cisla lezia
na F' a V je priamy sucet vlastnych priestorov matice A. Chceme ukézat, Ze minimalny
polyném matice A sa da rozloZit na linearne ¢initele z F[\] a mé rozne korene.

Nech Aj, ..., A, st rozne vlastné ¢isla matice A, teda V' = F), &---@® E), . Ukdzeme,
ze f(A) == (A= A1)...(A = A.) je minimélny polyném A. Podla hypotézy, vlastné
vektory A st bazou priestoru V. Nech v je vlastny vektor, t.j. Av = \v. Potom A —
A nuluje v. Matice A — \; komutuji medzi sebou a jeden z nich nuluje v, teda ich
sucin f(A) nuluje v. Teda f(A) nuluje obal vlastnych vektorov, ¢o je V, a f(A) = O.
Minimélny polyném je potom stucast f(A). Zaroven kazdy koren f(\) je vlastné ¢islo A
a preto je aj korenom miniméalneho polynému matice A (Veta 2.4.7). Pokial su korene
f(A) rozne, f(A) musi byt minimalny polyném matice A.

O

Poznamka 2.4.12. V (2.4.3), polynom g;(\) mo6zme povazovat za kongtantu 1/ f;(\;).

Suma §
1

je polynom stupna nanajvys r — 1(kazdy f;(A\) je stupiia r—1) a v Ay, ..., A, nadobuda
hodnotu 1. Ziskanim hodnoty r-krat pricom stupen je najviac r — 1 niti polyném aby

bol konstantny.
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Doésledok 2.4.13. Nech A € C™™ a A™ = idy pre nejaké kladné celé ¢islo m.

Potom A je diagonalizovatelnd.

Dokaz. A™ = idy, A je nulovana polynémom A" — 1. A preto minimalny polynom A
je sucastou A — 1. Polyném A™ — 1 mé rozne korene v C.
O

V Priklade 2.4.5 sme videli, Ze projekcia z V na podpriestor (rozkladom na priame
scty) je matica P, kde P? = P. Teraz to moZme dokézat naopak.

Dosledok 2.4.14. Kazdd matica A € CY™ spliiajiica rovnost A2 = A je projek-
cia vo V' na nejaky podpriestor, to znamend, Ze existuje rozklad V = U & W takyj, Ze

Alu+w) =u, kdeu e U aw e W.

Dékaz. Kedze polynom A2 — X nuluje maticu A, jej minimalny polyném je A% — ),
A, alebo A — 1. Rozkladaju sa na linearne ¢initele s réznymi koreimi 1 alebo 0. Teda
A je diagonalizovatelna s vlastnymi ¢islami 1 alebo 0 (alebo obe). Nech U = Ej je
vlastny priestor A prislichajici 1 a W = Ej je vlastny priestor A prislichajici 0. Tak
V=U@W (U alebo W mozu byt {0} ak A = O alebo A =idy). Preuec Uaw e W,
Alu+w) = A(u) + A(w) =1-u+0-w = u, teda A je projekcia na podpriestor U.

O

Poznamka 2.4.15. Nepotrebujeme tolko informécii o diagonalizacii aby sme uka-
zali, Ze A je projekcia, ked A> = A. Prev € V, v = Av + (v — Av) a A(Av) = Av,
pokial A(v — Av) = Av — A%v = Av — Av = 0, tak A je projekcia V na podpriestor
U := A(V) s komplementarnym (doplnkovym) podpriestorom W := (idy — A)(V), na
ktorom je A = O.

Priklad 2.4.16. 3 x 3 matica v Priklade 2.4.6 spliia A%> = A, teda to musi byt
projekcia. Riadkovou eliminaciou, obraz A : F® — F3 je rovina vytvorena vektormi
(1,0,1) a (0,1,1). Jadro matice je priamka dana vektorom (—1,1,1) teda

A(a(1,0,1) +b(0,1,1) + ¢(—1,1,1)) = a(1,0,1) + b(0, 1, 1).
Vidime, ze A je projekcia na rovinu A(1,0,1) + B(0,1,1), kde A, B € F?3,
Veta 2.4.17. Existuje baza linedrneho zobrazenia o, v ktorej je maticovd reprezen-

tdcia zobrazenia @ dand hornou trojuholnikovou maticou prdave vtedy, ked ma(\) sa dd

rozloZit na suéin linedrnych ¢initelov z F[\].

25



1
Toto je zhodné s tym, ¢o sme vedeli o matici B = (O 1), ktora je horna troju-

holnikové, ale nie je diagonalizovatelna. Jej minimélny polyném je (A — 1)

Ako 8pecidlny pripad Vety 2.4.17, kazda komplexné Stvorcova matica je podobné
s hornou trojuholnikovou maticou. Dokaz Vety 2.4.17 rozoberieme az po zadefinovani

nilpotentnych zobrazeni v sekcii 2.6.

2.5 Simultanna diagonalizacia

Kedze uz vieme kedy je matica diagonalizovatelna (len vtedy ak miniméalny polynom s
roznymi korefimi sa da rozlozit na linearne ¢initele), moézme zaviest pojem simultanna
diagonalizacia pre niekolko linedrnych zobrazeni p; : V =V, 5 =1,2,... r. Predpo-
kladajme, Ze kazdé zobrazenie ¢; ma diagonalnu maticovi reprezentaciu A; v nejakej
baze, mozme najst spoloéni bazu, v ktorej buda vsetky A; diagonalne matice? (Tato
moznost sa nazyva simultanna diagonalizacia.) Dolezité obmedzenie je komutativnost:
Kazda mnozina diagonalnych matic komutuje, preto ak A; mozu byt simultanne diago-
nalizovatelné, musia komutovat. Speciélna vlastnost komutativnosti je to, Zze matica A
zachovava Tubovolny vlastny podpriestor matice B a naopak: ak AB = BA a Av = \v
potom A(Bv) = B(Av) = B(Av) = A(Bv), teda B zobrazi kazdy vektor z vlastného

podpriestoru E) matice A na iny vektor z E) matice A.

Veta 2.5.1. Ak Aq, ..., A, st z C"™" a kaZdd matica A; je diagonalizovatelnd, potom

st simultanne diagonalizovatelné prave vtedy, ked komutuji.

Dokaz. Uz sme naznacili preco simultanne diagonalizovatelné matice musia komutovat.
Opa¢nym smerom, predpokladajme Ay, ..., A, komutuji a su diagonalizovatelné. Na
ukazanie, Ze s simultanne diagonalizovatelné, postupujeme indukciou na r. Vysledok

je jasny pre r = 1, teda predpokladajme r > 2. Nech
E\y={v:Av=)\v}

je vlastny priestor A, pre nejaké vlastné ¢islo A z A,.. Pokial A, je diagonalizovatelna
na V', V je priamy stcet vlastnych priestorov A,. Pre v € E\, A.(A;v) = A;(Av) =
Ai(M) = AMAw), teda Ajv € Ey. A preto kazda A; je zuzend na podpriestor F).
Matice A4 |g,, ..., Ar—1|g, komutuji pokial A; komutuji na V| a tieto ziiZenia na E) st

diagonalizovatelné podla Dosledku 2.7.5. Je ich r — 1, preto z indukcie na r vyplyva, ze
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existuje baza E) tvorend simultannymi vlastnymi vektormi A;|g,, ..., Ar—1]r,, ArlE, -
2 Prvky tejto bazy su aj vlastné vektory A,|g,, kedZe vSetky nenulové vektory v E)
st vlastné vektory A,. A teda Ai|g,,..., Ar—1|g,, Ar|E, su vietky diagonalizovatelné.
Vektorovy priestor V' je priamy sticet vlastnych priestorov E), a spojenie simultannych

vlastnych baz vSetkych A;|z, nam dava simultannu vlastna bazu V' pre vSetky A;.
O

Tato Veta nevravi, ze komutujtce zobrazenia (resp. matice) diagonalizuju, ale 7e
komutujuce diagonalizovatelné zobrazenia (resp. matice) simultanne diagonalizuju!
Désledok 2.5.2. Nech {A;} je postupnost komutugiicich matic. Ak kazdd A; je dia-

gonalizovatelnd, potom siu vsetky simultdnne diagonalizovatelné.

Désledok 2.5.3. Nech A a B si matice, ktoré komutuji a si diagonalizovatelné.
Potom kaZdd matica z okruhu F[A, B] je diagonalizovatelnd. Napriklad matice A+ B

a AB su diagonalizovatelné.

Dokaz. Kedze A a B komutuji, maji spolo¢ni vlastni bazu. éleny tejto bazy su tiez
vlastné vektory kazdej matici z F'[A, B], preto vSetky tieto matice su tiez diagonalizo-

vatelné.

]

Bez komutativnosti, diagonalizovatelnost nemusi byt zachovana s¢itanim a nasobe-

10 0 1
nim. Napriklad, matice (O 2) a (O 1) st obe diagonalizovatelné, ale ich sucet
1y .
nie je.
0 1

2.6 Nilpotentné zobrazenia(matice)

Miniméalny polyném neklasifikuje len diagonalizovatelné ale aj nilpotentné lineérne zo-
brazenia. Nilpotentné linearne zobrazenie je také linedrne zobrazenie ¢, ku ktorému
existuje také ¢islo n € N, ze ¢" = O.

Veta 2.6.1. Pre maticu N € F™*" siu nasledovné body ekvivalentné:

1. N je nilpotentnd: N* = O pre nejaké k > 1,

2Vyber bazy pre E\ nezavisi od A,, ale od vietkych ostatnych matic dokopy.
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2. jediné vlastné c¢islo N je 0,
3. N"=0, kden = dim V,

4. minimdlny polyném N je \* pre nejaké k < n

Dokaz. UkdZzeme 1. = 2. = 3. = 4. (opacne je to jasné.) Nech N* = O pre nejaké
k potom pre minimalny polyném N tvaru A, kde [ < k,plati, Ze jeho jediny koren je
0. Korene minimélneho polynému s vlastné c¢isla matice IV, teda jediné vlastné cislo
N je 0. Charakteristicky polyném je normovany polyném stupna n s korenmi, ktoré
st vlastné ¢isla, teda ak jediné vlastné ¢islo je 0 potom yn(A) = A", z ¢oho vyplyva,
ze N™ = O. Minimélny polynom deli charakteristicky, teda ak yn(A) = A" potom
minimalny polynéom je \¥ pre k < n.

[

Nemozme diagonalizovat nilpotentné matice, iba ak st rovné O: miniméalny poly-
ném tvaru A¥ ma rozne korene, iba ak k = 1, t.j. \. A jedind matica s minimalnym

polynémom A je O.

Dosledok 2.6.2 Nilpotentné linedrne zobrazenie ¢ : V. — V ma strikinid hornu

trojuholnikovi maticovi reprezentdciu.

Striktn& horné trojuholnikova matica je horna trojuholnikovd matica s nulami na

0 1
hlavnej diagonéle, ako napriklad matica (0 0).

Dokaz. Indukciou na dim V. Ked dim V =1, ¢ = O, tak vysledok je zrejmy. Aj pre
pripad dim V > 1 a ¢ = O je vysledok opét zrejmy. Ak dim V' > 1 a ¢ # O, potom
W :=ker ¢ (jadro zobrazenia ¢ je mnoZina vsetkych vektorov = pre ktoré plati px = 0)
je vlastny podpriestor V- a W # {0} kedZe ¢ nie je injektivne zobrazenie. Pokial
e(W) = {0} C W, ¢ indukuje linearne zobrazenia na W a V/W. A kedZe mocnina ¢
na V je O, ta istd mocnina bude aj na W a V/W. Teda zobrazenia, ktoré ¢ indukuje
na W a V/W st obe nilpotentné. ¢ je na W O, ale na V/W jediné, ¢o mozme povedat
je, ze @ je nilpotentné zobrazenie. Kedze 0 < dim V/W < dim V, indukciou existuje
béza V/W vzhladom na zobrazenie indukované ¢ na V/W ktoré ma striktni horna
trojuholnikovi maticovi reprezentéciu. Vyberme taka bazu V/W a pridajme k tejto

mnozine bazu W na ziskanie bazy V. Polozme bazové vektory z W prvé v poradi bazy

O x
V. VzhIadom na vyber bazy V', maticova reprezentacia ¢ na V ma tvar 0 U) , kde
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U je striktna horné trojuholnikové $tvorcova matica linearneho zobrazenia ¢ na V/W.
Tato matica je na V striktn& horna trojuholnikova matica.
O

Teraz mozme spravit dokaz Vety 2.4.17: linedrne zobrazenie ma maticovii repre-
zentaciu dani hornou trojuholnikovou maticou iba ak jeho minimalny polyném sa da

rozlozit na lineérne ¢initele z F'[A].

Doékaz. Ak linedrne zobrazenie ma horna trojuholnikovi maticovia reprezentaciu, po-
tom charakteristicky polyném tejto matice sa da rozlozit na linearne ¢initele z F[)\],
a kedZe minimalny polynom je sucastou charakteristického polynomu, tak aj on sa da
rozloZif na linearne ¢initele v F'[A].

Obratene, predpokladajme, ze m4(A) sa da rozlozit na linearne ¢initele v F'[)], t.j.
ma(A) = (A= A)% -+ (A= A)7,

kde \; st rozne korene. Potom polynomy f;(A) = ma(N\)/(A — \;)% st nestudelitelné.

Teda argumentéciou ako v dokaze Vety 2.4.11 (kde vSetky exponenty e; st 1) dostaneme

V =@ ker((A— \I)%).

Nech W; = ker((A—X\;1)%). Ked7e A komutuje s (A—\;1)%, tak A(W;) C W;. Ukazeme,
ze AW, ma horna trojuholnikovi maticovi reprezentaciu a pospajanim baz W, na
ziskanie bazy V' dostaneme hornu trojuholnikovi maticovi reprezentaciu A na V.

Na W;,(A — NI)% = O, teda A — \;I je nilpotentnd matica. Piseme A = N\, +
(A — N\1), ¢o vyjadruje A na W; ako sucet skdlovej a nilpotentnej matice. Vzhladom
na to, ¢o vieme o nilpotentnych maticiach, exituje baza W; prisluchajuca A — A1,
ktora je striktne horna trojuholnikova. Vzhladom na kazdu bazu, skdlovy operator \;
je diagonalny. Pouzitim béazy, ktora robi z A— ;I striktne hornu trojuholnikova maticu,
matica A je sucet diagonalnej a striktne hornej trojuholnikovej matice a to je horna

trojuholnikova matica. O]

Désledok 2.6.3. Ak Ay, ..., A, si komutuj/ce matice na'V a kaZdd A; sa dd upravit
na horny trojuholnikovy tvar, tak potom sa daji simultanne upravit na horny trojuhol-

nikovy tvar.

Na rozdiel od Vety 2.5.1 komutativny predpoklad nie je nevyhnutny: vicsina hor-

nych trojuholnikovych matic nekomutuje medzi sebou.

Dokaz. Pouzijeme indukciu na dimenziu vektorového priestoru (nie indukciu na pocet
matic ako je v dokaze Vety 2.5.1). Jednorozmerny pripad je zrejmy. Teraz predpokla-
dajme dimV > 2 a désledok je znamy pre menej rozmerné priestory. Mozme predpo-

kladat, ze nie vSetky A; st skalarne matice na V' (v opa¢nom pripade by bol vysledok
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zrejmy pri pouziti hocijakej bazy). Bez ujmy na v8eobecnosti nech A, nie je skalarna
matica.
Pokial sa da A, upravit na horny trojuholnikovy tvar na V, jej vlastné ¢isla su
v F. Nech )\, € F je vlastné ¢islo A, a mnozina F) je vlastny podpriestor A, vo V.
Potom 0 < dimFE, < dimV. Pokial A; komutujua, A;(E)) C E\ pre vSetky i. Navyse
minimélny polynom A;|g, je suc¢ast minimélneho polynomu A; na V', teda kazdy A;|g,
je mozné upravit na horny trojuholnikovy tvar podla Vety 2.4.17. KedZze A; komutuju
na V potom tiez komutuju na E\. Teda indukciou na dimenziu A; sa daji simultanne
upravit na horny trojuholnikovy tvar na E). Naozaj, prvy vektor v simultannej "hornej
trojuholnikovej baze"pre A; je spolo¢ny vlastny vektor vSetkych A;. Nazyvajme ho e;
a W = Fe;. Potom A;(W) C W pre vSetky i. A; s vSetko matice na W a teda aj na
V/W. Nech A; € V/W — V/W st matice A; indukujice na V/W, kde tieto matice
komutuju a daja sa upravit na horné trojuholnikové, teda znovu indukciou na dimenziu
matic A; na V/W moéZme tieto matice simultdnne previest na horné trojuholnikové.
Ak zoberieme spolo¢nti hornt trojuholnikovii bazu pre A; z V/W do V a pripneme na
e1 (prvy ¢len béazy V), ziskavame spolo¢ni hornu trojuholnikovi bazu pre vsetky A;
(podla argumentu v dokaze Dosledku 2.6.2).
m

2.7 Vypocet minimalneho polynému

Jednou z metdd hladanie minimalneho polynému je pocitanie charakteristického poly-
nému a testovanie jeho linearnych ¢initelov. Existuje v8ak metdéda na vypocet mini-
méalneho polynomu, ktoréd je zalozena na nasledujicej vete:

Veta 2.7.1. Majme maticu A € V. Predpokladajme Wy, ... Wy si podpriestory V
také, ze V.=Wi+-- -+ Wy, A(W;) C W, pre vSetky i a ziZenie A na W; md minimdlny
polynom m;(X). Potom minimdlny polyndm A vo V' je nsn(ma,...,my) (najmensi spo-

locny ndsobok).

Nepredpokladame, 7ze W; st linearne nezavislé podpriestory (t.j. nepredpokladame
V = @®f W;), ale len, 7e W; je doplnok V. Tato podmienka A(W;) C W; je potrebna

k zuZeniu A na W; ako matice s vlastnym minimalnym polynémom.

Dékaz. Nech f(X) = nsn(mi(N),...,mg(N)), teda f(X) je ndsobok kazdého m;(\) za-
pisujeme f(A\) = g¢;(A\)m;(\) pre kazdé i. Pre v € W, f(A)v = gi(A)(mi(A)v) =
9:(A)(0) = 0, teda f(A) je nula v kazdom W;. Kedze W; je doplnok V| f(A) = O na
V', a preto ma(A) \ f(N).
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Dalej ukazeme, Ze f(A)\ ma(\). KedZe ma(A) = O na V, ma(A) nuluje kazde W;.
Zuzenim na Wy, ma(A)\w, = ma(A\w,), teda A\, je vynulovany polynémom m4(A),
a preto m4(A) je delitelné polynémom m;(\). Z toho m;(A) \ ma(A) pre vSetky ¢, ich
najmensi spolo¢ny nasobok f(A) deli ma(\). Polynomy f(A) a ma(\) st normované a
delia sa navzajom, preto su rovnaké.

]

Priklad 2.7.2. Nech
2 00
A=111 1
0 0 1

Nech Wy = {(x,y,0)} a W5 = {(0,y, 2)} st roviny v R? a plati Wi + W, = R3. Aj ked

WiNWs, # {0}, v tomto pripade Wi +W, nie je rozklad na priamy sacet v R3. Vypocty

ukazuja, ze A(Wy) C Wy a A(Ws) C Ws. Pouzitim bazy {(1,0,0),(0,1,0)} pre Wi a
20

béazy {(0,1,0),(0,0,1)} pre Wy dostavame maticové reprezentéacie [A\w,] = - a

[A\w,] = <(1) 1), teda mi;(A) = (A — 2)(A — 1) a my(\) = (A — 1)% Preto ma(\) =

nsn(my, msy) = (A — 1)2(\ — 2).

Veta 2.7.1 vedie k algoritmu na vypocet minimalneho polynému nejakej matice A

na V. Zoberme Tubovolny v # 0 vo V' a uvazujme postupnost vektorov

{v, A(v), A*(v),...},

ktoré tvoria podpriestor vo V. Nazvyme ho W, teda W = {f(A)v : f(\) € F[)N}.
Prvky W majui tvar f(A)v. Vlastnost W, A(W) C W urc¢uje A ako maticu vo W. Na
vypocet miniméalneho polynému A vo W musime najst najmensie d také, 7e vektory
v, A(v),..., A%(v) st linedrne nezévislé. (Pouzitim bazy na zmenu z V na F™, moézme
vyuzit riadkovu eliminaciu na zistenie, kedy sa linearna nezavislost vyskytla prvykrat,
t.j nase d.) Nech d > 1, kedZe v # 0. Pretoze pre v, A(v),..., A% (v) jediny linearny
vztah vo forme
by_1 A () + by A(W) + -+ by =0

s b; € F, je ten, kde sa kazdé b; rovna nule. Preto pre kazdy nenulovy polynom f(\) €
F[A] so stupnom mengim ako d, f(A)(v) # 0. A preto f(A) # O, ¢o znamena, Ze
minimélny polyném A na W ma stupei najmenej d.

Existuje vztah linearnej zavislosti na mnozine {v, A(v), ..., A%(v)}, a koeficient v
A%(v) musi byt nenulovy, lebo ostatné vektory s linearne nezavislé. Mozme normovat
koeficient A%(v) tak aby bol 1,
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(7.1) A4v) + g1 AT 0) 4+ -+ G Av) + ¢ =0,

kde ¢; € F', toto nadm hovori, Ze polyném
m(\) == A+ AN e o

spliia m(A)(v) = 0, teda pre kazdy f(\) € F[A\] mame m(A)(f(A)v) = f(A)(m(A)v) =
f(A)(0) = 0. Kazdy prvok W je f(A)(v) pre nejaké f()), teda m(A) nuluje vietko z W:
m(A) je minimalny polyném A na W. (Mimochodom, z toho tiez vyplyva, ze dimW = d
a W ma bazu {v, A(v),..., A (v)})

Nech Wy = W a my(A) = m(\). Ak Wy # V zoberieme vektor v ¢ W, a spravme
to isté pre podpriestor Wy z V tvoreny vektormi v’, A(v'), A%(v/), ... aby sme dostali
minimalny polyném mgy(\) pre A na W, a tak dalej. Pokial V' je kone¢norozmerny,
dostéavame postupnost podpriestorov Wiy, Wy, ..., Wy, kde A(W;) C W; pre vSetky i a
W; sa doplnia k V. Minimélny polyném A na V' je najmensi spolo¢ny nasobok m;(\)
podla Vety 2.7.1.

Priklad 2.7.3. Nech

|
—_
W O = =
= o
|
—

0 0

Nech v; = (1,0,0,0), teda A(v;) = (0, —1,0,—1) a A%(v;) = (=2, -3,0,—3) = 3A(v;)—
2v;. Teda A%(vy) — 3A(v1) + 2(v1) = 0, a preto mi(A) = A2 — 3\ + 2. Nech W je
tvoreny vektormi v; a A(vy). Vektor v, = (0,1,0,0) nie je vo Wj. Ukazuje sa, 7Ze
vy, A(v2) a A%(vy) st linearne nezavislé a A3(vy) = 4A%(vy) —5A(v2) 420y, teda mo(N) =
A3 — 4X? 4+ 5\ — 2. Nech W, je tvoreny bézou vo, A(vs) a A%(vy). Aj Wy a Wy st v
podpriestore vektorov s trefou zlozkov 0, teda W1 + Wy # R*. Zoberme vz = (0,0, 1,0).
Vypocty ukazu, Ze iteracény proces s A je rovnaky ako pre vy tak aj pre vs, teda mg(\) =
ma(N). Kedze {v1, A(v1), v, v3} je baza R* minimélny polynom A je nsn(my, mg, m3) =
A3 —4)\? + 5\ — 2,

Pozrime sa bliz§ie na podpriestory. Ak ¢ : V — V je linearne zobrayenie, pod-
priestor W C V sa nazyva ¢-stabilny ak ¢(W) C W. Napriklad, vlastny priestor ¢
je p-stabilny. Ak ¢ =idy, potom kazdy podpriestor V je @-stabilny. (NevyZzadujeme
(W) =W, iba o(W) C W.) Ked (W) C W indukuje linearne zobrazenie na W a
na faktorovy priestor V/W. Ozna¢me tieto indukované linearne zobrazenia ako pw a
@vw. Pozrieme sa v akom vztahu je diagonalizovatelnost a nilpotentnost s ¢, oy a
ovyw, kde W je p-stabilny podpriestor. Najskor si ukdzeme v akom vztahu st mini-

mélne polynémy tychto troch linedrny zobrazeni.
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Veta 2.7.4. Predpokladayme ¢ : V. — V' je linedrne zobrazenie a W je p-stabilng
podpriestor V. Indukované linedrne zobrazenia ow : W — W a oy : V/W = V/W
maji minimdlne polyndmy, ktoré delia m,(\). Presnejsie, ich najmensi spoloény ndso-

bok deli my,(X\) a ich sicin je delitelny my(N).

Dékaz. Polynom my,, (A) nuluje W, ked A je nahradend |y, a polyném mw/w()\)
nuluje V/W, ked A je nahradena ¢ na V/W (t.j.ov,w). Pokial m, () nuluje W a V/W,
ked A je nahradena A, tak m,()) je delitelny aj polynémom my,,, (A) aj polynémom
My (A) a aj ich najmensim spoloénym nasobkom.
Pre v € V, s jeho faktorovou mnozinou vo V/W oznatujeme v, mg,, .. (¢)(v) =
0, teda My, .. (¢)(v) € W. Potom my,, (p)(my, ., (¢)(v)) = 0. Pokial to plati pre
vietky v € V., myy, (0)mgy, . (9) = O, teda my,, (A)(my,, ., (A) nuluje ¢ na V. Potom
Mip(A) \ Moy, (0) (Mg, (A).
0

Veta 2.7.4 hovori, Ze ma(\), kde A je maticova reprezentécia linearneho zobrazenia
¢ lezi medzi nsn(may, (A)(may, ., (A)) a may, (A)(ma,,,, (A) v zmysle delitelnosti. Nie
je to vzdy bud najmensi spolo¢ny nasobok, alebo stcin. Ked napriklad V = R? a
A =TI, ma(\) = X =1 # may (N)(ma,,, (A) pre Tubovolny W C R*. Ked V = R* a

11

A= 0 1) ma(A) = (A —1)% # nsn(may, (A)(ma,,,, (A)) ak pouzijeme W = a(é),

kde a € R.

Désledok 2.7.5. Pouzitim poznamok z Vety 2.7.4,

1. A sa da previest na horni trojuholnikovi iba ak Ay a Ayw sa daji previest na

hornu trojuholnikovi,
2. ak A je diagonalizovatelna, tak Ay a Ay st diagonalizovatelné,
3. A je nilpotentna iba ak Ay a Ay st nilpotentné.

Dokaz. Ak sa polyném dé rozlozif na linearne Cinitele v F[A], alebo dokonca ak sa
rozkladd a mé aj rozne korene, tak Tubovolny linearny ¢initel ma rovnaké vlastnosti,
teda 1. a 2. priamo vyplyvaju zo vztahov vo Vete 2.7.4. Na dokaz 3., m4(\) je mocnina
A iba ak myy, (A) a ma, ,, (A) st mocniny A.

O

11
Opacna implikacia v druhej vlastnosti Dosledku 2.7.5 neplati. Zoberme A = (O 1)

vo V = R% Nech W = a(é), teda A(W) =W. Aj W aj V/W st jednorozmerné, teda
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kazda matica v nich je diagonalizovatelna. A preto Ay a Ay w su diagonalizovatelné,
ale A nie je diaonalizovatelné.

Toto je analogické pre sucin $pecialnych (“square-free ) ¢isel (celé ¢islo je “square-
free “ ak nie je deliteIné celym ¢islom, ktoré mé celo¢iselni odmocninu. Napr. ¢isla 6

a 15 st “square-free “, ale ich sa¢in nie je.)
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Kapitola 3

Program na vypocet minimalneho

polynému

V tejto kapitole popiSem program, ktory som vypracoval v softvéri MATLAB. Prog-
ram vypocita a vypiSe minimalny polyném pre Iubovolnu readlnu maticu rozmeru n X n,

ktoru si uzivatel sam zada na vstupe. Program je prehladny a intuitivne ovladatelny.

Po spusteni si program vyziada hned prvy vstupny udaj, ktorym je rozmer Stvor-

covej matice.

J MATLAE 7.6.0 (R2008a)

File Edit Debug Parallel Desktop Window Help
S| s B9 0 &cd B | @ | curent Directory:| C\Users\jojo31hDesktopibakljojobc
Shortcuts (2] How to Add (8] What's New

Cument Ditectongz. op)akojabe. BB 0.

I':-El \.ff _ﬁ | Jb T Zadajte rozmer matice:
All Files = Type

| | pol.asv Editar Autosave

‘ﬂ pal fig Figure

) pol.m W-file

Tento udaj o rozmere sa nacita z klavesnice do premennej n. Program na zaklade
toho vygeneruje maticu H,, editovacich policok a otvori sa okno, kde budu vykres-

lené tieto editovacie policka s preddefinovanou hodnotou 0. Okrem tychto policok sa
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v okne nachadza aj tlacitko a textové pole, do ktorého sa nakoniec po stlaceni tla-
¢itka “minimalny polyném “ vypiSe minimélny polynéom uzivatelom zadanej matice.

Napriklad pre rozmer matice n = 8 bude okno vyzerat nasledovne:

B

0] 0] o 1] 0 0 1} 0
0] 0] o a 0 0 0 0
0] 0] 0] a 0 0 0 0
0] 0] o 1] 1} 0 0 0
o o o a 0 o i} o
o] o] i} a 1} 1} i} a
o 0] 0] a 0 0 0 i}
0] 1] o 1] 0 0 0 [t}
—
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Uzivatel v tomto okne vyplni policka zodpovedajtce prvkom matice a stlaci tlacitko
“minimalny polyném “. Prebehne algoritmus, ktory najde minimélny polyném zadane;j
matici, a tento sa vypiSe do textového pola vpravo hore. V nasom pripade pre maticu

8 X 8 to moze vyzerat takto:

| o =|e

lambda™2{lambda-1.000)"4

i} 1 2 2 % % 1 g
0 0 0 2 1 a 2 16
0 0 1} 1 -1 2 1 14
0 0 i} 0 1 3 2 ]
0 0 0 [t} 1 1 1 Fs
0 0 i} 1} 1} 1 1 3
0 0 i} i} i} i} 1 1
1} 1} 1} a i} o 1} 1

Teda hladany minimalny polyném nasej matice je polyném A*(\ — 1)%.

Ideme sa pozriet podrobnejsie na zdrojovy kod nasho programu.
Rozdelime si n&s zdrojovy kéd na tri ¢asti. Prikazy v prvej ¢asti vytvoria uzivatel'ské

4

prostredie, ¢ize okno aplikicie s tla¢itkom “minimalny polyném “ a zatial prazdnym
textovym polom. (Nastavia sa atributy jednotlivych objektov ako napr. rozmery, po-

zicia, pismo, napis...)
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1. ¢ast programu:

WM =] BN s W k)

==
= o

{55 ]

[ o
[ T T O

17

o T
=

o

function wvarargout = pol(wvarargin)
gui_ Singleton = 1;
gui State = struct('gul Nam=', mfilename,

gui Singleton', gui Singleton,

gui OpeningFcn', Ele_Openinchn,

gui OutputFen', @pnl_Outputhn,

gui LayoutFecn', EY -

gui Callback', El:¥:r
if nargin &£& ischar (varargin{l})

gui State.gul Callback = strifunc(varargin{l}):
end

if nargout

[varargout{l:nargout}] = gui mainfenigui_ State, varargin{:}):
else

gui mainfcn{gui State, varargin{:});
end

function pol OpeningFen (hChject, eventdata, handles, wvarargin)
handles.output = hitbject;
guidata (hCbdect, handles):

function varargout = pol OutputFen (htbject, eventdata, handles)
varargout{l} = handles.output:

Tuto cast vygeneroval MATLAB viacmenej sim na zaklade toho ako som rozmiest-

nil a upravil jednotlivé objekty (tlacitko a textové pole). Editovacie policka sa tu este

nenachadzaju, pretoze tie sa vytvoria aZ po zadani rozmeru n. (Dovtedy eSte nevieme

kolko ich vlastne bude.)
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2.¢ast programu - vytvorenie matice n x n editovacich poli¢ok na zaklade vstupu z

klavesnice:
26 [lfunction figurel Createfen(hObjsct, eventdata, handles)
27 glokbal H
28 global n
2 nsinput ('Zadajte rozmer matice: ')
30 $&aka na wvstup £ klavesnice, kKtory¥ potom nadéita do n
31 H=zerosin):
2 snulova matica nxn, potom Ju vyplnime daled v cykle
33 | for i=1:n
34 £l for g=k:n
35 H{i,j)=uicontrol('style','edit','unics', ' 'centimsters’', 'position’
3a B1.5%(5-1) O.7%in-i) 1.5 O.7]gEEmumay, '0')
37 Suicontrol (parametre) ...mdZe to byt button, editovacie poliéko,
38 stexXxtove pole...
3¢ svytvorime wvo figurel editovacie poliéka ('style', 'edit'); rozmery
40 $poliféka su v cm ('units','centimeters'),potom tam Je pozicia v ramci
41 $figure 1; napis na poliékach je 0 ('string','0')
42 end

43
44

Na plochu sa vypise “zadajte rozmer matice:

[4

a ¢aka sa na vstup z klavesnice. Na

zéklade tohto vstupu sa vo for cykle vytvori matica s prvkami H(i,j),i,j = 1,...,n -

editovacie policka.
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3.¢ast programu - samotny vypocet minimalneho polynému:

45 |function But Callback(hUhject, eventdata, handles)
48 %funkcia sa vvkona po kliknutl na tlacitko
i global H
48 — global n
49 — {for i=1:n
50 — | for q=1:n
Tl = Af{i,j)=stridouble(get(H{i,q),'scring'])
2 $get naftita nazov z editovacieho poliéka H(i,j) do matice A
o3 $nazov poliéka potrebujeme zmenit na #islo prikazom stridouble
L I end
N rend
5B = v=elg(d)
S o sort (v)
SR wlh = unigue (v); %kaZde &islo z wvektora v bude vo vektore wlh prave raz
L e I=ey=in):
BE — polyn="'";
B = | for i=l:lengthiwvlh)
i ! for j=1:m
s if rank((&-I*vlhii))"j)==rank( (A-I*vlh(i))" (j+1)) naschnost=j:
B4 — if wvlhii)<0 p=sprintf (' (lambda+%0.3£)"%0.0L',-v1h{i),nasobnost):;
83— end
Ba: = if wlh{i)=>0 p=sprintf(' (lambda-%0.3f)"%0.0f',v1h{i),naschnost)
i e end
BE = if vlh{i)==0 p=sprintf('lambda”%0.0f',nascbhnost); =nd
B9 $sprintf spojl text a &islo
i 1 e polyn=strcat (polyn,p):
1, %$strcat spata textove retazce (tie p=sprintf...)
Falp= break:
13 5ked uZ sme nasli nasobnost danej wl. hodnoty tak stop a ide na
74 sdalsiu aZ po lengthivlh)
Fa = end
FE end
i B - end
18- = -set (handles. T, 'String' ,polyn) ;
19 tnastavi T (oranZové textové pole) jeho ndzov zZmesnl na polvn, €ife tam
a0 5Vypise ten pol?ndﬂ

Po stlaceni tlacitka “minimélny polyném “, get nacita nazvy z editovacich policok
H do matice A. Funkciou v=eig(A) ziskame vektor vlastnych ¢isel matice A a funkciou
unique(v) obmedzime ich nasobnost na 1 aby nam neskor nevznikali v minimalnom
polynome problémy, kedze budeme prechadzat kazda zlozku unique(v). V cykle pre-
chadzame kazdym roznym vlastnym ¢islom, a postupne umochujeme maticu (A — AI),
pricom sledujeme jej hodnost. Ak sa ndm od urcitej mocniny hodnost matice uz ne-
znizuje, stopneme cyklus a ti konkrétnu mocninu zahrnieme do ziskania miniméalneho
polynomu. Ako ilustra¢ny priklad zoberme maticu 8 x 8, ktori mame vytvorenu v okne
na str.37. Jej vlastné ¢isla st 0 a 1, (nezaujima néas nasobnost vlastnych ¢isel). Zoberme
A1 = 0. Zistime, Ze hodnost matice (A— A\, I)! sa rovna 6. Hodnost matice (A—\,1)? sa
rovna 4. Hladame taki mocninu matice (A — A7) na ktorej sa nam ustali jej hodnost
a dalsie jej vy$sie umochovanie, ndm ju uz nebude zniZovat. Spravme eSte hodnost ma-

tice (A— M\ I)3, zistili sme, Ze sa tieZ rovnd 4. Ustalila sa ndm hodnost matice (A — ;1)
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na 4. Teda od jej druhej mocniny uz jej hodnost neklesa a preto stc¢astou miniméalneho
polynému bude vyraz A2, Tento proces zopakujeme aj pre druhé vlastné ¢islo. A naozaj

dostaneme minimalny polyném v textovom okne na str.37.
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Zaver

Cielom bakalarskej prace bolo priblizif pojem minimélny polyném. Priblizili sme
si rozne metody ako sa dostat k minimalnemu polynému. Postupne sme sa od definicii
vlastnych ¢isel, charakteristickych polynéomov a diagonalizaciach dostévali k minimal-
nemu polynému. Pozreli sme sa na vztahy medzi nilpotentnymi a diagonalizovatel-
nymi maticami vyuzivanim miniméalneho polynému. A nakoniec sme zostavili program

v MATLAB-e na ziskanie minimélneho polynomu Tubovolnej $tvorcovej matice.
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