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Abstrakt

VYHNANKOVA, Barbora: Metédy na urcenie Strukttry drokovej miery [Bakalarska
préaca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky,

Katedra aplikovanej matematiky a statistiky; skolitel: Mgr. Katarina Kvasndkova,
Bratislava, 2011, 33 s.

Cielom bakaldrskej préace je ukazaf, akymi metédami popredné centralne banky urcuji
casovu strukturu drokovych mier. Kazda metdda sa sklada z teoretickej a empirickej
casti - v teoretickej Casti popisujeme, ako dand metdéda funguje a v empirickej tuto
metédu aplikujeme na déta, s ktorymi pracujeme - forwardové tirokové miery Spaniel-

ska. Okrem tychto metéd uvadzam aj analyzu hlavnych komponentov.

KIcové slova: casova Struktura trokovych mier, forwardova krivka, dlhopisy, boot-
) ) b)

strap, kubické splajny, Nelson-Siegelova metoda, analyza hlavnych komponentov



Abstract

VYHNANKOVA, Barbora: The methods for determining the structure of interest rates
[Bachelor work|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics
and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr.

Katarina Kvasnakova, Bratislava, 2011, 33 p.

Goal of this work is to show which methods are used by the leading central banks
to determine the term structure of interest rates. Each method consists of theoretical
and empirical part - the theoretical part describes how the method works and in em-
pirical part we apply this method to the data we work with - Spanish forward interest

rates. In addition to these methods we mention also principal component analysis.

Key words: term structure of interest rates, forward curve, bonds, bootstrap, cubic

splines, Nelson-Siegel method, principal component analysis
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1 UVOD 1

1 Uvod

Odhadovanie vynosovej krivky je v modernom ekonomickom svete velmi dolezité. Z
ciastkovych tdajov sa snazime vytvorit si komplexny obraz, ktory by dostatocne do-
bre popisoval spravanie sa tejto krivky. Ako uvidime, v niektorych situaciach tazko
povedaf, Ci je jedna metdda lepSia ako druha, casto zavisi na osobnych preferenciach
timov centralnych bank jednotlivych krajin. Tieto preferencie mozu zavisiet od mno-
hych faktorov, ako jednoduchsi postup, dobré skusenosti z minulosti, ¢i pocet faktorov,
ktoré maju vplyv na vysledny tvar odhadovanej krivky.

Tuato tému som si vybrala preto, lebo sa mi zda ako uzitocna nadstavba vedomosti,
ktoré som dosial nadobudla pocas troch rokov studia na tejto fakulte. Som si ista, ze
v budiicnosti sa mi tieto vedomosti zidu, ¢i eSte pocas Studia alebo neskor v praci.

Cielom mojej bakalarskej prace je detailne oboznamit citatela s niekolkymi na-
jznamejsimi a najpouzivanejsimi metédami v tejto oblasti. Text je doplneny mnohymi
sprievodnymi obrazkami a tabulkami pre vizualizaciu a lepsie pochopenie preberanych
metod. Nasledne vystupy tychto metdod porovnavam, k comu mi dobre posluzili prave
obrazky:.

V druhej kapitole, Finan¢né trhy, uvadzam zakladnu charakteristiku finanénych
nastrojov, ktoré budem v mojej praci pouzivat.

V tretej kapitole, nazvanej rovnako ako celd bakalarska praca, Metody na urce-
nie Struktiry drokovej miery, pojednavam o kazdej z metdd zvlast. V prvej, naj-
jednoduchsej metdde preratavam trokové miery na forwardové a ¢asovu struktaru for-
wardovych trokovych mier zostrojim jednoducho - pospajam jednotlivé body popisu-
juce zavislost forwardovej urokovej miery od maturity dlhopisu. Je zrejmé, ze této
metdda nie je pouzivand, lebo existuju lepsie a exaktnejsie, zo zlozitejSich metéd bu-
dem viac pisat o metdéde kubickych splajnov a metdéde Nelsona a Siegela. Nakoniec sa
pozrieme na vynosové krivky (no obdobny postup sa da urobit aj pre forwardové) a
ich vyvoj v ¢ase a to nam umozni analyza hlavnych komponentov. Kazda podkapitola
obsahuje teoretické minimum potrebné na pochopenie metédy a nasledne jej aplikaciu
na data, ktoré som si vybrala.

Poslednéa kapitola, Zaver, zhina poznatky, ktoré som nadobudla pocas pisania
prace.

.....

prace, bola kniha od Filipovica [1] a uc¢ebnica od Melicheréika, Olsarovej a Uradnicka

12].
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2 Financné trhy

V tejto kapitole som ¢erpala z knih [1] a [2] v zozname pouzitej literatiry.

Technicky povedané, finan¢ény trh je miesto alebo mechanizmus, ktory dovoluje
[Tudom predavat a kupovat rozne finanéné prostriedky, ako napriklad dlhopisy, financné
derivaty, komodity a iné. V podstate zhromazduje Tudi, ktori chct predavat a ludi, ktori
chct kupovat a dava im prilezitost, aby uzatvorili obchod. Finan¢né trhy by mali byt

transparentné a mali by mat zakladné pravidla, ktoré si zname vsetkym zucastnenym.

Mézeme ich najst skoro v kazdej (civilizovanej) krajine, od mensich trhov az po
celosvetové, ako New York Stock Exchange (NYSE), American Stock Exchange (AMEX)
v Amerike, Euronext, OMX v Eurépe a dokonca Bratislavska burza cennych papierov,

ktora je jedinou burzou na Slovensku.

V mojej bakalarskej praci sa budem venovat dvom subjektom finan¢ného trhu:
dlhopisy a swapy. Pomocou zakladnej charakteristiky objasnim, ¢o tieto pojmy zname-

naju a ako sa dd pomocou nich odhadovat casova struktura tdrokovych mier.

2.1 Dlhopisy

Definicia 2.1.1 (Dlhopis). Dlhopis je cenny papier, v ktorom sa diZnik zavizuje, Ze v
stanovenej lehote splati nomindlnu hodnotu a v dohodnutych obdobiach bude vypldcat

pravidelny urok, tzv. kupon.

Ak si takyto dlhopis kiipime, mame z neho penazny tok (cashflow), ktory vyzerd
takto:
c,c,o.c,..,C,C+F,

kde C je kupoén a F je tzv. nomindlna hodnota (face value) dlhopisu. Takyto druh dl-
hopisu sa nazyva kupénovy. Dalsi druh je bezkupénovy dlhopis. Ako uz naznacuje jeho
nazov, ked si ho kiipime, jediné, ¢o dostaneme je nominalna hodnota v ¢ase splatnosti.
Moézeme si ho teda predstavit ako klasické pozicanie penazi.

Dolezity faktor je 0, Co je interval vyplat kupénov (ak sa kupény vyplacaji roc¢ne
d = 1, ak sa vyplacaju polro¢ne, potom § = 1/2 a rdtame s prilusnou hodnotou kupénu,
teda C'/2).

V pripade diskrétneho trocenia cenu kupoénového dlhopisu vypocitame podla nasle-

dovného vztahu:

P=y r

= (1+r) (1 + 7,)"

(1)
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V pripade spojitého drocenia vyzera vzorec nasledovne:
P = Zn: Ce BToT)Ti=To) 4 pe=R(To.Tn)(Ta=To) 2)
i=1

Stucasni hodnotu bezkupénovych dlhopisov vyratame z nasledovnych vzorcov:

F
P=—— 3
v diskrétnom pripade a v spojitom:
P(T,,T) = e~ R(To,T)(T—To) (4)

Ked v mojej praci budem spominat termin "trokové miery", mam na mysli irokové
miery vypocitané z bezkuponovych dlhopisov.

Pre zaujimavost by som uviedla Specialny druh dlhopisu a to je dlhopis s plavajicim
kupénom. Je to kuponovy dlhopis, ktorého kupén je naviazany na aktualnu trokovi
mieru. Je tu teda uréita neistota, kedze irokové miery mozeme dopredu len odhadovat.
Napriklad ak sa jedna o dlhopis s 6 = 1, tak kupon na rok 2011 je naviazany na trokovi
mieru z roku 2010.

KedZze kupony st naviazané na poslednt drokovi mieru, konkrétna formula vyzera
takto:

¢ = (Ti - Tz’—l)F(Ti—l,Ti)N,

kde F(T;_1,T;) je aktudlna urokova miera a N je v tomto pripade nominalna hod-
nota dlhopisu. Zvolime N = 1, pre zjednodusenie, a plavajuci kupén vyjadrime z

definicie urokovej miery pre ¢asové obdobie <i — 1,7>:

1
=1
P(Ti1,T;)
Hodnota vyplaty -1 v pociatoénom case t je —P(t,T;) (pretoze je to diskontny
dlhopis) a hodnota m v Case t je P(t,T;_1). Po realizacii konkrétnej stratégie je

hodnota plavajiceho kupoéonu v case t
P(t,Ti1) — P(t,T;). (5)

Formulu 5 sme odvodili, pretoze ju pouzijeme v nasledovnej podkapitole.
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2.2 Swapy

Definicia 2.2.1 (Swap). Swap je dohoda dvoch subjektov o zamene série platieb usku-

tocniovanych pravidelne v priebehu dohodnutého obdobia.

Swapy nie si obchodované na burze, obchody st uzatvarané medzi dvoma stranami
na zaklade osobitnej dohody.

Fungovanie obchodovania so swapmi si vysvetlime na tirokovych swapoch, kde ide o
vymenu platieb pocitanych na baze pevnej irokovej miery za platby pocitané na baze
pohyblivej tirokovej miery (teda bude sa jednat o plavajici kupén z predchédzajicej

kapitoly). Na swap sa mozeme pozriet z dvoch stran, kde jedna strana
e plati fixné KON
e dostéva pohyblivé F(T;_1,T;)0N

kde K je fixnad trokova miera, F' je pohyblivd trokova miera a N je nominalna
hodnota. Cashflow je

a v pociatoénom Case t (s vyuzitim (5)) je jeho hodnota
N(P(t,T, 1) - P(t,T, 1) — K6P(L,T))
Ked zratame vsetky penazné toky, dostaneme tzv. totalnu hodnotu swapu

(1) = N(P(t.Ty) — P(tT,) — K8 P(tT). (6)

i=1

Druhé strana tohto swapového obchodu ma opac¢né podmienky:

o dostéva fixné KON

e plati pohyblivé F(T;_1,T;)0N

Nemusime opakovat cely proces, staci ked zmenime znamienko vo vyslednej hodnote
swapu. Plati teda vztah
I5(t) = —1L(2)
Posledna otazka zostava, ako si dohodnu K, aby bolo "fér'? Je to K, pre ktoré

IT;(t) = II5(¢t) = 0 a K v tomto pripade prislusnd trokova miera vyzerd nasledovne:

P(t,Ty) — P(t,T,)

Riswap(t) =
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To, preco takato zmluva vznika, je napr. rozdiel v ocakavani toho, ako sa bude
spravat LIBOR.! Kedze swap je dohoda dvoch zmluvnych strdn o vymene platieb,
predstavme si pripad, kde si jedna strana zoberie uver, kde bude platit pohyblivy
urok a druhd strana si zoberie klasicky uver s fixnym trokom. V istom momente prva
strana ocakava, ze LIBOR porastie, ¢o bude pre nu nevyhodné. Preto mdze uzatvorit
mimoburzovni dohodu o zdmene platby so stranou c¢islo 2. Druhd strana s tymto
kontraktom bude stuhlasit, ak naopak ocakava, ze LIBOR klesne. Tu vznika pdda pre

uzavretie obchodu, aky sme prave popisali.

2.3 Casova struktara arokovych mier

Casova $truktira urokovych mier (CSUM) je funkcia, ktora vyjadruje zavislost
urokovej miery od maturity dlhopisu. Vo vaésine pripadov je rastica, vynimoc¢ne moze
byt aj klesajica. Jej tvar vyjadruje aj ocakavania trhu - ak je rastica, ocakavame,
ze urokové miery budu rast. Iny nazov je vynosova krivka bezkupénovych dlhopisov.
V mojej praci budem modelovat CSUM, teda modelovat tvar krivky trokovych mier
(z diskrétnych tdajov na zéklade réznych metéd predpovedat, ako sa bude spravat
celd krivka) v ¢ase. PreCo ju potrebujeme poznat? V praxi existuje vela finanénych
nastrojov, ktorych cena je odvodzovana od tirokovych mier?a preto potrebujeme poznat
celt informéciu o trokovych mierach vyratanych z dlhopisu (alebo iného finanéného

inStrumentu, z ktorého sa daju vyratat arokové miery).

2.4 Forwardova krivka

Definicia 2.4.1 (Forwardova trokova miera). Forwardovd trokovd miera je urokovd

miera medzi dvoma casovymi obdobiami za podmienok dohodnutych dnes.

Vznik forwardového kontraktu je nasledovny: v ¢ase t podpiseme kontrakt, ze v case
T1 > t kupime diskotny dlhopis za cenu K s ¢asom splatnosti 75 > T7.

Stratégia vyzerd tak, ze v Case t preddme K ks diskontného dlhopisu P(¢,77) a
kipime 1 ks diskontného dlhopisu P(t,T5).

Bilancia v ¢ase T} je P(T1,T3) — K. Hodnota K nie je neznama, da sa vycislit.
Chceme, aby bola hodnota kontraktu v case t nulova (teda aby nedoslo k arbitrazi)

a tdto podmienka je K.P(t,Ty) — P(t,Ty) = 0. NavySe vieme, Ze za Standardnych

ILIBOR je tirokova miera, za ktort si banky na Londynskom trhu medzi sebou poZi¢iavaji pefiazné
prostriedky. V tomto pripade rdtame s tym, Ze pohyblivd sadzba je naviazand na LIBOR, (referenc¢nd

sadzba).
2Napr. opcie. Informécia erpand z internetovej stranky http: //www.derivat.sk/index.php?PagelD=1392
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r(t,T) r(tT)

Obr. 1: Rastica a klesajtca casova struktira drokovych mier

okolnosti na trhu plati P(¢,7y) > P(t,71) a zlic¢enim tychto podmienok dostévame,

comu je rovné K:

P(t,Ty)
Pt Ty

K je teda cena, ktoru zaplatime v budicnosti za dlhopis. S vyuzitim vztahu (4)

a vyjadrenim urokovej miery z neho vieme analogicky vyjadrit trok z forwardového

kontraktu:

In K 35 WPt T) - In Pt T)
f(t,Tl,TQ):_ = - = - (8)
TQ —T1 TQ —T1 T2 _TI

Potom pre ¢as Ty blizky 7} (t.j. limita vyrazu (8) pre 7o — T3 ) je:

f(t,T):—aaTlnP(t,T), (9)

kde f(t,T) nazyvame okamzitou forwardovou tirokovou mierou. Chceme zistit, aky
je vztah medzi trokovou mierou a forwardovou trokovou mierou. Opéat zo vztahu (4)

plati:
I P@T)

T—1

Ked tuto rovnicu zderivujeme, tak s vyuzitim vztahu (9) dostavame hladany vztah:

R(t,T) = — —InP(t,T) = (T — t)R(t,T)

FT) = R(LT) + (T — t);;R(t, T) (10)
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7 tejto rovnice mozeme vypozorovat, ze pre zaciatocny bod T=t sa tieto trokové
miery rovnaju, to znamend ze vynosova a aj forwardova krivka vychadzaju z rovnakého
pociatku. Ak je vynosova krivka rastuca, je rastica aj forwardova a okrem spomenutého

pociatocného bodu nadobiida vyssie hodnoty.

r(t,T)
f(t,T)

f(t,T)
rT)

Obr. 2: Vztah medzi trokovymi mierami a forwardovymi trokovymi mierami

Este odvodime jeden vztah, ktory budeme neskor potrebovat v metdéde Nelsona a

Siegela. Zintegrujeme rovnicu (9):

InP(t,T) = —/tT f(t, u)du,

za P(t,T) dosadime ekvivalentny vyraz zo vztahu (4) a dostaneme tito vysledni

rovnicu:

R(.T) = /tT £t w)du? (11)

Ak pozname klasickd struktiru trokovych mier, tak pozname aj forwardovi. Obe
tieto krivky dostatocne popisuju situaciu na trhu. V ¢om spociva vyhoda forwardovej?
Casova Struktira tirokovych mier zostrojend na zaklade tirokovych mier je ¢asto inter-
pretovana ako ocakavané budice priemery urokovych mier, pricom forwardova krivka
nam hovori o ich oc¢akavanej trajektorii a teda informacie v nej s lahsie separovatelné

pre konkrétny casovy okamih.

3V spracovan{ tejto éasti o forwardovych trokovych mierach som pouZila najmé literatiru [2]
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Pre porovnanie tychto dvoch kriviek si zoberme konkrétne T', napriklad T = 4.
Potom casova struktira trokovych mier v sebe obsahuje informéaciu do ¢asu "= 4 a
struktira forwardovych trokovych mier ma v sebe informéciu o tom, aka bude irokova

miera o 4 roky.

2.5 Bootstrap

Ked chceme odhadovat CSUM, potrebujeme poznat tirokové miery. Ak méame k dispozi-
cii napr. dlhopisy, na zaklade ktorych ideme zostrojovat tieto krivky, nie je samozrejmé,
ze ich mame popisané pomocou urokovych mier - ¢asto su to sucasné ceny dlhopisov,
ktoré ich popisuju. Vieme, Ze informécie o sticasnych cenach a drokovych mierach st
ekvivalentné - z jednych vieme doratat druhé. V bootstrap metode sa postupne snazime
oddelit informéciu o trokovych mierach z cien dlhopisov, alebo inych finan¢nych nastro-
jov (napr. swapy, futurity).

Tato metdda je Tahko pochopitelna a pomerne intuitivna. Predpoklad je, Ze na kazdé
obdobie mame k dispozicii jeden dlhopis, a tieto dlhopisy ndm postupne vytvaraja
ststavu rovnic (rovnica (2) rozpisand pre rozne Casy). Kupény, sicasné a nomindlne

hodnoty dlhopisov st nam zname, pociatocny cas ty = 0.

Pl = (Cl + F)e_rltl

P2 = Cze_”tl + (CQ + F)e_th

P,=Cpe ™ 4+ Cpre ™2 + ...+ (C, + F)e ™

Najprv vypocitame ry, pomocou neho dopocitame ro, a takto iterativne postupu-
jeme dalej.
Ak mame k dispozicii bezkuponové dlhopisy, je postup este jednoduchsi. Zo vztahu
(4) pre bezkupénovy dlhopis by sme vSetky tirokové miery vyjadrili ako
1
r; = —t—lnP(ti).

(2

Tu st jednotlivé r; vypocitané nezavisle na predchadzajicich tirokovych mierach, t.j.
v tomto pripade postup nie je iterativny. Ked mame vsetky data "preratané'na trokové

miery, mozeme uz pouzit metddy, ktoré nam poskytnu informéacie o celej CSUM.
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3 Metbédy na urcenie struktiry arokovej miery

V tejto praci sa budem zaoberat Styrmi metdédami:
e Zakladna metdda
e Kubické splajny
e Nelson-Siegel model

e Analyza hlavnych komponentov

3.1 Parametrické a neparametrické metédy

Na zaciatok si objasnime, ¢o znamena klasifikdcia metdéd na parametrické a nepara-
metrické. Pri neparametrickych metédach nezavadzame Ziadne predpoklady o krivke,
nemame vopred danu rodinu kriviek, do ktorej by mala odhadované krivka patrit, a
preto nepotrebujeme zistovat parametre. Takouto metédou je napr. bootstrap.
Naopak, parametrické metédy predpokladaju uz nejaki formu a krivku potom
hladdme vo vopred zndmom tvare s konkrétnymi vlastnostami. Takymito metdédami

st v mojej praci Nelson-Siegel metéda a metdéda kubickych splajnov.

3.2 Zakladna metoda

V détach, ktoré budem pouzivat (zdroj: Datastream) si bezkupénové dlhopisy (zero
bondy) uz vyjadrené pomocou urokovych mier, to znamend, ze nemusime pouzit boot-
strap. Ked mame trokové miery, vyratame forwardové tirokové miery. Vyhody forwar-
dovej tirokovej miery st spomenuté v predchadzajicej kapitole.

Déta obsahujii informéciu o 1 az 6-roénych bezkupénovych dlhopisoch pre Spaniel-
sko. Budeme pozerat na to, ako sa forwardové krivky na tomto konkrétnom trhu menili
vzhladom na ¢as pred krizou, pocas nej a po nej. A kedze Spanielsko je momentélne je-
den z hortcich kandidtov na Ziadanie o pomoc Eurépskej Unie, mézeme predpokladat,
ze kriza mala dopad na Spanielsku ekonomiku.

Ako reprezentativne datumy, ku ktorym budeme sledovat tieto dlhopisy, som si
vybrala 12.aprila 2003 (pred krizou), 1.aprila 2008 (pocas krizy) a 11.aprila 2010 (po
krize).

7 nich som si pomocou vstavanej MATLAB-ovskej funkcie 'zero2fwd’ vypocitala

forwardové trokové miery.
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1Y 2Y 3Y 4Y oY 6Y

12.april 2003 | 2.4919 | 2.9856 | 3.3649 | 3.6712 | 3.9055 | 4.1085
L.april 2008 | 4.5951 | 4.3567 | 4.3083 | 4.3097 | 4.3327 | 4.3661
11.april 2010 | 1.3758 | 1.5426 | 1.7103 | 1.8794 | 2.0502 | 2.2191

Tabulka 1: Spanielske tirokové miery

1Y | 2Y | 3Y | 4Y | 3Y | 6Y
12.april 2003 | 2.44 | 3.38 | 4.06 | 4.52 | 4.78 | 5.04
l.april 2008 | 4.60 | 4.12 | 4.21 | 4.31 | 4.42 | 4.53
11.april 2010 | 1.38 | 1.71 | 2.05 | 2.39 | 2.73 | 2.89

Tabulka 2: Spanielske forwardové tirokové miery

]
Forwardova krivka PRED krizou
5 FOCAS krizy 4
— PO krize
XA 3
4t i
345

Obr. 3: Prislusné forwardové krivky, zakladnd metdda

Krivky st zobrazené na Obr.3. Dostali sme ich tak, ze sme pospéajali prislusné body
(forwardové trokové miery v zavislosti od maturity dlhopisu). Ked sa pozrieme na
krivku so zaciatkom v roku 2003, vidime rasttuci trend, ¢o je bezny tkaz, na dlhsi cas
pozifiavame s vyssim trokom (ak pozi¢iame ten isty obnos niekomu na jeden rok a
inému na dva roky, ten druhy by musel splatit vyssi urok, pretoze nebudeme méct s
peniazmi hybat dlhsi cas a mozeme premeskat investiéné moznosti, ¢i minimalne to, Ze
ich mézeme ulozit na ucet a ziskat z nich troky - 1 euro dnes je viac ako 1 euro zajtra)

Avsak, ked sa pozrieme na krivku z roku 2008, vidime, ze c¢asova struktura for-
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wardovych trokovych mier ma klesajici charakter az po rok 2010 a potom pozvolna
rastie. Kedze tato krivka v sebe skryva aj informaciu o ocakavani trhu, moézeme sa
domnievat, ze tvar krivky reflektuje ocakavanie Iudi, Ze kriza sa do 2 rokov skonci (po
2.roku ocakdvany jemny narast). V porovnani s predchadzajicou krivkou su turokové
miery na priblizne rovnakej hladine. Teda mo6zeme tu pozorovat tikaz, ze nie je velky
rozdiel medzi forwardovou trokovou mierou prislichajicou k 1-roé¢nému a 6-roénému
dlhopisu a teda 6-ro¢ny sa nam v tomto obdobi neoplati kupovat. M6zeme sa dom-
nievaf, ze je to fenomén sivisiaci s krizou.

V roku 2010 sa svet spaméatava z krizy a forwardova krivka ma teraz podobny tvar

ako v roku 2003, aj ked urokové miery su nizsie - peniaze su lacnejsie.

Okrem bezkupénovych dlhopisov mame k dispozicii swapové tirokové miery.

1Y 2Y 3Y 4Y oY 6Y Y 8Y 9Y 10Y
12.april 2003 | 2.512 | 2.995 | 3.37 | 3.662 | 3.885 | 4.07 | 4.225 | 4.355 | 4.462 | 4.55
l.april 2008 | 4.61 | 4.37 | 4.311 | 4.31 | 4.332 | 4.361 | 4.399 | 4.438 | 4.48 | 4.522
11.april 2010 | 1.396 | 1.564 | 1.738 | 1.904 | 2.071 | 2.234 | 2.381 | 2.507 | 2.61 | 2.705

Tabulka 3: Swapové trokové miery pre Spanielsko

Otézkou zostava, ¢i bude odhadnutd forwardova krivka zostavend zo swapovych
urokovych mier rovnaka ako krivka zostavena z bezkupénovych dlhopisov. Teoreticky
by mala byt na trhu len jedna forwardova krivka, to ocakavame aj z dat. Na zostavenie
krivky pouzijeme rovnaky MATLAB prikaz ako predtym - 'zero2fwd’.

V druhom a tretom pripade su krivky velmi podobné, v prvom pripade si tu urcité
vykyvy krivky zostavenej zo swapov, ale vo vSeobecnosti mézeme povedat, ze pouzitie
tychto dvoch finanénych inStrumentov v tejto metdde je ekvivalentné. Vykyvy, ktoré
vidime na Obr.5 su zrejme sposobené numerickou nestabilitou tejto metdédy - mame
len 6 bodov a ak sa len 1 z nich vychyli, moze to spésobif to markantni zmenu tvaru
odhadovanej krivky.

Ked sa pozrieme na grafy, ktoré boli zostrojené na zaklade tejto metody, mozu sa
nam zdaf nie celkom realistické, lebo ocakavame, ze irokové miery sa menia hladko,
pricom na grafoch boli vidno vyrazné "hroty"'. Preto dalsia metdda, na ktort sa de-
tailnejsie pozrieme, je metoda kubickych splajnov, ktora tento tkaz eliminuje a grafy

zhladzuje. AvSak za cenu ovela komplikovanejsieho postupu.
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Obr. 4: Porovnanie kriviek zostavenych z bezkupoénovych dlhopisov a swapov, pred

krizou, jednoducha metdda
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48+

47 F

4B

42F

4.1

Forwardova krivka zostavena zo swapoy

Forwardova krivka zostavena z dlhopisoy

4 3 7 g 9
t

Obr. 5: Porovnanie kriviek zostavenych z bezkupénovych dlhopisov a swapov, pocas

krizy, jednoducha metéda

3.3 Kubické splajny

Hlavny zdroj v tejto podkapitole je [3].

V metoéde kubickych splajnov, rovnako ako v predchadzajicej metode, budeme

na zéklade zadanych bodov (forwardovych trokovych mier v zdvislosti od maturity

dlhopisu) odhadovat krivku, ktord tymito bodmi prechddza a ¢o najlepsie aproximuje

hladant forwardovi krivku. Hladame teda interpola¢ny polyném, ktory by ju najlepsie

popisoval.
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351 R

Forwardova krivka zostavena z dlhopisov
Foreardova krivka zostavend zo swapoy

1 2 3 4 5 g 7 g 9 10
t

Obr. 6: Porovnanie kriviek zostavenych z bezkuponovych dlhopisov a swapov, po krize,

jednoducha metdda

Ak by sme pouzili linedrnu interpolaciu, dani funkciu (ktord moze byt zadand aj
diskrétne) aproximujeme pomocou polynému nanajvys stupna 1, ak je kvadratickd,
tak pomocou polynému nanajvys stupna 2 a pod. Nevyhodou moéze byt, ze polyném
urcitého stupna je limitovany tvarom svojej funkcie (a prislusného grafu) a mozu sa
vytvorit dost velké odchylky od odhadovanej funkcie. Preto sa v oblasti aplikovanej
matematiky casto pouzivaju tzv. splajny, co je alternativny pristup. Miesto toho,
aby sme interpolovali na celom intervale hladani funkciu jednym polynémom, interval
si rozdelime na podintervaly a na kazdom z nich interpolujeme pomocou viacerych
polynémov jednotného stupna.

Pouzivat budeme kubické splajny, teda kazdy podinterval budeme aproximovat

polynémom radu nanajvys 3.

Definicia 3.3.1 (Kubicky splajn). Hovorime, Ze redlna funkcia S :<a,b>— R je ku-
bicky splajn, ak Sl<y, |+~ € P3 a S € C*<a,b>. Hovorime, ze S je kubicky interpolacny

splagn, ak S(x;) = y;,i=0,..,n.4

Funkcia f(x) v tomto pripade je dand bodmi (vSeobecne pre vsetky 3 obdobia):
f(1)=2,44 f(2) = 3,38 f(3) =4,06 f(4) =4,52 f(5) =4,78 f(6) = 5,04.

Interval <zq, z,>=<1,6> rozdelime na podintervaly diiky 1. Body z;,: =0,1,..5
volame uzlové body. Funkciu f(z) odhadneme na kazdom intervale <x;, z;,1> polyné-

mom tretieho stuptia: a; + b;(x — ;) + ¢;(x — 2;)* + di(x — x;)3.

4Definicia bola prebrata z [3]
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VsSeobecny zapis splajnu spolo¢ny pre vsetky 3 datumy vyzera nasledovne:

So(z) = ag +bo(z — 1) + co(x — 1) +do(x — 1) z € <1,2>
Si(z)=a; +bi(x—2)+cr(x —2)2+dy(x—2)° z€<2,3>

S(x) = { Sy(x) = ag + by(x — 3) + co(x — 3)? + do(x — 3)° 2z € <3,4> (12)
Ss(x) = az + b3(x —4) + cs(x — 4)? + ds(xz — 4)3 z € <4,5>
Sy(x) = ag + by(x —5) + ca(x — 5)2 +dy(x — 5)® z € <5,6>

Hladame koeficienty a;, b;, ¢;, d; pre © = 0,1, 2, 3,4, dokopy je to 4 x 5 = 20 neznamych.

7 definicie splajnu nam vyplyvaji dalsie podmienky:
o S(z;) = f(;),i=0,1,...,m
e spojitost
e spojitost prvych derivacii
e spojitost druhych derivacii
o S'(xg)=95"(x,) =0
Podoba prvej podmienky v konkrétnom pripade:

Sii+1) = fli +1) = a;,i =0,1,2,3,4
54(6):5,04?4,78+b4+04+d4:5,04:>b4+04+d4:0,26.

Z podmienky spojitosti vyplyva S;(z;+1) = Siy1(xi41), konkrétne

a0+b0+00+d0:a1
b0+00+d0 20,94

Obdobne dalsie rovnice, ktoré si zostavené na zéklade podmienky spojitosti v dalsich

uzlovych bodoch:

b1+61+d120,68
b2+02+d2:(),46
bg+63+d3:0,26
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Pri podmienke hladkosti potrebujeme poznat prva deriviciu S(z) a ta je S'(x;) =
bi+2c;(x—x;)+3d;(x—x;)?. Je to kvadratickd funkcia. Samotnd podmienka je S!(x;,1) =

Si1(xi41). Konkrétne

So(2) = 51(2) =
bo + 260 + 3d0 = bl

Zvysné rovnice vyplyvajice z podmienky spojitosti prvych derivacii:

bl + 2C1 + 3d1 = bQ
b2 + 202 + 3d2 = bg
b3 + 203 + 3d3 = b4

Posledné z trojice podmienok spojitosti je spojitost druhych derivacii kubickej funkcie
S(x). Druhé derivacia je S”(z;) = 2¢; + 6d;(x — x;). Prislusné rovnice vyzeraju nasle-
dovne:

Ci +3dz = Ci+1,7: = 0,172,3

V spojeni s poslednou podmienkou S”(zq) = S”(z,) = 0, ktord po tprave vyzera ¢y = 0
a 2¢4 + 6dy = 0, dostavame 15 rovnic o 15 nezndmych. Tato stustava linearnych rovnic
sa da vyjadrif v maticovej forme Az = b, kde A je matica 15 x 15, b a = su vektory
15 x 1.

cooo o0 o000 000 0 0 1 11 bo 0, 26
111 0 O OO OOO O 0 0 0 0 Co 0,94
cooo0o1 1 1 0 O0OO0OO0O OOO 0 O dy 0,68
cooo o0 o001 1 1 0 0 0 0 0 0 b1 0,46
cooo o0 o000 O0©O01T 1T 1 0 0 O c1 0,26
123 -1 0 0 0 0 0 0O 0 0 0 0 0 dy 0
cooo0o 1 2 3 -1 000 000 0 0 by 0
cooo o0 oo0o1 2 3 -1 00 0 0 0 co | = 0
cooo o0 o000 o001 2 3 -1 020 dy 0
6026 0 -20 0 OO0 O O OO0 0 O bs 0
ooo0o o0 2 6 0 -20 0 0 0 0 0 0 C3 0
ooo o0 oo o0 2 6 0 =200 00 ds 0
cooo o0 o000 o000 2 6 0 -20 by 0
610 0 O 0 O 0 0 O 0 0 0 0 Cy 0
ooo0o 0 o0 0 0 0 0 O 0 0 6 dy 0
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Sustavu vyrieSime a dostaneme hladané koeficienty. Hodnoty koeficientov a;,7 =

0,1,2,3,4 st urcené rovnicami na zaciatku prikladu. Splajny na jednotlivych interval-

och vyzeraju nasledovne:

So(x) = 2,44 + 0,9977(z — 1) + 0,0000(z —
Sy (z) = 3,38+ 0,8246(x — 2) — 0, 1731 (x
So(x) = 4,52 + 0,5639(z — 3) — 0, 0876(x
Ss(x) = 4,06 + 0,3397(z — 4) — 0, 1367(z
Si(z) = 4,78+ 0,2372(x — 5) + 0,0342(z —
55
/

1)2—0,0577(z —
—2)2+0,0285(x —

— 4)2 40, 0569(x

) (

) (
—3)2—0,0164(z —
) (

5)2 —0,0114(x —

—4

13

23

)
)
3)3
)

)

53

re<l,2>
T € <2,3>
T € <3,4>
r € <4,5>

T € <H,6>

Obr. 7: Na prvom obrazku krivka zostavena pomocou aproximacie kubickymi splaj-

nami, na druhom porovnanie tejto krivky s krivkou zostavenou pomocou zakladnej

metédy (cez bezkuponové dlhopisy) ku dnu uzatvorenia zmluvy 12.aprila 2003

Cely postup zopakujeme pre forwardové urokové miery pocas obdobia krizy (april

2008) a po krize (april 2010). Splajny st uvedené v tomto poradi. Jedind zmena oproti

predchadzajicemu postupu je, ze sa zmeni prvych 6 zloziek vektora b.

So(x) = 4,
Si(x) =4
Sa(z) = 4,
(z) =4
(z) =4

X

X

331‘
S4JZ

(
.31+ 0,0872(x
(

21 +0,1646(z — 3) (
— 4) —0,0390(z —
424 0,1165(x — 5) (

2) + 0, 4566(z —
3) —0,1164(x —

9) —0,0098(x —

2)2 —
)
n
)?

5

+0,0330(x —

6 —0,6322(x — 1) +0,0000(z — 1)2 +0,1522(x — 1)3
12 —0,1756(z — 0,191(z — 2)3
3)2 +0,0518(x — 3)?

2_0,0163(x — 4)°

5)%

r e <l,2>
T e <2,3>
r € <3,4>
r € <4,5>

T € <H,6>
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So(z) = 1,38 +0,3265(z — 1) + 0,0000(z — 1)2 4 0,0035(z — 1)® z € <1,2>
Si(z) =1,71+0,3371(z — 2) + 0,0106(z — 2)> — 0,0077(z — 2)® 2z € <2,3>
S(x) = { Sy(x) = 2,05 + 0,3352(x — 3) — 0,0125(z — 3)2 +0,0173(z — 3)3 2 € <3,4>
Sy(z) = 2,39+ 0,3621(z — 4) + 0,0393(z — 4)2 — 0,0614(x — 4)> 2z € <4,5>
Sy(z) = 2,73+ 0,2566(x — 5) — 0,1448(z — 5)% 4 0,0483(x — 5)® z € <5,6>

46

4.66
48+
4451

4551
1 450
1 445 ¢

4.4r 44+

= 436+ =435
430 430
4281 425+
4.2+ 42+

415+ 416

4.1 41

Obr. 8: Na prvom obrazku krivka zostavena pomocou aproximacie kubickymi splaj-
nami, na druhom porovnanie tejto krivky s krivkou zostavenou pomocou zakladnej

metédy (cez bezkuponové dlhopisy) k dnu uzatvorenia zmluvy 1. aprila 2008

Z Obr. 7, 8, 9 vidno, ze v casoch pred krizou a po krize sa krivky na obrazkoch
skoro po cely cas prekryvaji, pripadne mozeme pozorovat mensie odchylky. Jediny
obrazok, kde sa krivky viditelnejsie odlisuju je ten, ktory prislicha k roku 2008, teda
pocas krizy. Odlisnost je z velkej casti spdsobena tym, ze splajny krivku zhladzuju.
Dalsf dévod moéze byt netypicky tvar forwardovej krivky - nie je monoténna a to méze
sposobovat komplikacie. Dovodov odchyliek vystupov tychto dvoch metéd moze byt

okrem tychto aj viac.

3.4 Nelson-Siegel model

Téato podkapitola bola spracovand na zaklade literatiry [7] a [8].
V roku 1987 predstavili Charles R. Nelson a Andrew F. Siegel novy parametricky
model, ktory by sa dal pouzit na vSetky najcastejsie vyskytované tvary, ktoré sa spajaju

s vynosovymi krivkami - monoténny, S-tvar a U-tvar. Zakladna myslienka je postavend
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of

Obr. 9: Na prvom obrazku krivka zostavena pomocou aproximéacie kubickymi splaj-
nami, na druhom porovnanie tejto krivky s krivkou zostavenou pomocou zakladnej

metédy (cez bezkuponové dlhopisy) k dnu uzatvorenia zmluvy 11. aprila 2010

na tvrdeni, ze forwardové tirokové miery sa spravaji podla nasledujtcej diferencidlne;

rovnice 2.stupna, ktord ma dvojndsobny realny koren :

f//+a1f/+a2f:0

Nelson a Siegel tito diferencidlnu rovnicu vyriesili a vysledkom bol vzorec pre for-

wardovu urokoviu mieru:

ft<7—> = 6(] -+ 5167” + 52)\7’67/\7— (13)

Na tento model sa moézeme pozerat ako na sucet konstanty a tzv. Laguerrovej
funkcie (ktorej charakteristicky tvar je polyném x exponencidlny klesajici ¢len). Je
to oblibena aproximacna funkcia medzi matematikmi. Vzorec pre forwardovi drokovi

mieru sa dé lahko previest na trokovi mieru, pouzijic vztah (11) a metédu per partes:

r(r) = i/oT f(m)dm

1 r7
== / Bo + Bre ™ + BeAme M dm

—\T
- i(ﬁowﬁl f + B / Ame= " dm) (14)
AT AT
= (o4 BT+ BT )
—AT
= (B0 + (B + Ao~ Bale ™))
-
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( ) 1 2)\7 N

=08 + /3 + 15 — Bse .

0 1 2 >\ 2

Koeficienty stale zostavaju linedrne (o = 5o, a1 = 1 + P2, e = —[32). Pozrieme sa

na to, ¢o sa stane s modelom, ak 7 posleme do oo a do 0.

Th_{{}or(T) = fo (15)
I i L=eT e
TE%T(T) = am Bo + (B + 52)? — e
1— e—)n—

= Po = B2+ (Br + B2) limy ——— (16)

VH e M
= 50—524—(&14‘52)113%

= o — B2+ 1+ B2 = Bo + i

Tieto isté vztahy platia aj ked sa na model pozerame z pohladu forwardovych
urokovych mier. Na zaciatku sme povedali, Zze tento model dokaze dobre popisat na-
jéastejsie sa vyskytujice tvary vynosovej (alebo forwardovej) krivky. M6zZeme to overit
pri nasledujucich predpokladoch: A =1, 8y = 1, By + 51 = 0. Potom rovnica a prislusny
graf pre parameter a od -12 po 12 inkrementovany v kazdom kroku o 2, vyzeraju:

1—e™

T

r(r) =1—(a—1)( ) —ae " (17)

krivka modelu

1 1 1 1 1 1 1 1 1
] 1 2 3 4 5 5 7 g ] 10
tas do splatnosti

Obr. 10: Tvary vynosovych kriviek modelu Nelsona-Siegela
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7 Obr.10 vidime, ze tento pomerne jednoduchy model zachytava vsetky ziadané
tvary. Koeficienty modelu sa daju interpretovat ako sila dlhodobého, strednodobého
a kratkodobého komponentu forwardovej krivky alebo vynosovej krivky. Model sa déa
rozlozit na jednotlivé komponenty, kde [y predstavuje dlhodoby, 8 kratkodoby a S5
strednodoby faktor. Toto tvrdenie je jasnejsSie vidief z prislusného Obr. 11, kde dl-
hodoby komponent je konstanta, strednodoby s charakteristickym tvarom Ae™* zaéina
v 0 aj konéi v 0. Kratkodoby komponent e™* zo vsetkych troch grafov najrychlejsie
monoténne klesa do 0. Z tychto troch komponentov sa daji vygenerovat vSetky na-

jcastejsie tvary kriviek.

dihodobs

08R 1
06F | kratkodoby b

04F 1

i

Obr. 11: Komponenty forwardovej krivky odhadnutej metédou Nelsona a Siegela

strednodoby

Diebold a Li [9] uvddzaji vo svojej praci, Ze ak zafixujeme parameter A = 0.0609,
tak sa jednotlivé komponenty daji vysvetlit ako uroven (level) krivky, monoténnost a
zakrivenie. Z Obr.11 vyplyva, ze dlhodoby faktor 5y zodpoveda trovni, strednodoby fak-
tor Bs zodpoveda zakriveniu a kratkodoby faktor 5, sa spaja s monoténnostou vyslednej
krivky.

Ako odhadneme jednotlivé koeficienty? V re¢i matic riesime nasledovny problém
vyplyvajici z horeuvedenych rovnic, kde zadanych je n forwardovych trokovych mier

s prislusnymi ¢asmi maturit:

ft(Tl) 1 6_)\71 )\’7’1€_>\T1
ft<T2> 1 6_)\72 )\7'26_>\T2 ﬁO
- . . . 61
: : : 62

fi(Th) 1 e Ar,e
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Riesime teda systém f;, = X[, kde f; je vektor n x 1, X je matica n x 3 a (8 je
vektor 3 x 1. Metdod odhadu koeficientov je niekolko, Nelson a Siegel navrhuji metodu
pouzivanu najma v ekonometrii prave na odhad koeficientov, a to je Metoda najmensich
stvorcov, teda ak mame model f(t) = XS + ¢, kde € predstavuje chybu odhadu, tak
sa snazime tiuto chybu minimalizovat. Riesime nasledovny problém, za predpokladu

regularity matice X7 X:

min(f, — XB)"(fy — XB) =min(fl f, — fFXB - XY + pTXTXB) =minY (18)

aY _ YT o T T A
35 = X' - XTf,+2X"X3=0
XTf=Xx"Xp
B=(XTX)"'xTyf, (19)

Poslednd tuloha pri hladani vhodnej aproximacnej krivky je uréenie A\. Tu Nelson a
Siegel poskytuju nie prilis prakticki odpoved, a to hladanie najlepsej moznej A empir-
icky, resp. pomocou réznych optimaliza¢nych metdd, ¢o je narocné casovo aj numericky.
Na lepsie a ¢asovo menej naroc¢né riesenie prisli vo svojej praci Diebold a Li [9]. Param-
eter \ urcuje maturitu, v ktorej nadobuda strednodoby faktor svoje maximum. Vidime
to napr. aj z casti tejto podkapitoly, kde sme sa pozerali na charakteristické tvary
vietkych troch faktorov a zafixovali sme 7 = 1. Ak zderivujeme \e ™ a tiito derivaciu
polozime rovnu 0, vysledok je A = 1, ¢o nam potvrdzuje aj graf 11. Vo vsSeobecnosti

rieSime

arg max A\te . (20)
A

Teraz, ked uz pozname "zakulisie'problematiky, mozeme cely postup aplikovat na
zname data - zacneme opéf s forwardovymi trokovymi mierami na Spanielske dlhopisy
pre 12.april 2003, ktoré st uvedené v Tab.3. V nasom pripade A = 6, t.j.:

arg max 6 e~ = 0.1667
A

Zafixovanim A na 0.1667, dosadenim a vyrieSenim rovnice f; = X[ dostavame
odhady pre bety pouzitim standardnej vybavy Matlabu. 5, = 3.5060, 5; = —2.3237 a
B3 = 6.4263. Odhad forwardovej krivky pomocou Nelson-Siegelovej metody ma takito
vysledni podobu:

f(t) = 3.5060 — 2.3237¢~ "1™ 1 6.4263 x 0.1667te 1667
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Obr. 12: Na prvom obrazku je odhad forwardovej krivky pre april 2003 - metdda Nelson-

Siegel, na druhom vidime porovnanie s metédou splajnov

Pre grafické overenie mozeme porovnat s metédou splajnov.

7 Obr.12 moézeme pozorovat, ze krivky sa lisia minimalne. Na rozdiel od prvej
metody, ktort sme pomenovali zékladné, vysledné krivky zostavené pomocou tychto
dvoch metéd nemaju "hroty", su hladké. Nedd sa povedat, ktora metdda je krajsia, ¢i
lepsia, tu uz zavisi na osobnych preferencidch pouzivatela metédy. Ci inklinuje skor ku
statistike a ekonometrii alebo k numerike.

Odhadnuté krivky pre april 2008 a april 2010, v tomto poradi:

f(t) = 8.8004 — 3.7607¢ 1907 — 7.6931 % 0.1667te 1967
F(t) = 4.9964 — 4.0257¢ 1957 _ 1 5042 % 0.1667te 1067

Obdobia pred a po krize nerobia problém, tam odhady nami pouzivanych metdd
nevykazuju velké rozdiely, ako vidno na Obr.12 a Obr.13. Avsak krizové obdobie
sa ukazuje ako problémové na odhadovanie vynosovych alebo forwardovych kriviek
(Obr.14), lebo trokové miery sa spravaju atypicky. Z porovnania grafov sa zd4, ze
metdda Nelsona a Siegela sa odchyluje od zvysnych dvoch, v tomto pripade graf navyse
nie je hladky. Nevieme priamo povedat, ktord z metéd je lepsia. Co viak vo vSeobec-
nosti mézeme povedaf je, ze ¢im viac je parametrov v modeli, tym je odhadnutéa krivka
citlivejsia a presnejsia.’

Metoda Nelsona a Siegela sa stala zakladom mnohych dalsich tedrii a zlepsovani

povodnych vzorcov.

5Napr. ked aproximujeme hladant krivku polynémom desiateho stupna, tak je to presnejsie ako

ten isty postup s polynémom prvého stupna, ktory ma automaticky menej parametrov.
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Obr. 13: Na prvom obrazku je odhad forwardovej krivky pre april 2010 - metéda Nelson-

Siegel, na druhom vidime porovnanie s metédou splajnov

4.6

4.55 -

zakladna

Melson Siegel B

splajny

Obr. 14: Porovnanie troch pouzivanych metéd na odhad forwardovej krivky, april 2008

Jeden z vedcov - ekonémov bol aj Svéd Lars E. O. Svensson [10], ktory uverejnil
clanok, v ktorom vysvetloval svoju zlepsenti metédu. Potrebu tejto modifikacie zdovod-
nil tak, ze chcel zvysit flexibilitu a zlepsit presnost. Pridal stvrty komponent - druhy
U-tvar a v zapise pribudli dva parametre - 33 a 75. Predpis funkcie forwardovej krivky
je potom

Jo(7) = Bo + Bre ™ + Badmie M 4 ByAroe N, (21)

3.5 Realita

Ako som spomenula, v metédach s odlisnym pristupom casto zalezi na osobnych prefer-

enciach. V nich sa lisia aj centralne banky réznych krajin. Pre zaujimavost uvadzam zoz-
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nam roznych poprednych centralnych bank a metod, ktoré pouzivaju pre odhadovanie.

Data st z roku 1999.

Belgicko | Svensson alebo Nelson-Siegel
Kanada Svensson
Finsko Nelson-Siegel
Francizsko | Svensson alebo Nelson-Siegel
Nemecko Svensson
Taliansko Nelson-Siegel
Japonsko splajny
Norsko Svensson
Spanielsko Svensson
Svédsko Svensson
UK Svensson
USA splajny

Tabulka 4: Metédy pouzivané centralnymi bankami

Existuji vSeobecné kritéria na ziadané vlastnosti "rodin kriviek", ktoré st vhodné

pre odhadovanie ¢asovej struktary trokovych mier:
e flexibilita: hladané krivky by mali "sediet'na typické tvary vynosovych kriviek
e 'Setrnost": pocet faktorov by nemal byt prilis vysoky

e pravidelnost: zvycajne sa uprednostnuje krivka ktora klesa smerom k dlhSiemu

koncu

Tato podkapitola je prevzaté z knihy od Filipovica [1].

3.6 Analyza hlavnych komponentov

Pri spracovani tejto Casti prace som pouzila literatiru [4], [5] a [6].

V predchadzajicich troch metédach sme mali zadané body [t, f(¢)]a pokusali sme
sa odhadovat forwardovi krivku. Inymi slovami, objasnovali sme informéaciu skrytua
medzi zndmymi bodmi. Analyza hlavnych komponentov (dalej len AHK) ndm umoznuje
pozerat sa na struktdru drokovych mier z iného uhla pohladu, ktory v nasledujtcich
odstavcoch par vetami vysvetlime. Znova pre porovnanie, v predchadzajtcich metodach

sme si vybrali tri dni, pre ktoré sme odhadovali hladané krivky. V. AHK sa pozerame na
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vsetky dostupné obchodované dni ako na ¢asové data, ¢o nazorne ukazuje nasledujuci
obrazok, na ktorom mdézeme vidiet forwardové krivky prislichajice k cendm plynu
NYMEX Natural Gas, kde kazda krivka zodpoveda jednému zo 72 dni.

Historical Forward Curves for Nearby Months for NYMEX MNatural Gas (Henry Hub)

Obr. 15: Historické forwardové krivky, NYMEX Natural Gas, ¢lanok [4]

7 Obr. 15 sa da vypozorovat trend kriviek, opakujici sa vzor, podla ktorého sa
spravaju vsetky krivky. Konkrétny tvar je spojeny s realnymi sezénnymi cenami plynu.
Dolezity je, ako som uz spomenula, trend. Princip AHK spociva v hladani vzoru
spolo¢ného spravania sa vSetkych forwardovych kriviek (alebo CSI/JM) v case. Tato
informaécia, ak ju mame, je cennd, pretoze nam umoznuje nahlad do budticnosti. Je len
logické, 7Ze ak krivky opakuji (samozrejme, s vychylkami) uréity vzor, tak ten sa da
aplikovat aj na dalsie krivky, ktoré este teraz nepozname. Tato metdda sa z matem-
atického hladiska radi do odvetvia statistiky. AHK je matematicka procedura, ktora
transformuje vysoky pocet zavislych premennych na mensi pocet nezavislych premen-
nych. Umoznuje nam zbavovat sa prvkov (komponentov), ktoré maji iba maly vplyv
na vysledny tvar krivky, ¢o je velmi vyhodné najmé pri praci s vysokym poc¢tom dat.
Lahko sa moze stat, ze z povodnych napr. 100 komponentov st najdolezitejsie a zaroven
postacujtce len prvé 3, ¢o je znacné ulahcenie prace. V praxi sa vacsinou uspokojime
s tym, ze komponenty vysvetluji 95% variability krivky. Nové hlavné komponenty st
potom linedarnou kombinaciou povodnych dat. Navyse, niektoré niektoré finanéné de-
rivaty, napr. opcie na swapy (po anglicky tzv. swaptions), maji svoju cenu uréenti nie

podla jedného forwardu, ale podla viacerych.

To, ako AHK 'funguje', najprv popiseme na jednoduchsich datach, v dimenzii
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n = 2, kde sa da dobre vidief idea tejto metody. V praxi sa s takou nizkou dimen-
ziou nestretneme, vysvetlenie bude podané na fiktivnych datach, ktoré nemaja ziadnu

ekonomickt interpretaciu.

x|08|09 2519 310415 1.8 [23]29]13]1.2
y11.0]095|28 1832051918 [24]30 17|14

Tabulka 5: Dvojrozmerné data

1.krok v AHK spociva v tom, ze od kazdého prvku dat odpocitame prislusny
priemer z dat,to znamena, od vSetkych x sa odéita r = 1.72 a od vSetkych y sa odcita

y = 1.88, ¢im dosiahneme set dat, ktorych priemer je 0. Je to tzv. standardizovanie.

x|-0921]-082]0.78 | 0.18 | 1.38 | -1.32 | -0.22 | 0.08 | 0.58 | 1.18 | -0.42 | -0.52

y|-0.881-0.93]0.92-0.03 | 1.22|-1.38| 0.02 |-0.03 | 0.52 | 1.12 | -0.18 | -0.48

Tabulka 6: Nové data s od¢itanymi priemermi

Ked mame data upravené do tvaru, aky potrebujeme, 2.krok je, ze vypocitame
prvky varian¢no-kovariancénej matice x a y. Kovariancia hovori o miere zavislosti dvoch
veli¢in. Vdaka tomu, Ze cov(z,y) = cov(y, x), kovarianéna matica je symetrickd. Okrem
toho je stvorcova a kladne semidefinitna. Variancia je vlastne kovariancia veli¢iny samej
so sebou a jej velkost ndm poskytuje informéaciu o rozptyle dat. Vzorec pre kovarianciu
je
i (ri — 7)(yi — §)

(n—1) ‘

Kovarian¢né matica v tomto konkrétnom pripade vyzera nasledovne:

cov(z,y) =

( 0.7306 0.7028 )

cov(y,z) wvar(y) 0.7028 0.6970

( var(x) cov(m,y))

Ked mame kovarianént maticu, 3.krok bude, ze vypocitame vlastné hodnoty a
vlastné vektory tejto matice. RieSime problém det(A — AI) = 0 a potom pre konkrétne
vlastné hodnoty A\ pocitame stustavu Axr = Az a tak ziskame vlastné vektory. Nasa
matica ma rozmery 2x2, preto vysledkom budu 2 vlastné hodnoty A a k nim 2 pris-
lusné vlastné vektory. Vlastné vektory maju jednu zaujimavu vlastnost, z ktorych
vlastne vychadza ich podstata. Ak maticu A vynasobime sprava jej vlastnym vek-

torom, vysledkom je znova ten isty vektor, len vynasobeny konstantou (prediieny). Ak
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si A predstavime ako maticu transformécie, tak nasobenie Tubovolného vektora touto
maticou znamend jeho transforméaciu, presun z povodného miesta. Ak vSak miesto
neho zoberieme vlastny vektor, tak je situdcia ina. Vlastny vektor vynasobeny mati-

cou transformécie (t.j. lubovolnou maticou) sa nepohne, resp. zobrazi sa sim na seba.

-
-0

kde prvy pripad zobrazuje nasobenie vlastnym vektorom a druhy pripad nésobenie
[ubovolnym inym vektorom, ako je vlastny. Ale vratme sa k nasej pévodnej kovariancnej

matici a jej vlastnym ¢islam a vektorom. Tie s A\; = 0.0108, Ay = 1.4168,
0.6986 —0.7155
o ( 07155 ) T ( —0.6986 )

Tieto vlastné vektory predstavuji hladané hlavné komponenty. Z tedrie vieme, ze
vsetky vlastné vektory jednej matice st na seba kolmé. Plati vSeobecné pravidlo, ze
vlastny vektor prislichajici k najvéicsej vlastnej hodnote je 1.hlavny komponent (dalej
len HK), vlastny vektor prislichajici k druhej najvacésej vlastnej hodnote je 2.HK
a pod. Vlastné hodnoty st potom vahy tychto komponentov. Ak sa nachddzame vo
vacsej dimenzii ako 2, vac¢sinou prvé 3 hlavné komponenty vysvetluju dostatocne velki
cast variancie. To, ako presne velku cast variabilility vysvetluje H K; vyjadruje podiel
%, kde A; reprezentuje prislusné vlastné cislo. Variabilita vysvetlend prvymi &

Zf:l Ai

komponentami je S
i=1""

vysvetluje najvacsiu ¢ast variancie, teda najvacsiu cast tvaru krivky.

HK prislichajici k najvacsej A je prvy a najdolezitejsi -

Z Obr.16: 1.HK je ten, ktory prechddza stredom dat (vidime, ze prislicha k vicse;
vlastnej hodnote). Vypovedd o najdolezitejSom vztahu medzi datami. Vidime, ze 2.HK
je kolmy na 1. a hovori o tom, Ze st tam urcité odchylky od zdkladnej linie dat. V
pripade vacsej dimenzie sa mdézeme rozhodnut odignorovat menej vyznamné kompo-
nenty. Aj ked sa cestou strati ¢ast informécie, ak je to komponent prislichajici k malej
vlastnej hodnote, strata nebude velka.

V tomto pripade dimenzie neredukujeme (predsa len si len 2), skor islo o ukazku

toho, ako AHK funguje. Poslednym krokom by bolo vyjadrenie dat v zmysle hlavnych
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Obr. 16: Graf normalizovanych dat a vlastnych vektorov prislusnej kovarian¢nej matice

komponentov, ¢o je v tomto pripade len pootocenie obrazku tak, aby boli 2 vlastné

vektory stradnicovymi osami.

Teraz, ked mame vizualnu predstavu z predchadzajicej sekcie, ktorej luxus si mézeme
dovolit pri dvojrozmernych, maximalne trojrozmernych datach, vratime sa k pévodnym
datam. V tomto pripade nebudeme potrebovat forwardové krivky, ale zostaneme pri
obyéajnych tdrokovych mierach® $panielskych dlhopisov z rokov 1998-2011. Budeme sa
snazit najst hlavné komponenty kovariacnej matice 159 dostupnych dat a tak charak-
terizovat vSeobecny tvar ¢asovej Struktiry trokovych mier v Spanielsku.

V mojom pripade som nepokladala za nutné data standardizovat, lebo vSetky tdaje
st v rovnakych jednotkach a skalach. Dimenzia n = 6, lebo kazdy dlhopis ma uvedené

urokové miery pre 6 roznych maturit.

Vystupy:
1.HK | 2HK | 3.HK | 4.HK | 5.HK 6.HK
vlastné ¢islo 6.125 | 0.184 | 0.0079 | 0.0004 | 0.00006 | 0.00001
percento 96.97 | 291 | 0.12 | 0.0059 | 0.001 | 0.00017
kumulativne percento | 96.97 | 99.87 | 99.993 | 99.998 | 99.9998 100

Tabulka 7: Hlavné komponenty a ich hlavné charakteristiky

SKonvencia je pri tejto metéde skor pouzivat trokové miery ako forwardové tirokové miery.
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vlastné cislo
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index Hi

Obr. 17: Indexovy graf vlastnych ¢isel

Vidime, Ze uz prvy komponent vysvetluje viac ako 96% variability. Napriek tomu,
ze by sa mohol zdat postacujuci, v tomto pripade budeme pokracovat s prvymi 3 HK.
7 teorie totiz mame poznatok, nadobudnuty empiricky, ze prvé 3 komponenty maju

svoje typické tvary.

e prvy hlavny komponent poskytuje informéaciu o posune krivky smerom hore alebo
dolu.

e druhy komponent poskytuje informaciu o monoténnosti, t.j. rastiicosti alebo kle-

sajucosti krivky
e treti komponent sposobuje "hrb", alebo U-tvar, hovori o zakriveni

V nasom pripade moézeme tedériu podporit obrazkom.

Pre tplnost uvadzam hlavné komponenty:

0.4711 —0.6797 0.5308

0.4440 —0.2516 —0.4690

0.4159 0.0384 —0.4736
/Ul = 7’02 = s ’U3 =

0.3895 0.2408 —0.1679

0.3669 0.3911 0.1531

0.3488 0.5122 0.4715

Problém tejto metddy je v spojeni s realitou, vyslednéd krivka nam hovori o akomsi

"priemernom dni", ktory v reale vobec nemusi existovat, teda prinos casto byva iba
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Obr. 18: Na prvom obrazku vidime prvé 3 hlavné komponenty pre Spanielske dlhopisy,
na druhom je vysledna krivka po sc¢itani hlavnych komponentov podla prislusnych vah

(vlastnych ¢isel)

teoreticky (ako v mnohych inych matematickych metédach). Intuitivne mézeme nieco
také povedat aj o Obr.18. 3 krivky, ktoré sme odhadovali v prvych troch metédach, sa
vobec nepodobaji na tito "priemerni’.

Zaujimavé je, ze analyza hlavnych komponentov sa nepouziva len v matematike a
financ¢nictve, ale napr. aj v bioldgii, ¢i pri rozpoznavani tvari na fotografiach, teda ma
svoj prakticky vyznam.

Pre porovnanie sa mozeme pozriet este na obdobny priklad, ale postup aplikujeme
na portugalské dlhopisy (1997-2011). Spanielsko a Portugalsko st si geograficky a zre-
jme aj ekonomicky blizke, preto oc¢akdvame podobny priebeh. Znova sa pozrieme na
prvé 3 hlavné komponenty. Podobne ako pri Spanielskych dlhopisoch, aj tu su viac
nez postacujice na vysvetlenie variancie krivky a navyse sa aj vlastné hodnoty skoro

totozné.

0.4728 —0.6768 0.5373

0.4400 —0.2566 —0.4877

0.4130 0.0315 —0.4677
wy = , W = , W3 =

0.3896 0.2428 —0.1594

0.3692 0.3923 0.1511

0.3524 0.5121 0.4543

Na prvy pohlad sa moze zdaft, ze sa Obr.19 ni¢im nelisi od Obr.18, ale kedze sme po-

drobne vypisali zlozky jednotlivych hlavnych komponentov, vidime mali (skoro nepa-
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Obr. 19: Prvé 3 hlavné komponenty, portugalské dlhopisy

1.HK | 2HK | 3.HK | 4.HK 5.HK 6.HK

vlastné ¢islo 6.5355 | 0.1746 | 0.0103 | 0.0004 | 0.0002 | 0.0000
percento 97.24 | 2.60 0.15 | 0.0005 | 0.0003 | 0.0000
kumulativne percento | 97.24 | 99.84 | 99.99 | 99.9905 | 99.9908 | cca 100

Tabulka 8: Hlavné komponenty a ich hlavné charakteristiky, portugalské dlhopisy

trnd) zmenu. Vysledok je zaujimavy a hovori o tom, ako velmi je Spanielsky a portu-

galsky dlhopisovy trh podobny a ako ho ovplyvnuji podobné faktory. Keby sme mali k

.....

prvych troch komponentov by sa zachovali.
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4 Zaver

V tejto bakalarskej praci sme popisovali metddy na urcenie Struktiry trokovej miery.
Prvé tri metddy sa venovali odhadovaniu forwardovych kriviek zostavenych zo Spaniel-
skych bezkupénovych dlhopisov. Robili sme to preto, aby sme poznali celt informaciu,
ktorta krivka obsahuje. Tato informacia je dolezitda pre urcovanie teoretickej hodnoty
niektorych finanénych nastrojov (napr. opcie). Uprednostnili sme forwardova krivku
pred klasickou vynosovou, ktora hovori o o¢akavanych budtcich priemeroch trokovych
mier, zatial ¢o forwardova krivka hovori o ich ocakavanej trajektorii, o sa nam pre
nase potreby zdalo vhodnejsie.

Rozbor som robila pre tri rozne datumy, ktoré boli signifikantné tym, ze kazdy
zodpovedal inému ekonomickému obdobiu - obdobie pred financénou a ekonomickou
svetovou krizou, obdobie pocas nej a obdobie po nej. Vysledkom bolo to, ze sme mohli
vidief, ako kriza ovplyvnovala tvary forwardovych kriviek.

Odhady sme robili pomocou troch metdd - prvii sme pracovne nazvali "zakladna".
Téato metéda je jednoduchd a redlne sa v bankach nevyuziva. Daldie dve metddy -
metoédu splajnov a metédu Nelsona a Siegela klasifikujeme ako parametrické a pre
nase data sme odhadovali konkrétne parametre pre prislusné rodiny kriviek. Okrajovo
sme spomenuli nadstavbu met6dy Nelsona a Siegela - Svenssonovu metédu, ktora je v
stucasnosti velmi pouzivana v centralnych bankéach.

Stvrta metéda, analyza hlavnych komponentov, nam poskytla iny pohlad na vynosové
a forwardové krivky. Pretoze je to oblubena sStatisticka technika na redukciu dimen-
zii, pomohla nam zbavit sa informécii, ktoré mélo ovlyvnovali vysledny tvar kriv-
iek. Vysledkom tejto analyzy, zostavenej pomocou vsetkych c¢asovych dat, ktoré sme
mali k dispozicii o Spanielskych tdrokovych mierach 1994-2011, bola "priemerna'krivka.
Samotné hlavné komponenty maju svoj vyznam - kazdy mé svoj typicky tvar, ktorym
podla prislusnej vahy prispieva k vyslednému tvaru krivky.

Pisanie tejto bakalarskej prace bolo pre mna urcite prinosom a verim, ze poznatky

ziskané pocas jej vypracovavania zuzitkujem v mojej akademickej kariére.
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