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Abstrakt v statnom jazyku

BATMENDIJNOVA, Kristina: Numerické metody v dynamickych systémoch popu-
la¢nej biologie [Bakalarska pracal|, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta mate-
matiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitelka:
Mgr. Hana Budacova, Bratislava, 2012, 37 s.

Cielom tejto prace je skiimat a porovnat rézne numerické metody pre rieSenie sys-
tému dvoch obyc¢ajnych diferencialnych rovnic, ktoré sa pouzivaji na modelovanie
vyvoja populacii zivo¢ichov. Numerické metédy umoziuju aproximovat rieSenie sys-
tému, ktory nevieme riesit analyticky. My porovnavame ich presnost na systémoch,
ktoré riesit vieme. Zamerali sme sa na Eulerovu metodu napred, Eulerovu spatnu
metoédu a metédu Runge-Kutta. Porovnanie realizujeme pomocou pocetnych fazovych
portrétov, ktoré znazornuju skutocéné trajektorie a ich numerické aproximécie pre rozne
systémy, ako aj pomocou vy¢islenia odchyliek. Zistujeme, Ze najlepsSie aproximacie
déava Runge-Kutta metdda a pouzivame ju na skimanie modelov typu dravec-korist.
Zaoberame sa zakladnym Volterra-Lotka modelom a jeho modifikiciami, ktoré lepsie
vystihuji fungovanie v redlnom svete zivoc¢ichov. Modely typu dravec-korist by sme

nevedeli riesit analyticky, ¢o ukazuje dolezitost numerickych metod.

KTacové slova: Runge-Kutta, Volterra-Lotka, fazovy portrét, numerické metody



Abstract

BATMENDIJNOVA, Kristina: Numerical methods in dynamical systems of population
biology [Bachelor Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics,
Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervi-
sor: Mgr. Hana Budacovéa, Bratislava, 2012, 37p.

The aim of this work is to explore and to compare various numerical methods to solve
a system of two ordinary differential equations which are used in models in population
biology. Numerical methods allows us to approximate the solution of a system which
we are not able to solve analytically. We compare their accuracy on systems for which
we know the exact solution. We focus on the forward Euler method, the backward
Euler method and the Runge-Kutta method. We draw the comparison by numerous
phase portraits, which depict real trajectories and their numerical approximations for
various systems, as well as by expressing their deviations. We come to the conclusion
that best approximations are reached by the Runge-Kutta method and we use it to
examine the predator-prey models. We investigate the basic Volterra-Lotka model and
its modifications which applies better for the real world. We are not able to solve
the predator-prey models analytically which only shows the importance of numerical

methods.

Keywords: Runge-Kutta, Volterra-Lotka, phase portrait, numerical methods
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UVOD UVOD

Uvod

Populacna biologia je predmetom zaujmu uz dlhé roky. Navrhnut model, ktory opisuje

vyvoj populacii zivo¢ichov ¢o najpresnejsie je vyzva pre mnohych matematikov.

Medzi prvymi, ktory v tejto oblasti vynikli bol taliansky matematik Volterra (1860-
1940) a americky matematik Lotka (1880-1949), ktori nezavisle na sebe navrhli model
dravec-korist. Ten si priblizime v tretej kapitole a pozrieme sa na jeho modifikacie,
ktoré dopomohli modelu priblizit sa realite. Hlavnym néastrojom tychto modelov su
diferencialne rovnice. V prvej ¢asti naSej prace sa zameriame prave na ne. Zoznamime
sa s nimi a ukidzeme si analytické sposoby ich riesenia. V druhej casti sa budeme veno-
vat numerickym metodam, ktoré aproximuju rieSenia diferencialnych rovnic. Numerické
metody pre rieSenie diferencialnych rovnic st velmi délezité, pretoze mnoho diferen-
cidlnych rovnic sa neda rieSit analyticky. V nasSej préaci sa zameriame na Eulerovu
metodu napred, Eulerovu spatni metéodu a Runge-Kutta metédu. Naprogramujeme
ich v MATLAB-e a nasledne budeme ich presnost skusat na rovniciach, ktoré vieme
rieSit aj analyticky. Pozrieme sa na odchylku tychto metod a vzajomne ich porovname.
Nakoniec aplikujeme najpresnejsiu z nich na popula¢ni bioldgiu. Zaujimat nés buda uz
spominané dravec-korist modely, ktoré nevieme riesit analyticky, ale numerické metody

nam umoznia napriek tomu skiimat ich trajektorie.

Tato praca pomaha objasnit vykreslovanie grafov pre systém dvoch diferencialnych
rovnic a tiez vysvetluje fungovanie numerickych meto6d. Zoznamuje citatela s modelmi

v populacnej biologii a interpretuje ich.



1 DIFERENCIALNE ROVNICE

1 Diferencialne rovnice

Mnoho problémov vedy a inzinierstva je rieSenych formou matematického modelovania.
Casto sa objavuju rovnice, ktoré obsahuji nezname veli¢iny a ich derivacie. Takéto
rovnice sa nazyvaju diferencidlne rovnice. V tejto kapitole sa s nimi oboznamime,
ukazeme si niektoré analytické sposoby ich rieSenia a vykreslime rozne obrazky zné-

zoriiujuce rieSenia systému dvoch diferencialnych rovnic.

1.1 Klasifikicia diferencialnych rovnic
V tejto podkapitole ¢erpame z [1|. Najprv definujeme pojem obycajna diferencialna
rovnica.

Definicia 1.1 (ODR). Rovnicu, v ktorej vystupuje len jedna nezdvisld premennd t
a jedna alebo viac derivdcii zdvislej premennej x(t), nazgvame oby¢ajné diferenciélna

rovnica (ODR).

Rovnica s nezévislou premennou ¢ a jednou zéavislou premennou x(t) sa moze zapisat

formou
F(t,z, o' 2", ... ™) =0, (1)
kde
d’f‘
2" = 3 x, r=12..n.
x"’

Nezévisla premenna t sa da interpretovat ako ¢as a x(t) bude v nasej praci predstavovat
v ) s e v . A / . . L. -
pocetnost populacie v ¢ase t. Tym padom 2'(t) opisuje zmenu populacie v ¢ase.
Obyc¢ajna diferenciélne rovnica n-tého radu je taka rovnica, v ktorej najvyssi stupen
derivécie je n-ty. KedZe rovnice vyssiecho radu mozu byt vyjadrené ako systém rovnic
prvého radu, najviac metod rieSenia diferencidlnych rovnic sa aplikuje prave na ne.

Pozrime sa na explicitne vyjadrenu diferencialnu rovnicu prvého radu

(1) = f(t,2(1)). (2)

Tato rovnica bude mat vSeobecné rieSenie zahfhajiuce Tubovolnu konstantu, ktora

vznikne integrovanim. Konkrétne riesenie ziskame pridanim vztahu
z(to) = o,

9



1.1 Klasifikacia diferencialnych rovnic 1 DIFERENCIALNE ROVNICE

ktory uréi neznamu konstantu. Tento vztah sa zvykne nazyvat pociatocnd hodnota,
alebo pociatocné podmienky, teda bod (to, o) je zaciatoény bod krivky riesenia.

Ukazeme si priklad rovnice prvého radu, ktora sa dé jednoducho riesit integrovanim.
Logisticka rovnica

v =z(a — Br), (3)

sa pouziva ako model rastu populacie nejakého druhu zvierat, kde x je funkciou uply-
nulého casu t a vyjadruje pocet jednotlivcov, o a [ st konstanty. Model vychadza z
predpokladu, Ze rast populécie (2'/x) je rozdiel po¢tu narodenych («) a po¢tu tych, ¢o
zomreli (fz), pricom «, > 0. Pre jednoduchost vezmime o = 2, 5 = 1 a zaciato¢nu

velkost populacie z(0) = 1. Rovnica teraz vyzera takto

dz
i (2 —x). (4)

Predelenim pravou stranou a integrovanim podla ¢ dostavame

[ [
r(2—x)dt

Tato technika je znama ako separdcia premenngch. Znamena to, ze jedna strana rovnice

zéavisi len od x a druha len od t. To vedie k tvaru
1 1 1
= -4+ —|dz=t+C
2 / (a: oz x) B=tr 0y
kde C' je neznama konstanta. Pokracujeme v tpravach. Lava stranu zintegrujeme
1 1
§lnx — §ln(2 —z)=t+C,

prenasobime dvomi a pouzijeme vetu o logaritmoch (tato veta je aj s dokazom uvedena

v prilohe A). Dostévame

n =2t + 2C.

—x
Rovnicu ddme do exponentu eulerovho ¢isla, aby sme sa zbavili logaritmov

elnﬁ _ 62t+20

a dalej upravujeme

10



1.2 Systém dvoch rovnic 1 DIFERENCIALNE ROVNICE

Prenéasobenim vyrazom (2 — x) dostéavame

r=e*e?(2 - x).

Kedze e2¢ je tiez nejaka konstanta, nazvime ju B, pricom B > 0. Roznasobime pravi
stranu

r = 2Be* — Be¥z,

pri¢itame vyraz Be?x

x + Be*'yx = 2Be*

2Be?t
r=-——
1+ Be?t
2
r=-——:
14 Be™ 2

Teraz potrebujeme zistit, comu sa rovné konstanta B, aby sme dostali presné riesenie.

Vyuzijeme, ze pociato¢ny bod je (0,1). Po dosadeni za t = 0 a = 1 dostavame

2
l=—""
1+ B
Riesenim tejto jednoduchej linedrnej rovnice vyratame, ze B = 1. A teda rieSenie
diferenciélnej rovnice bude
2
= —— . 5)
O o)

Ukazali sme si ako sa riesi diferencidlna rovnica prvého radu metdédou separécie premen-
nych. Nie vzdy sa v8ak premenné daju separovat a treba pouzit iny postup. Toto v8ak
nie je predmetom tejto prace. Nas budu zaujimat najmaé sistavy dvoch diferencidlnych

rovnic.

1.2 Systém dvoch linedrnych diferenciadlnych rovnic

V tejto podkapitole ¢erpame z [2]. Vezmime systém rovnic
=A ) (6)

kde matica A € R**? je regularna. Systémy budeme ilustrovat pomocou fazovijch
portrétov. Fazovy potrét zobrazuje rieSenia systému (6) v rovine x,y pre rozne pocia-

tocné body, pricom kazdy z nich zac¢ina novi trajektoriu, ktora je znazornené krivkou

11



1.2 Systém dvoch rovnic 1 DIFERENCIALNE ROVNICE

alebo bodom. Kazdy bod vo fazovom portréte reprezentuje stav premennych z,y v
nejakom case t. Pohybom po danej trajektorii mozme sledovat ako sa x,y v ¢ase me-
nia. Trajektorie, ktoré su tvorené len jednym bodom (Z,y), st tzv. staciondrne body

systému (6) a st charakterizované tym, ze

&
=>
e}

—A — :

y g 0
teda  ani gy sa s pribidajicim ¢asom nemenia. Pozname viaceré typy stacionarnych
bodov, ktoré urcuji, ako bude fazovy portrét vyzerat, pretoze ovplyviuja trajektorie
vo svojom okoli. Charakter staciondrneho bodu zavisi od vlastnych hodnot matice A.

Nech vlastné hodnoty su A;, A\s a prislusné vlastné vektory v, . Ozna¢me maticu

vlastnych vektorov V' = (v, #) a transformujme systém (6) pomocou

x
=V ¢ ) (7)
Yy n
Dostavame tak
! /
72 S I N e e
n Y Yy n
Prenasobenim maticou V!
/
¢ =V 1AV ¢ =A ‘ ,
n n n
kde
A AN O
0 X

Transformovany systém (6) teda vyzera takto

¢=XM\¢

7 =X

(8)

a stacionarny bod bude zjavne (0,0). Transformaciou sme dosiahli, Ze vlastné hodnoty
matice opisujicej systém (8) si rovnaké ako vlastné hodnoty matice A a vlastné vektory

st (1,0)T a (0,1). RieSenia systému (8) st



1.2 Systém dvoch rovnic 1 DIFERENCIALNE ROVNICE

Ziskavame tak predpis

=V =£0)eM v +n(0) e Ty = ¢ M T 4 ey et iy,
y(t) n(t)
kde
v a) _ z(0)
C2 y(0)
Predpis rieSeni je teda v tvare
x(t
( ) =C 6/\1t’l71+026)\2t’l72, (9)

y(t)

odkial vidno, ako vlastné hodnoty urcuji charakter stacionérnych bodov. Speciél—
nymi trajektoriami su tie, ktoré lezia priamo na vlastnych vektoroch. Su linedrne
a ich smer zavisi od vlastnych hodnét matice A. Ak je vlastna hodnota zaporné, tra-
jektoria smeruje ku stacionarnemu bodu a ak je vlastnid hodnota kladna, trajektoria
smeruje pre¢ od staciondrneho bodu. Teraz sa pozrieme na to, ako vlastné hodnoty
matice A ovplyviuju ostatné trajektorie.

Vezmime maticu
-1 0

0 1

A:

Vlastné hodnoty tejto matice si A\; = —1, Ay = 1 a vlastné vektory si oy = (1,0)7,
7 = (0,1)T. Fazovy portrét pre tento systém je znazorneny na obrazku 1.

V predpise riesenia (9) st dva s¢itance. Hodnota A; je zédporna a Ay kladné. Ak ¢
ide do nekonec¢na, hodnota prvého sc¢itanca ide do nuly a hodnota druhého sc¢itanca
rastie nekonecne. Podobne, ak sa ¢ blizi k minus nekonec¢nu, hodnota druhého s¢itanca
sa blizi k nule a hodnota prvého séitanca sa blizi k nekone¢nu. Ak trajektoria zacina
v blizkosti vektora v;, bude smerovat popri nom k staciondrnemu bodu. S rastticim
¢asom vsak rastie vplyv druhého s¢itanca, ktory naopak spodsobuje vzdalovanie sa od

stacionarneho bodu. Trajektoria preto postupne straca smer vektora v, a nadobuda

13



1.2 Systém dvoch rovnic 1 DIFERENCIALNE ROVNICE

b4

0

Obr. 1: Sedlo.

smer vektora 7. Zacne teda smerovat prec¢ od stacionarneho bodu. Takyto stacionarny
bod nazyvame sedlo a vznika vzdy, ked st vlastné hodnoty matice A realne a kazda

maé iné znamienko.

Sktisme pozmenit maticu A na

A=
1 2

Vlastné hodnoty tejto matice st A\; = 2, Ay = 1 a vlastné vektory st ©; = (0,1)T

Uy, = (—1,1)T. Fazovy portrét tohto systému je vykresleny na obrazku 2.

T
1Lof

wl &

Obr. 2: Nestabilny uzol.

KedZe vlastné hodnoty st obe kladné, vsetky trajektorie budi smerovat pre¢ od
stacionarneho bodu. Takyto stacionédrny bod sa nazyva nestabilny uzol. Ak by boli
vlastné hodnoty obe zaporné, vsetky trajektorie by smerovali ku stacinarnemu bodu,
ktory sa v tomto pripade nazyva stabilny uzol (obr.3, fazovy portrét pre systém s

maticou A = (Z}3)).

14



1.2 Systém dvoch rovnic

1 DIFERENCIALNE ROVNICE

T
10h

00

-0iF

-10F

Obr. 3: Stabilny uzol.

Zaujimavé je, ak ma matica A komplexné vlastné hodnoty

Tusa A\ = 1+ia X =1—i. Vlastné vektory sa @, = (1,i)T o, = (1, —i)T. Fazovy

1 1

A=
-1 1

portrét tohto systému je znédzorneny na obrazku 4.

1ok

00

-10F

Ak teda vlastné hodnoty matice A st komplexné a realna cast je kladné, stacionarny
bod takého systému sa nazyva nestabilny fokus. Ak by realna ¢ast bola zaporna,

stacionarny bod by bol stabilny fokus. A ak by realna ¢ast bola rovna nule, stabilnym

Obr. 4: Nestabilny fokus.

bodom by bolo centrum (obr.5)

15




1.2 Systém dvoch rovnic 1 DIFERENCIALNE ROVNICE

T
10h

|
'
oot l

A

“10k

Obr. 5: Centrum.

Ukazeme si, ako sa riesi pomerne zlozity priklad, ktorého stacionarnym bodom bude

stabilny fokus.

Priklad:
¥=-01z+y
(10)
y =-r-0,1y
Sustavu zapiSeme maticovo
x’ —-0,1 1 x
Y -1 -0,1/ \y
Hlad4ame vlastné hodnoty a vlastné vektory matice
01—\ 1 , )
det =(=0,1=X)"+1=X+0,2\+1,01
~1  —0,1—-2A
—0,2++/0,04 — 4,04
A2 =
2
A =—-0,14+4 Ay =-0,1—1. (11)

Prvy vlastny vektor spliia o;

16



1.2 Systém dvoch rovnic 1 DIFERENCIALNE ROVNICE

a teda
. 1
1 p—
1
Druhy vlastny vektor o5 splha
v 1\
Vg = 0
-1
a teda
. 1
Vo =

—1
Vo v8eobecnosti plati, Ze komplexné vlastné hodnoty st navzajom komplexne zdruzené
a prislusné vlastné vektory tiez. Tak, ako v tomto priklade. Takisto konStanty c¢; a ¢y

z (9) st zdruzené. Mozeme teda napisat

c1 = k1 + iko, cy = ki — ks,
)\1:Oé+iﬁ, )\gza—zﬂ,
Uy = W + (W, Uy = Wy — Wy
a vztah (9) upravit
(50) = U ika)e (@, i) + (hy — ikp)e@ (i) — i)

= e™(ky + iky)(cos(Bt) + isin(Bt)) (W + i) +
+e* (k1 — k) (cos(Bt) + isin(Bt)) (W) — i)
= 2e™ [ky cos(Bt)w; — ky sin(Bt)wWy — ko cos(Bt)iWy — ko sin(ft)w,] (12)

(W)) — 2 Re(aiiheM) (13)

y(t)

Najprv sa pozrime na zatvorku vo vztahu (12). Cas ¢ tu vystupuje len v argumente
funkcii sinus a kosinus spolu s 8. Preto vyraz v zatvorke nadobuda rovnaka hodnotu
pre Bt + 2km pre vSetky celé k. Z toho vyplyva, ze ak a = 0, t.j. vlastné hodnoty st
rydzo imaginarne, tak si trajektorie uzavreté, teda po urcitom case sa vzdy vratia do
toho istého bodu (centrum). Ak a > 0, t.j. redlna ¢ast vlastnych hodnot je kladna, tak
sa trajektorie Spiralovito vzdaluju od stacionarneho bodu (nestabilny fokus). Nakoniec
ak o < 0, t.j. redlna ¢ast vlastnych hodnét je zédporné, tak sa trajektorie Spiralovito

priblizuju k stacionarnemu bodu (stabilny fokus).

17



1.2 Systém dvoch rovnic 1 DIFERENCIALNE ROVNICE

Vratme sa k nasmu prikladu, kde

M=a+if=—-0,1+1,

1 . . . 1 [0
= U] = Wy + Wy = +1
1 0 1
Konstantu ¢; = ky + ike vieme teraz doratat z (12) s vyuzitim pociato¢nych bodov

xo=1,9 =1

(58) = (1) = 26" [kycos(0) (§) — ku sin(0) (3) — k2 cos(0) () = kzsin(0) ()]
= 2[ki (§) — k2(9)]-

Odtial dostavme

1 = 2k

1 = 2k

ac = % — %z Dosadenim do (13) konecne ziskavame riesenie nasho prikladu

z(t) \ _ 1 1, —0,1+4
(ym) =2Re ((5 - 57) (5) =) (14)
Ak za¢iname v pociatoénom bode z(0) = 1, y(0) = 1, tak vieme vypoéitat hodnotu

x(t), y(t) v Tubovolnom ¢ase ¢ pomocou tohto riesenia. KedZze redlna cast vlastnych

hodnét je zaporné, stacionarny bod bude stabilny fokus (obr.6).

10}
T — \
o . .\
d \
s . ™ \
V4 0.5 Y
/ e \
/ y -~ . \\ I|I
{ /S N \
/ / ) I'| | |
f N .
-1 --i:.s \ ':\ r\ ] ) / 1.0 |
|| \ . S / /
Y .\\ e /
\ ~_-03 e /
//'
N
\ N ///
. y
~_  -l0 -

Obr. 6: RieSenie systému (10) pre poc¢iatotné body zp = 1, yp = 1.
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1 DIFERENCIALNE ROVNICE

05t

-10F

10h

05k

in

00

=)

in

L
-10

Obr. 7: Fazovy portrét pre systém (10). Stabilny fokus.

Toto je graf danej sustavy diferencidlnych rovnic pre pociato¢né body z(0) = 1,

y(0) = 1. Na obréazku 7 je znazorneny fazovy portrét tohto systému pre viaceré pocia-

tocné body.
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2 NUMERICKE METODY

2 Numerické metody

V prvej kapitole sme si ukézali, ako sa obycajné diferencidlne rovnice, resp. systémy
oby¢ajnych diferencidlnych rovnic riesia analyticky. Nie vzdy sa vSak rieSenia daju
napisat v analytickom tvare. Preto sa Studuju priblizné metody pre riesSenie obycaj-
nych rovnic. V tejto kapitole si ukédzeme niekolko jednokrokovych numerickych metod
rieSenia diferencidlnych rovnic a systémov. V prilohe B sa nachédza zdrojovy kod z
MATLAB-u, kde st naprogramované numerické metody, ktoré budeme v nalseduju-

cich podkapitolach spominat.

2.1 Eulerova metéda napred

Pri popise tejto metody vychadzame z [3].

Uvazujme diferencidlnu rovnicu prvého radu
'(t) = f(t,2(t)), (15)
ktora spliia podiatoéni podmienku
x(to) = 0. (16)

Metoda spociva v tom, Ze malymi krokmi postupne vykresluje trajektoriu vo fazovom
portréte.

Nech h > 0 je dlzka kroku. Potom
tn:t0+nh, n € N.

Rovnica (15) vyjadruje derivaciu v bode (g, x), ¢o je smernica doty¢nice rieSenia. V
smere dotycnice v bode t,, sa budeme hybat pocas jedného kroku od bodu ¢, po bod
t,i1. Od toho bodu, po dalsi bod, t,,2, sa budeme hybat v smere doty¢nice v bode
tni1. Postupné aproximécie x, pre exaktné hodnoty z(t,) teda ziskame na zéklade
predpisu

Tps1 = Tp +hf(ty,z,), n=01,...

Na obrazku 8 je schematicky zakreslenych niekolko aproximacii.
V matlabe vykreslime pomocou Eulerovej met6dy napred graf riesenia diferencialne;j
rovnice (4), ktorej analytické riesenie (5) sme odvodzovali v (1.1). Na obrazku 9 je mod-

rou farbou znézorneny graf analytického rieSenia (5). Cervenou farbou je vykresleny
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2.1 Fulerova metéda napred 2 NUMERICKE METODY

X4

i Xo | Xi { X, X3

.
»

t, t, t, t,  t

Obr. 8: Eulerova metoda napred, niekolko aproximacii.

graf rieSenia rovnice (4) pre pociato¢né body ¢ty = 0,29 = 1 pomocou Eulerovej metody

napred s dlzkou kroku h = 0, 1.

21 +exp(-2 1))

Obr. 9: RieSenie (4) Eulerovou metédou napred vykreslené ¢ervenou farbou a analytické

rieSenie (5) tejto rovnice vykreslené modrou farbou.

Vidime, ze graf ziskany pomocou Eulerovej metédy napred nie je celkom presnou
aproximéaciou, no ¢m viac by sme zmengovali dlzku kroku, tym blizsie presnému riese-
niu by bol.

Pre nasu pracu je délezity systém dvoch linearnych diferencialnych rovnic, vzhladom
na to, ze budeme skimat vyvin dvoch populécii zvierat, ktoré st vo vztahu dravec a
korist. Preto sa pozrieme, ako u¢inna je Eulerova metdda napred pre sustavu diferen-
cidlnych rovnic (10) riesena v (1.2).

Riesenie pre pociatoéné body xg = 1,y = 1 je (14).
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2.2 Eulerova spétna metoda 2 NUMERICKE METODY

V grafe (obr.10) na lavo je modrou farbou vykresleny priebeh funkcie (14) v ¢ase
od ty = 0 do t; = 15 a ¢ervenou farbou rieSeny systém rovnic (10) Eulerovou metodou
napred v rovnakom ¢asovom intervale s podiatoénymi bodmi zg = 1,59 = 1 a dlzkou
kroku h = 0,1. Napravo je dlzka kroku pri vykreslovani Eulerovou metédou napred

h=0,01.

(a) DIzka kroku h = 0, 1. (b) Dlzka kroku h = 0,01.
Obr. 10: RieSenie systému dvoch rovnic (10) Eulerovou metédou napred vykreslené ¢ervenou

farbou a analytické rieSenie (14) tohto systému vykreslené modrou farbou.

Ako aj v predoslom pripade, mozeme si vS§imnut, ze pri vacsej dlzke kroku nie je
aproximacia presni. Ked vSak dlzku kroku zmenSime, viac sa priblizuje k presnému

rieseniu.

2.2 Eulerova spatna metéda

Pri popise Eulerovej spiatnej metody vychadzame z [3].
Tato metoda funguje velmi podobne ako Eulerova metoda napred. Rozdiel je v tom,
7e ked sa pohybujeme z bodu t,, do bodu t,,,1, nehybeme sa v smere doty¢nice v bode

t,, ale hybeme sa v smere dotyc¢nice v bode t,,.1. Predpis pre x,,.1 je teda nasledovny
Tnt1 :xn+hf(tn+l7xn+1)7 n=0,1,...
kde h > 0 taktisto ako v predoslom pripade predstavuje dlzku kroku. Téato schéma je

implicitn& vzhladom na =z, 1, takZe sa na kazdom kroku riesi iteraénym sposobom.
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2.2 Eulerova spétna metoda 2 NUMERICKE METODY

Do grafu (obr.11) vykreslime hnedou farbou priebeh riegenia diferenciélnej rovnice
(4), ktort tentokrat riesime Eulerovou spitnou metoédou s dlzkou kroku h = 0,1 a

pociatoénymi bodmi ¢ty = 0,29 = 1 a modrou farbou graf analytického rieSenia danej
rovnice (5).

200 +exp(-2 ®))

Obr. 11: RieSenie (4) Eulerovou spéatnou metdédou vykreslené ¢ervenou farbou a analytické

rieSenie (5) tejto rovnice vykreslené modrou farbou.

Numerické rieSenie pomocou Eulerovej spiatnej metody taktiez nie je presnou apro-

ximéciou analytického riesSenia.

0sf q 0sr

a5t 1 A5F

(a) Dizka kroku h =0, 1. (b) Dizka kroku h = 0,01.

Obr. 12: RieSenie systému dvoch rovnic (10) Eulerovou spiatnou metédou vykreslené hnedou

farbou a analytické rieSenie (14) tohto systému vykreslené modrou farbou.
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2.3 Runge-Kutta metéda 2 NUMERICKE METODY

Pozrime sa ako sa bude Eulerova spédtna metoda spravat v pripade systému dvoch
diferencialnych rovnic (10). V grafe (obr. 12) je hnedou farbou vykresleny rieseny sys-
tém Eulerovou spétnou metédou s dlzkou kroku h = 0,1 (vIavo), resp. h = 0,01
(vpravo) a pociatoénymi bodmi g = 1,y = 1 v ¢ase od ty = 0 do ¢; = 15. Modrou je

znova vykreslené analytické rieSenie systému (14).

2.3 Runge-Kutta metoda

V tejto podkapitole vychadzame z [1].
Najpraktickejsie jednokrokové numerické metody pre rieSenie obyc¢ajnych diferen-
cidlnych rovnic st metédy Runge-Kutta (dalej len RK). Vo v8eobecnosti moze byt

explicitna RK formula vyjadrena nasledovne

Tpi1 = Tp + Iy, XS: bifi, (17)
i=1
kde
fi = [(tn, zn)
fi = f(tn + cihn, xn + hy, i aij f;)
j=1
1=2,3,...,8.

Vlastnosti formuly st uréené parametrami b;, ¢;, a;; a po¢tom trovni s. Formulu nazy-
vame explicitnou, pretoze f; je vyjadrend len pomocou uz vyjadrenych f;, kde
j=1,2,...,i — 1. My sa budeme zaoberat trojuroviiovou RK metédou.

Opit uvazujme diferencialnu rovnicu prvého radu (15), ktora splia pociatoént pod-
mienku (16).

Paramatre b;, ¢;, a;; a s buda

blzéa b2:%7 b3:%7

Cy = %, C3 = 1,

as1 =3, azs =—1, azp =2
s = 3.
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2.3 Runge-Kutta metéda 2 NUMERICKE METODY

Po dosadeni do (17) ziskame
Tpyr = Tn + 2(fi+4f2+ f3), n=0,1,2, .., (18)
kde
Jr=[f(tn, zn)

fo=f(ta+h,zn + h(2fs — f1)).
Na priklade (4) si ukdzeme ako prebieha jeden krok trojuroviiovej RK metody. Vieme,
7e analytické rieSenie pre poéiatoéné body ty = 0,29 = 1 je (5). Zvolme dlzku kroku
h = 0,1. Vypocet je znazorneny v tabulke (tab. 1) (Gisla st zaokrihlované na Styri

desatinné miesta).

Tabul'ka 1: Vy¢islenie trojuroviiovej Runge-Kutta metody.

Uroven t T f(t,x)

to ) fl

1

0 1 1

) to+ 3h zo + 3hfi f2
0,05 1,05 0,9975

; toth |mo+h(2fa—f1)| fs
0,1 1,0995 0,9901

Vysledok prvého kroku je
r =1+ %(1 +4-0,9975 4 0,9901) = 1,09967 ~ x(0,1) = 1,09967

Odchylku aproximécie vypocitame ako rozdiel hodnoty x; ziskanej RK metddou a
hodnoty x(t1), ¢o je skutocna hodnota funkcie f(t,z(t)) v bode t;. V tomto pripade
odchylka po prvej iterdcii je 3, 345417107780691.10~".

Graf na obrazku 13 znazoriiuje numerické riegenie rovnice (4) RK metédou s dlzkou
kroku h = 0, 1, ktoré je vykreslené zelenou farbou. Modrou farbou je znazornené ana-

lytické riesenie (5) tejto rovnice.

25



2.3 Runge-Kutta metéda 2 NUMERICKE METODY

20T +expl-2 1))

Obr. 13: Numerické rieSenie rovnice (4) pomocou Runge-Kutta met6dy znézornené zelenou

farbou a analytické rieSenie (5) tejto rovnice znazornené modrou farbou.

osf ’ o ™ A

05 S S |

Obr. 14: RieSenie systému dvoch rovnic (10) Runge-Kutta metédou vykreslené zelenou farbou

a analytické rieSenie (14) tohto systému vykreslené modrou farbou.

Vidime, Ze tato aproximacia je pri danej dlzke kroku velmi podobna analytickému
rieSeniu. Tiez sa pozrime na to, ako sa numerické rieSenie RK metody spréava pri
vykreslovani trajektorie systému (10). V grafe na obrazku 14 je zelenou farbou vykreslené
numerické riedenie systému pomocou RK metody v ¢ase od ty = 0 do t; = 15 s dlzkou
kroku h = 0,1 a modoru farbou analytické rieSenie tohto systému.

V pripade RK metédy je uz pri dizke kroku h = 0,1 aproximécia takmer rovnaka

ako analytické riesenie, preto nemusime znazorinovat obrézok s mensou dlzkou kroku.
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2.4 Porovnanie metéd 2 NUMERICKE METODY

2.4 Porovnanie metod

V predoslych podkapitolach sme si ukézali niekol'ko jednokrokovych numerickych metod
pre rieSenie diferencialnych rovnic. V tejto Casti ich skiisime navzajom porovnat. V

grafoch na obrézkoch 15, 16, 17, 19, 20 a 21 su vykreslené numerické rieSenia
e Fulerovej metody napred - ¢ervenou,
e Fulerovej spatnej metody - hnedou,
e Runge-Kutta trojuroviiovej metddy - zelenou,

e a analytické rieSenie modrou farbou.

201 +exp(2 1)) 2/ +exp(-2 1)

. : , , . : : : : . : -
17 1.7+ 4
TR 16+ 4
151 15 e 4
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1.2+ 1.2+ .
11 11+ 4
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1 1 Il 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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(a) Dlzka kroku h =0, 2. (b) Dlzka kroku h = 0,01.

Obr. 15: RieSenia rovnice (4).

Grafy na obrazku 15(a) zobrazuju riefenia rovnice (4) s dizkou kroku h = 0,2 a na
obrazku 15(b) s dlzkou kroku h = 0, 01.

Na obrazku 15(a) je vidiet, ze RK metoda najpresnejsie aproximuje analytické rieSe-
nie danej rovnice. D& sa v8imnut, Ze kym aproximécia Eulerovou metdédou napred
opisuje graf analytického rieSenia z vonkajsej strany zakrivenia, aproximacia Eulerovou
spatnou metodou ho opisuje z vnitornej Casti zakrivenia. To je spdsobené prave tym,

ze od bodu t, po bod t,.; sa metdéda napred hybe v smere doty¢nice v prvom bode
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2.4 Porovnanie metéd 2 NUMERICKE METODY

(teda bode t,) a spatna metdda sa hybe v smere dotycnice v druhom bode (teda bode
tott)-

Obrazok 15(b) demonstruje, Ze pri velmi malej dizke kroku, st odchylky vietkych
troch metod porovnatelne malé a aproximécie su takmer presné. Spomenme vsak, Ze
pri tomto dvadsatnédsobnom zmenseni kroku sa dvadsatkrat zvysil pocet vypoctovych
operécii, ktoré musime spravit. Dlzku kroku teda treba volit rozumne tak, aby vypocet
netrval prilis dlho.

Riesenia ststavy diferencialnych rovnic (10) znézoriiujeme v grafe na obrazku 16(a).
Za dlzku kroku sme zvolili A = 0,05, trajektorie sme vykreslili v ¢ase od t; = 0 do
t; = 10 a podiatocéné body st xo = 1, yo = 1. Opét pozorujeme, ze RK metdda sa
najviac pribliZzuje analytickému rieSeniu, zatial ¢o Eulerove met6dy ho opisuju jedna z

vonkajsej strany (metoda napred) a druhd z vnutornej strany (spatna).

15 0.16
WL | o4
o1zt
oaf -
ot
or 1 oos
006
05k 4
o4t
Ak 4
oozt
15 1 L 1 L L ] 1 1 I 1 1 1 1 I 1
-8 -1 05 0 05 1 15 il 20 40 BO B0 100 120 140 160 180 200
(a) Numerické a analytické rieSenia. (b) Vyvin odchyliek v &ase.

Obr. 16: Stabilny fokus sustavy (10).

Pozrime sa na odchylky numerickych metoéd, ktoré vypocitame ako vzdialenost

bodov [z(t),y(t)] a [z, y¢]. Odchylka v Case t je

er = /|x(t) — 22 + [y(t) — ul?, (19)

kde

e 1, y; st hodnoty premennych x, y v ¢ase t ziskanych numerickou metédou,

e x(t), y(t) si skutoéné hodnoty premennych x, y v Case ¢ ziskané analytickym

rieSenim.
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2.4 Porovnanie metéd 2 NUMERICKE METODY

V grafe na obrazku 16(b) je vykreslena zéavislost velkosti odchyliek numerickych metod
od c¢asu. Vidime, Ze s rasticim ¢asom rastu aj odchylky. Najvacsie odchylky vznikaja
pri pouziti Eulerovej metédy napred, aj ked z vykreslenych rieseni (obr. 16(a)) by sme
nevedeli jednoznacne urcit, ktora z Eulerovych metod je lepsia.

Aproximécia plochy medzi krivkou numerického rieSenia a krivkou analytického

rieSenia je
P
E= E ei.h,
i=1

kde P =t;/h je pocet krokov.
Pre Eulerovu metédu napred E = 1,0681, pre Eulerovu spéatni metoédu £ = 0, 8780
a pre RK metodu £ = 0, 1890. RK metdda je vyrazne presnejsia ako Eulerove metody.

Doteraz sme sa zaoberali len stustavou diferencialnych rovnic, ktorej stacionarnym
bodom bol stabilny fokus. Skiisme sa pozriet, ako spominané numerické metody vykresluju

aj iné fazové portréty. Stacionarnym bodom nasledujtcej ststavy

xr = -y
(20)
y =1
je centrum a jej analytické rieSenie pre pociatocné body xo =1, yo =1 je
cos(t) — sin(t x(t
) —sin®) _ (=) o
cos(t) + sin(t) y(t)

Na obrazku 17(a) je zobrazeny graf vykreslujuci analytické rieSenie (21) ststavy
(20) a numerické rieSenia tej istej sustavy v ¢ase od tg = 0 do t; = 15 s pociato¢nymi
bodmi zg = 1, yo = 1 a dlzkou kroku h = 0, 1. V&imnime si, Ze k analytickému rieSeniu
tejto ststavy sa priblizuje len metéda RK. Eulerova metéda vpred a Eulerova spatna
metoda naznacuje skor fokus ako centrum.

Na obrazku 17(b) st znédzornené odchylky numerickych metéd od presného rieSenia
v zasvislosti od ¢asu. Vidime, Ze odchylky metody RK st velmi malé a odchylky
Eulerovych metod st pomerne velké. V tabulke 2 st vy¢islené odchylky na kazdom
desiatom kroku vykreslovania pomocou numerickych metod. Z obrazka 17(a) sa zda,
ze RK metoda aproximuje analytické rieSenie takmer presne, preto je prekvapivé, ze

odchylky pre RK metédu s pribudajicim ¢asom rasti. Dévod je ten, Ze rieSenie RK
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nar
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(a) Numerické a analytické rieSenia. (b) Vyvin odchyliek v &ase.

Obr. 17: RieSenia ststavy (20). Centrum.

Cas 1 2 3 4 5

Odchylka Eulerovej metédy napred || 0,065 | 0,141 | 0,220 | 0,304 | 0,391

Odchylka Eulerovej spatnej metody || 0,062 | 0,128 | 0,190 | 0,250 | 0,307

Odchylka Runge-Kutta metody 0,008 | 0,018 | 0,027 | 0,037 | 0,046

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0,484 | 0,581 | 0,682 | 0,789 | 0,902 | 1,020 | 1,145 | 1,275 | 1,413 | 1,557
0,361 | 0,412 | 0,461 | 0,507 | 0,551 | 0,593 | 0,633 | 0,671 | 0,708 | 0,742
0,055 | 0,065 | 0,074 | 0,083 | 0,093 | 0,102 | 0,112 | 0,121 | 0,130 | 0,139

Tabul'ka 2: Odchylky rieSeni numerickych metod.

metody sice opisuje rovnaki elipsu ako analytické rieSenie, ale opisuje ju rychlejsie.
Na obrazku 18 je tento jav znézorneny. RieSenia vykreslujeme v ¢ase od t, = 0 do
ts = 5. Analytické rieSenie je vykreslené modrou, rieSenie RK metédou v kazdom bode
je znazornené zelenym kruzkom. Vidime, Ze obe rieSenia za¢inaju v bode (1, 1), no
nekondia v tom istom bode, aj ked st vykreslované pre rovnaky cas.

Pre Eulerovu metédu napred £ = 10, 5739, pre Eulerovu spatnt metoédu £ = 6, 3907
a pre RK metodu £ = 1,0749.

Dalsi typ stacionarny bod, ktorym sa budeme zaoberat, je nestabilny fokus. Vezmime
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Obr. 18: Porovnanie rychlosti RK metody a analytického rieSenia.

stustavu diferencidlnych rovnic

/
r=01z—y
(22)
y =2+0,1y,
ktorej analytické rieSenie pre pociatoéné body xo =1, yo =1 je
cos(t) — sin(t x(t
cos(t) + sin(?) y(t)
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(a) Numerické a analytické rieSenia. (b) Vyvin odchyliek v Case.

Obr. 19: RieSenia ststavy (22). Nestabilny fokus.

V grafe na obrazku 19(a) st vykreslené numerické riesenia sustavy (22) pre pociato-
éné body xo = 1, yo = 1, dlzku kroku h = 0,05 v ¢ase od ty = 0 do t; = 15 a analytické
rieSenie (23) tejto siustavy. Ani v tomto pripade sa Eulerove metody nejavia ako velmi

presné aproximacie.
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2.4 Porovnanie metéd 2 NUMERICKE METODY

Graf 19(b) zobrazuje velkosti odchyliek rieseni numerickych metod v zavislosti od
¢asu. Mozme si vSimnut, ze kym v pripade stabilného fokusu boli krivky znézornujice
rast odchyliek s ¢asom konvexné, v tomto pripade st konkadvne. Pre Eulerovu metédu
napred E = 13,3348, pre Eulerovu spatni metéodu £ = 10,4479 a pre RK metodu
E =1,5520.

Na nasledujiicom priklade si ukdzeme sistavu dvoch diferencidlnych rovnic

¥ =-2x—-2y
(24)

y'=-2x -5y,
ktorej staciondrnym bodom je uzol. Tentokrat pre lepSie znézornenie charakteru sta-
ciondrneho bodu vykreslime az 4 trajektérie (obr. 20(a)). Vietky riesime pre dizku

kroku h = 0,1 v case od ty, = 0 do t; = 15. Prva za¢ne v bodoch zg = 2, yo = —8.

Analytické rieSenie stistavy (24) pre tieto pociatoéné body je

2701267 — 7)) _ z(t) (25)
—%eiﬁt(?)ef’t +7) y(t)
Druha trajektoria za¢ne v bodoch zg = —2, yo = 8. Analytické rieSenie je v tvare
—2e701(12e% — 7)) x(t) o6
4,-6t(q 5t n ' (26)
e (3 +7) y(t)
Pociatoéné body tretej trajektorie st xg = —9yy = —8 a analytické rieSenie vyzera
nasledovne
—e7%(4e% + 5)) _ z(t) @)
2e7 5t (P — 5) y(t)

A posledna trajektoria za¢ne v bodoch xg = 9, yo = 8 a analytické rieSenie mé tvar

e 5 (4e’ + 5 x(t
a5\ _ (a0 o)
—2e % (e’ — 5) y(t)
Na obrazku 20(b) je graf znazoriujuci zéavislost odchyliek numerickych metod od

Casu pre trejaktoriu za¢inajucu v bode (9, 8). Tento graf nezobrazujeme v celom ¢asovom

intervale, aby bolo lepsie vidno spravanie sa odchyliek na zaciatku vykreslovania. Tie
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(a) Numerické a analytické rieSenia. (b) Vyvin odchyliek v Case.

Obr. 20: RieSenia sustavy (24). Uzol.

zozactiatku rasti, no ked sa trajektorie blizia k stacionarnemu bodu, odchylky sa opét
blizia k nule.

Pre Eulerovu metédu napred E = 0, 8283, pre Eulerovu spéatni metoédu £ = 0,6270
a pre RK metodu £ = 0, 0620.

V poslednom priklade sa pozrieme na sedlo. Vezmime stistavu rovnic

¥ =2x—y
(29)
/

Y =-y.

Znova budeme vykreslovat trajektériu pre 4 poc¢iatoéné body s dlzkou kroku h = 0,2
(obr. 21(a)). Prva trajektoria za¢ina v bode xy = 0,5, yo = 1 a je vykreslena v ¢ase od

to =0 do t; = 1, 8. Analytické rieSenie pre tieto pociatocné body je

set 4 ge? _ z(t) | (30)
et y(t
Druha trajektoria za¢ina v bode zyp = —0,5, yo = —1 a znézornena je v Case od
to =0 do t; = 1, 8. Jej analytické rieSenie ma tvar
—ze7t — LeX _ x(t) | (31)
—e™! y(t)
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2.4 Porovnanie metéd 2 NUMERICKE METODY

Vykreslovanie tretej a Stvrtej trajektorie prebieha v ¢ase od tg = 0 do t; = 1,2.

Podiato¢ny bod tretej je 79 = 0,3, yo = 1 a takto vyzera analytické rieSenie (29)

1t _ 1.2
€ " — =€ z(t
K %0 _ () : (32)
—e! y(t)
Pociatoény bod poslednej trajektorie je g = —0, 3, yo = —1 a analytické rieSenie je
1t 1,2t
—z€ "+ e z(t
° %0 _ () : (33)
—e! y(t)

0sr

06k

04r

02k

-02rF

04

06+

08k

(a) Numerické a analytické rieSenia. (b) Vyvin odchyliek v Case.

Obr. 21: Riesenia ststavy (29). Sedlo.

Na obrazku 21(b) je graf znézornujuici odchylky numerickych rieseni v zéavislosti od
Casu. Zaujimavé je, ze rieSenia RK metodou maju vacsie odchylky ako riesenia Eu-
lerovou metodou napred. Ked sa v8ak pozrieme na obrazok 21(a), zda sa, Ze rieSenie
RK metodou je blizsie analytickému rieSeniu. Dovod, preco st odchylky v pripade RK
metody vicSie je rovnaky, ako v pripade centra. RK metoda vykresluje trajektorie rych-
lejsie ako analytické riesenie, preto su odchylky vacsie. Pre Eulerovu metédu napred
E =0,0992, pre Eulerovu spatni metodu £ = 0,9788 a pre RK metédu £ = 0, 1660.
Poprvykrat pozorujeme, ze RK metoda nie je najlepsia a Eulerova metéda napred nie
je najhorsia. T4 je dokonca najlepsia. Mozeme vSak zhrnit, Ze RK metoda je najlepsia
zo spominanych, pretoze vo vacsine pripadov st odchylky rieseni RK metédou vyrazne

mensie ako odchylky rieseni Eulerovymi metédami.
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3 POPULACNA BIOLOGIA

3 Populac¢na biolbgia

V tejto kapitole vychadzame z [4].

Rast a tupadok populécii v prirode a snaha jednotlivych druhov o dominantné
postavenie medzi ostatnymi je predmetom zaujmu dlhé roky. Medzi zakladatelmi ma-
tematickych modelov v populac¢nej biologii boli aj matematici Lotka a Volterra, ktori
publikovali svoje prace v tridsiatych rokoch minulého storoc¢ia. Nezavisle od seba navrhli
niekol'ko modelov, medzi ktorymi bol aj znamy dravec-korist model (tiez oznaovany

ako Volterra-Lotka model). Ten mal velky vplyv na oblast populacnej biologie.

3.1 Model Volterra-Lotka

Model je zalozeny na jednoduchych zékladnych principoch; néchylnost systému
dravec-korist oscilovat, ¢i tendencia konkureénych populécii vyhubit slabsi druh. Pro-
blém tohto modelu je, Ze kvoli svojej jednoduchosti nezohladiuje niektoré dolezité
faktory, ktoré v skutoc¢nosti vplyvaja na vyvin populécii v prirode.

Fakt, ze systém dravec-korist mé tendenciu oscilovat bol pozorovany pred viac ako
storo¢im. Spolo¢nost Hudson Bay, ktora obchodovala s kozou zvierat v Kanade si viedla
zdznamy o vyvine populacie zajacov (korist) a rysov (dravec) v rokoch 1845 — 1935.

Tieto zaznamy su graficky znazornené na obrazku 22 (tento obrézok je prebraty z [4]).
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Obr. 22: Vyvin populacie zajacov a rysov.

Pozrime sa na domnienky, ktoré viedli matematika Volterru k navrhnutiu jeho mo-

delu.
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3.1 Model Volterra-Lotka 3 POPULACNA BIOLOGIA

Velkost populécie koristi rastie neohranicene, ak ju dravci nemaju pod kontrolou.

Schopnost prezitia dravcov zavisi od sucasnej velkosti populacie koristi.

Velkost populéacie dravcov zavisi od pravdepodobnosti, Ze obet sa stretne s drav-

CO1.

Miera rastu populécie dravcov je priamo timernéa prisunu potravy, teda stucasnej

velkosti populacie dravcov.

Na zaklade tychto predpokladov Volterra zostavil nasledujici model

¥ = ax — by
(34)
y = —cy + duzy,
kde x reprezentuje populaciu koristi a y populaciu dravca. Parameter a urcuje cisty
rast populacie koristi (porodnost koristi), ak v systéme nie st Ziadni dravci. Parameter
¢ ur¢uje umrtnost dravcov, ak v systéme nie je ziadna korist, pretoze nemaju ¢o jest.
Vyraz xy aproximuje pravdepodobnost, ze dojde k stretnutiu dravca a koristi, ak sa oba
druhy pohybuji nahodne a st rovnomerne rozptylené vo svojom prirodzenom prostredi.
Ak dojde k stretnutiu, posobi to negativne na rast populécie koristi a pozitivne na rast
populécie dravca.
Narozdiel od systémov, ktoré sme rozoberali v predchadzajicej kapitole, systém (34)
nie je linearny. Preto musime pozmenit spdsob zistovania charakteru stacionérnych
bodov. Pri linedrnom systéme (6) sme pracovali s maticou A. Pri nelinearnych systé-

moch, danych ako

v = f(fl',y)

Y =g(z,y),

(35)

budeme pouzivat lineariziciu systému v bode (Z, y), pod ktorou budeme rozumiet

x’ 9z, 9) %(z, 9 x
_ ggg( 9) gy( 9) ‘ (36)
Y 52(z,9) 3x(z, 9) y

Charakter staciondrneho bodu budeme zistovat rovnako ako v pripade linearnej funkcie,
ale namiesto matice A budeme pocitat s maticou parcialnych derivécii (Jacobiho mati-

cou) zo vztahu (36) vy¢islenej v stacionarnom bode. Tuto maticu budeme oznacovat

ako J(z, ).
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3.1 Model Volterra-Lotka 3 POPULACNA BIOLOGIA

Stacionarne body systému (34) st (21, 1) = (0, 0) a (22, 92) = (§, §). Jacobiho

matica pre stacionarny bod (1, 91) je

a 0
0 —c
a jej vlastné hodnoty st \; = a, Ay = —c. Charakter tohto stacionarneho bodu je teda

sedlo. Jacobiho matica pre stacionarny bod (Z2, 72) je

a jej vlastné hodnoty st \; o = £/cai. Charakter tohto staciondrneho bodu je centrum.

Vsimnime si, Ze v pripade stacindrneho bodu (21, 91) = (0, 0) nezavisi stav populacie
koristi od parametra a, teda od jej vlastnej miery rastu populacie, ale len od parametrov
¢ a d. Podobne stav populacie dravca zéavisi len od parametrov a a b a nie od jeho
vlastnej miery rastu populacie.

Nech parameter a = 4, b = 2, ¢ = 3 a d = 1. Pouzitim RK metody vykreslime
rieSenie takéhoto systému v ¢ase od ty = 0 do t; = 2 do grafu na obrazku 23. Zelenou
farbou su vykrelsené trajektorie rieSenia a modré Sipky znézoriuju smer a velkost

derivécii vo vybranych bodoch. Podla nich vieme ur¢it smer trajektorii.

R N

4 / &

oo\

3 J o =

045
0

Obr. 23: Fazovy portrét modelu Volterra-Lotka. Osi z, y predstavuju pocetnosti populacii

v desiatkach. Graf je znazorneny pre dobu 2 roky.

Vidime, Ze stacionarny bod (4, #) = (3, 2) je naozaj centrum a stacionarny bod

(0, 0) je sedlo. Vezmime priklad, Ze na za¢iatku méame 70 zajacov a 20 rysov. V grafe
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3.2 Modifikacie modelu Volterra-Lotka 3 POPULACNA BIOLOGIA

(obr. 23) je tento bod zaznaceny Cervenym kruzkom. Pozrime sa ako sa vyvijaju po-
pulacie v case. Najprv rastie populacia rysov a klesd populacia zajacov. Potom sa
populacia zajacov ustali a populécia rysov prudko klesa. Nakoniec rastie populécia za-
jacov a neskor aj rysov, az sa stavy oboch populacii vratia do polohy, v akej boli na
zacCiatku. Akonahle by sa stalo, Ze by napr. jeden zajac umrel, lebo ochorel na zvlastnu
chorobu a nie prirodzenou smrtou, alebo by ho nezozral rys, situacia by sa vychylila.
To vsak tento model nepontka. Ak zacneme s nejakymi populéciami, vzdy sa po Case
musime vratit do tej istej situacie. Centrum nie je realisticky fazovy portrét, pretoze za-
hina priméalo faktorov, ktoré ovplyviuju rast a ipadok populécii zvierat. Preto viacero

matematikov vylepsSovalo tento model.

3.2 Modifikdcie modelu Volterra-Lotka
Pozrime sa na niektoré vylepsenia, ktoré vo Volterra-Lotka modeli urobili ini matema-
ticl.

1. Zdwvislost od hustoty populdcie. Tieto Gpravy sa tykaju parametra a v predpise
' = ax — bry. Vdaka nim sa model viac priblizuje realite. Funkcia f(z) zavisi

od hustoty populacie:

T :
flx)=r (1 — E) navrhol Pielou, (37)
k -9
flz)=r <—> —1f, (1>g>0) navrhol Rosenzweig, (38)
x
k
flz)=r (— - 1) navrhol Schoener. (39)
x

2. Miera napadnutia. Tieto tpravy sa tykaju ¢lena bxy v predpise ' = ax —bxy. Ten
nahradime inym vyrazom, v ktorom je schopnost napédania koristi limitovana.

Vyrazy, ktoré nahradzaja bxy v rovnici mézu byt:

ky(1 —e ) navrhol Ivlev, (40)
k

. —::yD navrhol Holling, (41)

kyax?, (1>g>0) navrhol Rosenzweig, (42)
k 2

% navrhol Takahashi. (43)
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3.2 Modifikacie modelu Volterra-Lotka 3 POPULACNA BIOLOGIA

V grafoch na obrazkoch 24, 25, 26 a 27 su zelenou farbou vykreslené rieSenia sys-
témov typu dravec-korist aproximované RK metédou a modré §ipky znazornujt smer
a velkost derivécii vo vybranych bodoch. Podla nich uréujeme smer trajektorii.

Graf na obrazku 24 znézornhuje rieSenie systému

/ 3
sz(;—l)x—?)yx (44)
y =y(—3+ 2x).

Predpis pre 2’ sme ziskali pouzitim (39) a (42) Charakter stacionarneho bodu uz nie je

| N
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Obr. 24: Fazovy portrét systému, ktory vyuziva predpisy (39) a (42). Osi z, y predstavuji

pocetnosti populécii v desiatkach. Graf je znazorneny pre dobu 5 rokov.

centrum, ale stabilny fokus. V tomto modeli sa predpokladé, ze nech bude na zaciatku

Tubovolny stav populécii oboch druhov, nakoniec sa vzdy ustali v stacionarnom bode

(1,5; 2/3).

V dalsom pripade sa nechame inSpirovat panmi Pielouom a Hollingom a ich predpismi

(37), (41)

x'=2(1—f)x— STy

y = y(—6+2,5x).
Charakter stacionarneho bodu tohto systému je opét stabilny fokus (25). Tento je
v8ak oproti predoslému pripadu (44) viac zato¢eny. Vyvin populécii pre tento systém

teda viac osciluje, ¢o je realistickejsi pohlad.
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3.2 Modifikacie modelu Volterra-Lotka 3 POPULACNA BIOLOGIA
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Obr. 25: Fazovy portrét systému, ktory vyuziva predpisy (37) a (41). Osi z, y predstavuji

pocetnosti populécii v desiatkach. Graf je znazorneny pre dobu 7 rokov.

Na obrazku 26 je znézornené rieSenie systému

' =3(1-%)z—3y(l—e?) (46)
vy =y(—2+2x).

0B
04t} -

0z

Obr. 26: Fazovy portrét systému, ktory vyuziva predpisy (37) a (40). Osi z, y predstavuji

pocetnosti populécii v desiatkach. Graf je znazorneny pre dobu 20 rokov.

Tento systém je navrhnuty pomocou (37) a (40). Charakter stacionarneho bodu je

nestabilny fokus. Znamena to, ze stav populacii systému bude s ¢asom oscilovat a nikdy
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3.2 Modifikicie modelu Volterra-Lotka 3 POPULACNA BIOLOGIA

sa neustali.
Spojenim predpisov (39) a (43) dostéavame systém rovnic

2 2yx?
x':8(——1)x— ny

v = y(—5+ 3x).

Charakter stacionarneho bodu je uzol (27).

Obr. 27: Fazovy portrét systému, ktory vyuziva predpisy (39) a (43). Osi z, y predstavuji

pocetnosti populacii v desiatkach. Graf je znazorneny pre dobu 7 rokov.

Nech je teda pociato¢ny stav oboch populacii Tubovolny, nakoniec sa ustali v sta-
cionarnom bode. Velkosti populéacii vSak nebudi oscilovat ako v pripade fokusu. Naopak,
kym velkost jednej populécie sa bude menit len trochu, velkost druhej populécie

rapidne klesne, respektive stupne.
Na poslednom obréazku si ukdzeme fazovy portrét pre systém

' =2((3)"" = 1)z — 3yz
y/ = y<_6 + 2.’17),
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3.2 Modifikacie modelu Volterra-Lotka 3 POPULACNA BIOLOGIA

ktory vznikol spojenim rovnic (38) a (42).

1.4 : : : : :
12}
s e e e
0.8 .( y, L e &
0B}
| 7 e
04t
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’ = el - ‘<—
O 05 i 15 2 25 3

Obr. 28: Fazovy portrét systému, ktory vyuZziva predpisy (38) a (42). Osi z, y predstavuji

pocetnosti populécii v desiatkach. Graf je znazorneny pre dobu 5 rokov.
Vsetky trajektorie smeruji do bodu (0, 0). To znamené, Ze pri akychkol'vek pociatoé-

nych podmienkach obe populacie vyhyniu. Tento model teda velmi neudava realisticky

pohlad.
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ZAVER ZAVER

Zaver

Zaciatkom prace sme sa zamerali na fazové portréty dynamickych systémov, ktoré si
nevyhnutné pri pochopeni numerickych metdd. Vysvetlili sme si, ako fazové portréty
vznikaju a aké druhy stacionarnych bodov v systéme dvoch oby¢ajnych diferencialnych

rovnic existujua. Tie sme ilustrovali obrazkami.

Naprogramovali sme Eulerovu metédu napred, Eulerovu spéatni metdédu a Runge-
Kutta metédu, ktoré opisujeme v druhej kapitole. Zistili sme, Zze Runge-Kutta metoda
je zo spominanych najlepsia, pretoze ma najmensie odchylky od analytického riesenia.
Druha kapitola je bohatd na obrazky a vysvetlenia fungovania principu numerickych
metod. Na viacerych prikladoch stt nami naprogramované numerické metédy odskusané
a navzajom porovnané.

Na zéklade tretej kapitoly mozeme zhrnut, ze navrhnit model dravec-korist, ktory
bude fungovat v redlnom svete nie je vobec jednoduché. Zda sa, ze model Volterra-
Lotka, ktory sme priblizili v 3.1, v praxi velmi nefunguje. Z ostatnych modifikacii asi
najlepsim modelom, ktoré sme uviedli v 3.2, je (45), pretoze osciluje a nakoniec sa

ustali v stacionarnom bode.
Tato pracu mdzu ocenit najma Studenti, ktori sa zoznamuju s diferencidlnymi rovni-

cami a fazovymi portrétmi, ako aj Studenti, ktorych zaujimaja numerické metody. Tiez

moze byt zaujimava pre nadSencov bioldgie, ktorym matematika nie je az taka blizka.
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Veta o logaritmoch Priloha A

Priloha A - Veta o logaritmoch
Veta A.0.1 (Veta o logaritmoch). Logaritmus podielu sa rovnd rozdielu logaritmov.
r
log, — = log, T — log, s
s

Dokaz.
logar=2 = a" =71
logos=1y = a¥ =5

T

a r
> _ L Al
i (A1)
g =" (A.2)
s
,
log,— =x—y=1og,r —log, y
s
O]
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Zdrojovy kod

Priloha B - Zdrojovy kéd

function eulerVpred (t0,tl,x0,h, f)

x=x0;

pom = 1;

t=t0:h:tl;

res = zeros (length(t),1);

tAx = zeros(length(t),1);
for(t=t0:h:tl)
res (pom) =x;
tAx (pom) =t;
dx=f (t, x);
x=x+dx*h;
pom=pom+1;
end

plot (tAx, res, 'color', 'r');

function eulerVpred2 (x0,y0,t0,tl,h, fx, fy)
y=y0;
x=x0;
pom=1;
res = zeros(2,length(t0:h:tl));
for t=t0:h:tl
res (1l,pom)=x;
res (2,pom)=y;
dx=fx (x,y,t);
dy=fy(x,vy,t);
x=dx*h+x;
y=dy*h+y;
pom=pom+1;
end
res (1, pom)=x;
res (2,pom)=y;

plot(res(l,:),res(2,:),'color','r'");

function eulerSpat (t0,tl,x0,h, f)

x=x0;

pom = 1;

t=t0:h:tl;

res = zeros(length(t),1);

tAx = zeros(length(t),1);

for(t=t0O:h:t1l)
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Zdrojovy kod Priloha B

res (pom) =x;
tAx (pom) =t;
x=fzero (@ (x) res (pom)—x+hxf (t+h, x) , res (pom) ) ;
pom=pom+1;
end

plot (tAx,res, 'color',[0.85 0.5 0.1]);

function eulerSpat2 (x0,y0,t0,tl,h, fx, fy)
y=y0;
x=x0;
pom=1;
res = zeros(l,length(tO:h:tl));
for t=tO:h:tl
res (1l,pom)=x;
res (2,pom) =y;
nove = fsolve (@ (ix) [x—ix (1) +h*xfx (ix(1l),1ix(2),t+h); y—ix(2)+hxfy(ix(1l),ix(2),t+h)], [x,v]);
x=nove (1) ;
y=nove (2) ;
pom=pom+1;

end

plot(res(l,:),res(2,:), " 'color',[0.85 0.5 0.11);

function rungeKutta (tO,tl,x0,h, f)

x=x0;

pom = 1;

t=t0:h:tl;

res = zeros (length(t),1);

tAx = zeros(length(t),1);
for(t = t0:h:tl)

res (pom) =x;

tAx (pom) =t;

fl = £(t,x);

f2

f(t+h/2 , x+h*xfl1/2);
£f3 = f(t+h , x+hx (2xf2—f1));
x =x + (h/6)x(f1+4x£2+£3);
pom=pom+1;

end

plot (tAx, res, 'color','g");

function rungeKutta2 (x0,y0,t0,tl,h, fx, fy)
y=y0;

x=x0;
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Zdrojovy kod

Priloha B

pom=1;
res = zeros(2,length(t0O:h:tl));
for t=t0:h:tl
res (1, pom)=x;
res (2,pom)=y;
flx = fx(x,y,t);
fly = fy(x,y,t);
f2x = fx(x+hxflx/2 , y+hxfly/2, t+h/2);
f2y = fy(x+hxflx/2 , y+hxfly/2, t+h/2);
f3x = fx(x+thx (2+xf2x—flx) , y+hx(2xf2y—fly),
f3y = fy(x+hx (2%xf2x—flx) , y+hx(2xf2y—£fly),
x = x + (h/6)* (f1x+4*f2x+£3x%);
y =y + (h/6)* (fly+4xf2y+£f3y);
pom=pom+1;
end
res (1, pom)=x;
res (2,pom)=y;

plot (res(1l,:),res(2,:),'qg");
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