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Abstrakt v statnom jazyku

BUSIK, Martin: Aplikicie matematiky v ekonomii a financiach [Bakalarska pracal, Uni-
verzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra
aplikovanej matematiky a Statistiky; gkolitel: Doc. RNDr. Julius Vanko, PhD., Brati-
slava, 2012, 40 s.

Nasa praca sa zaobera aplikidciou matematickych metoéd v ekonémii a financiach.
Rozobera vyuzitie jednotlivych ¢asti matematiky v ekonomickych problémoch. Rézne
ekonomické problémy a tlohy transformuje a aplikuje na rozlicné matematické tlohy,
ktoré nazorne zadefinuje. f)alej sa praca zaoberd dvomi konkrétnymi problémami, a
to ocenovanim opcii pomocou Black-Scholesovho modelu a hladanim rovnovaznej ceny
aktiva pomocou modelu CAPM. Uvedené oblasti podrobne rozobera a vysvetluje ich
funkciu. Na zéklade predpokladov modelov sa snazi neskor ukazat ich obmedzené re-
alne pouzitie a zdoraznit ich hlavné vyhody a nevyhody. Cielom prace je prezentovat
hlavné problémy pri aplikdcii matematiky v ekonémii a financiach. Pomocou Black-

Scholesovho a CAPM modelu sa praca snazi tieto nevyhody zovSeobecnit aj pre ostatné

pripady.

KTacové slova: aplikicie, Black-Scholes model, Capital Asset Pricing Model
(CAPM), vyuzitie



Abstrakt v statnom jazyku

BUSIK, Martin: Applications of Mathematics in Economy and Finance [Bachelor work],
Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,
Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Doc. RNDr. Julius
Vanko, PhD., Bratislava, 2012, 40 p.

The work is focused on application of mathematical methods in economy and fi-
nance. [t deals with use of individual parts of mathematics in economical problems.
It transforms different economical problems and applies them to various mathemati-
cal tasks which we demonstratively define. The work further deals with two particular
problems, namely Option Pricing by using Black-Scholes Model and search for Equ-
ilibrium Asset Pricing by using Capital Asset Pricing Model (CAPM). These problems
are analysed in details and their function is explained. On the base of assumptions
the work tries to show their limited real use and to stress their main advantages and
disadvantages. The aim of the work is to present main problems in application of mat-
hematics in economy and finance. By using Black-Scholes and Capital Asset Pricing

Model the work tries to generalize these disadvantages also for other cases.

Key words: applications, Black-Scholes Model, Capital Asset Pricing Model
(CAPM), use
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UVOD UVOD

Uvod

Matematika v ekonémii sa zacala rozvijat v 19. storo¢i. V tej dobe prevazné cCast
ekonomickej analyzy zodpovedala tomu, ¢o dnes nazyvame klasickd ekonoémia. Eko-
némovia dovtedy nevyvijali explicitné a abstraktné modely spravania s cieflom pouzit
nastroje matematiky. Prelomovym bol az rok 1826, v ktorom Johann Heinrich von
Thiinen skongtruoval model vyuZivania polnohospodarskej pody, ktory predstavoval
prvy priklad marginalnej (hrani¢nej) analyzy. V porovnani s jeho sucasnikmi, Thiinen
radsej postavil nové ekonomické modely a nastroje nez by pouzil tie uz existujuce. Rad
novych matematickych néstrojov ako je diferencialny pocet, linendrne programovanie,
konvexné mnoziny a teoéria grafov sa od roku 1930 zacal pouzivat v ekonomickej teorii
v podobe novych matematickych metod, ktoré boli predtym uplatiiované najmé vo
fyzike.

V sui¢asnosti je matematika neoddelitel nou stic¢astou ekonémie. Je to nesmierne silny
nastroj, ktory vSak treba pouzivat s rozumom. Ekonémia je spoloc¢enska veda, a preto
vyuZivanie matematiky ako exaktnej vedy v nej nesie so sebou vela problémov. Uz len
najzékladnejsi predpoklad racionality spravania Iudi je v skuto¢nosti nerealny. Ludia
totiz nikdy nehladia iba na svoj vlastny uzitok. Aj preto som sa rozhodol spracovat
tuto nesmierne Siroku a obsiahlu tému. Zameral som sa na to ako dobre a za akych
predpokladov dokaze matematika popisat vybrané ekonomické problémy.

Cielom prace je prezentovat pouzitelnost matematickych metod v ekonémii a finan-
ciach. Snazi sa ponuknut komplexny prehlad tychto aplikacii. Na konkrétnych prikla-
doch ukézat ich hlavné vyhody a nevyhody pri vyuziti v redlnom svete.

Praca je rozdelena do troch kapitol. V prvej ¢asti prvej kapitoly je uvedeny strucny
prehlad pouZzitia matematickych metod v ekonémii. V jej druhej Casti sa zameriava
na jednotlivé odvetvia matematiky ako st linedarne programovanie, nelinearne progra-
movanie, dynamické programovanie a diferencialne rovnice. Pre kazdu oblast sa snazi
zadefinovat zakladnu tlohu, ktort dana problematika riesi a k nej aj nazorny ekono-
micky problém. AvSak kvoli rozsahu préce sa tu ich rieSenim blizsie nezaoberame.

Druha kapitola je venovana Black-Scholesovmu modelu. Je to matematicky néstroj
sliziaci na ocehovanie opcii. V jej uvode praca Citatela oboznamuje so zakladnymi

pojmami ohladom opcii a opénych kontraktov. Neskor sa uz zaobera samotnym Black-
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UVOD UVOD

Scholesovym vzorcom a jeho interpretaciou.

V tretej a zaverecnej kapitole praca rozobera problematiku CAPM modelu. Tento
model slizi na hladanie rovnovaznych cien aktiv. Na zaciatku si uvedené zaklady
markowitzovej teorie z ktorej tento model vychadza. Neskor stanovuje predpoklady
tohto modelu o oboznamuje ¢itatela s danou problematikou.

V diskusii préaca rozobera hlavny dovod a ciel jej vzniku. Pomocou dvoch konkrét-
nych problémov, Black-Scholesovho a CAPM modelu, poukazuje na vyhody a nevy-
hody vyuzitia matematiky v ekonémii, ktoré sa snazi zovSeobecnit pre viac pripadov.

V neposlednom rade zdoéraznuje pouzitel nost danych metodik v ekonémii a financiach.

12



1 PREHLAD MATEMATICKYCH METOD POUZIVANYCH V EKONOMII A
FINANCIACH

1 Prehlad matematickych metod pouZivanych v eko-
noémii a financiach

Ekonomicko-matematické metody a s nimi stvisiaca modelova tvorba v sticasnosti s
vypoctovou technikou sa stavaji ¢oraz vyznamnejsim nastrojom. Matematické modelo-
vanie ekonomickych procesov a javov zaujima postupne miesto vo vSetkych odvetviach
hospodarstva. Rozmanitost a S$pecifickost jednotlivych problémov, pri rieseni ktorych
mozno aplikovat techniku modelovej tvorby, vyzaduje konstrukciu a uplatnenie mode-
lov rozli¢nych typov, liSiacich sa mnohymi triediacimi znakmi. Z toho dévodu ani okruh
ekonomicko-matematickych metod nie je celkom uzatvoreny. Potreba riesit jednotlivé

ekonomické problémy si vyzaduje vznik stale novych metod [5].

Matematické programovanie

Do matematického programovania zahfiiame metody, ktoré pouzivame pri rieSeni
problému najlepsieho vyuzivania obmedzenych zdrojov. Z celého radu moznych rie-
Seni sa hlada také, pri ktorom hodnota optimalizacného kritéria nadobuda extrémne
(maximalne alebo minimélne) hodnoty. Takéto rieSenie je optimélne. Do matematic-
kého programovania patri dnes uz cely rad relativne samostatnych disciplin, ako li-
nearne programovanie, nelinedrne programovanie, stochastické programovanie, dyna-
mické programovanie, parametrické programovanie, atd. Matematickym programova-

nim mozno riesit okrem iného napr. [5]:

e stanovenie optiméalneho vyrobného programu (optimalizaénym kritériom moze

byt hodnota vyroby, zisk, produktivita prace, vyuzitie kapacity, atd.),
e optiméalne pridelenie zakazok na jednotlivé pracoviské alebo vyrobné zariadenia,

e optimalizaciu prepravnych (dopravnych) planov, pri ktorych sa minimalizuja do-

pravné naklady alebo celkovo prejdené vzdialenosti,
e optimalizaciu rozmiestnenia servisnych stanic,

e viacetapové optimalne rozhodovanie.

13



1 PREHLAD MATEMATICKYCH METOD POUZIVANYCH V EKONOMII A
FINANCIACH

Graficko-analytické metody

Zahinaju teoériu grafov a metody sietovej analyzy. Tieto metody st uréené pre ana-
lyzu zlozitych nadviznych procesov, skamanych z hladiska ich ¢asového priebehu. Od-
halujua kritické useky, ktoré rozhoduju o véasnom ukonceni planovanych procesov a
umoznuju stanovit ¢asové rezervy u tych c¢innosti, ktoré bezprostredne neovplyviuja

termin ukoncenia celého procesu.

Meto6dy sietovej analyzy

Tieto metédy sa pouzivaji k rozborom a planovaniu priebeznych doéb vyrobkov a
obecne akychkol'vek zloZitych ¢innosti (projektov), kde ide o zistenie a vyuzitie ¢aso-
vych rezerv v priebehu projektu z hladiska ¢asu, vyuzitia zdrojov a nakladov. Metody
sietovej analyzy sa pouzivaju napr. k planovaniu rozsiahlych investi¢nych akcii, vyvo-
jovych a vyskumnych préac, k planovaniu oprav a rekonstrukcii, rozsiahlych organizac-
nych prac a ¢innosti suvisiacich so zavadzanim vyroby nového vyrobku. Metod sietove;j

analyzy je viac, avSak najznamejsie a najrozsirenejsie su [5]:
e metdéda CPM (Critical Path Method),

e metoda PERT (Program Evalution and Review Technigue).

Teoéria hier

Je dalSou relativne samostatnou disciplinou operacnej analyzy. Aj napriek tomu,
7e medzi tedriou hier a matematickym programovanim je urcita suvislost, teériu hier
charakterizuje viacero zvlastnosti, ktoré jej vymedzuji v operac¢nej analyze osobitné
postavenie. Teodria hier - podobne ako matematické programovanie - riesi problematiku
optimalneho rozhodovania a na tento tucel vyuziva exaktny matematicky aparéat. V tlo-
héch matematického programovania sa vsak nepredpoklada nijaka konfliktné situécia.
Rozhodovaci subjekt sa pri volbe svojej stratégie nestretava s aktivnou protiakciou
iného subjektu (resp. protivnika), ktory by svojim konanim jeho rozhodnutia zamerne
maril. Naproti tomu pri teérii hier ide o situacie, ktoré st svojou povahou typicky
konfliktné. To znamené, Ze proti sebe stoja subjekty s ¢iasto¢ne alebo tuplne protichod-

nymi zaujmami. Aspon jeden z tychto subjektov ma cielavedomé spravanie a toto svoje

14



1 PREHLAD MATEMATICKYCH METOD POUZIVANYCH V EKONOMII A
1.1 Linearne programovanie FINANCIACH

spravanie upravuje podla rozhodnutia druhej strany [5].

Struktarna analyza

Je bilanéna metodda, ktora pomocou matematického modelu charakterizuje repro-
dukény proces ur¢itého ekonomického systému z hladiska kvantitativnych vztahov me-
dzi jednotlivymi odvetviami a s ohladom na ich proporcionalny rozvoj. Na rozdiel od
uloh matematického programovania nehlada Strukturna analyza optimalnu Struktaru
s prihliadnutim na urcité kritérium, ale iba skiima podmienky rovnovahy v ramci ur-

¢itého, relativne obmedzeného systému [5].

Ekonometria

Sktima vztahy medzi ekonomickymi veli¢inami s cieflom kvantitativne vyjadrit, ove-
rit a aplikovat ekonomické hypotézy na zéklade konkrétnych Statistickych udajov, a
to pouzitim matematicko-Statistickych metod. Jej nastrojom je ekonometricky model,
ktory mozno aplikovat ako Statisticky vyznamni a ekonomicky interpretovatelnu eko-

nomicku struktaru.

1.1 Linearne programovanie

Linearne programovanie predstavuje v suc¢asnom obdobi jednu z teoreticky aj prak-
ticky velmi 8iroko rozvinutych disciplin aplikovanej matematiky. V suvislosti s rozvo-
jom prostriedkov vypoctovej techniky zaznamenalo znacne prudky rozvoj. Cely rad
technicko-ekonomickych tloh mozno formulovat v tvare tloh linearneho programova-
nia. Pri definovani jednotlivych premennych je potrebné, na zaklade analyzy prob-
lému, formulovat ohrani¢enia na tieto premenné. Ohranicenia tlohy moézu vyjadrovat
napr. vztahy medzi ¢erpanim limitovanych vyrobnych zdrojov (kapacit) a intenzitou
vyrobnych procesov. Ohranicenia tilohy mozu tiez zaistovat pozadované proporcionédlne
vazby medzi jednotlivymi premennymi alebo skupinami premennych. Velmi ¢asto sa
pomocou Specifickych zadefinovanych ohrani¢eni zabezpecuje plnenie tloh vyrobného
a finan¢ného planu v pozadovanom sortimentnom cleneni. Ohranic¢enia tlohy musia
dosledne respektovat redlne zdroje prislusného vyrobno-technologického, ¢i organizac-

ného systému, pripadne aj ich vzajomnt zamenitelnost. [10]
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1 PREHLAD MATEMATICKYCH METOD POUZIVANYCH V EKONOMII A
1.1 Linearne programovanie FINANCIACH

Definicia

Pod tulohou linearneho programovania rozumieme tlohu optimalizovat linearnu fun-
kciu pri linearnych obmedzeniach za podmienky kone¢ného poc¢tu obmedzeni a premen-
nych. Vstup tvori linearna funkcia, ktordt mame minimalizovat alebo maximalizovat pre
dané obmedzenia. Vystupom tlohy je jeden bod , v ktorom sa realizuje optimum, alebo
informaécia, ze optimum neexistuje. V pripade ,ze optimum neexistuje snazime sa najst
toho blizsi dovod. Moze to byt sposobené nekonzistentnymi obmedzeniami, alebo Ze
funkcia nie je pri danych obmedzeniach ohrani¢end v smere optimalizacie.

Vseobecni ulohu linedrneho programovania mozno formulovat takto (hladdame ex-

trém hodnoty tcelovej funkcie tvaru)[10, 5|:

Mazx chxj (n=1,...) (1)

pri obmedzeniach

Z Q35 5 S bl (n = ]_, .. ) (2)
j=1

Xz

v
o

J

Reéalne ekonomické a finan¢né problémy v tvare tilohy LP
Moznosti aplikéacii linedrneho programovania su, ako uz bolo uvedené, rozne. Uve-
dieme niekolko tloh z realneho ekonomického Zivota a ich formulaciu (matematicky

model) v tvare ulohy LP.

Vgrobny problém (planovanie vijroby)

K dispozicii mame zdroje S; (suroviny, stroje, pracovnici a p.) o kapacite b; (i =
1,...,m). Pomocou tychto zdrojov mozno vyrabat produkty P; (umelé hnojivo, cement,
farby a p.) so ziskom ¢; za jednotkové mnozstvo, j = 1, ..., n. Pritom vieme, Ze na vy-
robenie jednotkového mnoZstva produktu P; spotrebujeme zo zdroja S; a;; jednotiek,
Vi, 7. Aké mnozstva jednotlivych produktov mame vyrobit, aby sme dosiahli maximélny
celkovy zisk? Nech z; je nezname mnozstvo produktu P; Vj. Vstupné tdaje spolu s

neznamymi mozeme prehladne uviest v nasledujucej tabulke.

16



1 PREHLAD MATEMATICKYCH METOD POUZIVANYCH V EKONOMII A

1.1 Linearne programovanie FINANCIACH
produkty
P P, ... P, | kapacita
S an aio ... Qlp by
zdroje

S, Gl Am2 cee Qmn b
zisk cy Cy ... Cp

mnozstvo | T T

Tabul'ka 1: Vyrobny problém

Teraz uz l'ahko napiSeme matematicky model vyrobného problému ako tlohu line-

arneho programovania [10].

max c1r1 +  cxe 4+ ... CpTn,
a1 + 122 + Ce ALy S b1
+ 0+
Am1T1 + Am2T2 + e AmnTn, S bm
T1, Xo, ... X, >0

Dopravnd loha

Teraz predpokladajme, Ze méame p vyrobcov sy, ..., s, toho istého produktu (napr.
cement), ktori ho vyrobili v mnozstvach ay, ..., a,. Tento produkt treba dopravit ku ¢
odberatelom t4,...,1,, ktorych poziadavky st by, ..., b,. Pritom naklady na prepravu

jednotkového mnozstva od vyrobcu s; k odberatelovi ¢; st ¢;; a predpokladame, ze
dopravné naklady zavisia od mnozstva linearne. Od jedného vyrobcu moézeme produkt
rozviest k viacerym odberatelom a jeden odberatel moéze dostat produkt od viacerych
vyrobcov. Tiez budeme predpokladat tzv. vybalancovanost, t.j., Ze spolu sa prave tol'ko

vyrobilo ako je sumarna poziadavka [10]:
p q
Sa=30
i=1 =1

17



1 PREHLAD MATEMATICKYCH METOD POUZIVANYCH V EKONOMII A
1.1 Linearne programovanie FINANCIACH

Tieto udaje mozeme zapisat v tabulke:

c11 ... Ciq | Q1
Cpl  -+. Cpg | Qp
by ... b

Tabul'ka 2: Dopravna tloha

Ak zavedieme nezname z;; vyjadrujice mnozstvo produktu prepraveného od s; k s;,

tak dopravni tlohu mézeme sformulovat takto:

i=1 j=1
q
Z Tij = a; Vi
j=1
P
Z xij b] \V/]
i=1
xi; >0 Vi,

V praxi sa vyskytuja okrem inych aj tieto aplikacie [5]:

e premiestnenie m strojov urcitého druhu z réznych pracovisk na iné pracoviska

tak, aby sme minimalizovali prepravné vzdialenosti,

e urcity pocet strojov, ktoré mozu vyrabat alebo obrabat taky isty vyrobok, sa ma
pridelit na rovnaky pocet pracovisk, pricom kazdy stroj na réznom pracovisku

dosahuje iny vykon, mé sa dosiahnut maximélny celkovy vykon (vykonnost),

e problém optimalneho rozmiestnenia servisnych stanic. Ak sa riesi otazka roz-
miestnenia novo zriad ovanych servisnych stanic, moézeme brat do ivahy néklady,
ktoré vznikaji v zavislosti na rozmiestneni tychto stanic, naklady dopravné, na-
klady na skladovanie, popr. nédklady na spracovanie materialu, naklady na opravy
a pod. Rozmiestnenie tychto stanic mozno riesit optimalne, t.j. tak, aby naklady

zavisiace na rieSeni boli miniméalne.
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1 PREHLAD MATEMATICKYCH METOD POUZIVANYCH V EKONOMII A
1.2 Nelinearne programovanie FINANCIACH

1.2 Nelinedrne programovanie

V rade pripadov nemozno pracovat s predpokladom, ze tcelova funkcia alebo ob-
medzenia maja linedrny charakter (tvar). V tychto pripadoch pouZijeme nelinearne
programovanie, ktoré pracuje s nelinearnou tcelovou funkciou. Zalezi na okolnostiach,
¢i obmedzenia maji linedrny alebo nelinearny tvar. Na rieSenie problému nelinearneho
programovania je vytvorena cela rada metod. Na rozdiel od linedrneho programovania
neexistuje vSeobecne pouzitelnad metoda. Metddy su tvorené vidy pre urcité okruhy
problémov. Zakladna tlohy nelinedrneho programovania moézeme rozdelit na 4 druhy

podl'a tcelovej funkcie a obmedzeni [5]:

(U1) Uloha na volny extrém

Min{f(x) | z=eR"}

Budeme predpokladat, ze funkcia f(x) mé spojité prvé parcialne derivacie, resp. spojité

druhé parcidlne derivacie v uvazovanom bode.

e Nutné podmienky prvého radu:

Nech 7 je optiméalnym riesenim tlohy (U1). Potom 57 f(z) = 0.

e Nutné podmienky druhého radu:
Nech z je optimalnym rieSenim tlohy (U1l). Potom 57 f(Z) = 0 a Hessova matica

druhych parcialnzch derivacif 72 f(2) je kladne semidefinitna.

e Postacujice podmienky druhého radu:
Nech pre bod Z plati 57 f(#) = 0 a Hessova matica druhych parcialnych derivécii

v2f(2) je kladne definitna. Potom & je ostrym lokdlnym minimom funkcie f(z).

(U2) Klasicka uloha na viazany extrém

Min{f(x) | hi(z)=0,(i=1,...,m)}

Budeme predpokladat, ze ucelova funkcia f(x) ako aj funkcie ohranic¢eni h;(z) (i =

1,2,...,m) maja spojité prvé derivacie v uvazovanom bode minima. Okrem tohto
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prirodzeného predpokladu musi byt splnena este ur¢itd podmienka regularity v bode

minima, ktora zatial nebudeme blizsie Specifikovat.

e Nutné podmienky prvého radu (Lagrangeove podmienky):

Nech & je optimalnym riesenim tlohy (U2). Potom existuje & € R™ tak ,Ze plati:

vf(a%)+zaivhi<az> = 0 (3)

(i=12,....,m) hi(&) = 0 (4)

Poznamenavame ,ze Lagrangeove podmienky (3), (4) tvoria sustavu n 4+ m rovnic
o n + m neznamych x,u. Ak zavedieme pomocnu funkciu (tzv. Lagrangeovu

funkciu)

L(a.u) = f@)+ Y uihi(x) o)

tak podmienky (3), (4) mozno vyjadrit ako podmienky stacionarity bodu (&, @)
t.j.
v L(&,4) =0 (6)
e Nutné podmienky druhého radu:

Nech  je optimalnym rieSenim tulohy (U2). Potom existuje @ € R™ tak, ze platia

vztahy (3), (4) a Hessova matica

Vi L(&, 1) (7)

je kladne semidefinitna na podpriestore vSetkych rieseni systému homogénnych

rovnic

y' v hi(@)=0  (i=1,...,m) (8)

e Postacujice podmienky druhého radu:
Nech pre bod (2, @) spliia (3), (4). Nech Hessova matica (7) je kladne definitna na

podpriestore (8). Potom Z je ostrym viazanym lokadlnym minimom funkcie f(x).
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(U3) Uloha matematického programovania v uzgom zmysle

Min{f(x) | g(x)>0,(i=12,...,m)}

Budeme predpokladat, ze ucelova funkciu f(x), ako aj funkcie ohraniceni g;(z) >
0, (i =1,2,...,m) maju spojité parcidlne derivacie v okoli uvazovaného bodu mi-
nima. Okrem tohto prirodzeného predpokladu musi byt splnena este urcitd podmienka

regularity v bode minima, ktora nebudeme zatial blizsie Specifikovat.

e Nutné podmienky prvého radu (tzv. Khun-Tuckerove podmienky):

Nech & je optimalnym riesenim tlohy (U3). Potom existuje @ € R™ tak, ze plati:

Vf(f)—zﬁivgi(f)z() (9)
gl<i‘) > 0 (Z =1, ’m) (10)
wgi(z) = 0 (i=1,...,m) (11)
a > 0 (t=1,...,m) (12)

Ak definujeme tzv. Lagrangeovu funkciu
L) = o) — S o) (13)
i=1
tak podmienky (9-12)mozno prepisat (vo vektorovom tvare)takto:
Ve L(2,0) =0, .L(3,0) <0, 4", LEa)=0 a>0 (14)

Prvy vztah (14) vyjadruje podmienku stacionarnosti bodu & funkcie L(z, ) -
vzhladom na premenni z € R™. Posledné tri vztahy (14) st nutnymi podmien-

kami pre maximum funkcie L(Z,u) vzhladom na premennt u € R}

e Nutné podmienky druhého radu:
Nech 7 je optimalnym rieSenim ulohy (U3). Potom existuje & € R™ tak, Ze
platia vztahy (9-12) a Hessova matica druhych parcialnych derivacii (podla x)
Lagrangeovej funkcie (13)
Vo L&, 1) (15)
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je kladne semidefinitna na podpriestore vSetkych rieseni sistavy homogénnych
rovnic

y've@)=0 . iel={i | g(&) =0} (16)
Poznamenavame, Ze mnozina indexov I charakterizuje tzv. mnozinu aktivnych

ohrani¢eni ulohy (U3) v bode z.

e Postacujice podmienky druhého radu:
Nech (2,4) splha (9-12), pricom v (11) je vzdy jedna zlozka nenulova. Nech
Hessova matica (15) je kladne definitna na podpriestore (16), potom Z je ostrym

lokélnym rieSenim tulohy (U3).

(U4) Uloha matematického programovania v irsom zmysle

Min{f(z) | gi(x)>0, i=1,...,m; h;(z)=0, j=1,... k}

Budeme predpokladat, ze ucelova funkcia, f(z) ako aj funkcie ohraniceni g(z), h(x)
maju spojité prvé parcialne derivécie, pricom v uvazovanom bode minima je splnena
urc¢itd podmienka regularity. Obmedzime sa len na nutné podmienky prvého radu. Nech
# je optimalnym riegenim tlohy (U4). Potom existuju vektory & € R™, & € RF tak ,7e

plati:

hij(z) = 0 (j=1,...,k) (18)
gi(z) > 0 (i=1,...,m) (19)
Ggi(@) = 0 (i=1,...,m) (20)

@G > 0  (i=1,...,m) (21)

Ak definujeme Lagrangeovu funkciu
L(z,u,v) ZulgZ Zvjh-(x) (22)
j=1
tak podmienky (17-21) moZno prepisat nasledovne:
Vel(2,1,0) =0, <,L(Z,4,0)=0, <.L(z,4,0) <0, af <y, L(Z, 0,0)=0,
>0
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1.3 Dynamické programovanie

V ekonomickych modeloch je ¢as jedinou skuto¢ne exogénnou premennou. S nou sa
zasadnym sposobom pocita v dynamickej analyze. V podkapitolach 1.1 a 1.2, sme sa
zaoberali statickou optimalizdciu najst maximum alebo minimum ucelovej funkcie s
alebo bez ohraniceni. V tejto Casti sa zamerame na problém optimalizécie v priebehu
¢asu. Prikladov optimalizacie vzhladom na ¢as je v ekonomii mnoho. Uvedme si nie-
ktoré z nich. Spotrebitel moéze minut cely svoj sucasny prijem na spotrebu, alebo si
nieco z neho uSetri, a tym zlepsi jeho moznosti spotreby v budtcnosti. Na druhej strane,
on si moze pozic¢at, ¢o zvysi jeho stcasny rozpocet na tukor toho v budicnosti, kedy
dlh bude musiet splatit. Otazka potom je, ako moze spotrebitel vyvazenim spotreby,
sporenia a pozi¢iek dosiahnut ¢o najvyssi zivotny uzitok? Ako dalsi priklad mozeme
spomenut producenta ropy, ¢ uZ je to mala firma v Texase, alebo velké korporacie
ropného priemyslu v Saudskej Arabii. Zisk z ropny vrtov zavisi na celkovom vykone
ropnej veze, ceny ropy v priebehu ¢asu a rychlosti tazby. Ako méa byt regulovana miera

tazby tak, aby sme maximalizovali zisk z ropnych vrtov? [3]

Problém obchodného cestugiiceho|3]:
Pre ilustraciu, je najlepsie zacat klasickym jednoduchym problémom. Predpokla-

dajme, Ze obchodnik musi cestovat z bodu A do bodu J, rovnako ako v Obr. 1 .

Obr. 1: Problém obchodného cestujiceho
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Ma cestovat cez Styri stupne a v kazdej faze ma rad moznosti. Naklady na cestu
na kazdej trase su zobrazené ako ¢islo pri spojnici z jedného bodu do druhého. Aku
cestu by si mal zvolit, aby tak minimalizoval svoje vydavky? Pred zacatim rieSenia
tejto tlohy, musime sledovat dva dolezité body. Po prvé, zaciatok v bode A a vyber
najlacnejsie trasy na kazdom stupni sa zda byt intuitivne atraktivne rieSenie, ktoré
vSak nie je nutne optimélne rieSenie. V nasom priklade, to je trasa ACDHJ za cenu
31. Avsak existuje lepsie (lacnejsie) riesenie tejto ulohy (ABFEIJ za cenu 29). Po druhé,
vyhodnocovanie vSetkych moznych tras nie je lakava moznost. V nasom priklade mame
dve moznosti v etape 1 a tri moznosti v fazach 2 a 3, ¢o mé za nasledok celkovo 18
moznych ciest. Je jasné, Ze vo vicSich problémoch, pocet tras moze byt ovela vACSi.
Napriklad, ak mame 11 etap, v kazdom z prvych 10 stupfioch méme 9 moznosti, potom
by sa pocet moznosti blizil k 3500000000. Zd4 sa, ze potrebujeme G¢innejsi sposob na

néjdenie optimalnej cesty. Tento problém riesi tiloha dynamického programania.

Priklad hladania prdce|3):

Zoberme si pracovnika, ktory Zije n obdobi a v kazdom mé na vyber dve alternativy:
Je mu pontknuté pracovné miesto, ktoré plati x prijmov. On mdze ponuku prijat alebo
moZe zostat nezamestnany v tomto obdobi a hladat moZno lep§iu ponuku. Prijmy, y zo
zamestnania, medzi ktorymi pracovnik hl'ada, st ndhodne rozdelené s hustotou funkcie

©(y). Preto ocakava, Ze prijem pre d'alsie obdobie je

E(y) = /Y yo(y)dy (23)

kde Y je mnozina v8etkych moznych hodnot y. Neméa zmysel zostavat nezamestnany
a hladat zamestnanie v poslednej faze pracovného Zzivota (poslednom kroku rozhodo-
vania pred déchodkom). Preto pracovnik prijima ponuku a jeho prijem je z. Ale v
predposlednom obdobi, sit dve moznosti: prijat pracu a mat prijem z + dx alebo ostane
nezamestnany a bude hladat lepsiu pracu s prijmom 6 E(y), kde 0 je diskontny faktor.
Rekurzivny vzorec je

Un—1(z) = mazx[(1 + )z, E(y)] (24)

Ak sa vratime spat "k6bdobi s moZznostou prijat pracu. V takom pripade je zisk za
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zvysok pracovného zZivota bude

1—o*

(1+5+52+...—|—5k_1)x:x1 5 (25)
alebo moze zostat nezamestnany a hladat pracu s o¢akavanim
S Blvn-k:1(y) (26)
Tak, vzorec rekurzie je
1—o*
Up—i(x) = maz |z LOE [V, i1 (y) (27)

1—90

1.4 Diferencialne rovnice

Ekonomicky zivot je dynamicky proces, a prave preto sa zda byt prirodzené mo-
delovat ekonomické javy pomocou diferencialnych rovnic. Problém je, Ze v ekonomike
st vSetky premenné merané v diskrétnych casovych intervaloch. Preto modely, ktoré
pouzivaju ¢as ako spojitu premennt nemusia byt vhodné pre ekonomicki analyzu. Na
toto vsak existuju dva protiargumenty. Po prvé, v ekonomickom zivote, je ¢as v skutoc-
nosti spojitd premenné, jej meranie je iba umelé "zdiskrétnenie". V kazdom okamihu
sa robia rozhodnutia, uzatvaraju sa mnohé transakcie, a vela vyrobnych procesov sa
nikdy nezastavi. Vzdy je mozné modelovat ekonomicky vyvoj pomocou spojitého ¢asu
a diferencialnych rovnic a néasledne to aproximovat s diskrétnym ¢asovym modelom pre
odhad a simulacie. Po druhé, matematicka teéria diferencidlnych rovnic je prilis bohata
a silna na to aby sa vzdala ekonomickej analyzy.

Ekonomika v redlnom svete je stale v procese vyvoja a mimo rovnovahy. Je to, ako
by nahanala rovnovihu a pred dosiahnutim tejto pozicie sa rovnovaha zmenila. Na
modelovanie pohybu z jednej rovnovahy do druhej a na sledovanie premennych, ked je
systém mimo rovnovéhy, potrebujeme dynamické modelovanie.|3]

Najznédmejsi model v ekonémii pouzivajici diferencialne rovnice je Solow rastovy
model. Solow predpokladal, ze vystupné parametre zavisia od préace a kapitalu a pro-

dukéné funkcia je homogénna a stupna jedna. Potom,
K
Q= F(K.L) = LF(7.1) = Lf(¥) (28)
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pretoze

Fk >O, Fkkz<0 (29)
plati

>0, f'<0 (30)

kde Q, K a L st podla poradia, vystup, kapital a pracovna sila, a k = K / L. Okrem
toho sa predpoklada, Zze Cast prijmov s je uSetrend a investovand, ¢o okamzite zvysi

kapitél
dK

kde sklon k tsporam je kladny a mensi ako jedna: 0 < s < 1. Rast prace je konstanty

s mierou n, tak
dL
dt

dk d (K 1 [ dK dL
P (il IS [ skl - g
it dt (L) Iz [ dt dt} (33)

Substituciou za dK/dt a dL/dt, dostaneme znamu Solowovi jednoturoviiovi diferen-

nL (32)

vSimnime si

cialnu rovnicu [3]:

dk
pri sf(k) —nk (34)

26



2 BLACK-SCHOLESOV MODEL

2 Black-Scholesov model

2.1 Opcie a op¢né kontrakty

Definicia

Op¢né kontrakty sa zaraduju medzi podmienené kontrakty, kde subjekt ich zakipe-
nim ziskava pravo, nie vSak povinnost, na realizovanie ur¢itého obchodu v budicnosti
za dopredu pevne zjednanych podmienok, resp. na urcité plnenie, pokial nastanu sta-
novené okolnosti. Naproti tomu, predavajici ma povinnost na poziadanie kupujtceho
realizovat zjednany obchod. [4]

Z definicie jasne vyplyva nerovnomerné postavenie obchodnych partnerov. To je do-
vod preco predajcovia opcnych kontraktov pozaduju pri ich uzatvarani urcity poplatok
vo forme opcnej prémie. Pokial predavajuca strana dostane tiato zaplatent opénu pré-
miu, nenesie tak verové riziko protistrany. Tym padom je vyuzitie opénych kontraktov

na strane kupujuicich pristupné i pre subjekty s nizSou bonitou.|14]

Podl'a techniky uzatvarania op¢énych transakcii rozlisujeme:
e kipna opcia (call options)
e predajna opcia (put options)

Kupujci call opcie ziskava pravo ndkupu stanoveného mnozstva urcitého bazického
inStrumentu za vopred stanovenou cenu a v presne urc¢enom termine (alebo behom
stanovenej doby). Predavajuci call opcie je zaviazany poskytnit na poZziadanie majitela
opcie bazické instrumenty v silade s podmienkami uzavretého op¢ného kontraktu.

Kupujuaci put opcie ziskava pravo predaja stanoveného mnozstva urcitého bazického
inStrumentu za vopred stanovenou cenu a v presne urc¢enom termine (alebo behom
stanovenej doby). Predéavajtci put opcie je zaviazany na poZiadanie majitela opcie
odobrat bézické inStrumenty v stulade s podmienkami uzavretého opéného kontraktu

[9]-
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V dobe uzavrenia opéného kontraktu st dohodnuté vsetky jeho nélezitosti, tj.|9]:
e typ opcie (call alebo put)

e objem opcie je mnozstvo béazického instrumentu (podkladového aktiva - underly-

ing assets) v op¢nom kontrakte

e realizacné cena (bazickd cena - strike price) je cena, za ktora moze drzitel opcie

call (resp. put) koupit (resp. prodat) béazicky instrument

e datum splatnosti opcie (maturity date) je datum plnenia opcie: pritom opciu je
mozné uplatnit bud iba k datumu splatnosti opcie (tj. v jeden presne stanoveny
defl) a potom sa hovori o eur6pskej opcii (European option), alebo ju mozno
uplatnit kedykolvek do datumu splatnosti a potom sa hovori o americkej opcii
(American option), ktora prevlada v rameci burzovych opcii. Presnejsie rozlisu-

jeme:

— datum vyprsania opcie (expiration date) - ¢as ked opcia naozaj vyprsi

— datum realizéce opcie (exercise date) - ¢asto zhodny s ddtumom vyprsania,

ked prebehne zjednané transakcia s bazickym inStrumentom

— datum zuétovania (settlement date) - ¢as ked dojde k vyuctovaniu uskutoc-

nenej transakcie.

Podla vztahu medzi realiza¢nou cenou opcie K a spotovou cenou podkladového aktiva,

S(T') sa modze opcia dostat do jednej z troch pozicii [8]:

e in-the-money (v peniazoch): S(T') > K pre call, K > S(T) pre put. V toto

pripade mé zmysel uplatnit kipnu, resp. predajnu opciu.

e at-the-money (na peniazoch): S(T)) = K pre call aj put. Do tejto pozicie sa
opcia dostava okamihom vyrovania spotovej ceny a realizac¢nej ceny podkladového

aktiva.

e out-the-money (v peniazoch): S(T') < K pre call, K < S(T') pre put. V toto

pripade neméa zmysel uplatnit kipnu, resp. predajnu opciu.
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2.2 Predpoklady Black-Scholesovho modelu

1. Cena podkladového aktiva sa vyvija podla geometrického brownovho pohybu
(Specialny typ stochastického procesu) s konstantnym posunom (odchylkou) a

konstantnou volatilitou.
2. Obchodovanie s podkladovym aktivom je spojité, v prenesenom zmysle likvidné.
3. Zanedbavanie dani a transakénych nakladov.
4. Zapozic¢anie hotovosti za konstantni bezrizikovi trokova mieru.
5. Vsetky aktiva st perfektne delitelné.
6. Na trhu neexistuju prilezitosti na arbitraz.

7. Technicky je mozné podkladové aktivum predat so zamerom neskorsie ho kupit

(short sell).

Black-Scholesov model mozno pouzit iba na ocenovanie eurdépskych opcii, inak sa

Black-Scholesov model odchyluje od skutocného ocenenie tychto opcii.

2.3 Black-Scholesov vzorec

Doteraz najpouzivanejsi model vyvinuli v 70 rokoch pani Black, Scholes a Merton. Ich
povodny model riesil eurépske opcie na akcie nevynasajice dividendy. Model je avsak
mozné roznym sposobom prispdsobit na mnoho dalsich pripadov. Odvodenie modelu
je dost zlozité. Model bol odvodeny na predpoklade tzv. stochastického procesu. Sto-
chasticky proces predstavuje matematicky popis zmeny hodnoty urcitej premennej v
¢ase. Autori konkrétne pouzili Wienerov proces. Hlavnym znakom Wienerovho procesu
je to, Ze premenna sa spojite meni s ¢asom a Ze zmeny, ktoré sa mozu kedykol vek usku-
toc¢nit, maji norméalne rozdelenie. Black-Scholesov model matematicky vyjadruje cenu
kipnej opcie ako funkciu piatich premennych: S(T') (spotova cena akcie), K (realizacné
cena akcie), T' (doba do splatnosti obce), o (volatilita ceny akcie) a r (bezrizikova tro-
kova miera). Zatial sme cenu neboli schopni explicitne ur¢it. Ak pozname péat vyssie
uvedenych premennych, potom mozeme stanovit tiez teoretickd cenu opcie. Pre takto

stanovenu cenu sa tiez pouziva nazov adekvatna (fair) hodnota opcie. |9, 13|
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Vplyv faktorov Black-Scholesovho modelu na hodnotu ktupnej a predajnej opcie mo-

zeme vidiet v tabulke [8]:

Nazov faktora Kuapna opcia | Predajna opcia
cena akcie S(T) pozitivny negativny
realizacné cena K negativny pozitivny
cas do maturity T’ pozitivny neznamy
volatilita akcie o pozitiviny pozitiviny
bezrizikova tirokova miera r pozitivny negativny

Vyplata eurépskej kipnej opcie s realiza¢nou cenou K so splatnostou T je
c(T) = max[S(T) — K, 0],

kde S(T) je cena podkladového aktiva k datumu splatnosti (spotova cena). Ak v Case
splatnosti S(7T") > K tak mé zmysel opciu uplatnit, kapit ju za cena K a hned obratom
predat na trhu za S(7'), ¢o dava vyplatu S(T') — K. Budeme uvazovat, ze podkladové
nemozno uplatnit, ked by to viedlo k strate, S(T') — K < 0. Black-Scholes rovnica za

cenu opcie v den t = 0 pred datumom splatnosti, je dana vztahom
c(0) = S(0)¢(dy) — e T Ko(dy)

Jkde ¢(d;) je hodnota distribu¢nej funkcie normovaného normélneho rozdelenia v d;. Je
to oblast pod funkciou hustoty normélneho rozdelenia od —oo do d;, ¢o dava pravdepo-
dobnost, Ze ndhodny vyber z normovaného normalneho rozdelenie bude mat hodnotu
mensiu alebo rovni d;. Potom plati, ze 0 < ¢(d;) < 1's ¢(—o0) = 0, ¢(0) = 5 a
d(+00) =1 [8, 15]. Cas r je bezrizikova tirokova miera a d; a dy spliaji

In <%) + (r+30%)T

dy = ,
! o/ T

W)+ 10T

dy=dy—o T:ln(
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2.4 Interpretacia Black-Scholesovho vzorca 2 BLACK-SCHOLESOV MODEL

kde o je volatilita podkladového aktiva. Podobne, vyplata pre eurépsku predajni opciu

s realiza¢nou cenou K a splatnostou 7 je
p(T) = [K = 5(T),0]

ako predajné opcia dava pravo predat podkladové aktivum za realizacni cenu K. Black-

Scholes vzorec pre cenu predajnej opcie v den ¢t = 0 pred datumom splatnosti, je dany
p(0) = ¢(0) + e TK — S(0) = e 7T K (1 — ¢(da)) — S(0)(1 — ¢(dy)),

kde d; a ds boli definované vyssie. Zo symetria Standardné normélne rozdelenie ¢(—d) =

(1 — ¢(d)), takze vzorec pre predajnu opciu sa da zapisat ako [15]

p(0) = e T K¢(—do) — S(0)p(—dy).

2.4 Interpretacia Black-Scholesovho vzorca

Prepisme Black-Scholes rovnicu ako
c(0) = e T(S(0)e T p(dr) — Ko(da)).

Vzorec mozno interpretovat nasledovne. Ak kupna opcia je vykonavana v splatnosti,
potom majitel ziska akciu v hodnote S(7T'), ale musi za hu zaplatit realizaént cena
K. Ale tato vymena prebieha len vtedy, ak kupna opcia skonéi "v peniazoch". Po-
tom S(0)e""¢(d;) predstavuje budticu hodnotu podkladového aktiva, za podmienky,
ze konefné cena akcie S(T) je vicsia, neZ jej realizacna cena K. Druhy ¢len v zat-
vorke K ¢(dy) je znama ako vyplata K s pravdepodobnostou, Ze realizacnéa cena bude
zaplatend ¢(dy). Premenné vo vnutri zatvoriek st diskontované bezrizikovou trokovou
mierou r, ¢o transformuje ich hodnotu do stucasnosti. Rovnica vnitri zatvoriek sa na-
zyva rizikovo neutralnou alebo neutralna vzhladom na pravdepodobnost. Premenna
¢(dy) predstavuje pravdepodobnost, Zze kipna opcia skon¢i "v peniazoch", kde dy je

tiez vypocitana na zaklade bezrizikovej tirokovej miery.
Nezabudnime, Ze v rizikovo neutrédlnom svete vsetky aktiva zarabaji bezrizikovou
iurokovou mierou. Predpokladédme, Ze logaritmus ceny akcie méa normalne rozdelenie.
1.2

Teda v, ocakdvand miera navratnosti v rizikovo neutralnom svete, je rovna r — ;0.
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2.4 Interpretacia Black-Scholesovho vzorca 2 BLACK-SCHOLESOV MODEL

Preto v ¢ase T In S(T') je normalne rozdeleny s strednou hodnotou In S(0)+ (r — 262) T
a Standardnou odchylkou oV/T. Tak
InS(T) — (In S(0)) + (r — 36*)T)
oVT
je standartnd nahodné premenna. Pravdepodobnost ,ze S(T') < K je potom urcené
¢(—ds) a pravdepodobnost ,ze S(T') > K je dana 1 — ¢(—ds) = ¢(d2) [15].
Zlozitejsie je ukazat, ze S(0)exp’ ¢(d;) je budiica hodnota podkladového aktiva

v rizikovo neutralnom svete podmienena S(7T') > K, ale dokaz nebudeme uvadzat a

mozno ho néjst v pokrocilejsich uc¢ebniciach.
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3 CAPM

3 The Capital Asset Pricing Model (CAPM)

3.1 Markowitzova teoéria, z ktorej vychadza CAPM

Harry Markowitz v teérii predpoklada, Ze investori maximalizuju svoj tzitok vybe-

rom ich optimalneho portfélia v nasledujuicich fazach:

e analyza aktiv (investorov subjektivny odhad o¢akévanej vynosnosti a rizika jed-

notlivych aktiv)

e analyjza portfélia (investor pocetne rozhoduje o pomere zastipenia vybranych
aktiv v jeho portféliu na zaklade o¢akavanej vynosnosti a rizika zmeny portfélia,

teda nezavisle na jeho ocakavaniach a preferenciach)

e uyber optimdlneho portfélia (investor vybera podla jeho preferencii).

Pre vypocet buducej (oc¢akavanej) vynosnosti aktiva je nutné poznat, ako sa meni

trhova cena za obdobie drzania aktiva, vynosnost ! mézeme vyjadrit vzorcom ? [7]:

P, —PB,
Ti, = T (35)
r;,  vynosnost aktiva
P trhova cena aktiva na zaciatku nasledujiceho obdobia
P

... trhova cena aktiva na zaciatku obdobia

Oc¢akavana vynosnost aktiva 7;:

771‘: %Zrit (36)

T  pocet obdobi

!Uvazujeme iba kapitalovy vynos, teda nezapocitavame dividendovy vynos.
2Parameter k byva pri praktickych odhadoch véigsinou pevne zvoleny, ked k = 1, jedna sa o

jednodennu zmenu trhovej ceny aktiva.
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3.1 Markowitzova tedria, z ktorej vychadza CAPM 3 CAPM

Ocakavana vynosova miera 7, (strednd hodnota) portfélia:

i=1

n  pocet aktiv v portfoliu

w;  podiel i-tého aktiva v portfoliu, musi byt splnend podmienka: > "  w; = 1

Riziko zmeny vynosnosti (smerodajna odchylka) aktiva o;:

Oi =\ T 1 Z(Tit - 7i)? (38)

Riziko o, (smerodajna odchylka) portfélia:

Op = Z Z W;W;i0;040i5 = Z Z W;W;044 (39)

i=1 j=1 i=1 j=1
wy,...,w, percentualne zastipenie jednotlivych aktiv v portféliu

0;;  kovariancia ocakdvanych vynosnosti medzi aktivami 7, j

pij  korelacny koeficient medzi i-tym a j-tym aktivom, jeho hodnota musi lezat v

intervale (—1,1), plati: p;; = g

Pripustntt mnozinu tvoria v8etky mozné kombinécie aktiv, z ktorych moze investor
vytvorit nekoneény pocet portfolii (preto si zobrazené pomocou zakrivenej krivky).
Efektivna mnozina je na obrazku 2 vyznacené zvyraznenou prerusovanou ¢iarou, ktora
vysSou oc¢akavanou vynosovou mierou pri danom riziku. Model CAPM rozvija Marko-
witzovu efektivnu mnozinu o existenciu bezrizikového aktiva a skiima jeho vplyv na
nu.

Uvazujeme, Ze je na trhu k dispozicii kazdému investorovi len jeden druh bezrizi-
kového aktiva. Ofakévany vynos ® takého bezrizikové aktiva je r; a jeho riziko zmeny

vynosu je rovné nule. Majme rizikové portfolia A,B,C' a T patriace do efektivnej mno-

ziny. Vsetky kombinécie rizikovych portfolii s bezrizikovym aktivom budu lezat na

3Vynos bezrizikového aktiva je rovny vynosu kratkodobych vladnych dlhopisov
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3.1 Markowitzova tedria, z ktorej vychadza CAPM 3 CAPM

polpriamkach, ako je znézornené na obrazku 3 a vznikne tak nova efektivna mnozina.
T, ktoré je bodom dotyku doty¢nice k pévodnej efektivnej mnozine, je oznacované ako

tangencialne portfolio.

efektivna mnoZina

pripustna mnozina

pripustna mnozina

Obr. 3: Kombinacia rizikovych portfélii s bezrizikovym aktivom

Veta 3.1. Veta o jednom fonde UvaZujme situdciu s jednym bezrizikovym aktivom s
vynosom ¢ a viacerymi rizikovymi aktivami. Pre rizikové aktiva mozno ndjst mnozinu

optimdlnych riesent, ktoré tvoria hyperbolu (Obr. 4). Nie je tazké nahliadnut, Ze po
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3.2 Predpoklady pre stanovenie trhovej
ceny vSetkych aktiv pomocou CAPM 3 CAPM

pridant bezrizikového aktiva s vynosom 1 je efektivnou hranicou dotycnica k hyperbole
vychddzagica z bodu (0,r¢). Efektivne portfolia su teda kombindciou bezrizikového aktiva

a dotycénicového portfolia T

A

rp efektivna mnoZina

indiferencna krivka

pripustna mnozina

P

Obr. 4: Vol'ba portfolia

3.2 Predpoklady pre stanovenie trhovej
ceny vSetkych aktiv pomocou CAPM

1. Portfélio sa stanovuje v horizonte jedného obdobia a je hodnotené podla oc¢akéa-

vaného vynosu a oc¢akavaného rizika.

2. Predpoklad nenasytenosti investora, tj. z portfélii s rovnakym ocakavanym rizi-

kom je vybrané portfolio s vysSou ocakavanou vynosnostou.

3. Investori su rizikovo averzni, tj. z portfolif s rovnakym ocakdvanym vynosom si

vyberu to s nizsim rizikom.
4. Pocet aktiv je fixny a vSetky portfolia st nekonecne delitelné.
5. Existuje bezrizikové aktivum so sadzbou ry.

6. Zanedbavame dane a transakéné naklady.
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3.3 The capital asset pricing model 3 CAPM

7. Vsetci investori su si rovni [2]:

e maju rovnaky horizont jedného obdobia
e plati pre nich rovnaka bezrizikova sadzba
e informacie st zadarmo a st dostupné vSetkym investorom

e maji rovnaké, homogénne ocakavania ohladom budicnosti, tj. maju rov-

nako odhadnuté o¢akavania vynosnosti, rizika a kovariancie aktiv.

3.3 The capital asset pricing model

Vyznamné osobnosti Sharpe, Lintner a Mossin st tvorcami tohto modelu. Model sa
¢asto uvadza pod skratkou CAPM. Ucelom tohto modelu nie je hl'adanie optimalneho
portfolia, ale hlfadanie rovnovaznych cien aktiv. [8] Kedykolvek vykonavané investicie,
napriklad do akcii cez akciovy trh, nest riziko, ze skuto¢ny vynos investicie sa bude
lisit od ocakavaného vynosu. Investori riziko spojené s investovanim bert do uvahy
pri rozhodovani o vynose, ktory chcu ziskat z investovania. CAPM pontika sposob na
vypocet pozadovanej vynosnosti z investicie, na zaklade postudenia jej rizika [1].

Kazdy investor rozlozi svoju investiciu medzi bezrizikové aktivum a fond T zlozeny
z rizikovych aktiv, ¢o vyplyva z vety o jednom fonde 3.1. Fond T je pre vsetkych
rovnaky, pretoze vSetci maji rovnaké informacie. Od individuélneho postoja k riziku
zavisi konkrétna véha investicie v bezrizikovom aktive a rizikovom fonde 7'. Fond T
je sthrnom vSetkych aktiv na trhu a hovori sa mu trhové portfélio. Vaha aktiva i v
trhovom portféliu musi byt teda podiel aktiva ¢ na celkovej hodnote trhu:

sthrnné hodnota aktiva 7 na trhu
w; =

(40)

kapitalizacia celého trhu
Trhové portfélio je naro¢né zostrojit, pretoze na trhu sa obchoduje velké mnozstvo
akcii. Najcastejsie sa teda trhové portfolio aproximuje indexom. Vahy v indexe, ktory
aproximuje trhové portfolio musia byt pocitané podla vztahu 40. Toto spliia napr.
americky index S&P500. Tento index obsahuje 500 vysoko likvidnych akecii obchodo-
vanych na burzach v USA. Tychto 500 akcii dostato¢ne popisuje akciovy trh v USA. V
modeli CAPM nepotrebujeme hladat optimélne portfolio, teda Markowitzov problém
sme obisli. RieSenie problému vyplyva zo silnych predpokladov. Optimalne portfélio je

kombinéciou trhového portfélia a bezrizikového aktiva.
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3.3 The capital asset pricing model 3 CAPM

Vsetky efektivne portfolia lezia na polopriamke so za¢iatkom v bode [0, r¢] a preché-
dzaju bodom M [0y, 7p] obr. 5. Této linearna efektivna mnozina je znama ako priamka
kapitalového trhu (Capital Market Line - CML). Neefektivne portfolia, teda iné nez s
trhovym portféliom a bezrizikovym zapozi¢anim a vypozi¢anim, lezia pod priamkou

CML.

P

Obr. 5: Capital Market Line

Smernica priamky kapitalového trhu sa rovna rozdielu medzi o¢akavanou vynosnos-
tou trhového portfélia a o¢akavanou vynosnostou bezrizikového aktiva 75, —r; delenému

rozdielom ich rizik o) — o — 0 = oy, lebo o5 = 0 (bezrizikové aktivum) [7].

M — T
iy=r;+——To, (41)
oM
M trhové porfolio
Ty oCakdvana vynosnost trhového portfolia

r;  ocakavanéd vynosnost bezrizikového aktiva

Smernica CML A\ = mé% sa nazyva trhova cena rizika (Market price of Risk). Této
premenna naozaj nejakym sposobom ocenuje riziko. Predstavuje narast ocakavaného
vynosu pri zvySeni rizika o jednotku. Predpokladame, Ze vSetci investori v.CAPM
modeli riesia Markowitzov problém. Na druhej strane predpoklady modelu implikuja

rieSenie (optimélne portfolia leziace na CML). Teda na to aby boli portfolia leziace
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3.3 The capital asset pricing model 3 CAPM

na CML skutoc¢ne rieSenim Markowitzovho problému, trh musi upravit vstupné data.
Veta 3.2 tvrdi, ze predpoklady modelu CAPM implikuji ocakavané vynosy, ktoré boli
vstupom do Markowitzovho problému. Markowitzov problém neobmedzoval vstup, pre-
toze nepredpisoval rieSenie. Model CAPM uvazuje efektivnost trhového portfélia a ako

dosledok upravi vstupy.

Veta 3.2. Ak je trhové portfolio M efektivne, potom 7; pre kazdé aktivum spliia rovnicu:

i =1p+ BT —1y), (42)
kde
o cov(ry,rar)
Bi = o2 = o2 :
M M

Rovnicu (42) mozno chapat ako linedrnu zavislost o¢akéavaného vynosu od o;p =

cov(r;,mar), resp. od f; Obr. 6. Rovnica (42) sa nazyva Security Market Line (SML).

Obr. 6: Security Market Line

Pojem "beta akcie"je vo finan¢nictve pomerne dost zauzivany. Vyjadruje zavislost
vynosu danej akcie na vynose trhu. Ak beta akcie je kladna, potom ma jej cena pri
raste trhu tendenciu rast. Opacne pri zapornej bete. Ak je hodnota bety 1, systematické
riziko spojené s akciu firmy je rovnaké ako systematické riziko kapitalového trhu ako

celku. Napriklad, ak akcia méa beta rovna 1, vynos z akcie sa zvysi o 10%, ak vynos na
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kapitalovom trhu ako celku sa zvysi o 10%. Ak hodnota beta akcie je 0.5, vynos z akcie
sa zvysi o 5%, ak vynos kapitalového trhu sa zvysi o 10%, a tak d'alej. Odhadom tohto
parametra pre rozli¢né firmy sa zaobera mnoho spolo¢nosti. Pomocou [8] si tu ukazeme
jednoduchy sposob odhadnutia na zaklade historickych dat. Majme historické udaje
nejakej akcie (n pozorovani). Z nich si vypoéitame vynosy ri,7,...,7,. Klasickym

sposobom mozeme odhadnut o¢akavany vynos a disperzie vynosu [8, 1|:

P Z?:l 7“1-’
n

1 <= .
A2:1_N (Ti—f)2

i=1
Tak isto, ak mame index s historickymi datami (ktory dobre aproximuje trhové portfo-

lio) ;mo6Zeme rovnakymi vzorcami odhadntt 7 a 62. Kovariancia vynosu aktiva a trhu

sa odhadne ako

1 . .
cov(r,ry) = — ;(rz —7)(ra, — ).
Beta akcie potom odhadneme ako
A~ cou(r, Ty
)
o

Dolezity je vytah medzi betou jednotlivych aktiv obsiahnutych v portféliu a medzi
betou portfélia. Nech portfélio obsahuje n aktiv s vahami wq, wo, ..., w,. Pretoze pre

vynos r plati:
n
r= E W;Ti,
i=1

kde ry,7r9,...,r, s vynosy jednotlivych aktiv, je
n
cov(r,ry) = Zwicov(m,'r’M)
=1

a teda
Bp = Z wzﬁz
i=1

Beta portfolia je teda vazenym priemerom biet jednotlivych aktiv.
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3.3.1 Systematické a nesystematické riziko

Predpovedanie vynosnosti cenného papiera je zalozené na vztahu dvoch modelov -
modelu pre o¢akavané vynosnosti (SML s dvoma komponentmi) a modelu pre skutoéné
vynosnosti (charakteristickd priamka s tromi komponentmi). O¢akavana (rovnovazna)

vynosnost cenného papiera i v nadchadzajucej peridde drzania je dand rovnicou:

ri =rp+ (T —15)B; (43)

ré

¢ rovnovazna oCakavana vynosnost cenného papiera ¢

Charakteristicka priamka je typom procesu generujiceho vynosnost, ktory garantuje

skuto¢na vynosnost cenného papiera a je zaloZeny na rovnici:
ri =1y =(rm —rp)fi+ (44)

g; néhodna chyba cenného papiera i

Nahodné chyba ¢; je zahrnuta v rovnici, aby bola presne vystihnuté situacia na trhu, na
ktorom dochédza k zmenam posobenim rdznych faktorov. Nahodna veli¢ina ma nulova
oCakavanu (stredni) hodnotu a smerodajna odchylku o, . Je beznou praxou pouzivat

nasledujticu rovnicu, ktora se ¢asto nazyva model trhu:
T = + Ty + € (45)

kde a; je konstanta sltziaca na zavedenie substitucie: o; = 74(1 — ;), pokial bude
pouzita bezrizikové investicia.

Odvodime si z rovnice (44) vztah medzi celkovym rizikom cenného papiera ¢ mera-
ného jeho smerodajnou odchylkou o; a faktorom beta, ktory je dolezitou mierou rizika

cenného papiera:

ri—ry = (rn—1p)Bit+e (46)
var(r; —ry) = wvar[(ry —1r5)Bi + &4
var(r;) —var(ry) = wvar(ryB;) —var(ref;)
ol —0 = Bloy — ﬁfaj% —I—afi
gl
of = Bloy+ol (47)
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Celkové riziko [12| cenného papiera si mozeme rozloZit na dva komponenty:
(%02, systematickeé riziko (trhové riziko)

o2 mnesystematické riziko (netrhové riziko)

€
Systematické riziko stuvisi s rizikom trhového portfolia a s betou cenného papiera. Vys-
Sia beta u cennych papierov bude suvisiet s va¢sim mnozstvom systematického rizika a
vysSou ocakavanou vynosnostou. Trhové riziko je sposobené faktormi, ktoré ovplyviuji
ceny vSetkych aktiv obchodovanych na burze, teda méme na mysli makroekonomické,
politické, socialne zmeny apod. Typickym prikladom rizika trhu st zmeny v o¢akavani
inflacie. Za systematické riziko zmeny tiez povazujeme posobenie takych faktorov, ktoré
ovplyviuju iba ur¢itt skupinu aktiv (napr. zdraZenie urc¢itého typu suroviny). Systema-
tické riziko je nediverzifikovatelné, lebo sa viaze k pohybu celého trhového portfolia [7].
Podiel systematického rizika na celkovom riziku aktiva urcuje koeficient determinacie,
ktory vyjadruje schopnost trhového modelu vysvetlit pohyby vo vynosoch jednotlivych

akeii na trhu. MoZno ho odvodit zo vztahu:

_ Oim @'szu _ Biom

pPiM = (48)
O;0M 0;0 M g;
Koeficient determinéacie je potom druha mocnina odvodeného vztahu, teda:
5%
Zo'.2 (49)

7
Nesystematické riziko nie je spojené s betou cenného papiera, nie je doévod k predpo-
kladu, ze vyssia rizikovost bude znamenat vyssiu o¢akavani vynosnost. Ide o ¢ast rizika,
ktora je jedine¢na pre dany podnik, obor atd. Mo6zZe to byt sposobené zlou ¢innostou
manazmentu, restrukturalizaciou podniku, prechodom na novi technologiu, zZivelnou
pohromou ¢ uspesnou reklamnou kampanou apod. Trhovy pohyb nema ziaden vplyv

na netrhové riziko, riziko mézeme znizit diverzifikaciou [7].
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CMI

>

0]
P

Obr. 7: Nesystematické riziko a CML

Uvazujme aktiva s rovnakou hodnotou 5. Potom maji aj rovnaky ocakavany vynos
7, ¢o vyplyva z rovnice (43). Ak niektoré z tychto aktiv obsahuje nesystematické riziko,
nelezi uz na CML, ¢iZe nie je efektivne. Takéto aktiva sa s rasticim nesystematickym
rizikom vzdaluju v Obr. 7 napravo od CML. Netrhové riziko je horizontélna vzdialenost

od CML.

3.3.2 Celkové riziko portfélia

Vynosnost kazdého rizikového papieru naviazant k vynosnosti trhového portfolia sme

si uz odvodili, teraz si odvodime pomocou [7| skutoéni nadmerntt vynosnost portfolia

zlozeného z n cennych papierov s vahami w;, ws, ..., wy,:
n
Tp—1Tf= E wir; — Ty (50)
i=1

Pretoze plati Z?:l w; = 1 a ry = const., moZeme rovnicu zapisat v tvare:

n n n
Tp—Tf= sz’Ti—Zwin :Zwi(ri—rf) (51)
i=1 i=1 i=1

Dalej dosadime za r; — r; prava stranu rovnice (46). Vysledkom bude tato charakte-
risticka priamka portfolia:
fp — Ty = sz[(TM - ’f’f)ﬁi +5i] = (TM — rf)Zwiﬁi—i-Zwiei (52)

i=1 i=1 1=1

Bp €p
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rp =71 =(rar —75)Bp +&p (53)

By  beta portfolia - vaZeny priemer biet jednotlivych aktiv

gp  Vvazeny priemer ndhodnych chyb aktiv

Z rovnice (52)  odvodme celkové riziko portfolia:

var(ry —ry) = var((ry —715)Bp + &)
var(r,) —var(ry) = wvar(ryB,) +var(reB,) + var(e,)
or—0 = Bloi+ a;f'p (54)

Bro%;  systematicke riziko (trhové riziko)

02 nesystematickeé riziko (netrhové riziko)

€p
U trhového rizika portfélia vSeobecne plati, Ze ¢im viacej roznych aktiv je v portfoliu,
tym mensia bude kazda proporcia a nebude to mat za nésledok vyrazné zniZenie alebo
zvysSenie bety portfolia. Diverzifikacia teda vedie k priemerovaniu trhového rizika.

U netrhového rizika portfélia naopak plati, Ze ¢im viacej je portfoélio diverzifikova-
nejsie, tym je podstatne mensie jeho jedinecné riziko a v dosledku toho i celkové riziko.
Tzn. je mozné dokazat, Zze s rasticim poc¢tom réznych typov aktiv portféliu jedinecné
riziko klesé.

Dokaz. S viacsou diverzifikiciou portfolia klesa nesystematické riziko. Ak pouzijeme

predpoklad, ze aktiva maju v portfoliu rovnaka vahu, tzn. wi = %, potom plati:

n

- 1 102 402 +...+0?2
N B A &
=1

— n? % n n
Moéze to byt vyjadrené ako % - krat priemerné reziduélne riziko v portféliu. Ako sa
pocet akcii v portfoliu zvysuje, tym sa drasticky zmensuje priemerné rezidualne riziko,
teda s vicsou diverzifikdciou portfolia rastie pocet aktiv(n sa zvacsuje). To ale znamena

ze % sa zmensuje, vysledné portfélio ma mensie riziko.
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Diskusia

Nevyhodou matematiky v ekonémii je nebezpecenstvo prevazenia matematického po-
hladu nad ekonomickym. Napriek tomu hra matematika v ekonoémii velmi vyznamnu
tlohu. Ekonémia sa bez matematiky ako kompaktného vyjadrovacieho prostriedku ne-
zaobide. Spravanie Tudi (spotrebitelov, producentov) v redlnom svete nie je vzdy raci-
onalne a matematika predpoklada vzdy dokonale racionalne spravanie. Hlavnym prob-
lémom vyuzitia matematiky v ekonémii st niekedy az bizarné predpoklady modelov.
Matematika je exaktné veda, ¢o pri jej vyuziti v ekonémii ako spoloc¢enskej vede spo-

sobuje problémy, skreslenia a tym padom vzdialenia sa od reality.

Black-Scholesov model

Tento model zhifia moZznost ocenenia opcie v podobe komplexnej rovnice (ktora
je odvodena pomocou diferencidlnych rovnic) za pomoci piatich znamych faktorov.
Black-Scholes model predpoklada urcité idealistické predpoklady, ktoré nemusia odra-

zat realitu:

e Cena podkladového aktiva sa vyvija podla geometrického brownovho pohybu
(8pecialny typ stochastického procesu) s konStantnym posunom (odchylkou) a
konstantnou volatilitou. Predpoklad konstantnej volatility je tu velmi dolezity,
avSak je nutné si uvedomit, ze volatilita aktiv sa na trhoch meni. Je dolezité
upozornit nie len na to, Ze volatilita akcii sa meni v ¢ase, ale obzvlast doélezity

fakt je i zmena korelacie aktiv.

e Obchodovanie s podkladovym aktivom je spojité, v prenesenom zmysle likvidné.
Cenu podkladového aktiva je mozné stanovit v kazdom okamihu. Toto je dovod,
preco ocenenie opcie pomocou Black-Scholes modelu je v niektorych pripadoch

nutné doplnit i o dalsi nastroj, napriklad over-the-counter (OTC) inStrumenty.

e Neexistencia transakénych nakladov a dani je dalsim problémom modelu. V sku-

toc¢nosti totiz neexistuje trh bez tychto poplatkov.

e ZapoziCanie hotovosti za konStantnu bezrizikova irokova mieru. Uz len urocenie

bezrizikovej urokovej miery je problémom. Zvéicsa sa aproximuje kratkodobymi
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dlhopismi, ktoré vsak nikdy nie st "plne"bezrizikové. AvSak zo skiisenosti z praxe

sa tato aproximacia zda byt dostacujuca.

e Vsetky aktiva st perfektne delitelné (nie je problém kupit napriklad 1/100 akcie).
Tto poziadavku je opéat problematické splnit, pretoze aktiva na akciovych trhoch

nemaju takito vlastnost.

e Na trhu neexistuju prilezitosti na arbitraz. Toto je skor technicky predpoklad

modelu.

e Technicky je mozné podkladové aktivum predat so zadmerom neskorsie ho kupit

(short sell).

Black-Scholesov model mozno pouzit iba na ocenovanie eurépskych opcii (ktoré ne-
mozu byt uplatnené skor ako v datume vyprsania). Ak podkladové aktiva vyplacaji
dividendy, potom sa Black-Scholesov model odchyluje od skutoného ocenenia tychto
opcii. Takze v skratke, Black-Scholesov model ako komplexné ocenovanie opcif je rychla
metoda avsak len pre urcité obmedzené typy opcii a v rdmci obmedzujtcich predpokla-
dov. Takychto pripadov, ktoré spliiaji tieto narocéné kritéria, je vsak v realnom svete
mélo. Preto existuji mnohé pomocné nastroje, modifikacie a tpravy tohto modelu,

ktorymi sme sa vSak kvoli rozsahu prace blizsie nezaoberali.

The Capital Asset Pricing Model (CAPM)
Uz od ¢asu, kedy W. Sharpe publikoval metédu CAPM, je model pod palbou kritikov
a bol vystaveny nespoc¢etnému mnozstvu empirickych testov. Kritizované st najmaé jeho

zjednodusujuce predpoklady, a to:

e Dokonaly trh. Takyto trh na svete neexistuje a je to len isté zidealizovanie vlast-
nosti trhu a vztahov, ktoré na fiom platia. Podla mo6jho nézoru je toto najobsir-

nejsi a najviac skreslujuci predpoklad tohto modelu.

e Bezrizikova sadzba ry. Tito sadzbu je velmi tazko urcit. Zvéicsa sa aproximuje

kratkodobymi dlhopismi, avSak v skuto¢nosti ani oni nie st uplne bezrizikové.

e Zanedbavanie dani a transakénych nékladov je d'alsim problémom modelu. Ne-

existuje trh bez tychto poplatkov.
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e Rovnaké ocakavania investorov a rovnaka averzia k riziku. Rozni investori nikdy

nebudt mat rovnaké oc¢akévania a postoj k riziku.

Model kritizoval napriklad Richard Roll [11]. Vo svojom odbornom ¢lanku argumen-
toval, ze model CAPM je absoltatne neuskuto¢nitelny. Index burzy podla Rolla neméze
dostacujucim spésobom aproximovat trhové portfolio. Pretoze nikto nie je schopny zme-
rat skutocné trhové portfolio, je zastupené iba indexom. Dalej nikto nevie hned zmerat
ocakavani navratnost. Teda je nemozné vediet, ¢i je vztah korektny. Ja sa
s tymto nazorom stotoznujem, lebo CAPM model ja zaloZeny na vlastnostiach trhového

portfolia
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Zaver

V naSej praci sme sa snazili vytvorit prehlad vyuzitia matematiky v ekonomii a
financidch. Pomocou Black-Scholesovho a CAPM modelu sme poukézali na hlavné
problémy, ktoré pri tom nastavaja.

V prvej ¢asti prace sme ¢itatelovi ponukli vSeobecny prehlad vyuZzitia matematiky
v ekonomii. Pomocou konkrétnych prikladov ako stt dopravna tloha, vyrobny problém,
problém obchodného cestujiceho, priklad hladania prace a solow rastovy model sme
ukézali moznosti aplikacie a pouzitie linearneho programovania, nelinearneho progra-
movania, dynamického programovania a diferencidlnych rovnic na dané ekonomické
problémy. Tieto tlohy sme si vhodne pre dany ekonomicky problém zadefinovali.

V druhej kapitole prace sme sa zaoberali Black-Scholesovym modelom ocenhovania
europskych opcii. Na zaciatku sme si definovali kiipnu a predajni opciou, spotovi
cenu, realizacna cenu, vztah medzi nimi a datum splatnosti. Potom sme sa venovali
uz samotnému Black-Scholesovimu vzorcu. Snazili sme sa ¢itatelovi vysvetlit kazda
premennt a spravne interpretovat tento vztah.

V poslednej kapitole sme rozoberali CAPM model, ktory sliuzi na hl'adanie rovnovaz-
nych cien aktiv. Pomocou markowitzovej teorie sme ukazali a prezentovali CAPM mo-
del. CAPM pontka spdsob na vypocet pozadovanej vynosnosti z investicie, na zaklade
posudenia jej rizika. Vysvetlili sme si pojmy systematické, nesystematické a celkové
riziko.

NaSa préaca c¢itatelovi poskytuje prehlad o nesmierne Sirokom vyuZiti matematiky v
ekonémii a financidch. Je uréena pre nenaro¢ného ¢itatela so zéakladnymi poznatkami
z matematickych oblasti, ktory si chce urobit vSeobecny obraz o tejto problematike.
Cielom na$ej préace bolo na prikladoch Black-Scholesvoho a CAPM modelu prezentovat
hlavné problémy pri vyuziti matematiky v ekonémii. Pomocou tychto prikladov sme sa
snazili tieto vyhody a nevyhody zovSeobecnit a ukéazat Citatelovi, kde nastava najvacsi
problém. Tie sme ukézali a rozobrali v zaverecnej diskusii.

Hlavny prinos pre mna ako autora prace bol v obozndmeni sa s problematikou
CAPM a Black-Scholesvoho modelu. Rozsiril som si prehlad o vyuziti matematiky a
ekonémii a oboznamil som sa s problémami, ktoré nastavaju pri spajani matematiky

ako exaktnej vedy s ekonémiou.
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