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Abstrakt

CIESAR, Marek: Zosilnovanie konceptu Nashovho ekvilibria [Bakalarska praca],
Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky,
Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: doc. RNDr. Jan Pekar, PhD.,,
Bratislava, 2012, 37s.

V praci sa zaoberame konceptom Nashovho ekvilibria ako zakladnym nastrojom na
rieSenie uloh tedrie nekooperativnych hier. Samotné Nashovo ekvilibrium sa ukazalo
ako nedostatoCné kritérium na urcCenie optimalneho vystupu hry a preto vzniklo
v druhej polovici 20. storofia mnoho uprav, vylepSeni a zosilneni tohto konceptu.
Vpraci sme vybrali niekolko najddleZitejSich zosilneni atieto sme podrobne
rozobrali a ich podstatu sme sa snazili vysvetlit aj Citatel'ovi, ktory nema vedomosti
z oblasti teorie hier. Sustredili sme sa najma na konecné hry s uplnou informaciou
a az v poslednej kapitole sme predpoklad uplnej informacie opustili a spomenuli sme
tzv. Bayesovské hry. Cielom prace bolo zhrnat poznatky a podat historicky prehl'ad
o zosiliovani konceptu Nashovho ekvilibria a ten sa nam podarilo naplnit. Praca ma
vyznam najma pre Studentov vysokych S$kol ekonomického zamerania, ale jej

pochopenie nepredpoklada mimoriadne znalosti matematiky ani ekondmie.

KI'icové slova: Nashovo ekvilibrium, dokonalé ekvilibrium, zosiliovanie, sekvenéné

ekvilibria



Abstract

CIESAR, Marek: Refinements of the Nash Equilibrium Concept [Bachelor Thesis],
Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,
Department of Applied Mathematics and Statistics, Supervisor: doc. RNDr. Jan Pekar,
PhD., Bratislava, 2012, 37p.

The Nash equilibrium concept as a basic tool for solving problems in theory of non-
cooperative games is the main topic of this thesis. Nash equilibrium proved itself to
be insufficient criterion to determine optimal output of a game. To find better
solution concept, many changes, improvements and refinements of Nash equilibrium
concept were made in the second half of the 20th century. In this thesis, we chose the
most important refinements of the concept and we explained how they work and
when are these refinements useful even to the reader, who has no knowledge about
game theory. We used many examples to illustrate these refinements. We focused
mostly on finite games with complete information. We left out these assumptions
only in the last chapter, where we briefly introduced Bayesian games with incomplete
information. This thesis aimed to summarize knowledge about Nash equilibrium
refinements and offer historical review about this topic and we can say we reached
our goal. We wrote this thesis mostly for university students, but since understanding
of most chapters does not assume deep knowledge of the subject, this paper can be

read by anyone interested in economics or game theory.

Keywords: Nash equilibrium, refinement, perfect equilibrium, sequential equilibrium
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Uvod 8

Uvod

Teoria hier je matematicka disciplina, ktora sa zaobera skimanim spravania hracov
vroznych typoch hier. Hraci su racionalni, teda sa snaZia maximalizovat svoju
vyplatu, ktora vSak nezavisi len na nich, ale aj na spravani sa ostatnych hracov. Tedria
hier ma Siroké uplatnenie, napriklad v politickych vedach, biologii, filozofii, ale najma
v ekondmii, kde moézeme skimat anasledne predpovedat spravanie sa réznych
subjektov na trhu, spravanie sa I'udi pocas aukcii alebo konkurenc¢ny boj firiem na

oligopolnom trhu.

KedZe kazdy hra¢ sa snazi maximalizovat svoj vlastny uzitok, je ddéleZité najst
rovnovazne stavy, v ktorych sa hra ustdli. Na to sluZi koncept Nashovho ekvilibria,
ktory vznikol v 50-tych rokoch minulého storocia aje pomenovany po svojom
objavitel'ovi Johnovi Forbesovi Nashovi. Nashova praca bola odmenena v roku 1994
Cenou Svédskej banky za ekonémiu na pamiatku Alfreda Nobela. John Nash vsak
nebol jediny odmeneny a spolu s nim ziskali cenu aj J. Harsanyi a Reinhard Selten za
ich pracu vteodrii nekooperativnych hier. V praci sa nebudeme zaoberat len
konceptom Nashovho ekvilibria, ale aj zosilovanim tohto konceptu. Ukazalo sa, Ze
kazdé rozumné rie$enie musi spliiat’ podmienky Nashovho ekvlibria, no pre vaésinu
hier potrebujeme na ich efektivne rieSenie silnejSie podmienky, pretoZze Nashovych
ekvilibrif méZe mat’ hra vel'mi vel'a alebo sa moéZu ukazat ako nerozumné. Takto sa
dostaneme aj k praci Seltena, Harsanyiho a d’alSich vyznamnych vedcov dvadsiateho

storocia.

Dnes uZ vieme rieSit takmer vSetky typy hier, no ich rieSenia mézu byt vypoctovo
velmi naro¢né alebo nemusia byt vsulade sexperimentmi. Existuje preto vela
roznych sposobov, ako rieSit hry a v tejto praci sa pokusime podat ¢o najjednoduchsi
prehl'ad o najddleZitejSich vylepSeniach Nashovho ekvilibria aj s prikladmi,
ilustrujucimi kedy metdda zlyha a kedy je naopak vhodné ju pouzit. KedZe sa teoéria
hier vyucuje na vacsine ekonomicky zameranych vysokych $kél, tato praca moéze
pomodct Studentom pri Studiu, ¢i uZ utriedenim réznych druhov ekvilibrii, alebo
rozsirenim vedomosti ziskanych z prednasok. Pri pisani budeme vychadzat najma
z ¢lankov vydanych v odbornych casopisoch, ktoré sa daju najst na internete,

napriklad [1], [2], ale aj z prednasok k predmetu Uvod do teérie hier [3].
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V prvej kapitole sa venujeme tuvodu do tedrie hier, definujeme zakladné pojmy,
s ktorymi budeme pracovat a priklady niektorych jednoduchych hier ako vaznova
dilema, na ktorych ukaZeme spomenuté pojmy. Obsahom druhej kapitoly je histéria
myslienky Nashovho ekvilibria konciaca rokom 1951, kedy Nash publikoval svoju
pracu. Spomenieme tu prinos vel'’kych matematikov ako Cournot alebo Von Neumann,
ktori pomohli vytvorit podmienky na dramaticky rozvoj teorie hier v druhej polovici
dvadsiateho storocCia. V dalSich kapitolach sa venujeme samotnym vylepSeniam,
pokusime sa vysvetlit nielen to, ako tieto metody funguju, ale preco vznikli, aké maju
vyuZzitia a aké su ich slabiny. Budeme sa zaoberat ekvilibriami dokonalymi vzhI'adom
na podhry, sekventnymi ekvilibriami, ekvilibriami, ktoré st dokonalé, aj ked sa

hracom trasu ruky (su teda nachylni robit vel'mi malé chyby).



Uvod do teérie hier

1. Uvod do tedrie hier

Na zacCiatok si zadefinujeme zakladné pojmy s ktorymi sa budeme stretavat. Pri

definiciach vychadzame najma z [3].

Definicia 1 (hra): Nech I = {1, 2, ...,n} je mnoZina hrdacov, A; je mnoZina akcii hrdca
i €1 azobrazenie u; z A; X A, X ... X A, = R je funkcia vyplat hrdca. Potom trojicu

(1, {A;}ien, {u;}ier) voldme hrou v strategickom (normdlnom) tvare.

UkaZeme si to na priklade hry vaznova dilema. Je to hra dvoch hracov, ktori sa
rozhoduju, ¢i sa priznat k zloCinu, z ktorého su obvineni, ale nevedia im ho dokazat.
Ak sa obaja hraci priznaju, dostana 5 rokov vdzenia, ak sa obaja nepriznaju, dostanu
po 2 roky aak sa jeden priznd a druhy neprizng, tak toho ¢o sa prizna pustia na
slobodu aten ¢o sa nepriznd si odpyka 10 rokov. Tato hra sa da reprezentovat
nasledovnou bimaticou, vktorej vyplaty sd uSetrené roky oproti najhorSiemu
scenaru.(bimatica je podobna matici, akurat vjednom policku mame dve C¢isla
reprezentujuce vyplaty dvoch hracov). Je zvykom pisat’ vyplatu prvého hraca vlavo

a druhého hraca vpravo.

Tabul'ka 1
priznat’ sa nepriznat sa
priznat’ sa 55 10,0
nepriznat sa 0,10 2,2
[ = {vazen 1, vazen 2} A1 = A; = {priznat sa, nepriznat sa}

Vidime, Ze racionalni hraci sa vidy rozhodnu priznat sa, pretoZe ak sa druhy hrac
prizna, je vyhodnejSie tiez sa priznat a ak sa neprizng, taktiez je vyhodnejsSie priznat
sa. Je zaujimavé, Ze tento vystup z hry nie je paretovsky optimalny, teda existuje také
vylepSenie, pri ktorom si asponl jeden hrac¢ polepsi aani jeden si svoju situaciu
nezhorsi. Profil akcii (Nepriznat sa, Nepriznat sa) je vSak nestabilny, pretoZe obaja

hraci maju dovod zmenit svoje rozhodnutie, aby zvysili svoju vyplatu.

Definicia 2 (profil akcii): Pseudo n-ticu (a4, a,, ..., a,), kde a; € A; je akcia, ktort si

zvolil i-ty hrdc, nazyvame profil akcii. Profil akcii ¢asto oznacujeme pismenom a.

10
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Definicia 3: Komplementdrny profil akcii kakcii a; o0znacujeme

a_; = (Aq, o, Aj_q, Qi1 e ) Ap).

Definicia 4: Nech a; a b; su dve akcie hrdca i. Potom ak plati u;(a;a_;) >
u;(b;,a_;) Va_; € A_;, tak akcia a; ostro dominuje nad akciou b;. Hovorime aj, Ze
akcia b; je ostro dominovand akciou a;. Ak md hrd¢ akciu, ktord ostro dominuje nad
vSetkymi jeho akciami, nazyvame tito akciu dominantnou akciou. V pripade, Ze

u;(a;,a_;) = u;(b;,a_;) Ya_; € A_;, hovorime o slabej dominancii.

Ultimatum je hra dvoch hracov, ktori si maja rozdelit’ peniaze. Prvy hrac rozdel'uje
peniaze a druhy hrac sa rozhoduje, ¢i akceptuje rozdelenie a peniaze si nechaju, alebo
neakceptuje rozdelenie a hraci neziskaju Ziadne peniaze. V tejto hre ma prvy hrac
vel'mi vela akcii (peniaze moZe rozdelit mnohymi spdsobmi), preto si vyberieme dve
reprezentativne akcie férové aneférové rozdelenie. Hru mdZeme reprezentovat

nasledovnou tabul’kou.

Tabul'ka 2

akceptovat' | neakceptovat

zachovat sa férovo 50,50 0,0

zachovat sa neférovo 99,1 0,0

Vidime, Ze akékolvek rozdelenie prvy hrac¢ zvoli, pre druhého hraca je vidy
vhodnejSie akceptovat, pretoze tym zvySi svoju vyplatu. Takisto plati, Ze akcia
druhého hraca akceptovat je dominantnou akciou, preto si ju vZdy vyberie. Na tejto
hre je zaujimavé, Ze pri experimentoch sa ukazalo, Ze l'udia casto neakceptuju
neférové rozdelenia a tym si radSej vyberu ni¢ oproti malému zisku. Tomuto javu sa

budeme podrobnejSie zaoberat pri ekvilibridch dokonalych vzhI'adom na podhry.

Hraci vSak vskutoCnosti casto nehraji len jednu zo svojich akcii, ale snaZia sa
namiesat’ si ich vréznom pomere(ak to napriklad zvysi ich o¢akavanu vyplatu). Na
prvy pohl'ad to méze vyzerat zvlastne, ked' sa hrac¢ napriklad rozhodne ist aj vlavo aj

vpravo s pravdepodobnostou Y%, pretoZze vreadlnom svete to nie je mozZné.

Interpretacia je skoér takd, Ze hra¢ pouzije nejaky nastroj, ktory sdanymi

11
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pravdepodobnostami rozhodne za neho (napriklad si hodi kockou) a potom zahra
Cista akciu.

Definicia 5: Nech md hrdc¢ n akcii. Miesanie akcii je jav, pri ktorom hrdc i priradi
kaZzdej svojej akcii a; nezdpornii pravdepodobnost p; tak, aby Y1~ p; = 1.

MoZeme si vSimnut, Ze aj Cisté akcie si zmieSanymi akciami, vtomto pripade vsak
jedna akcia hraca ma pravdepodobnost p =1 ajeho ostatné akcie maji nulovi

pravdepodobnost. (pravdepodobnosti javov budeme oznacovat pismenom p).



Nashovo ekvilibrium

2. Nashovo ekvilibrium

Neformalne moZeme definovat Nashovo ekvilibrium ako taky stav (profil akcii) v hre,
pri ktorom Ziadny z hra¢ov nemdze zvysit svoju vyplatu tym, Ze zmeni svoju akciu
(neexistuje teda unilaterdlna profitabilna deviacia). Je to teda taky stav, o ktorom
moZu hraci predpokladat, Ze ak sa do neho hra dostane, uz sa z neho nevychyli
a preto moZu od raciondlnych protihra¢ov ocakavat, Ze sa ol budu pokusat. Ak by
totiZ hraci aj chceli hrat profil akcii, ktory nie je Nashovym ekvilibriom, aspoii jeden
z nich by svoje rozhodnutie zmenil, pretoZe by tym zvysil svoju vyplatu. Hraci vsak
chcta istotu, Ze vedia, ako hra dopadne anebudu stdle menit svoje rozhodnutia,
musia zahrat Nashovo ekvilibrium. Na priklade vaziovej dilemy si mo6Zeme ukazat,
Ze Nashovo ekvilibrium tejto hry je profil akcii (priznat, priznat’), pretoze ak sa jeden

z hracov odchyli z tohto stavu a rozhodne sa nepriznat, jeho vyplata sa zniZi.

Definicia 6 (Nashovo ekvilibrium): Profil akcii a* = (aj,a3,...,ay) je Nashovo
ekvilibrium hry G v strategickom tvare, ak pre kaZdého hrdca i € I plati: u;(a;,a”;) >

u(a,a_;) Va; € A;.

Definicia 7: Multifunkciu B;: A; » 24i taku, Ze B;(a_;) = {a; € A;: a; € argmax u;(a;,
a_;)} voldime reakénou multifunkciou hrdca i € 1. Takisto sa pouZiva aj ndzov

multifunkcia najlepsich odpovedi.

Vidime, Ze ak a; € B;(a_;) Vi € I, tak kazdy hrac¢ zahra svoju najleps$iu moznu akciu
ku komplementarnemu profilu akcii a nemo6zZe uz zvysit svoju vyplatu, teda tento
profil akcii je Nashovym ekvilibriom. NajdolezitejSou vlastnost'ou Nashovho ekvilibria

je, Ze v kazdej hre nejaké ekvilibrium existuje a teda ma zmysel ho hl'adat.

Veta o existencii Nashovho ekvilibria: V kaZdej hre existuje aspori jedno Nashovo

ekvilibrium (v zmieSanych akcidch).

Doékaz: Dokaz existencie Nashovho ekvilibria je technicky naro¢ny a jeho technicka
Cast nie je pre tuto pracu dolezita, preto iba nacrtneme ideu dékazu, ktora je
elegantnd a mo6Ze poméct pri uvedomeni si, ¢o je to Nashovo ekvilibrium a preco
musi existovat. Vpripade zdujmu moéZeme uplny dbékaz najst napriklad na

internetovej stranke [4].

13



Nashovo ekvilibrium

Zoberieme zobrazenie najlepSich odpovedi na najlepsie odpovede (vznikne spojenim
reakénych multifunkcii vSetkych hracov) a ukazeme, Ze takéto zobrazenie ma pevny
bod. V tomto bode hrd kazdy hrac¢ najlepSiu moZnu akciu, ked berie do uvahy
spravanie ostatnych hracov a teda ak zmeni svoju akciu, nemdéze zvysit svoju vyplatu.
Ak zarulime existenciu tohto pevného bodu, mame zaistenu existenciu Nashovho
ekvilibria tejto hry. Na to pouZijeme Kakutaniho vetu o pevnom bode. T4 ma
nasledujice podmienky, ktoré ak su splnené, tak zobrazenie ma pevny bod. Nech ¢ je

zobrazenie, ktoré zobrazi mnozZinu K samu na seba.

¢ Kje konvexna, kompaktna a neprazdna,
e (¢ je zhora polospojité zobrazenie,

e @(x),x € K je konvexna mnoZina.

Ako vidno v prednaske [4], tieto podmienky su pre naSe zobrazenie najlepSich
odpovedi na najlepSie odpovede splnené ateda pre kazdu hru existuje Nashovo

ekvilibrium.

14



Histéria pred Nashom

3. Histdria pred Nashom

Je prekvapivé, Ze aj napriek uZzitocnosti Nashovho ekvilibria pri rieSeni problémov
v roznych socialnych systémoch alogickej jednoduchosti sa tento koncept neobjavil
uz ovela skor ako v roku 1951. V tejto kapitole sa budeme venovat' vyvoju tedrie hier,
Casto dramatickému, ktory predchadzal objaveniu Nashovho ekvilibria a spomenieme

si I'udi, bez prinosu ktorych by Nash nemohol svoju teériu vybudovat.

Prvé vyuzitie mySlienky Nashovho ekvilibria najdeme v roku 1838 (teda viac ako
storoCie pred Nashovou pracou) v knihe Antoina Augustina Cournota ,Vyskumy
matematickych principov teoérie bohatstva“. Cournot vytvoril model oligopolistickej
konkurencie, tzv. Cournotov oligopol, ktory analyzoval prave pomocou metdody
Nashovho ekvilibria. V Cournotovom modeli je niekol'ko firiem vyrabajicich
homogénny produkt, ktoré rozhodovanim o svojej produkecii urcuju cenu vyrobku na
trhu. Firmy sa rozhoduju sucasne a o svojej vol'be navzajom nevedia. Za predpokladu
racionality firiem, pri maximalizacii zisku je optimalny objem vyroby bodom
Nashovho ekvilibria. Cournot si totiZto uvedomil, Ze rovnovazna produkcia nastane
prave vtedy, ked' Ziadna z firiem nemdzZe zvysit svoj zisk tym, Ze zmeni svoj objem
vyroby (teda neexistuje unilaterdlna profitabilnd deviacia). Niektori l'udia preto
tvrdia, Ze Nashovo ekvilibrium objavil uZ Cournot aobjavuju sa aj nazvy ako
Nashovo-Cournotovo ekvilbrium, ¢i dokonca Cournotovo ekvilibrium. Ale ako piSe
Robert Myerson v ¢lanku Nash Equilibrium and the History of Economic Theory:
,0 Cournotovi mdézeme hovorit ako o zakladatel'ovi oligopolistickej tedrie, ale
pripisovat mu objavenie fundamentalneho konceptu rieSenia  teodrie
nekooperativnych hier by bolo zamenenie jednej aplikacie metddy s jej vSeobecnou
formulaciou.“ [1] Cournot teda vyuZil rovnaki myslienky ako neskdr Nash, ale
nesnazil sa sformulovat vSeobecné rieSenie aj mimo svoj model. Dal$im doleZitym

krokom bola vhodnejsia matematicka formulacia hier.

Emile Borel opustil extenzivny tvar hier a kazda hru nahradil maticou, ktora urcovala,
akud vyplatu hrac¢ ziska pri danej dvojici zahratych akcii (Borel uvaZoval hru dvoch
hracov). Borel taktieZ zaviedol do hier zmieSané stratégie, Co znamend, Ze hraci
nehraju priamo jednu akciu, ale urcuju pravdepodobnost, s akou zahraju akciu pre

vSetky akcie. Tuto myslienku neskdr rozvinul John von Neumann, ktory nahradil

15



Ekvilibria dokonalé vzhl'adom na podhry

extenzivnu formu pomocou stratégii. Definoval stratégiu ako uplny plan, ktory
Specifikuje, ako sa bude hrac¢ spravat v kazdej faze hry, v ktorej je aktivny, ako funkciu
od jeho informdacie vdanom bode. Racionalny hra¢ potom mézZe uZ na zaciatku hry
urcit’ svoju stratégiu a hra tak nestrati na vSeobecnosti. Stratégia mu totizto dovoli
urcit, ako sa bude spravat v kazdej mozZnej situacii, do ktorej sa pocas hry dostane.
Von Neumann na zaklade toho tvrdil, Ze kazdd hra moZe byt reprezentovana
nasledovne: mame mnoZinu hracov, kazdy hra¢ ma mnozinu stratégii, kazdy hra¢ ma
funkciu vyplat, ktora priradi kazdej stratégii realne cislo (vyplatu) a kazdy hrac si
vybera svoju stratégiu nezavisle od ostatnych hracov [1]. Tato Struktdra sa nazyva

normalnou formou reprezentujicou extenzivnu hru.
4. Ekvilibria dokonalé vzhfadom na podhry

4.1.Hry v extenzivnhom tvare
Pozrime sa na hru ultimatum. V nej sa hrac¢ 1 rozhoduje, ¢i ponikne spravodlivé alebo
nespravodlivé rozdelenie penazi a hra¢ 2 sa aZ potom rozhodne, ¢i rozdelenie prijme
alebo neprijme. Tuto ¢asovu postupnost nevieme zachytit v normalnej forme a teda
je lepSie opustit normalny tvar hry a vratit sa k extenzivnemu tvaru. Aby sme s nim
mohli korektne pracovat, musime si najprv zadefinovat pojmy, ktoré budeme
pouzivat. Kreps a Wilson ukazali v [2] hru, na ktorej budeme definované pojmy

ilustrovat (obrazok 1).

Obrazok 1

Na obrazku 1 vidime hru dvoch hracov v extenzivnom tvare. Hra¢ 1 hru zacina

a vybera si z akcif L, M alebo R. Ak si vyberie akciu R, hra sa kon¢i a obaja hraci maja
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vyplatu 0, ak si vyberie L alebo M, na tahu je hra¢ 2. Ten ma iba dve akcie, U a D. Ak sa
vSak hrac 2 dostane na t'ah (teda hrac¢ 1 nezvoli akciu R), nevie, ¢i hrac 1 zvolil akciu L

alebo M, pretoZe jeho moZnosti si v oboch pripadoch zhodné.

Hra vextenzivnom tvare sa sklada zniekol'kych objektov. Vprvom rade su to
rozhodovacie uzly. MnozZinu vSetkych uzlov oznaCime T. Na mnoZine T zavedieme
relaciu naslednosti, ktora je reprezentovana Sipkou. Ak uzol 2 nasleduje za uzlom 1,
tak Sipka ukazuje z uzlu 1 na uzol 2. Na obrazku je spolu osem uzlov, ktoré méZeme

rozdelit na tri skupiny:
Prazdny kruzok reprezentuje zaciato¢ny uzol. (nema Ziadneho predchodcu).
Body, z ktorych vychadza viacero $ipok, reprezentuju rozhodovacie uzly.

Pit’ terminalnych (koncovych) uzlov, v ktorych sa hra konéi, st oznacené stipcovym
vektorom, v ktorom su zapisané vyplaty hracov s pravidlom, Ze vyplata prvého hraca
je najvysSie, nasleduje vyplata druhého hraca a pripadne d'alSich hracov. Terminalne

uzly nemaju Ziadnych nasledovnikov.

Na obrazku je iba jeden zaciato¢ny uzol, ale v hre ich mo6ze byt aj viacej. Hra sa teda
zacina v zacCiatotnom uzle a postupuje po nasledujucich uzloch az kym nedosiahne

terminalny uzol, v ktorom sa hra ukon¢i a hraci dostanu prislachajuce vyplaty.

To, ktory hrac sa rozhoduje vdanom uzle je oznacené menom (alebo ¢islom) nad
rozhodovacim uzlom. Akcie, ktoré moze hrac zahrat v uzle, v ktorom sa nachadza st
reprezentované vetvami, ktoré z neho vychadzaju. Su oznacené vlavo od vetvy (ak je
to mozné) svojim nazvom alebo skratkou. Na obrazku, vzaliatotnom uzle sa
rozhoduje hrac 1, ma tri akcie, L, M a R. Akcia R vedie k terminalnemu uzlu a hra sa

kondi. Ostatné akcie vedu k rozhodovacim uzlom hraca 2.

Je zaujimavé, Ze hra¢ dva pri svojom rozhodovani nevie, kde v hernom strome sa
nachadza. Vie len, Ze hra sa eSte neskoncila ateda hra¢ 1 zahral L alebo M. Tuto
situaciu popisuje tzv. informacna mnoZina, ktora je na obrazku reprezentovana

elipsou okolo rozhodovacich vrcholov hraca 2.

Definicia 8: Informacnd mnoZina hrdca je mnoZina takych rozhodovacich vrcholov, Ze

hrdc vie, Ze sa nachddza v jednom z nich, ale nevie, v ktorom presne.

17



Ekvilibria dokonalé vzhl'adom na podhry 18

V pripade, Ze sa jeden hrac rozhoduje viac ako raz, vybera si aspoii dve akcie a vtedy

je vhodnejSie uvazovat stratégiu hraca namiesto viacerych akcii.

Definicia 9: Stratégia hraca je uplny predpis akcii, ktoré ma hrac zahrat' v kazdom
svojom rozhodovacom uzle, aj v takom, do ktorého sa hra nedostane. Stratégiu hraca

i oznacujeme Tt;.

4.2.Ekvilibria dokonalé vzhladom na podhry
Pri skimani hier v normalnom tvare ¢asto ziskame privel'a Nashovych ekvilibrii, ¢o
sposobuje nemalé problémy. Napriklad nie je jasné, ktoré ekvilibrium si hraci vyberu.
Bolo by preto velmi dobré, keby sme niektoré znich vedeli vylacit. Pri skimani
tychto ekvilibrii v extenzivnom tvare sa naozaj niektoré z nich ukazuju ako nevhodné,
pretoZe su zaloZené na faloSnych hrozbach. Pri¢iny tohto problému st zrejmé, ked' si
uvedomime, Ze stratégia hraca popisuje jeho spravanie aj vo faze, kam sa hra
nedostane a pri hl'adani Nashovho ekvilibria berieme do Gvahy vSetky moZné scenare
hry. M6Zeme si to ilustrovat na priklade nasledovnej hry. Firma 1 ma monopolné
postavenie na trhu a Firma 2 ma zdujem vstupit na tento trh. Firma 2 teda moéze
vstipit alebo nevstupit a Firma 1 méZe bojovat proti konkurencii zniZenim cien
atym padom aj svojich ziskov, ¢im vytla¢i konkurenciu ztrhu, alebo akceptovat
Firmu 2, rozdelit’ si s iou zisky a zachovat’ vyssiu cenu na trhu. V takejto situacii bude
mat’ firma 1 vac¢si zisk ako keby bojovala. Je to dynamicka hra a preto ju moéZeme

zakreslit' do herného stromu alebo do tabul'ky.

Firma 1

Tabul'ka 3 nevstipit vstipit

PN ) Firma 2
vstupit | nevstupit

20 .
k
bojovat -5,-5 20,0 0 akceptovanie
akceptovat 10,10 20,0 = by
-5 10

Obrazok 2
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Ako vidime uZ z tabulky, tdto hra ma dve Nashove ekvilibria, (bojovat, nevstupit) a
(akceptovat, vstipit). Prvé z nich viak nespiia podmienku dokonalosti vzhl'adom na

podhry.
Definicia 9: Podhra je ¢ast herného stromu, ktord spliia nasledujiice podmienky:

e zacina v rozhodovacom vrchole,
e obsahuje kazdého jeho nasledovnika,
e ak obsahuje vrchol zinformacnej mnoZiny, tak obsahuje celtl informacnt

mnoZinu.

Aby bolo Nashovo ekvilibrium dokonalé vzhI'adom na podhry, musi v kazdej podhre
indukovat Nashovo ekvilibrium. Ked sa pozrieme na podhru skladajucu sa
zrozhodovacieho vrcholu Firmy 1, vidime, Ze sa rozhodla bojovat, aj ked boj jej
prinesie menSiu vyplatu ako akceptovanie. Tym padom sa nesprava racionalne. Preto
je vyhrazka Firmy 1, Ze bude bojovat ak Firma 2 vstipi na trh ned6veryhodna
a v skutoc¢nosti by v situacii, ked” Firma 2 vstipi na trh, vZdy zvolila akceptovanie,
pretoZe prinesie maximalizaciu jej vyplaty. S tymto konceptom priSiel v roku 1965

Reinhard Selten.

Zaujimavym pripadom je hra ultimatum (str. 4). Uvedieme aj jej reprezentaciu
v extenzivnej forme. Vnej sa moZe stat, Ze hraCc 2 si zvoli na prijimanie alebo
odmietanie rozdelenia nejaku funkciu, z ktorej zisti, ¢i je pre neho dané rozdelenie
vyhodné a prijme ho alebo nevyhodné a potom ho neprijme (napriklad ma pocit, Ze
bol podvedeny alebo zisk hracovi 1 zavidi). Nech si teda zvoli ¢islo p € (0,1) a ak jeho
podiel z celkovej sumy je mensi ako p, tak povie nie a rozdelenie odmietne. V tomto
pripade sa profil akcii (hrac¢ 1 pontkne p; nie, ano) ukazuje ako Nashovo ekvilibrium,
pretoZe ani jeden z nich neméze zvysit svoju vyplatu. Avsak takéto ekvilibrium nie je
dokonalé vzhl'adom na podhru zacinajicu vI'avom rozhodovacom vrchole hraca 2,

pretoZe si zvolil radSej ni¢ ako mali sumu, ¢o nie je racionalne spravanie.
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Obrazok 3

Velkou nevyhodou ekvilibrii dokonalych vzhl'adom na podhry je, Ze vyZaduju, aby hra
mala vhodné podhry. Niekedy sa napriklad moZe stat, Ze jedina podhra hry je hra
samotna a potom je kazdé Nashovo ekvilibrium aj dokonalé vzhl'adom na podhry.
Vymysliet priklad na hru, ktora nema Ziadnu podhru okrem samej seba a ma Nashovo
ekvilibrium, v ktorom sa aspon jeden hrac nesprava racionalne nie je tazké. Napriklad
hra na obrazku 4 ma dve Nashove ekvilibria, (L1) a (Rr) a obidve si dokonalé
vzhl'adom na podhry. Tazko ale predpokladat, Ze hra¢ 2 zahra akciu r, ked z hrania

akcie | ma vzdy vysSiu vyplatu.

Obrazok 4
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5. ,, Trembling hand perfect” ekvilibria

Dalsie déleZité vylepsenie konceptu Nashovho ekvilibria priniesol opat’ Reinhard
Selten v roku 1975. Ako piSe Selten: ,0Oznacenie ekvilibria dokonalého vzhl'adom na
podhry ako dokonalého bolo predcasné, kedZe tento koncept neodstranil vSetky
problémy, ktoré moZu nastat v Casti hry mimo ekvilibria.“ [5] (Preto sa pévodny
koncept oznacuje dlh§im pojmom ekvilibrium dokonalé vzhI'adom na podhry a pod
pojmom dokonalé, perfektné ekvilibrium sa mysli nasledovné). Ide o, Trembling hand
perfect” ekvilibria, co méZeme do slovenciny preloZit ako ekvilibriad dokonalé aj pri
roztrasenych rukdch. Ako nazov prezradza, toto vylepSenie skima, ¢i je Nashovo
ekvilibrium racionalnou vol'bou aj v pripade, Ze hraci nezahraju vZdy tu akciu, ktora
chcu zahrat, ale do ich rozhodovania vstupuju chyby. Skiima sa teda aj ¢ast hry mimo
ekvilibria, kde su akcie hrané s nulovou pravdepodobnostou. V niektorych hrach je
totiZ celkom dobre moZné, Ze hraci s malou pravdepodobnostou spravia chybu. Je
dolezité vediet, ¢i uvedomenie si chybovosti hracov zmeni ich vystup zhry. Ak
ekvilibrium nie je robustné voci chybam, hraci maji motivaciu vyhnut sa mu, pretoze

zahranim inej akcie by sa ich vyplata zvysila.

Vhrach teda hrac¢i svoje akcie dplne mieSaju (kazda akciu hraju skladnou
pravdepodobnostou). Takto vznikaju perturbované hry. Ak existuje postupnost
perturbovanych hier, ktora konverguje kpovodnej hre a postupnost Nashovych
ekvilibrii tychto perturbovanych hier, ktoré konvergujui k Nashovmu ekvilibriu
povodnej hry, tak toto ekvilibrium je Trembling hand perfect. Je dolezité uvedomit' si,
Ze aj ked Trembling hand perfect ekvilibrium je definované ako limita uplne
zmieSanych akcii, samotné ekvilibrium moZze byt v Cistych akciach. Ako vidime na
priklade nasledovnej hry, tato hra ma dve Nashove ekvilibria {(a, A), (3, B)}. Iba jedno

z nich je vsak Trembling hand perfect.

Tabul'ka 4
A B
o 3,3 1,0

0,1 1,1
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Preskimajme  najprv  ekvilibrium (o, A) vpripade, Ze druhy hrac
s pravdepodobnostou &€ > 0 zahra akciu B a akciu A zahra s pravdepodobnostou
1 — ¢. Oc¢akavana vyplata prvého hraca z hrania akcie o je potom (1 —¢) *3 + 1% ¢ =
3 — 2¢, ¢o je viac ako ocakavana vyplata z hrania akcie 3, ktordje (1 — &) * 0+ 1% ¢ =
g, ak je € dostato¢ne malé. Prvy hrac teda nema motivaciu zmenit svoje rozhodnutie.
Nech teraz prvy hrac¢ zahra akciu a s pravdepodobnostou (1 — €). Potom oc¢akavana
vyplata druhého hraca zo zahratia akcie Aje (1 —¢€) * 3 + 1 x ¢ = 3 — 2¢, o je takisto
viacej ako keby zahral akciu B, tam je vyplata (1 —€) *0+ 1 x& = . Vidime, Ze
ekvilibrium (a, A) je Trembling hand perfect a aj ked' hraci maji nenulovu chybovost,
stale ho budu hrat. Preskimajme teraz rovnakym sp6sobom ekvilibrium (3, B). Nech
druhy hrac spravi epsilonova chybu. O¢akavana vyplata prvého hraca z hrania akcie
aje €*3+(1—¢)*1=1+2¢e. Naproti tomu vyplata zhrania akcie B je
ex0+(1—¢)*x1=1—¢, Co je menej, preto racionalny hra¢ zvoli akciu a.
Ekvilibrium (3, B) teda nie je Trembling hand perfect, pretoZe pri iplnom mieSani

akcii existuje unilateralna profitabilna deviacia.

MoéZeme si vSimnut, Ze v tomto pripade problém s ekvilibriom (3, B) vznikol preto, Ze
akcia B hraca 1 je slabo dominovana akciou a. Klasické Nashovo ekvilibrium totiz
uplne ignoruje akcie hrané s nulovou pravdepodobnostou a preto neberie do tivahy,
Ze akcie je slabo dominovana. Hra¢ 1 ma vSak vZdy rovnaku alebo vysSiu vyplatu
z akcie a, preto je ochotny hrat’ akciu 8 iba ak si je isty, Ze hra¢ 2 zahra akciu B
s pravdepodobnostou 1. Pri hre dvoch hracov je kazdé ekvilibrium, ktoré neobsahuje
dominované akcie Trembling hand perfect, ale pri hre viacerych hracov to uz neplati

a tato vlastnost moze vylucit viaceré ekvilibria.

Existuje teda vZdy aspon jedno Trembling hand perfect ekvilibrium? Kazdé rozumné
vylepSenie Nashovho ekvilibria by totiZ malo zachovat tato vlastnost. NaStastie pre
kazdua hru s konecnym poctom cistych akcii existuje aspon jedno takéto ekvilibrium.

Toto ukazal Reinhard Selten vo svojom ¢lanku [5].
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6. Proper ekvilibria

Roger Myerson v ¢lanku ,Refinements of the Nash Equilibrium Concept” [6] uviedol
d'alSie vylepSenie Nashovho ekvilibria a dokonca ide priamo o vylepSenie Trembling
hand dokonalého ekvilibria. Jedna sa otzv. Proper ekvilibrid. Myslienkou tohto
vylepSenia je, Ze aj ked hraci mézu spravit' chybu, tak chybu, ktora ich stoji viacej,
spravia s menSou pravdepodobnostou ako chybu, ktora ich nevyjde az tak draho. Ak
ma hrac napriklad tri akcie, chce zahrat prvi a druha je pre neho lepSia ako tretia, tak
druhti zahrd spravdepodobnostou & > 0 ale tretiu zahra s pravdepodobnostou
maximalne €2 > 0 (d4 si vacsi pozor aby sa vyhol vicSej strate). Myerson v [6] uviedol
priklad hry dvoch hracov, ktora ma tri Nashove ekvilibria, z ktorych dve su dokonalé,

ale iba jedno je proper.

Tabul'ka 5
b, b, bs
a 1,1 0,0 -9,-9
a, 0,0 0,0 7,7
as -9,-9 -7,-7 -7,-7

Intuitivne vidime, Ze najlepsi vystup z tejto je profil akcii (a,, b,), ale tdto hra ma tri
Nashove ekvilibria (aq,b;), (a,, b,) a(as, bs), ktoré st vsetky v Cistych akciach.
MoéZeme si ale vSimnut, Ze akcia a, slabo dominuje nad akciou a;. KedZe ekvilibrium
(a3, b3) obsahuje slabo dominovanu akciu, nemo6ze byt ani dokonalé, ani proper.
Teraz si vSimnime ekvilibrium (a,, b,). Je toto ekvilibrium dokonalé? Vyplata hraca 1,
ak hra¢ 2 zahra zmieSané akcie spravdepodobnostnym rozdelenim o, =

(5,1 —2¢,¢) je:
u,(a,,0,) =€ —9¢ = —8¢
uy(az,0;) = —7¢
uy(as,0,) = =9 -7+ 1l4e —7e = =7 — 2¢

Vidime, Ze hra¢ 1 nemoZe spravit’ lepsSie ako zahrat akciu a,. Hra je symetricka a to
isté plati aj z pohl'adu hraca 2. Ked' teda € — 0, tak o, = 0y konverguje k hraniu akcie

b, s pravdepodobnostou 1 ateda k ekvilibriu (a,, b,). Je zaujimavé vSimnut si, Ze
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ekvilibrium (a,, b,) je dokonalé iba vd'aka tomu, Ze v hre st akcie as, b3, ktoré su
slabo dominované. SliZia vSak na to, aby a, resp. b; nedominovali akcidm a, resp. b,.
Ekvilibrium (a,, b;) je zjavne dokonalé, stadi si vimnut prvy stipec bimatice vyplat
(na ten stipec bude kladena vdha 1 — 2¢ aviiom ma prva akcia ostro najvacsiu
vyplatu). Vidime, Ze v hre ostali dve dokonalé ekvilibria, preto preskimame, ¢i sa
jedno z nich neda vyradit pomocou proper ekvilibria. Ked'Ze akcia b, slabo dominuje
nad akciou b;, musi byt o(b,) * € = a(bs3). Nech pravdepodobnostné rozloZenie akcii

hraca2je o, = (1 — £ — €%, &, €%). Potom vyplata hraca 1 je:

u;(a;,0,) =1 —&— g2 —9¢?

us(a,,0,) = —7&2

u;(az,0,) = =9 —9e —9¢? + 7¢ + 762 = =9 — 2& — 2¢*

Vidime, Ze pre ekvilibrium (a,, b,) a zmie$ané akcie hrata 2, g, = (&,1 — & — £2,€?)

su mozné vyplaty hraca 1:

ui(a;,0,) = € — 9¢?

ui(ay,0,) = —7¢°

u;(az,0,) = =9 —7 + 7 + 7¢% — 7¢&2

V tomto pripade sa hracovi 1 viacej oplati zahrat akciu a, a teda toto ekvilibrium nie

je proper.

6.1.Dokonalé a proper ekvilibria v hrach v extenzivnej forme
Selten definoval dokonalé ekvilibria v prvom rade pre hry vextenzivnom tvare.
Ukazat, Ze je ekvilibrium trembling hand dokonalé je ale jednoduchSie v normalnom
tvare ako v extenzivnom (pretoZe hra sa aj tak sextenzivneho tvaru prenasa do
normalneho), preto sme uviedli najprv dokonalé ekvilibrid v normalnom tvare. Pre

porovnanie s d'alSim typom ekvilibrii bude ale nutna extenzivna forma.

Nie je tazké pretransformovat potrebné definicie pre hry v extenzivnom tvare.
V prvom rade si musime uvedomit, Ze chybovost hracov sa nebude tykat celej

stratégie, ale iba jednej akcie vjednom rozhodovacom uzle. Je tazko uveritel'né, zZe
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hra¢ omylom zahra tplne inu stratégiu, nezZ pévodne planoval a bude sa vlastne mylit

vzdy, ked' pride na tah.

Potom je uZ schéma ekvilibria rovnaka ako pri hrach v normalnom tvare, vytvoria sa
perturbované hry, najdeme ich Nashove ekvilibrid a ak existuje taka postupnost
perturbovanych hier, ktora konverguje kpdvodnej hre sekvilibriami, ktoré
konverguju Kk ekvilibriu povodnej hry, tak je to dokonalé ekvilibrium hry

v extenzivnom tvare.
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7. Sekvencné ekvilibria

V roku 1982 vydali autori Kreps a Wilson ¢lanok ,Sequential equilibria“ [2], v ktorom
uviedli novy typ ekvilibrii pre hry v extenzivhom tvare, sekven¢né ekvilibria. Ide
o mierne zjemnenie aupravenie Seltenovho dokonalého ekvilibria. Sekvenc¢né
ekvilibrium sa skladd zdvoch casti. Hraci spravia odhad, ktory pozostava
z presvedcenial, s akou pravdepodobnostou zahrali svoje akcie ostatni hraci azo
samotnych stratégii hracov. Takato dvojica [odhad, stratégie] sa nazyva sekvencnym
ekvilibriom, ak spiiia podmienky, ktoré uvedieme neskér. Ako pisu Kreps a Wilson v
[2]: ,Specifikacia tychto presvedCeni ndm dovoluje zistit, ¢i je stratégia hraca

optimalna bez ohl'adu na to, v ktorej ¢asti herného stromu za¢iname.“

Ked porovname Seltenovo trembling hand dokonalé ekvilibrium a sekvenc¢né
ekvilibrium, tak dostaneme vel'mi podobné vysledky, ale velmi rézne postupy. Ako
pi$u Kreps a Wilson v [2]: ,Seltenova definicia spliia dve veci. V prvom rade implicitne
generuje presvedcenia v informa¢nych mnoZinach mimo cesty ekvilibria a vyzaduje,
aby stratégie hracov boli optimalne vzhladom na tieto presvedcenia. Navyse,
eliminuje z hry stratégie, ktoré st slabo dominované. V sekven¢nych ekvilibriach,
prva Cast' je spravend explicitne a druha cast’ je vypustend. Preto je kazdé perfektné
ekvilibrium sekvenc¢né, ale naopak to neplati.“ Toto je zaujimava vlastnost, pretoze
doteraz sa vSetky vylepSenia Nashovho ekvilibria dali nazvat' aj zosiliiovanim, pretoze
cielom bolo eliminovat ¢o najviac ekvilibrii, ktoré neboli zmysluplné, aby sa hraci
mohli jednoduchsie rozhodovat, ktoré z ostavajucich ekvilibrii si vybrat. Vtomto
pripade ide vSak o oslabenie, ale iba v porovnani strembling hand perfect
ekvilibriami, v porovnani s ekvilibriami dokonalymi vzhladom na podhry ide
o zosilnenie (plati, Ze kazdé sekvencné ekvilibrium je dokonalé vzhI'adom na podhry,

vid' [2] str. 876).

Autori mali dva hlavné dévody na uvedenie sekvencnych ekvilibrii. Prvy dévod je
pragmaticky, na mnohych prikladoch sa ukazalo, Ze je ovel'a jednoduchsie overit, i je
dané ekvilibrium sekvencné ako ukazat, Ze je trembling hand perfect. Druhym
dovodom bolo, Ze ked’ sa stala konstrukcia presved¢eni hra¢ov mimo cesty ekvilibria

explicitnou, vznikla moznost diskutovat, ktoré presvedcenia si opodstatnené a ktoré

17 anglického slova belief.
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naopak moézZeme zamietnut. Takato diskusia je zloZitd v kontexte Seltenovej
nepriamej konstrukcie presvedceni. A prave takato diskusia moéZe poméct pri vybere

medzi viacerymi dokonalymi/sekven¢nymi ekvilibriami.

Aby sme mohli zadefinovat sekvencné ekvilibrium, budeme musiet zadefinovat
d’al$ie pojmy. Presvedlenia oznalujeme pismenom p. [1° je mnoZina vSetkych ostro
kladnych stratégii. Teda, m € I1°, ak m(a) > 0. Vstratégii sa hrd kazda akcia
s nenulovou pravdepodobnostou (tu vidime podobnost s trembling hand dokonalymi
ekvilibriami). W° oznacuje takil podmnoZinu mnoziny odhadov (u, ), v ktorej = € I1°

a u je vypocitana v sulade s Bayesovym zakonom.

Definicia 10: Odhad (u,m) je konzistentny, ak (u,m) = lim,_. (U, m,) pre nejaki
postupnost’ {(u,m)} € W°. MnoZina vsetkych konzistentnych odhadov ¥ je uzdverom

po,

Odhad (u,m), ktory je konzistentny a sekvencne racionalny nazyvame sekvenénym

ekvilibriom.

Rozdiel medzi stratégiou m, z postupnosti astratégiou m, ku ktorej konverguje

moZeme interpretovat ako prejav malych pravdepodobnosti, Ze sa hrac¢ pomyli.

Aby sme si ujasnili pojmy asposob vypoctu sekvencnych ekvilibrii, uvedieme si

priklad.

Obrazok 5

Vtomto pripade bude odhad (u,m) vyzerat nasledovne ako (u,mq,m,), kde u je
presvedCenie hraca 2 otom, ¢i sa nachadza vlavej alebo pravej vetve, teda jeho

presvedcenie o rozdeleni pravdepodobnosti hra¢a 1 medzi akcie M a R.
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7, je stratégia hraca 1, teda rozdelenie pravdepodobnosti nad jeho akciami L, M a R.
T, je stratégia hraca 2, teda rozdelenie pravdepodobnosti nad jeho akciamilar.

Hladame taky odhad, ktory je konzistentny asekvencne raciondlny. Sekvencna
racionalita vylucuje, aby hrac¢ 1 zahral akciu R s kladnou pravdepodobnostou, pretoze
akcia M jej ostro dominuje. Preto musi byt v kazdom sekven¢nom ekvilibriu akcia R

hrana s p(R) = 0.

Tato hra ma dve Nashove ekvilibria, (M,1) a(L,0), kde o je také rozdelenie
pravdepodobnosti nad akciami hraca 2, Ze akciu r hra s pravdepodobnostou aspon .

Hra ma aj dve sekvencné ekvilibria.

V prvom je m;(M) > 0. Vtomto pripade je informa¢na mnozina hrac¢a 2 dosiahnuta
s nenulovou pravdepodobnostou, a z konzistencie odhadu musi byt u vypocitana z m;

pomocou Bayesovho pravidla:

(M) = (M) _
= +m®
p() =~

TmM +mR)

S tymto presvedcenim je m, sucastou sekvencného ekvilibria len vtedy, ak hrac 2

zahra akciu ], teda m,(1) = 1am,(r) = 0.

Potom vsak plati, Ze ; je sicCastou sekvencného ekvilibria len v pripade, ak

m (L) =0
(M) =1
m,(R) =0

Takto vzniklo sekvenc¢né ekvilibrium ((1,0),(0,1,0),(1,0)). Existuje este aj sekvenc¢né
ekvilibrium, kde m;(M) =0. KedZe m;(R) =0 zpredpokladu racionality, tak
m, (L) = 1. Takato stratégia hraca 1 moze byt sucastou sekvencéného ekvilibria iba
v pripade, Ze stratégia hraca 2, m, ma tvar (p,1 —p) s p = 1/2 (inak by mal hrac¢ 1
unilaterdlnu profitabilni deviadciu v podobe zmeny stratégie na akciu M). Ak

1/2 < p < 1, potom 7, je suCastou sekvencného ekvilibria vtedy a len vtedy, ked’

28



Sekvencné ekvilibria

u(M) = 1/2
u(R) =1/2

Musime overit, ¢i je tento odhad konzistentny. Definujeme 7% ako drobné epsilonové

odchylenia, kde {(R) = ¢, m{(M) = eani(L) = 1 — 2¢e. 75 = m,.

Potom méZeme pouzitim Bayesovho vzorca vypocitat presvedcenie hraca 2

M) = § (M) e 1
u )_nf(M)+nf(R) Tete 2
(M) = {(R) e 1

i (M) + mf (R) Te+e 2

NavySe, ak &€ -0, tak m{ —> m;. Mame teda druhé sekvencné ekvilibrium

(G%) ,(1,0,0),(p, 1 - p)), akp > -,
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8. Dalsie vylepsenia Nashovho ekvilibria

Vyvoj, ktory sme sledovali doteraz sa sustredil najma na vylucenie neopodstatnenych
ekvilibrii, zmensSenie poctu ekvilibrii a zjednoduSenie rozhodovania hracov. Nebrali
sme do uvahy d'alSie ddlezité faktory, ako vypoctovu zloZitost alebo aplikovatel'nost
na ulohy vredlnom svete. PouZitie metédy Nashovho ekvilibria napriklad
predpokladd, Ze v hre je Uplna informacia. Tento predpoklad je vSak velmi silny,
pretoZe hraci musia byt schopni nielen urcit vlastnd uZito¢nost'( funkciu vyplat), ale
musia aj vediet' ohodnotit, aky UZitok prinesie dana stratégia ostatnym hrac¢om v hre.
Takisto nachddzanie Nashovych ekvilibrii je vipoctovo naro¢na tloha s nelinedrnymi
ohraniceniami, ktorej vypocet v hrach vel'kych rozmerov trva dlho. Spomenieme si
dva typy ekvilibrii, korelované a Bayesovské, ktoré ale nebudeme skimat podrobne,
ked'Ze nie su zosilnenim konceptu Nashovho ekvilibria, ale jeho vylepSenim v inom

zmysle.

8.1.Korelované ekvilibria
Vroku 1974 prisSiel Robert ]J. Aumann s pojmom korelované ekvilibria [7]. Vyznam
korelovanych ekvilibrii a ich jednoduchost vystizne komentoval Roger Myerson: , Ak
existuje inteligentny Zivot na cudzich planétach, na vacSine znich by objavili

korelované ekvilibria skor ako Nashovo ekvilibrium®.

Pozrime sa na hru krizovatka (Cerpali sme zprezentacie k prednaskam [8]). Pre
jednoduchost mézeme uvaZovat dvoch Soférov, ktori sa stretavaju na kriZovatke
a nedodrziavaju Ziadne predpisy. Obaja Soféri maju dve akcie, ¢akat alebo pokraCovat
v jazde. NajhorSia moznost pre nich je, ak sa obaja rozhodnu pokracovat a zrazia sa,
druha najhorsia moznost je ked obaja Soféri zastanu a daju si prednost, nasleduje
moznost, kedy Sofér zastane a d4 prednost druhému vozidlu a najlepSia moZnost je
ked’ Sofér pokracuje v jazde a druhy Sofér zastavi vozidlo. Hru méZeme reprezentovat

nasledovnou bimaticou.

Tabul'ka 6

pokracovat | dat prednost

pokracovat’ -100,-100 10,0

dat prednost 0,10 -10,-10
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Tato hra ma dve Nashove ekvilibria (dat' prednost, pokracovat) a (pokracovat, dat
prednost’). Hraci by si vSak medzi nimi nevedeli vybrat a tak by sa Casto zrazali alebo
by obaja stdli, alebo by isli veI'mi pomaly a obaja stracali ¢as. V skuto¢nosti vSak na
kriZovatkach mame semafory, ktoré tento problém vyrieSia tak, Ze rozhodnu, ktory
Sofér bude cakat' a ktory bude pokracovat v jazde. To je aj myslienka korelovanych

ekvilibrii.

Kazdy hrac¢ voli svoju akciu na zaklade jeho pozorovania hodnoty spolotného
verejného signalu (v naSom pripade farby semaforu). V stratégii priradi hrac¢ akciu
kazdej moZnej hodnote signalu. Ak Ziadny hra¢ nemda motivaciu odchylit sa od
signalom navrhnutej stratégie (Cervena farba na semafore znamena stop, zelena

pokracovanie v jazde), toto rozdelenie sa nazyva korelovanym ekvilibriom.

Formalne moézeme postupovat takto. Nech (Q,7) je konecny pravdepodobnostny
priestor. Kazdy hra¢ ivie uplne rozdelit ( na mnoZinu disjunktnych oblasti
P; ={P;,, .., Pyx;}. V jednotlivych oblastiach hra¢ nevie rozliSit hodnotu nahodne;

premennej. Ak teda oznacime stratégiu hraca i symbolom m; aw,w” € P;;, tak

i,j’
m;(w) = m;(w”). Pre Korelované ekvilibrium (Q,m, P,0) potom plati nerovnost

Ywea (@) (0;(w), 0_;(®)) = Ypeam(@y;(0';(w), 0_j(w)) w Vi, Vo'

Niekedy nie je jasné, ako volit samotny signal. Ve'mi znamy priklad na korelované
ekvilibrium je hra Game of Chicken (Hra na zbabelca). V nej sa proti sebe dvaja hraci
rutia na autach a hrac, ktory uhne neskér je vacsi frajer. Tato hra sa da reprezentovat

nasledovnou bimaticou.

Tabulka 7
dare Chicken out
dare 0,0 7,2
Chicken out 2,7 6,6

Tato hra ma tri Nashove ekvilibria, (D,C), (C,D) azmieSané ekvilibrium
([1/3,2/3],[1/3,2/3]). Pridime neutralnu tretiu stranu, ktora bude rovnomerne
vyberat jednu ztroch kariet (D, C), (C, C) a (C, D). Po vytiahnuti karty tretia strana
informuje hraca, aku akciu ma zahrat (hrac¢ 1 prvu akciu na karte, hrac¢ 2 druhu), ale

neprezradi, aka akcia vySla druhému hracovi (vSimnime si, Ze sa zachovala
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pravdepodobnost’ zahrania akcii zo zmieSaného Nashovho ekvilibria). Ak tretia
strana povie hracovi, aby zahral dare, ten ho urcite zahra, pretoze druhy hra¢ musel
mat’ na karticke akciu chicken out a teda prvy hra¢ nemoze zvysit svoju vyplatu. Ak
ma podla karticky zahrat akciu chicken out, tak druhy hra¢ ma srovnakou
pravdepodobnostou akciu dare ako chicken out a tieZ je vyhodnejSie nezmenit svoju
akciu. Hra je symetricka a preto je toto rozdelenie korelovanym ekvilibriom tejto hry.
Je zaujimavé vSimnut si, Ze korelované ekvilibrium prinieslo vysSiu oCakavanu
vyplatu ako zmieSané Nashovo ekvilibrium (5>4.67) ato preto, Ze eliminovalo

najhorsiu moznost (D, D).

Korelované ekvilibria vSak prinasaju aj ovela vacSiu vyhodu nez zvysSenie vyplat. Ich
vypocet je vyrazne jednoduch$i neZ vypocCet Nashovho ekvilibria. UkaZeme, Ze
vypocet korelovanych ekvilibrii je dlohou linedrneho programovania avypocet
Nashovho ekvilibria je podobna uloha, ktord ma navySe nelinearne ohranicenia
(hl'adanie pevného bodu zobrazenia je komplikované). Dal$ia déleZitd vlastnost

korelovanych ekvilibrii je, Ze v kaZdej hre existuje aspon jedno.

Veta o existencii korelovaného ekvilibria: Ku kazdému Nashovmu ekvilibriu c*
existuje korelované ekvilibrium (2,7, P,0) v ktorom hrd kaZdy hrd¢ i akciu a € A;

s pravdepodobnostou ™ (a).

Dokaz (podla [8]): UkadZeme, ako z Nashovho ekvilibria zostrojime korelované
ekvilibrium. Q = A; X A, X ... X A,,, m(a) = Y. 0*(a;) je pravdepodobnost, Ze akcia a
bude zahrata v profile stratégii . P; ; je mnoZina akcii, v ktorych hrac i zahra akciu j.
Potom stratégia korelovaného ekvilibria je 0;(w) = a pre w € P; ;. Fakt, Ze neexistuje

unilateralna profitabilna deviacia vyplyva z toho, Ze o je Nashove ekvilibrium. m

Je zaujimavé, Ze kazda konvexnd kombindcia korelovanych ekvilibrii je tiez
korelované ekvilibrium. Da sa to ukazat nasledovnym postupom. Zoberieme Nashove
ekvilibria hry (ktoré su podla predchadzajicej vety aj korelovanymi ekvilibriami),
priddme nahodnu premennu, ktora rozhodne, ktoré ekvilibrium hraci zahraju a ani
vtomto vyslednom ekvilibriu nebude existovat unilateralna profitabilna deviacia.
Nahodnu premennu vieme nakalibrovat tak, aby sme ziskali I'ubovolni konvexnu

kombinaciu pévodnych ekvilibrii.
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Z toho vyplyva, Ze korelovanych ekvilibrii je dokonca viacej ako Nashovych. Nejde
teda o zosilnenie konceptu, ale o zoslabenie. Hl'adanie korelovanych ekvilibrii vSak
moZeme zapisat ako ulohu linearneho programovania (pridanim ucelovej funkcie
moZeme najst aj spoloCenské blaho maximalizujice ekvilibrium). Aby neexistovala

unilateralna profitabilna deviacia, musi platit

> p@u(6i(©),0.(@) 2 Y p@u(0’(@),0 (@) o Vi, Vo,

wWEN wWEN

KedZe p(w) st pravdepodobnosti, musia platit nasledovné podmienky

p(w) >0 a Yp=1 Naproti tomu hladat pevny bod zobrazenia je tloha
nelinearneho programovania a méze byt ovela naroc¢nejsia (ako sa spomina aj v [1],

[7D)-

8.2.Bayesovské hry a Bayesovské ekvlibria
Ako sme uZ naznacili vavode tejto kapitoly, d'alsSim déleZitym pokrokom v tedrii
nekooperativnych hier bolo opustenie predpokladu uplnej informacie. V hrach, ktoré
sme skumali doteraz sa totizto predpoklada, Ze hraci poznaju svoje vyplaty, akcie
ostatnych hracov, ich vyplaty aaj ostatni hraci poznaja vyplaty aakcie vSetkych
hracov a vedia, Ze ostatni hraci poznaju vSetky akcie a vyplaty vSetkych hracov a tak
d'alej aZ do nekonecna. Tento predpoklad je vel'mi silny a v redlnom svete je tazko
splnitel'ny, pretoze v skuto¢nych problémoch hraci niekedy ani nevedia, kto je ich
protihrac, preto je tazko predstavitelné, Ze poznaju jeho subjektivhu hodnotu
vSetkych akcii. V skuto¢nosti maja hraci casto iba Ciastocné poznanie hry ato je aj

myslienka Bayesovskych hier.

Ako sa piSe v [9]: ,Bayesovské hry (tieZ zname ako hry s netplnou informaciou) su
modelmi interaktivneho rozhodovania, v ktorych maju hraci iba ¢iastocnu informaciu
o samotnych hraCoch aaj ocelej hre“ Vedomosti hracov su nahradené
presvedCeniami (tak ako pri sekvencnych ekvilibridch) o stave hry a o vlastnostiach
ostatnych hracov. Tu sa vSak tieZ stretdvame s problemom hierarchie presvedceni,
kedy jeden hrac je presvedceny o vlastnostiach ostatnych hracov, ale zaroven musi
mat aj predstavu o tom, ¢o si myslia ostatni hraci o nom a co si ostatni hraci myslia, Ze
si mysli, Ze si myslia a tak d’alej aZ do nekonecna. Presvedcenia sii v naSom ponimani

pozorovania ndhodnych premennych (stav hry alebo vlastnosti hraca).
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Tento problém so zacyklenim presvedCeni dlho brzdil vyvoj hier snedplnou
informaciou. V roku 1973 vSak americky matematik a ekoném mad'arského pévodu J.
Harsanyi vyrieSil tento problém zavedenim typov hraca. Typ hraca tuplne definuje
jeho presvedCenia nielen ostave hry, ale aj otypoch ostatnych hracov aoich
presvedCeniach. Harsanyiho hra snedplnou informaciou potom pozostava

z nasledujucich prvkov:
-I je mnoZina hracov
-S je stav okolnosti2 hry

-T; je mnoZina moZnych typov hracai € I.T =T; X T, X ...X T, je mnozina vSetkych

moZnych typov hracov v hre
-Y € § X T je mnozina stavov sveta (stav sveta urcuje okolnosti hry a typy hracov)
-p je pravdepodobnostné rozdelenie, z ktorého pochadza Y

V Bayesovskych hrach nachadzame Bayesovské ekvilibrid (Casto nazyvané aj Bayes-
Nash ekvilibrid). Tie su zaloZené na myslienke Nashovho ekvilibria, len si upravené
pre hry sneuplnou informdaciou, teda obsahujid okrem stratégii hracov aj ich
presvedcenia (resp. ich stratégie uz obsahuju aj presvedcenia). Ak v profile stratégii o
neexistuje unilateralna profitabilna devidcia, tento profil je Bayesovskym ekvilibriom.
Ako piSe Zamir: ,Bayesovské ekvilibrium teda Specifikuje spravanie kazdého hraca,
ktoré je najlepSou odpoved’ou na stratégie ostatnych hracov bertc do uvahy ich typy“

[9].

Tento typ ekvilibrif je ale nedostatocny, ked'Ze generuje aj ekvilibria s nerozumnymi
vlastnostami. Preto podobne ako ekvilibria dokonalé vzhl'adom na podhry, vznikli
dokonalé Bayesovské ekvilibria, ktoré sa sustredia na to, aby bol ekvilibriovy profil

optimalny a raciondalny aj v kazdej podhre.

27 anglického nature.
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Zaver

V tejto praci sme si zaumienili bliZSie preskimat zosilfiovanie konceptu Nashovho
ekvilibria. M6Zeme povedat, Ze tento ciel' sa nam podarilo naplnit, ked'Ze v praci sme
sa podrobne zaoberali vacSinou déleZitych zosilneni konceptu Nashovho ekvilibria

a navyse sme stru¢ne spomenuli aj d'alSie rieSenia problémov v teérii hier.

Ked'Ze praca bola pisanda tak, aby si ju mohol precitat’ aj laik, v prvej kapitole sme
zadefinovali zdkladné pojmy zteérie hier aukazali sme si aj na konkrétnych
pripadoch, ako vyzera hra. Na rieSenie hier sme ale este nepouzili metddy, ktoré su
témou tejto prace, ale pokusili sme sa ich vyrieSit ivahou, ¢o bolo mozné, ked'Ze hry

boli jednoduché.

V druhej kapitole sme sa venovali Nashovmu ekvilibriu, kedZe je to zakladna met6da
rieSenia nekooperativnych hier. Uviedli sme slovnu aj formalnu definiciu, vlastnosti
Nashovho ekvilibria a zaoberali sme sa existenciou Nashovho ekvilibria v kazdej hre.
V tretej kapitole sme zabludili do histérie a zosumarizovali sme vyvoj teérie hier od
19. storocia aZ po objavenie Nashovho ekvilibria. Spomenuli sme najma prinos

Cournota a Von Neumanna, ale aj inych matematikov 20. storocia.

V nasledujucich Styroch kapitolach sme sa venovali priamo zadaniu tejto prace.
Najprv sme si uviedli ekvilibria dokonalé vzhl'adom na podhry, ktoré su historicky aj
jednoduchostou najblizZsim zosilnenim konceptu Nashovho ekvilibria. Na to sme ale
eSte museli zadefinovat hry v extenzivhom tvare a pojmy s nimi spojené. V piatej
kapitole sme sa zaoberali d'alSim prinosom Reinharda Seltena, konkrétne Trembling
hand dokonalymi ekvilibriami. Ich d'alSie vylepSenie, proper ekvilibria boli témou
Siestej kapitoly. Tu sme uviedli aj zaujimavy priklad, na ktorom sme ilustrovali
rozdiel medzi dokonalymi a proper ekvilibriami. V podkapitole 6.1 sme popisali, ako
dané vylepsenia funguju pre hry v extenzivnom tvare. V siedmej kapitole sme uviedli
v sucasnosti asi najpouZivanejSiu metédu na rieSenie nekooperativnych hier s tiplnou
informaciou, sekvencné ekvilibrid. Tie sme tiez najprv zadefinovali a potom sme
uviedli priklad, na ktorom mohol ¢itatel' jednoducho vidiet, ako sa tieto ekvilibria

pocitaju a €o jednotlivé pojmy znamenaju.
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V poslednej kapitole sme sa venovali vylepSeniam konceptu, ktoré alebo nie su
zosilnenim Nashovho ekvilibria, alebo funguji na inom type hier. Ich spomenutie, aj
ked’ strucné, vsak dodalo praci komplexnejsi raz. V podkapitole 8.1 sme spomenuli
korelované ekvilibria, ktoré su sice zoslabenim Nashovho ekvilibria, ale ich vypocet je
jednoduchsi ailustrovali sme tento pojem na niekol'kych prikladoch. V kapitole 8.2
sme velmi struCne uviedli o su to Bayesovské hry aako ich rieSenie suvisi

s Nashovym ekvilibriom.

Pracu sme pisali v prvom rade pre Studentov vysokych $koél, ktori si jej precitanim
moZu rozsirit obzory v tedrii hier. Praca sliZi aj na utriedenie réznych vylepsSeni
Nashovho ekvilibria, ktorych je uZ v dneSnej dobe vel'a a niekedy nie je jasné, ktory
koncept sa najviac hodi na rieSenie hry. V neposlednom rade mala praca velky
vyznam aj pre samotného autora, ktory sa popri jej pisani dozvedel vela o teo6rii hier,
ale aj o pisani vedeckych prac a narabani s odbornou literatirou, najma casopiseckou

v anglickom jazyku.
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