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Abstrakt

Porovndvame klasicky Black-Scholesov pristup k ocenovaniu opcii s ocefiovanim
formou stochastickych simuldcii. Tento simula¢ny pristup spoc¢iva v modelovani
ceny podkladového aktiva a ostatnych dolezitych faktorov pomocou stochastickych
diferencialnych rovnic. Simula¢ny ocenovaci model konstruujeme za predpokladu
konStantnej aj stochastickej irokovej miery. Vysledky ukazuju, ze ocennovanie pomo-
cou simuldcii je v sulade s tradi¢cnym ocenovanim a naviac dava $ir$iu informdciu o
rozdeleni ceny opcie. Skimame vplyv volatility urokovej miery na cenu opcie.

Kliacové slova: stochasticka diferencidlna rovnica e opcia e Black-Scholesov
vzorec e martingal e simuldcia

Abstract

We compare classical Black-Scholes approach to option pricing with pricing by sto-
chastic simulations. The latter approach is based on modeling of the price of un-
derlying asset and other important factors by stochastic differential equations. We
construct the simulation pricing model under the assumption of constant and also
stochastic interest rate. The results show, that pricing by simulations is in accor-
dance with "traditional” pricing and moreover provides further information on dis-
tribution of option price. We examine the influence of interest rate volatility on
option price.

Key words: stochastic differential equation e option e Black-Scholes formula e
martingale e simulation
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Uvod

The derivatives genie is now well out of the bottle,
and these instruments will almost certainly multiply
in variety and number until some event makes their
toxicity clear. Central banks and governments have
so far found no effective way to control, or even mo-
nitor, the risks posed by these contracts. In my view,
derivatives are financial weapons of mass destruc-
tion, carrying dangers that, while now latent, are
potentially lethal.

Warren Buffet

Na finan¢nom trhu sa obchoduje s beznymi aktivami, ako napriklad akcie, dl-
hopisy alebo komodity. Okrem toho sa vSak obchoduje aj s finan¢nymi derivatmi,
ktorych hodnota zavisi, resp. je odvodena (z angl. derive — odvodit) od hodnoty
beznych aktiv. Zaujimavé je, ze v sucCasnosti trh s finanénymi derivatmi svojim
objemom niekolkondsobne prevysuje objem celkovych svetovych finan¢nych aktiv.
Tento fakt je dosledkom jednak toho, Ze na jedno aktivum moZze byt vypisané velké
mnozsvo derivatov, ale aj dosledkom velkej popularity derivatov u investorov. Ti
ich pouzivaju ako néstroj na zabezpecenie svojich investicii, ale aj ako prostriedok
Spekulativneho zisku.

Sprdavne urcenie ceny finan¢nych derivatov je teda velmi doélezité a jeho nedo-
cenenie viedlo v minulosti k velkym stratam mnohych finan¢nych instittcii. V do6-
sledku toho su dnes velmi ziadani Specialisti, ktori vedia pouzivat pokrocilé ana-
lytické a numerické techniky ocenovania finan¢nych derivatov. Na ocenenie financ-
nych derivatov existuju rozne metddy, ako napriklad prelomovy Black-Scholesov
model, za ktory jeho autori dostali Nobelovu cenu za ekondémiu v roku 1997. Oce-
novacie metddy sa stale vyvijaju so snahou o ¢o najvicsie znizenie obmedzujuicich
predpokladov.

Cielom tejto prace je priblizit principy ocenovania opcii, ktoré patria medzi za-
kladné finan¢né derivaty. Citatel sa mbze podrobnejéie informovat o danej proble-
matike v knihe [5] a [7]. Hlavhym prinosom préace je alternativny pristup k oceno-
vaniu opcii formou simulécii. Tento spésob ocenovania sa vyhyba rieSeniu zlozitych

iii
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rovnic a prindsa aj iné vyhody oproti klasickym spésobom. Viac o simula¢nych me-
toédach je napisané v knihe [6]. Dal$im ciefom prace je ukazat pouZitie ocetiovacich
metod na konkrétnych prikladoch a porovnat vysledky.

Préca je rozdelena na tri Casti. Prva cast je teoreticka a su v nej uvedené zaklady
stochastického kalkulu, potrebné na ocenovanie finan¢nych derivatov. Druha cast
je venovana uvodu do ocenovania financ¢nych derivatov, v ktorej ukazeme odvode-
nie zdkladnej oceniovacej metédy pomocou binomického stromu. Fungovanie tejto
metody ilustrujeme na priklade ocenenia konkrétnej opcie. Ndasledne prejdeme k
Black-Scholesovmu vzorcu a ocenovaniu pomocou martingalov, kde vyuzijeme sto-
chasticky kalkulus.

Tretia Cast’ je venovand simula¢nému ocenovaniu opcii. UkdZeme, ako sa da po-
mocou simuldcie vyvoja ceny podkladového aktiva vypocitat cena opcie. Najprv bu-
deme uvazovat ocenovaci model s konstantnou irokovou mierou. Potom uvedieme
zékladné modely vyvoja urokovej miery a ukaZeme ocenovanie opcie za predpo-
kladu, ze urokova miera sa vyvija podla Vasickovho modelu. Vystupy zo simulacii
ilustrujeme aj grafmi.



Zoznam symbolov a skratiek

1)
df(t),df, df

mnozina realnych cisiel

vektor

nahodny vektor

t-parametrizovany ndhodny vektor
transponovand matica A

jednotkova matica

nulova matica

eI

strednd hodnota ndhodnej premennej X
variancia ndhodnej premennej X
kovariancia ndhodnej premennej X a Y’
ndhodnd premenna X podmienend Y
normalne rozdelenie so strednou hodnotou p
a kovarian¢nou maticou ¥

funkcia

diferencial f vzhfadom na ¢

derivacia f podla x

druhd derivacia f podla x

parcidlna derivacia f podla z ay
stochasticka diferencidlna rovnica






KAPITOLA ].

Stru¢ny prehlad elementov
stochastického kalkulu

1.1 Stochasticky proces a Wienerov proces

Definicia 1. [9] Stochasticky proces je t-parametricky systém ndhodnych premennych
X, na pravdepodobnostnom priestore (), F, P) s hodnotami v R™. Pre lubovolné, ale

pevné t je zobrazenie
w— Xy(w), w e Q,

ndhodnd premennd. Na druhej strane pre pevné w € 2, sa zobrazenie
t— Xi(w), 0 <t < oo,
nazyva trajektoria procesu X .
Stochasticky proces je teda funkciou dvoch premennych: ¢ a w.

Definicia 2. [9] Wienerov proces je stochasticky proces {W;(w) | 0 < t} s nasleduju-
cimi vlastnostami:
) Pw: Wy(w) =0} =1,
i) Wipa(w) — Wi(w) ~ A(0, A),
iii) pre kazdé delenie ty = 0 < t; < ty < ... < t,, su prirastky W, (w) — Wy, (w),
Wi, (w) = Wy (w), ..., Wi, (w) — Wy, (w) nezdvislé.

Na obrdzku 1.1 je vyobrazenych niekolko realizacii Wienerovho procesu, kde
mozno vidiet jeho ndhodny priebeh.
Z predchddzajicej definicie dostdvame vztah pre strednd hodnotu a disperziu

Wienerovho procesu
E[W,] = E[W, — W] =0,

Var[W;)] = Var[W, — Wy] = ¢.

Pre kovarianciu Wienerovho procesu W, a Wy, pricom ¢ < s, plati

COV[Wt, Ws} = COV[Wt, Wt + WS - Wt] = Var[Wt] =t
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Obr. 1.1: 3 ndhodné realizdcie Wienerovho procesu

Definicia 3. Nech {W,; | 0 < t} je Wienerov proces a Yy je kladnd konstanta. Potom
proces {Y, |0 <t}
Y, (w) =Y, 0<t,

sa nazgyva geometricky Wienerov proces.

1.2 Kvadraticka variacia a nediferencovatelnost’

Délezitou vlastnostou trajektdrii Wienerovho procesu je ich nediferencovatelnost
skoro vSade. Tato vlastnost vyplyva z jeho nenulovej kvadratickej varidcie.

Definicia 4. Nech mnogina 11 = {to,t1,...,t,} je delenie intervalu [0,T), také, Ze
0=ty <t <...<t,="T. Normu delenia Il oznacme

II)| = tr_1 — tg).

I =, _max_ (te—1 — t)
Potom kvadratickd varidcia funkcie f na intervale [0, T) je

n—1

(H0.T)= Hm Y (flten) — f(te)*

[ITT}| =0, n—o0 “—

Kvadratickd variacia pre po Castiach diferencovatelné funkcie je rovna nule. Vy-
plyva to z Lagrangeovej vety o strednej hodnote, ktord hovori, ze ak je funkcia f
diferencovatelnd na intervale (a, b), potom existuje bod ¢ € (a, b), pre ktory plati:

f(b) = fla) = f(c)(b—a)

Nech bod ¢} € (tx,tr+1). Potom pre kvadraticka varidciu diferencovatelnej fun-
kcie na intervale [a, b] plati:

n—1 n—1
(ot =, tm D (Fltenr) - fto) = | i m; (F ()" (trr — 1)’

< lim ||H||Z ?(tps1 — b)) = lim HHH/ =0

11| =0, n—o0 [T1f—0
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Kvadraticka varidcia na intervale [a,b] je nezdporné cislo, a teda z nerovnosti
vyplyva, Ze je rovna nule. Kvadraticka varidcia funkcie sa rovnd suc¢tu kvadratickych
varidcif na intervaloch, a teda je tiez nulova. Nasledujtca lema hovori, Ze trajektorie
Wienerovho procesu maju nenulovd kvadratickd varidciu, rovnd dlzke ¢asového
useku, a teda nie sa ani len po castiach diferencovatelné.

Lema 5. Pre Wienerov proces plati

n—1

Z (Wtkﬂ - Wtk)Q =T,

[ITI||—0, n—o0

pri¢om konvergencia je v zmysle L*(S2, P), ¢o je priestor meratelnych funkcii s konec-
nou normou definovanou takto

1l = / f2dP = /E[F.

Uvedend lema hovori, Ze sttty Stvorcov prirastkov Brownovho pohybu konver-
guju k dlzke casového intervalu, na ktorom prirastky scCitujeme, ¢im sa akoby stra-
cala ndhodnost. Tento fakt mézeme napisat’ ako

(dW,)? = dt. (1.1)

Na obréazku 1.2 je zndzornena konvergencia suctu druhych mocnin prirastkov Wie-
nerovho procesu pri postupnom zjemnovani ¢asového delenia. Tato konvergencia
je ilustrovana troma ukazkami pre r6zne hrubé delenie ¢asového intervalu. Hruba
¢iara zodpovedd deleniu ¢asového intervalu na 1000 casti, tenkd na 100 casti a
bodkovand na 25 casti.

1100
1000 -
900 -
800
700

600

500

400 -

300 -

0 NERTRRRRRSNRE] I I I I I I I I |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Obr. 1.2: Konvergencia suctu druhych mocnin prirastkov Wienerovho procesu
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1.3 Itov integral a izometria

Doélezitym elementom stochastického kalkulu je Itov integrdl. V tejto praci sa bu-
deme stretdvat s 1ntegra1m1 Vv tvare fo (t)dW(t), tzv. Itov integral. Pre meratelnu
funkciu f : (0,7) — R mézeme napisat’ Itov integrdl ako

/0 AV (1)

Treba si uvedomit, ze na rozdiel od Riemannovho integrdlu pre hladké funkcie
redlnej premennej nemozno Itov integrdl definovat pomocou derivacie ako

/de /fW’

pretoZe funkcia W (¢) nie je diferencovatelnd s pravdepodobnostou 1 v Ziadnom
bode. Pri zavedeni pojmu Itov integral zacneme tak, ze ho definujeme pre funkcie,
ktoré su z jeho hladiska elementdrne. Pre kon$tantnu funkciu f(t) = k je Itov
integrdl rovny

/OT FOAW (L) = k:/OT AW (t) = kW (T) — kW (0) = kW (T).

Kedze W (T) je Wienerov proces, uvedeny integrdl je ndhodnou premennou s nor-

malnym rozdelenim
N(0,K°T) ( / At dt>

Z toho mézeme definovat Itov integrdl pre meratelné funkcie redlnej premennej
nasledovne:

Definicia 6. [9] Nech f : (0,T) — R je meratelnd funkcia a plati fOT F2(t)d(t)) < oo
Potom Itov integrdl fOT f(t)dW(t) definujeme takto:

T
| rwaw = i Z ) Wt~ W), (2)
0 —0, n—oo
Pre strednt hodnotu vo vyraze (1.2) plati
n—1 n—1
E [Z f(t:) W tign) — ] > FEEW (tis) — W (k)] =0,
i=0 1=0

pretoze vieme, ze strednd hodnota prirastkov Wienerovho procesu je nulova. Priras-
tky dW (¢;) su nezavislé normdlne rozdelené ndahodné veliCiny, a teda pre disperziu
sumy plati

Z W(tm] = Y PVl W i) - W)
= Y Pt~ 1)

1=0




1.3. ITOV INTEGRAL A IZOMETRIA 5

a ak prejdeme k limite, pre ||II|| — 0, n — oo, dostdvame

[(/ f&)dw (t )] /f t)*dt (1.3)

Rovnost (1.3) sa nazyva Itova izometria. Pre Itov integrdl teda plati nasledujica
lema.

Lema 7. [9] Itov integrdl fo (t)dW (t) md normdlne rozdelenie

N (0, /OT fQ(t)dt) :

Pri zavedeni Itovho integrdlu fOT Xi(w)dWi(w) pre funkcie X, (w), ktoré su samy
o sebe stochastickym procesom

(t,w) = Xy(w),

moézeme spravit ich aproximdciu funk¢nou hodnotou v nejakom bode deliaceho
intervalu. Pre Favy krajny bod je aproximacnd funkcia

a pre pravy
w) = ZXi+1/n(w)X(ti/nat(i-‘rl)/n)a

kde X( i/ns t(i4+1)/m) je charakteristickd funkcia intervalu (t;/,,,%(;+1)/»). Potom integ-
ral fo Xi(w)dW;(w) moéZeme napisat ako limitu stuctov

Z Lt Wtz+1 ) Wti (w)) resp. Z Rt Wtz+]_ ) Wti (w))

Problémom vsak je fakt, ze dany integral zavisi od vol'by bodu z deliaceho intervalu,
v ktorom aproximujeme funkciu X;(w). V knihe [7][str.142] je ukdzané, Ze pre
vyber lavého bodu konverguje strednd hodnota integralu k nule, zatial ¢o pre pravy
bod k dlzke prislusného intervalu 7"

E { /O ' Lt(w)th(w): =0 (1.4)

B [/OT Rt(w)th(w): _T

Teda ak k sebe nekonverguju stredné hodnoty, nemozu k sebe konvergovat' ani in-
tegraly a pre rozne volby bodov mozeme dostat vo vseobecnosti rozne vysledky.
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Standardnymi vybermi z deliaceho intervalu (t;,t;,,) je Tavy bod ¢;, pre ktory do-
stavame [tov integrdl

[ wwame)

a stredny bod (¢; + t;11)/2, pre ktory dostdvame Stratonovichov integrdl, oznaceny

/0 ' Xo(w) 0 dWw).

Pre Stratonovichov integral funguju integracné formulky podobne ako v pripade
Riemannovho integralu.

Po zavedeni pojmu Itov integrdl mozeme definovat’ stochasticku diferencialnu
rovnicu nasledovne:

Definicia 8. [9]

Stochastickd diferencidlna rovnica (SDR) je diferencidlna rovnica, v ktorej jeden
alebo viacero clenov je stochastickym procesom. SDR mézeme zapisat’ pomocou Itovho
integrdlu ako

t+s t+s
Xips — Xy = / (X, u)du + / o(Xy, u)dW,,
t t

¢o mozno ekvivalentne zapisat' v diferencidlnom tvare ako

dXt == M(Xb t)dt + O-(Xt, t)th

SDR teda pozostavaju z deterministickej a ndhodnej zlozky a ich rieSenim je opat
stochasticky proces. Obzvlast dodlezité si SDR pre funkcie, v ktorych je jedna alebo
viacero ndhodnych premennych, uréenych nejakou inou SDR. Na otdzku, ako bude
vyzerat SDR pre vyvoj funkcie f(X;,t), ak pozndme SDR pre X;, odpoveda Itova
lema, ktora je dblezitym vysledkom stochastického kalkulu.

1.4 Itova lema

Veta 9 (Itova lema [4]). Nech f(z,t) je dostatocne hladkd funkcia dvoch premennych,
pricom X, je riesenim SDR

dXt = M(Xt, t)dt ‘I— O'(Xt, t)dm7

kde W, je Wienerov proces. Potom

0 0 1 9?
47000 = Laxi+ (o Jcangd Y ar

désledkom c¢oho funkcia f vyhovuje SDR

_[(of of 1, Of of
df = (EJru(Xt,t)a—ergU (Xut)@ dt+U(Xt,t)%th-
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Dokaz, resp. odvodenie Itévej lemy sa dd nahliadnut cez Taylorov rozvoj funkcie

f:

dX2+282f dX, dt+—fdt2 + o(dt)
a2 dzot 1T o Agh

T (an

—dX; +
8tdt+8 dX; +

kde o(dt) su ostatné ¢leny vyssieho raddu. Pre d X, plati
dX? = o2dW? + 2uodW,dt + p*di?,
z ¢oho vyuzitim vztahu (1.1) pre dW; dostavame
dX? ~ o?dt + O(dt*?) + O(dt?).
Podobne pre vyraz d X;d¢ dostaneme:
dX,dt = pdt? + odW,dt = O(dt?) + O(dt*/?).

Cleny, ktoré obsahuju d¢ vy$$ieho radu ako jedna, idd k nule, a teda diferencial
funkcie f mo6Zeme napisat’ ako:

2

Nakoniec za dX; dosadime pu(X,t)dt + o(X,t)dW; a dostdvame SDR pre funkciu
f z Itovej lemy.

1.5 Martingaly a Girsanova veta

Martingal predstavuje model hry, resp. sekvenciu ndahodnych premennych, pre ktort
plati, Zze ocakavanie d’alsej hodnoty je rovnaké ako sticasna hodnota. Teda vedo-
most’ o minulych hodnotéch nie je vyhodou a nemd vplyv na hrd¢ovo ocakdvanie.
Martingalom je napriklad hra, v ktorej sa hra¢ snazi uhadnut, aké ¢islo padne na
kocke. Oproti tomu hra, v ktorej hrac tipuje, aku kartu si vytiahne z balicka bez
vratenia, nie je martingalom, lebo vedomost toho, aké karty uz boli vytiahnuté,
zvySuje pravdepodobnost uspechu (napr. ak je v balicku posledna karta, tak prav-
depodobnost’ tspechu je 100%). Na presné definovanie martingalu bude potrebné
zaviest pojmy ako meratelnost’, podmienend strednd hodnota a filtrdcia.

Definicia 10. [9] Stochasticky proces w — X(w); w € Q na pravdepodobnostnom
priestore (2, F, P) s hodnotami v R", sa nazyva F-meratelny, ak

X U)={weQ; X, (w)eU}eF
pre vsetky otvorené mnoziny U € R™.

Definicia 11. [8] Nech na pravdepodobnostnom priestore (), F, P) pre ndhodnu pre-
mennu X : Q — R plati E[|X|] < oo. Nech H C F je o-algebra (H je teda menej
bohatd ako F). Potom podmienend strednd hodnota E[X |H] je ndhodnd premennd s
nasledujticimi vlastnostami:
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1) E[X|H] je H-meratelnd
ii) [, E[X|H]dP = [, XdP, pre vietky h € H.

Podmienena stredna hodnota je teda stredna hodnota zavisla od prislusnej o-
algebry, ktora predstavuje informaciu o realizovanych hodnotéach v prislusnom case.
Nasledujtica veta hovori o zdkladnych vlastnostiach podmienenej strednej hodnoty.

Veta 12. [8] Nech X a Y st ndhodné veliciny s konecnou strednou hodnotou na
pravdepodobnostnom priestore (), F, P). Dalej nech a, b € R a G, H st o-algebry, pre

ktoré plati
GCHCF

Potom plati:
i) ElaX + bY|H] = aE[X|H] + bE[Y |H]
i) E[E[X|H]] = E[X]
i) E[E[X|H]|G] = E[X|]]
iv) ak X je H-meratelnd, potom E[X|H]| = X
v) ak Y je H-meratelnd, potom E[Y X|H] = YE[X|H]
Teraz moZeme prejst’ k definicii filtracie a martingalu.

Definicia 13. [9] Filtrdciou na pravdepodobnostnom priestore (), F, P) je systém
o-algebier {F;}i>0, F+ C F, takych, Ze

s<t=F, CF

Stochasticky proces { X }>0 na (2, F, P) sa nazyva martingal vgzhladom na mieru P
a filtrdciu {F;}+>0, ak

i) X, je F;-meratelny pre vsetky t,
ii) E[|X|] < oo pre vietky t,
iii) E[X,|F;] = X, pre vSetky s > t.

Martingal sa vzdy vztahuje k urcitej pravdepodobnostnej miere P a filtracii
{Fi}+>0. Filtraciou sa obvykle rozumie prirodzeny systém do seba zapadajtcich o-
algebier. Filtraciu generovani Wienerovym procesom budeme oznacovat' F}". Nie-
kedy sa martingal vzhladom na mieru P oznacuje ako P-martingal.

Veta 14. [7] Nech {X:}o<i<r a {Y +}o<t<r Su stochastické procesy na pravdepodob-
nostnom priestore (2, F, P) a nech pre t € [0, T plati

Y, = E(X71|F).

Potom {Y, }o<i<r je P-martingalom vzhladom na filtrdciu {F;}o<:
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Dékaz: Vyuzitim vlastnosti podmienenej strednej hodnoty iii) z vety 12 pre 0 <
t < s < T dostavame

Y, = E(X1|F) = B(E(X 1| F)|F) = E(Y | F),

z ¢oho vyplyva, ze {Y,; }o<;<r je martingal. O

Déleziti dlohu budd hrat F}V-adaptované procesy, ktoré informacne sleduju
Wienerov proces. F;"-adaptovanost teda znamend, Ze dany proces nepredbieha
prud informdcii, ktory predstavuje filtracia 7.

Ako uvidime d’alej, pri ocenovani derivatov budeme ich cenu ratat’ ako diskonto-
vanu strednt hodnotu z buduiceho vyvoja podkladového aktiva. AvSak tato strednd
hodnota nebude pocitana pri pévodnej pravdepodobnostnej miere, ale pri tzv. bez-
rizikovej miere @, ktord zarudi spravodlivd, bezarbitrdznu cenu derivatu. Existenciu
miery () zaruCuje nasledujuica veta.

Veta 15 (Girsanova veta [7]). Nech W;(w), 0 < t < T, je Wienerov proces na
(Q, F, P) a v(w) je F}V-adaptovany proces, pricom plati

Ep [eXp (% /OT VE(W)dt)] < co.

Potom existuje miera () na (S, F) takd, Ze
i) P a Q su ekvivalentné, teda plati P(x) > 0 < Q(x) >0
i) 99 (w) = exp(— [ w(w)dWi(w) — L [T 42(w)dt),

iii) Wi(w) = Wi(w) + fo vs(w)ds je Wienerov proces na (2, F, Q).

V predchadzajicej vete sa vyraz g—fﬁ(w) nazyva Radon-Nikodymova derivacia
miery () vzhfadom na mieru P.






KAPITOLA 2

Uvod do ocenovania finan¢nych
derivatov

Financ¢ny derivat je cenny papier, ktorého hodnota zavisi od podkladového aktiva. V
tejto kapitole ukdzeme, ako sa ocenuju opcie, teda finan¢né derivaty, ktorych pod-
kladovym aktivom st akcie. Najprv ukdzeme zdkladny princip ocenovania deriva-
tov pomocou binomického stromu. Potom prejdeme k Black-Scholesovej ocetiovacej
formulke a nakoniec ukazeme ocenovanie derivatov pomocou martingalov, kde vy-
uzijeme stochasticky kalkulus z prvej kapitoly. Finan¢né ndstroje maju stochasticky
charakter. Prikladom je ndhodny vyvoj ceny akcie, pricom X,(w) je cena akcie v
case ¢ a trajektdériou je mnozina cien akcie {X;; t € T} za Casové obdobie 7. Na
obrdzkoch 2.1 a 2.2 je zobrazeny vyvoj ceny akcie (trajektdria) firmy Google Inc. a
General Motors za rok 2011.

40
|
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]
Cenav USD

550
|

Cenav USD
25

500
|

20
|

T T T T T T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250

Obchodovatelné dni v roku Obchodovatelné dni v roku

Obr. 2.1: Cena akcie Google Inc. Obr. 2.2: Cena akcie General Motors

11
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2.1 Binomicky strom

2.1.1 Jednokrokovy binomicky strom

Predpokladajme, Ze chceme urcit hodnotu eurdpskej kipnej opcie f, v case t = 0
na akciu s hodnotou S, pricom cena prislusnej akcie moéze za maly Casovy usek d¢
bud vzrast na hodnotu S,, alebo klesnit na hodnotu S;. Dalej predpokladdme, Ze
pri raste ceny akcie bude mat opcia hodnotu f, a pri poklese hodnotu f;. Pri ur¢eni
fo vyuzijeme portfdlio, ktoré zostavime vypisanim (predajom) jednej kiipnej opcie
a kipenim « akcii, teda jeho hodnota v ¢ase ¢ = 0 sa bude rovnat’:

aSo — fo.

Dalej pozadujeme, aby toto portfélio bolo bezrizikové, to znamend, Ze jeho hodnota
bude rovnaka bez ohladu na to, ¢i cena akcie stipne alebo klesne, teda v case dt
plati:

aSy — foa=ad1 — f1
a pocet akcif je

bk
So—S1

Ale zarovern pre toto bezrizikové portfélio musi platit, Ze jeho vynos je rovnaky ako

vynos iného bezrizikového aktiva na trhu (napr. US Treasury Bonds), inak by doslo

k arbitrazi. Ozna¢me bezrizikovi urokovd mieru r. Potom hodnota portfélia v case
= 0 sa rovna diskontovanej hodnote portfdlia v case dt:

aSy— fo=eT""(aSy — fo) = e (S — f1).
Z toho pre f, plati

fo=aSy+e " (f, — aS)
B f2-f130+e_rdt (fg— f2_f15,2)

S =5 Sy — 5]
_ _rdt f280e" — f1Spe™ + f1.95 — f2.5
=e
Sy — 5
Serdt_S Serdt_S
—rdt 0 1 0 1
— 20 T Y1 1_20¢ T2
‘ [ Sy — 51 f2+( Sy — 5 )fl]
=e " Ygfy+ (1—q)e " fy,
kde
_ Soerdt _ Sl
TS =5

je rizikovo neutrdlna pravdepodobnost. Z toho vyplyva, Ze sticasna cena opcie f je
diskontovanou strednou hodnotou pri rizikovo neutralnych pravdepodobnostiach z
buducich cien opcie.
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2.1.2 Odvodenie viackrokového binomického stromu

Viackrokovy binomicky strom budeme skladat' z postupnosti jednokrokovych stro-
mov. Na to, aby sme sa dostali ku koncovym cenam opcie (v Case expiracie), po-
trebujeme modelovat vyvoj ceny podkladového aktiva, t.j. akcie. Potom z moznych
koncovych cien akcie S]T (j = 0,1,...n pri n-krokovom strome) Fahko vypocitame
koncové ceny opcie f/ na zdklade vzorca:

f] = max(S] — K,0), (2.1)

kde K je tzv. realizacna cena (strike price). Nakoniec sticasnt cenu opcie spocitame
ako diskontovanu strednu hodnotu pri rizikovo neutralnych pravdepodobnostiach

z f].

2.1.3 Modelovanie vyvoja ceny akcie

Cenu akcie budeme modelovat podla Coxovho-Rossovho-Rubinsteinovho modelu
[3], v ktorom sa predpokladd, Ze cena akcie za cas d¢t bud’ vzrastie o hodnotu U
alebo klesne o hodnotu D:

U = Vi
D = e 7V

kde o je volatilita akcie, ktori budeme pocitat’ z historickych dat cien akcie

n

1 _
=\ 7 Z(Yt —-Y)2 (2.2)
t=1
Tu g g
y, — 2t “il
' Si1

je relativny prirastok ceny akcie za jeden dem, Y je ich priemer a n je pocet dni ob-
dobia, za ktoré meriame (dennu) volatilitu. Ked'ze budeme d’alej pocitat’ s rocnym
urokom r a takisto ¢asovymi intervalmi vzhfadom na rok (1 den=1/252 rok), treba
aj dennu volatilitu prepocitat na ro¢nu, a to vynasobenim odmocninou z poctu
obchodovatelnych dni v roku (priemerne 252 dni).

Cena akcie S, teda mé¥e za ¢as dt vzrast na hodnotu Sy x U (= Soe”V4) s prav-
depodobnostou ¢ alebo klesnit na Sy x D (= Spe~7V4) s pravdepodobnostou 1 —g,
kde pre rizikovo neutrdlnu pravdepodobnost’ plati

Soerdt o Soe—m/ﬁ erdt _ e—m/@ erdt - D
o Soeam _ Soe—om - eoVdt _ g—oV/dt - U-=D

q

V d’alsom kroku sa posunieme do casu d¢ a zopakujme postup pre dve nové ceny
So x U a Sy x D, ¢cim dostaneme ceny v Case 2d¢, atd. Tento postup opakujeme do-
vtedy, kym n.d¢t = T, ¢im dostaneme n-krokovy binomicky strom. Napr. 4-krokovy
binomicky strom pre cenu akcie by vyzeral takto:
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So
S()XU S()XD
Sy x U? SoxUx D Sy x D?
So x U3 Sox U?x D So x U x D? Sy x D?
Sy x U4 Sox U3 x D So. x U? x D? Sy x U x D3 So x D*

(o) (1) () (s)

Kombinacné ¢isla pod koncovymi cenami urcujt pocet ciest, ktorymi sa cena S
mohla dostat do danej koncovej ceny v Case t = T.

Vo vSeobecnosti pre n-krokovy binomicky strom plati, Ze pravdepodobnost, Ze
koncova cena akcie bude

Sl =8y xU’xD"7, j=0,1,...n,
je
n : _
P(ST) = (j).qj.(l —q)"’

Ku koncovym cendm akcie teraz mozeme priradit’ prislusné ceny opcie podla (2.1).
Samo;rejme platl',, ze P( fJ;T ) = P(S]). Nal.«?niec sﬁéasnlli cenu opcie f Vypoéit.ame
ako diskontovanu strednd hodnotu pri rizikovo neutrdlnej pravdepodobnosti ¢ z
cien opcie f;"

foze‘TTzn;ij.P( =‘TTZf () (=g

2.1.4 Aplikacia modelu na akciu firmy Apple Inc.

Ukazeme, ako sa oceni eurépska kupna opcia na akciu Apple Inc. ku dnu 25.no-
vembra 2011 s dobou expirdcie dva tyzdne (9.decembra 2011) a realiza¢nou cenou
365%, pricom otvaracia cena akcie 25.novembra bola 368.428.

Cenu akcie modelujeme v ¢ase od 25.11. do 9.12. pomocou 10-krokového bino-
mického stromu, ked’ze v danom c¢ase bolo 10 obchodovatelnych dni, pocas ktorych
sa cena akcie mohla hybat. To znamend, Ze d¢t = 1/252 a 7' = 10.d¢t = 10/252

V prvom kroku vypocitame ro¢nu volatilitu o akcii Apple Inc. z historickych cien
akcie za posledny mesiac podla (2.2) a ro¢nu bezrizikovti irokovt mieru r stano-
vime ako ro¢ny vynos americkych vladnych dlhopisov s maturitou 10 rokov. Volati-
lita je 0 = 0.19 a bezrizikovy turok je » = 0.02. Potom skok ceny akcie hore a dole
je

U =™ = 1.0120, D = e V4 = 0.9881
a rizikovo neutralna pravdepodobnost’ q

erdt - D
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Na obrazku 2.3 st zndzornené koncové ceny akcie a prislusné ceny opcie, z kto-
rych spocitame cenu opcie f, dna 25.novembra ako diskontovanu strednt hodnotu
z cien opcie ij dna 9.decembra, pri bezrizikovej pravdepodobnosti q.

Cena tejto opcie sa teda rovna
0 /10
fo=e"T Z (j >.q].q10_J.ij = 7.70%
=0

Réalna cena opcie bola zhruba o 25% vyssia v priebehu celého diia. Tato nepresnost
ocenovacieho modelu spoc¢iva v tom, Ze v nom nie st zohladnené oc¢akavania na
trhu, ani napriklad transakéné naklady.

Ak je skutoc¢na cena akcie Apple Inc. (hrub4d krivka na obrazku 2.3) v priebehu zi-
votnosti opcie v cenovom rozpati binomického stromu, potom to znamena, ze strom
bol dobre nakalibrovany. Ak by skuto¢na cena akcie prekro¢ila hranice stromu, zna-
menalo by to, Ze volatilita je v skutoc¢nosti vacsia ako odhadnutad historicka volatilita
pouzita na generovanie stromu, a teda strom by mal byt Sirsi (¢im vacsia volatilita,
tym Sir$i strom).

cena
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Cena akcie opcl
v USD = 415.2-50.2

\

405.4°40.4
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377.3:12.3

368.42

368.4: 3.4

A\
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/\
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Obr. 2.3: 10-krokovy binomicky strom pre ocenenie eurdpskej kiupnej opcie na akciu
Apple Inc.
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2.2 Black-Scholesov vzorec

Prelom v obchodovani a ocenovani finan¢nych derivatov nastal v roku 1973, ked
Fisher Black a Myron Scholes publikovali [1] tzv. Black-Scholesov vzorec na ocene-
nie opcii eurépskeho typu. Black a Scholes odvodili parcidlnu diferencidlnu rovnicu,
ktora urcuje cenu derivatu pouzitim zaistovacieho bezrizikového principu. Riese-
nim tejto rovnice je Black-Scholesov vzorec, ktory sa stal populdrnym vd'aka tomu,
ze je funkciou niekolkych priamo pozorovatelnych parametrov.

Odvodenie Black-Scholesovho vzorca sa stalo tradi¢nou sucastou literatuty o
ocenovani finan¢nych derivdtov a mézeme ho ndjst’ napr. v klasickej knihe od Kwoka
[5]. V nasledujiucom texte ukdzeme, ako sa d4 odvodit parcidlna diferencidlna rov-
nica pre cenu eurdpskej kiipnej opcie pouZitim priebezného zaistovania. Uvazujme
pripad, ked niekto vypiSe (predd) kupnu opciu na akciu. Cena akcie moZe vzrast
vysoko nad realiza¢nu cenu, a tym spdsobit’ vypisovatelovi opcie velku stratu. Ako
poistenie voci takejto strate si vypisovatel kupi prislusnu akciu, a teda strata spéso-
bena vypisanim opcie je vykompenzovana drzanim akcie, ktorej cena rastie. Takato
zaistena pozicia teda pozostava z nakupu a predaja urcitého mnozstva akcii a opcii
tak, aby pripadny pokles v jednej polozke bol vykompenzovany ndrastom v druhej
polozke. Tento princip zabezpecteného portfélia bol znamy uz predtym, ale az Black
a Scholes si uvedomili, Ze vynos z tohto portfélia by sa mal rovnat bezrizikovej
urokovej miere.

Predpokladajme, ze cena podkladového aktiva (akcie) je dand rovnicou
dSt = ,LLSfdt + O'Stth7 (23)

kde yu je ocakavany vynos a o je volatilita ceny akcie (predpokladame, Ze su kon-
$tantné). Dalej predpokladajme, %e vyvoj ceny akcie predstavuje ndhodny vyber
z lognormdlneho rozdelenia, t.j. C; = S;/S;1, t = 1,2,...,T, st i.i.d. ndhodné
premenné s lognormdlnym rozdelenim a parametrami p a o2. Ndhodnd premennd
Y, =InC,,t =1,2,...,T mé teda normdlne rozdelenie a rovnaké parametre p a o>
Z It6vej lemy dostavame

1 1

1
= Mdt+Uth—§U2dt,
a teda
L,
Y, = Y0+,ut—|—0Wt—§at

1
hlSt = IHSO +/Lt+0’Wt - §U2t,

z coho dostavame rieSenie rovnice (2.3) v podobe geometrického Wienerovho pro-
cesu:

1
Sy = Spexp (ut + oW, — 50225) . 2.4
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Vytvorme zaistené portfélio pozostavajuce z predaja jednej eurdpskej kupnej
opcie a ndkupu «, akcii (mnoZstvo akcii sa priebezne meni). Potom hodnota port-
folia H(S;,t) je

H(Si,t) = =V + oSy,

kde V = V(S;,t) je cena kipnej opcie v zdvislosti od ceny akcie. PouZzitim Itovej
lemy pre stochastickd funkciu V'(S;, t) dostdvame jej diferencial

ov
dV = a—StdSt + (

oV 1 , ,0%V
5 —|—2a S; aStQ>dt.

Z toho dostavame

2
—dV + audS; = (—8—V — 102528 V> dt + (ozt — 0_V) dS;

o 2 "1oS? 05,
— OV 1 5,0V oV oc
= l—a — 57 S; 8_5,? + (Ozt - 8_&) MSt:| dt + (at - (9_&) oSy dW,

a potom zisk II z tohto portfélia v ¢ase ¢ m6zeme zratat’ ako

t t
/ —dV+/ o, dS,
0 0
hoov 1 5 O°V oV
— /0 [—%—50 S“@Sg—i_(au_@Su)MSu} du

! ov

Z poslednej rovnosti vidno, Ze ndhodnost’ zisku spésobuje Clen

¢ oV
/0 (ozu — 3Su) oS, dW,.
oV

Ak v kazdom ¢ase u < t zvolime pocet akcif rovny «, = Sz-, potom vypadne sto-

chasticky Clen a zisk sa stane deterministickym. Tento zisk by sa mal rovnat’ zisku z

drzania bezrizikového portfdlia, aby sa zamedzilo arbitrdzi. Hodnota bezrizikového

portfélia H*, ktorého zloZenie sa meni v éase, je —V + 2~ S,,. Potom deterministicky

03,
zisk z tohto portfélia v Case ¢ je

II(H (S, 1))

¢ ov
[I(H*(S;,t :/ r(—V+—Su>du,
(' (s.0) = | s

kde r je bezrizikova tirokova miera. Z rovnosti deterministickych ziskov II(H(S;,t))
all(H*(S;,t)) teda dostavame

2
_6_V_102S28V:T(_V4r(%/su>, 0<u<t,

¢o znamend, Ze cena opcie V' (S;,t) je dand rovnicou

oV 1 , 0%V ov B
5 +2a St8St2+rStaSt—rV—0.
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Rovnaku rovnicu by sme dostali aj pre predajnu eurdpsku opciu. Ak teda oznac¢ime
cenu eurdpskej opcie ako V' = V(S,, t) a predpokladdme, Ze akcia priebezne vypldca
dividendu, ktorej rotnd miera je D, potom cena opcie je opisana rovnicou

oV 1, ,0%V oV
= — D)S,— — = T 2.
ot + 20 St 85‘752 -+ (7" )Stast rV O, St > O, t e [0, ], ( 5)

pricom termindlova (koncovd) podmienka v Case expiracie pre kipnu eurépsku
opciu s realiza¢nou cenou K je

V(S7,T) = max(Sy — K, 0) (2.6)
a pre predajnu eurépsku opciu je
V(Sy,T) = max(K — Sr,0), (2.7)

ked'ze cena opcie je nezaporné Cislo. Rovnica 2.5 sa nazyva Black-Scholesova rov-
nica a jej rieSenim je

B In2t+ (T —t)+ 26%(T — 1)
V(S,t) = S.® < = (2.8)
o In2t 4+ 7(T —t) — Lo*(T — 1)
. r(T—t) K 2
Ke O ( T ) (2.9)

Prechod od parabolickej parcidlnej diferencidlnej rovnice (2.5) k vzorcu (2.8) spo-
¢iva v postupnosti niekol'kych transformaécii na zédkladny tvar parabolickej rovnice a
naslednom aplikovani Greenovej funkcie. Cely postup sa nachddza v ucebnici [11].
Tento model ocenovania eurépskych opcii ma vsak nedostatky v podobe tychto ne-
redlnych predpokladov:

i) neexistencia transak¢nych ndkladov a dani
ii) moznost kupit alebo predat 'ubovolné mnozstvo kazdého cenného papiera
iii) existencia konStantnej bezrizikovej urokovej miery

iv) ceny akcie sa vyvijaja podla rovnice 2.3 v podobe geometrického Wienerovho
procesu

v) akcie nevyplacaju dividendy a ich volatilita je konsStantna.
Aj napriek tymto obmedzeniam je Black-Scholesov model povazovany za zdklad pre
ocenovanie finan¢nych derivatov.
2.3 Ocenenie opcii pomocou martingalov

Viackrokovy binomicky strom z predoslej casti predstavoval diskrétny model ocene-
nia derivatov, ktorych cenu sme spocitali ako diskontovanu strednd hodnotu z bu-
ducich hodnot pri bezrizikovej tirokovej miere (). V tejto Casti prejdeme k spojitému
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modelu ocefiovania opcii pomocou martingalov a ukdZeme, Ze vylucenie arbitraze
v ocenovacom modeli derivatov je zarucené existenciou bezrizikovej pravdepodob-
nostnej miery, ktord vyplyva z toho, Ze diskontovany proces vyvoja ceny derivatu je
martingalom pri tejto miere.

Za predpokladu, Ze cena akcie je popisand binomickym stromom, platila pre
cenu derivatu V; s platnostou 7" ocenovacia formulka

‘/0 = EQ (eiTTVT),

kde E( je strednd hodnota pri bezrizikovej miere () a V; je ndhodnd premennd
predstavujuca koncovy payoff. Potom pre cenu derivatu v case ¢ < 7T plati

Vi =EBq(e V| ), (2.10)
kde F; predstavuje informdciu v Case ¢. Ak prepiSeme tuto formulku do tvaru
¢V = Eq(e V| F),

a oznac¢ime M; = e "'V}, potom podla vety 14 je M; martingal vzhladom na mieru
Q. Ak oznac¢ime hodnotu peniazného dlhopisu v ¢ase t ako B; = ¢"*, potom hodnota
e "'V, predstavuje relativnu cenu derivatu vzhfadom na cenu penazného dlhopisu.
Cenny papier (v tomto pripade penazny dlhopis), ku ktorému sa vztahuju ceny
ostatnych aktiv, sa nazyva numeraire. V dalSom ukazeme, Ze ocenovacia formulka
2.10 plati aj v spojitom pripade, kde cena akcie je popisand pomocou Wienerovho
procesu. Hladanie bezrizikovej miery () je ale ndrocnejsie a bude vyzadovat Girsa-
novu vetu.

2.3.1 Princip bezarbitraznej ceny

Najprv cez samofinancovanu obchodn stratégiu zdévodnime, preco existencia mie-
ry @, pri ktorej st relativne ceny derivatov vzhladom na peniazny dlhopis martin-
galom, zarucuje bezarbitraznu cenu derivatu. Predpokladajme, Ze na trhu existuje
k + 1 cennych papierov, s ktorymi sa obchoduje do ¢asu 7. Neistota na trhu je
modelovand pravdepodobnostnym priestorom ({2, F, P) s filtrdciou {F; }o<i<r, kde
ceny cennych papierov S%, i = 0,1,...,k su F,-adaptované stochastické procesy.
Obchodn4 stratégia je vektor stochastickych procesov (zo(t), z1(t),. .., x.(t))T, kde
z;(t), 1 = 0,1,..., k je poCet jednotiek i-teho cenného papiera v portfdliu v Case t.
Potom hodnota portfélia v Case ¢ je

k
H(t) =) z(t)S], 0<t<T,

1=0
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Toto portfdlio je samofinancované, ¢o znamend, Ze pocas celého casového inter-
valu [0, 7] neprichddzaju ani neodchddzaja z portfélia zZiadne d’alSie finan¢né pros-
triedky, a teda zmena hodnoty portfélia stvisi len so zmenou hodnoty pévodnych
cennych papierov v portféliu. Samofinancovanost teda mozno zapisat rovnicou

H(t)=H(0)+1II(t), 0<t<T.

Nech cenny papier s hodnotou B; = ¢"* predstavuje penazny dlhopis uroteny bezriz-
kovou urokovou mierou r. Tento dlhopis budeme povazovat' za numeraire. Potom
diskontovany proces vyvoja ceny i-teho cenného papiera je

Si"=S5/B,, i=1,2,...k,

a predstavuje martingal vzhfadom na bezrizikovii mieru (). Diskontovana hodnota
portfélia H*(t) = H(t)/B; je potom tiezZ ()-martingal, pricom samofinancovanost’
sa zachova pri diskontdcii. Pre diskontovany zisk potom plati

I*(t) = H(t) — H(0) 0<t<T.

Predpokladajme, Ze na danom pravdepodobnostnom priestore ({2, F, P) existuje
ekvivalentna bezrizikova miera () k miere P. Potom diskontovana hodnota portfdlia
H*(t) generovand samofinancovanou stratégiou je ()-martingal, a teda plati V" =
Eq (V). Dalej predpokladajme, %e zaéneme s nulovou hodnotou portfélia V, =
Vi = 0 a zdroven tvrdime, Ze V' > 0, ¢o predstavuje arbitrdz. KedZe plati 0 =
Vi = Eq(V}) a Q(w) > 0, potom pre V' dostdvame, Ze sa musi rovnat’ nule. Ak
by sme pripustili V; > 0, pricom pri niektorych realizdcidch je Vi > 0, potom
Eq(V}) > 0 ato je spor. Teda Vi = 0 a tym je existencia arbitrdze vylacend.

Oznac¢me koncovy payoff derivatu ako V. Potom V; je Fr-meratelnd ndhodna
premennd, generovana samofinancovanou stratégiou. Za predpokladu existencie
ekvivalentnej bezrizikovej miery () je cena derivatu V; ()-martingal, a teda dosta-
vame vztah pre jeho bezarbitraznu cenu:

Vi = B,V;" = BEg[Vr|F] = BiEq[Vr/Br)| F,

pricom B; = €', a teda
Vi = Eqle "V | Fy,

¢im sme vlastne dostali ocenovaciu formulku (2.10). Koncovy payoff V; je nejakou
funkciou f koncovej ceny akcie S, ako napr. (2.6) a (2.7). Potom za predpokladu
konstantného troku mézeme ocenovaciu formulku napisat’ ako

V; = e "TIEG[f(ST)| Fil. (2.11)

2.3.2 Bezarbitrazna miera Q

V tejto Casti ukdzeme, ako ndjst mieru (), pri ktorej su diskontované procesy cien
aktiv ()-martingalom. Uvazujme ocenovaci model, v ktorom sd dva cenné papiere,
rizikové podkladové aktivum (akcia) a penazny dlhopis iroceny bezrizikovou dro-
kovou mierou r. Ceny tychto aktiv v pévodnej pravdepodobnostnej miere P si dané

rovnicami: ds
?t = pdt + odW, (2.12)
t
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— = rdt
t

Ak za numeraire zvolime penazny dlhopis, potom diskontovany proces ceny akcie
je Sy = S,/ B,. Z Itovej lemy dostdvame pre diferencial S;:

0S? 0S? 0S? 1 %S
ds; = Ld —LdB Ldt + —o2S2=—Ldt
S = 55,45 T gp, Bt At 55 G

1 Sy

= —dS, - 2tdm

MtdSt de 4

o l/[lStdt + O'Stth . TStMtdt

B M, M?

= (u—r)Sidt + oS;dW;,

to znamena, zZe
dsy
o = (u—r)dt + odW,. (2.13)
t

RieSenie tejto diferencidlnej rovnice ma podla (2.4) tvar
1
Sy = S§exp ((,u —r)t+ oW, — §a2t> :

Z toho vidime, Ze diskontovany proces ceny akcie S; nie je martingalom pri miere
P, pretoze obsahuje drift ;1 — r. Preto treba ndjst mieru ), vzhladom na ktoru
bude S; martingalom. Ukdzeme, Ze stochastické procesy bez driftovej zlozky st
martingalom pri danej miere spojenej s pravdepodobnostnym popisom Wienerovho
procesu.

Pre cenu akcie uvazujme bezdriftovd diferencidlnu rovnicu
dsS;
— = odW,,
St
pricom z predchddzajiceho vieme, Ze jej rieSenie ma tvar

1
Sy = Spexp <0Wt — 502t> )

Na to, aby sme ukdazali, Ze S; je martingal, budeme potrebovat nasledujuce tvrde-
nie, zndme z tedrie pravdepodobnosti.

Lema 16. Ndhodnd premennd X md normdlne rozdelenie .4 (1, o) pri pravdepodob-
nostnej miere P prdve vtedy, ak plati

2

Ep(exp(aX)) = exp (au + %02) , VaeR.

Pre u < t spoc¢itame strednt hodnotu z S; za podmienky filtracie 7, nasledovne:

E[Si|F.) = E [So exp (UWt — %0’215)]
1, 1,
= E|Syexp | oW, — 50 u | exp —50 (t —u) ) exp(c(Wy — Wo))|Fu

~ Soesp (a1, = 3o ) exp (507t — ) ) Efexplo Vi — W) 7).
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pricom vieme, Ze prirastok Wienerovho procesu W; — W, je normdlna ndhodna
premennd s parametrami y = 0 a 02 = t — u. Potom vyuzitim lemy 16 dostdvame
pre posledny clen v rovnici

E [exp(c(W; — W,))|Fu] = exp (%UQ(t - U)) ;

a teda
1
E[S|F.] = Soexp <0Wu — 502u> =S,

¢o znamend, Ze S, je martingal.

Vratme sa teraz k hfadaniu miery (), vzhfadom na ktort je diskontovany proces
S} martingal. Pouzijeme Girsanovu vetu, pricom predpokladdme, Ze za funkciu ~(t)
v Radon-Nikodymovej derivdcii miery ) vzhfadom na P zvolime konStantu

w—r
—

() =7 =
Potom podla Girsanovej vety plati, Ze Radon-Nikodymova derivécia je

j—g(w) = exp (— /OT Yo (w)dWy(w) — %/OT vf(w)dt) = exp <—’7WT(‘*}) - %VQT)

— exp (- (“;T) W (w) —% (“;T>QT>

a
t R
Wi(w) = Wy(w) + / vs(w)ds = Wy(w) + vt = Wi(w) + & - u
0
je Wienerov proces na (2, F, (). Potom plati
AW, = dw, + & ; "at, (2.14)

z ¢coho dostavame dosadenim za dWW; do vztahu (2.13), Ze pre diskontovany proces
ceny akcie S; plati
dsS;
St
a teda S} je vzhladom na mieru @) stochastickym procesom bez driftu, z ¢oho vy-
plyva, Ze je (Q-martingalom.

= O'th7

Ak do rovnice (2.12) dosadime dWW, zo vztahu (2.14), dostavame, Ze cena akcie
pri bezrizikovej miere () je dana rovnicou

% = rdt + odW,, (2.15)

t

kde driftom (oc¢akdvany vynos) je bezrizikova trokova miera r, ¢o je v sulade s
bezarbitraznym principom.
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2.3.3 Black-Scholesova rovnica a martingaly

Na zaver ukazeme suvislost medzi ocenovanim derivatu pomocou Black-Scholesovej
rovnice a martingalov. Vyuzijeme pri tom Feynman-Kacovu formulu, ktord uvadza
vztah medzi parabolickymi parcidlnymi diferencidlnymi rovnicami (PPD) a stochas-
tickymi procesmi.

Veta 17 (Feynman-Kacova formula). Pre ndhodni premennt V : R x [0,7] — R
uvazujme nasledovnii PPD rovnicu

ov v o1, 0*V
B + pu(z, t)% + 20 (a:,t)w — R(x,t)V + h(x,t) =0,

ktord je definovand pre ¥V x € R, t € [0, T, pricom plati koncovd podmienka

Vi, T) = f(x),

kde i, 0, R, f a h st zndme funkcie. Potom riesenie tejto rovnice sa dd napisat’ ako
podmienend strednd hodnota

T 5 T
V(z,t)=E l / e IR ey (X §Yds 4 e Je B p(x0 X = g
t

kde X, je stochasticky proces dany rovnicou

dXt = ,U/(Xh t)dt + O'(Xt, t)th

Predpokladajme teda, Ze cena derivatu V; je dand Black-Scholesovou rovnicou

oV 1 ,,0°V OV B

Vo Feynman-Kacovej formule zavedieme
v=29, R(x,t)=r, h(z,t)=0, u(z,t) =19, o*(v,t) =0>S%

a za X, zvolime proces vyvoja ceny akcie S; pri bezrizikovej miere (), ktord je dand
rovnicou (2.15). Potom dostdvame, ze rieSenie Black-Scholesovej rovnice sa d4 na-
pisat’ ako

V(S,t) =E[e "0 f(Sp)|S: = 5],

¢o je v stlade s ocenovacou formulkou (2.11), ktord sme dostali pomocou Q-
martingalov.






KAPITOLA 3

Simulacné ocenovanie opcii

V tejto kapitole ukdazeme, ako sa da ocenit eurdpska kipna opcia pomocou sto-
chastickych simuldcii. V prvej casti budeme predpokladat, ze volatilita ceny akcie
a bezrizikova drokova miera su konstantné. V druhej ¢asti zmenime predpoklad
konsStantnej urokovej miery a budeme ju modelovat pomocou stochastickej dife-
rencidlnej rovnice sticasne s cenou akcie.

3.1 Ocenovanie eurdpskej kipnej opcie
pri pevnej urokovej miere
V tejto Casti ukdazeme fungovanie simula¢ného ocenovania opcie pri pevnom uroku,

ktoré bude zalozené na simula¢cnom modelovani vyvoja ceny akcie. Pre vyvoj ceny
akcie budeme uvazovat stochasticku diferencialnu rovnicu

dSt = /LStdt + O'Stth, (3.1)

priCom vieme, Ze rieSenie tejto rovnice je
1 2
Sy = Spexp | ut + oW, — 50 t].

Podla predchddzajiceho vztahu budeme postupne generovat ceny akcie az do ¢asu
expiracie t = T'. Nasledne vyc¢islime koncové ceny opcie, ako v pripade binomického
stromu, a vypocitame cenu opcie v case ¢t = 0 ako diskontovant strednii hodnotu
z koncovych cien. Stredna hodnota bude aproximovand aritmetickym priemerom,
pricom vychddzame zo zdkona velkych ¢isel. V predchadzajucej kapitole sme uka-
zali, Ze v rizikovo neutrdlnom svete sa i (o¢akdvany vynos akcie) rovnd bezrizikovej
urokovej miere r, preto rovnica na postupné generovanie cien akcie bude

1
Sy, = S, exp ((r - 502) (ta —t1) + O'Ztl) , (3.2)

kde

Ztl = th - Wt17 0 S tl S t2 S T (33)

25
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Obr. 3.1: 3 ukdzky ndhodného vyvoja ceny akcie

md rozdelenie .A7(0,ty — t;).

Na obrazku 3.1 st znazornené 3 ukazky nahodného procesu vyvoja cien akcie,
vygenerované podla (3.2).

Ocenenie opcie spravime pre rozne pociatocné hodnoty akcie, z ktorych potom
zostrojime graf, na ktorom bude vidiet, ako suvisi cena opcie s cenou akcie. Vy-
sledné ceny porovname s cenami vypocitanymi podla Black-Scholesovej rovnice
pre rovnaké vstupné parametre.

Uvazujme 10 pociato¢nych cien akcie: 71, 74, 77, 80, 83, 86, 89, 92, 95, 98 v
case t = 0 a realiza¢nu cenu opcie 85. Pre kazdu pociatotnt cenu spravime n
simuldcii vyvoja ceny az do c¢asu t = T, ¢im dostaneme n koncovych cien opcie
pre kazdu pociato¢nu cenu akcie. Poc¢iato¢nd cena opcie k danej akcii potom bude
aritmetickym priemerom z diskontovanych koncovych cien opcie.

Parametre, ako volatilita ceny akcie o, bezrizikova irokova mieru r a maturita
opcie T', sme zvolili rovnako ako v pripade ocenenia opcie na akciu firmy Apple
Inc.:

oc=0.19, r=0.02, T =10.

Na obrazku 3.2 je zndzornend cena opcie v ¢ase t = 0 pre rdézne pociatotné
ceny akcie a r6znu velkost volatility akcie. Ak by sme robili grafy postupne pre casy
t=1,2,...,T, videli by sme, Ze cena opcie ziskanad simuladciou (prerusovana ciara)
konverguje ku koncovému vyplatnému diagramu (plna ciara).

Z obrazku 3.2 je vidiet, ze cena vypocitana simuldciou (biele stfpce) a Black-
Scholesovou rovnicou (Cierne stlpce) je takmer rovnakd, teda simulacia pontka
dobry odhad ceny opcie. Vypocty sd spravené pri pocte simuldcii n = 5000. Tento
pocet simuldcii sa prejavil ako dostato¢ny, kedze vacsi pocet simuldcii nepriniesol
spresnenie vysledku. Dalej moZeme pozorovat, %e po¢iatoéna cena opcie rastie so
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PRI PEVNEJ UROKOVEJ MIERE
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Obr. 3.2: Cena opcie s realizacnou cenou 85 v zdvislosti od pociatocnej ceny a volatility
akcie. Na grafe a), b), c) a d) je volatilita ceny akcie postupne 20%, 35%, 50% a 65%

zvysujucou sa volatilitou, co mozno interpretovat tak, zZe opcia na rizikovejsiu akciu

ma VAacsiu opénu prémiu.

Na obrazku 3.3 su znazornené rozdelenia cien opcii, z ktorych sme pocitali
strednt hodnotu pre r6zne pociatocné ceny akcie S,. Z histogramov vidno, Ze pre
nizSie pociatocné ceny akcie ma prevazné zasttipenie nulova cena opcie, o zod-
poveda poctu simulacii, v ktorych cena opcie neprekrocila realiza¢nt cenu. Takyto
pristup k ocenovaniu nam dava d’alSie informdcie o rozdeleni ceny opcie. M6Zeme
takto empiricky odhadnut d’alSie pravdepodobnostné vlastnosti ceny opcie, napr.

median.

Pre porovnanie, simuldciami sme dostali cenu opcie na akciu Apple Inc. z druhej

kapitoly v rozmedzi od 7.10$ do 7.50$.
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3.2 Ocenovanie opcii pri stochastickej urokovej
miere

V predchadzajucej kapitole sme predpokladali, ze tirokova miera je pocas zivot-
nosti opcie konstantna. To vSak v redlnom svete neplati, a teda model na ocenenie
opcie spresnime predpokladom, Ze urokova miera je tieZ stochastickym procesom.
Cena opcie teda bude zavisiet od vyvoja ceny akcie a kratkodobej trokovej miery.
Stochasticky charakter urokovej miery je vidiet na obrdzku (3.4), ktory znazornuje
vyvoj tyzdenného Euriboru za rok 2011.

1.2 1.4

urok v %
1.0

0.6
|

T T T T T T
0 50 100 150 200 250

Obchodovatelné dni

Obr. 3.4: Vyvoj medzibankovej tirokovej miery Euribor za rok 2011

3.2.1 Modely vyvoja arokovej miery

V tejto casti ukazeme niektoré modely vyvoja kratkodobej tirokovej miery. Tieto
modely mo6zeme rozdelit na jednofaktorové a viacfaktorové, podla predpokladu,
Ze urokova miera zavisi od jedného alebo viacerych faktorov. Kvéli jednoduchosti
sa budeme venovat jednofaktorovému modelu, v ktorom predpokladdme, ze krat-
kodob4 trokova miera r je dana stochastickou diferencidlnou rovnicou

dry = p(t,re)dt + o(t, ry)dWs.

Obvykle sa za deterministickd (trendovt) funkceiu p(¢, r;) voli funkcia tvaru k(0 —r;),
kde k, 0 > 0 st konstanty. Takéto stochastické procesy sa nazyvaju mean-reversion
procesy, v ktorych je urokova miera pritahovana k jej dlhodobému priemeru 6,
pricom rychlost ndvratu k tomuto priemeru je dand parametrom x. Tdto oscilacia
urokovej miery je v sulade s ekonomickym javom, Ze trokové miery sa zdaju byt
pritahované k dlhodobému trendu. Tento jav mozno vysvetlit tym, ze pri raste
urokovych mier sa zniZuje dopyt po p6zickach a spomaluje sa ekonomicky rast, ¢o
nasledne vedie k tendencii znizenia trokovych mier. Aby sme videli, Ze je to naozaj
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tak, vypocitame limitu strednej hodnoty daného procesu pre t — oc. Plati
E[dr,] = dE[ry] = E[k(0 — r)dt] + E[o(t, ry)dW;] = k(0 — E[ry])dt, (3.4)

kde ¢len E[o(t,7:)dW,] je nulovy, pretoZe o(t,r,) a dW; st nezdvislé a E[dW;] = 0,
teda
E[U(t, ’l"t)th] = E[U(t, ’f’t)]E[th] =0.

Je vidiet, zZe rieSenim (3.4) je E[r;] = 6 + e " (E(r) — 6). Potom pre ¢ — oo dosta-
vame, Ze E[r;] je rovné parametru 6.

Ak v takomto mean reversion procese budeme predpokladat’ konstantnu volati-
litu o = o(t, 1), dostaneme tzv. Vasickov model

dry = k(0 — r)dt + odW,,

ktory bol publikovany v pé6vodnom ¢lanku [12]. Tento model pouzijeme neskor pri
modelovani vyvoja urokovej miery. Treba poznamenat, ze nerealisticky predpoklad
konstantnej volatility prindSa nevyhodu modelu v tom, Ze drokovd miera sa moze
dostat do zapornych hodnot.

Tento problém riesi Coxov-Ingersollov-Rossov model [2], v ktorom volatilita nie je
konstantna, ale imerna odmocnine tiroku

dry = k(0 — r)dt + o/r dW,.

Ak sa hodnota r; priblizi k nule, potom aj volatilita o+/r je takmer nulovd, a teda
prirastky v procese vyvoja r, su rovné len deterministickej Casti x(0 — r;)dt, ktora
je kladna pre r; ~ 0 a sposobuje, Ze urokova miera sa od nuly odraza hore. Navyse
pre vSetky ¢ plati [11]

250
Plr,=0] =0, ak — > 1.
o

3.3 Simulac¢né ocenovanie eurdpskej kiapnej opcie

V tejto Casti pouzijeme na ocenenie opcie model, v ktorom budeme sticasne mode-
lovat cenu akcie S a vysku kratkodobej urokovej miery r. Predpokladajme, Ze S a
r st dané systémom stochastickych diferencidlnych rovnic:

dSt = (Tt - D)Stdt + O'SStthS (3 5)

d?”t = Ii(e — T’t)dt + O'TthT, )
pricom pre vyvoj r sme pouzili Vasickov model. Parameter D v rovnici pre vyvoj
ceny akcie oznacuje percentualnu velkost' dividendy, ktora pravidelne vyplaca ak-
cia. Kvoli jednoduchosti predpokladajme, Ze akcia nevyplaca dividendy, teda D = 0.
Aby sme dostali riesenie v tvare geometrického Brownovho pohybu pre cenu akcie,
tak ako v kapitole s pevnou trokovou mierou, zaved'me pre prva rovnicu transfor-
maciu f = In S. Z Itévej lemy dostavame

_of ., 9f of

LIPS 200 Pf 5
df = Edt—FEdT—i—%dS‘i‘i (WUSS +@USS ) dt,
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kde parcidlne derivacie podla ¢ a r sd nulové, lebo f je len funkciou S, preto

_of LPf 5o

1= 5595 T 395754
1 LTy
= S(rSdt—F%SdWQ 252035 dt

1
- (r — 50?) dt + o, dW;
To znamena, Ze systém (3.5) prejde na tvar

1
ds;, = (r — 503) dt + o, dW;
dry = k(0 —ry)dt + o.dW].

Dalej predpokladajme, Ze procesy dW; a dIW; st zavislé, s korelaénym koeficien-
tom p. Na to, aby sme mohli pocitat’ s nezavislymi procesmi dW}! a dIW?, spravime

Upravu:
awrp\ (10 dw;
awy ) \p 1—p? dawz )

To znamend, Ze konecny tvar systému bude

InSy \ [ r— %03 g 0 dw}
d( T )_(/ﬁe—m} di + ap opy/1— p? dw?

/0 1 In S, N —302 a8 0 dw}!
N0 -k T K0 op o/ 1— p? dwg )’

¢o mozno skratene zapisat’ ako
dX; = (AX,; + b)dt + XdW, (3.6)

kde W, je 2-rozmerny Wienerov proces, t.j. W}! a W2 st nezavislé 1-rozmerné Wie-
nerove procesy.

Rovnicu (3.6) vyrieSime zavedenim transformdcie
Y (X, t) =c?X,. (3.7)

Ak oznacime Jacobiho maticu derivécie funkcie Y (x,t) ako J, potom z Itovej lemy
dostdvame

Y
dy = aa—tdt +JdX, = —Ae A X, dt + e AdX,,

pricom sme vyuzili, ze druhd derivdcia Y podla « je nulovéd v dosledku linearity
transformacie. Dalej za d X ; dosadime vztah (3.6) a dostavame

dY, = —Ae X, dt + e MAX, +b)dt + e MEdW,
= e Mbdt + e ATAW,.
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Diferencidl dY; z predchadzajlcej rovnice mozno ekvivalentne vyjadrit v integral-
nom tvare ako . .
Y,~-Y, = / e Abds + / e ATBdW .
to to

Ak za Y, a Y,, dosadime podla vztahu (3.7), dostdvame rieSenie rovnice (3.6) v
tvare

t t
X, =eAlt)x, 4 / eAl=)bds + / AR dW . (3.8)
to to
Nahodnym ¢lenom na pravej strane vyrazu (3.8) je Itov integral ft’; AR dW
ktory ma podla lemy 7 normdlne rozdelenie

t
N (0,/ eA(tS)EET(eA(tS))Tds).

to

To znamena, ze riesenie (3.8) ma normalne rozdelenie so strednou hodnotou

t
E[X,| = Al X, +/ eA=9)bds

to

a varian¢nou maticou

t
Var[ X ] :/ Al E BT (AT s,

to

Z tohto rozdelenia budeme sucasne generovat ceny akcie a vySku urokovej miery.
Postup ocenovania bude podobny ako v predchddzajticej ¢asti s konstantnym udro-
kom.

Uvazujme 10 pociatocnych cien akcie: 71, 74, 77, 80, 83, 86, 89, 92, 95, 98 v
case t = 0 a realiza¢nu cenu opcie 85. Pre kazdu pociato¢nu cenu akcie vykondme
n = 5000 simulacii vyvoja ceny akcie a urokovej miery az do casu t = T, ¢im
dostaneme n koncovych cien opcie V., i = 1,2,... n. Vetky koncové ceny V.
diskontujeme do casu ¢t = 0 prislusnym trokom, ktory predstavuje priemerny tirok
pre danu simuldciu. Poc¢iato¢nu cenu opcie k danej akcii vypocitame ako

. " . B ) n —FTvi
‘/0 _ E[e_ fOT rsdsv%] _ E{ef > rjdtv%] _ E[G_N”ltv%] _ Zz:l © T
n

Y

¢o je aritmeticky priemer z diskontovanych koncovych cien opcie.

Aby sme mohli porovnat simulacie s konstantnym a stochastickym trokom, zvo-
lili sme rovnaké parametre. To znamend, Ze volatilita ceny akcie o, maturita opcie
T, pociatocna urokova miera rq a limitna (dlhodoba) turokova miera 6 je

c=019, T=10, ro=0=0.02,

teda o a @ st rovné bezrizikovému troku z predchddzajicej Casti s konstantnym
urokom.

DalSie parametre boli zvolené nasledovne:

k=40, p=0.5.
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Stochasticky Stochasticky Pevny
trok urok urok

Ceny opcie
Ceny opcie

0 . . L o ]
65 70 75 80 85 90 95 100 65 70 75 80 85 90 95 100
Ceny akcie Ceny akcie

a) b)

Stochasticky Pevny Stochasticky Pevny
urok urok urok urok

Ceny opcie
Ceny opcie

0 L . L .
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Obr. 3.5: Cena opcie s realizacnou cenou 85 v zavislosti od pociatoc¢nej ceny akcie a volati-
lity droku. Na grafe a), b), c) a d) je volatilita turoku postupne 2.5%, 3.0%, 3.5% a 4.0%

Na obrdzku 3.5 je zndzornend cena opcie v Case t = 0, pre roézne pociatocné
ceny akcie a réznu velkost volatility troku. Je vidiet, zZe ¢im vyssia je volatilita
urokovej miery, tym vysSia je cena opcie. Tento vysledok mozno interpretovat tak,
Ze s narastajucou volatilitou stupa riziko, a teda aj cena opcie.






Zaver

V predlozenej bakaldrskej praci sme sa zaoberali simula¢cnym ocenovanim financ-
nych derivatov. Nasim vychodiskom pri ocenovani financ¢nych derivatov bolo vyuzi-
tie rizikovo neutrdlnej miery, ktora je vhodna pri stochastickych simuléciach.

Jadrom prace je simulacnd analyza vplyvu stochastickej irokovej miery na cenu
eurdpskej kupnej opcie. Ukdzalo sa, ze vysSia volatilita bezrizikového uroku sa na
cene opcie prejavi narastom jej ceny. Stochastické simuldcie su tu ddlezité preto,
lebo analyticka kvantifikacia tejto ceny je pri zlozitejsSich modeloch velmi naro¢na.
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Listing programov

Vsetky kédy st naprogramované v Matlabe 6.5

Listing 3.1: Nacitanie vstupnych dat

vol=0.19; % rocna volatilita akcie
dt=1/252; % casovy interval 1 den
r=0.02; % bezrizikova urokova miera
K=365; % strike price

5 |S0=368.42; % sucasna hodnota akcie
dni=10; % pocet dni do maturity
T=dt*dni; % maturita v dnoch
e=exp (1);

Listing 3.2: Ocenenie eurdpskej kiipnej opcie binomickym stromom

function [cenal=BinStrom(K,SO,vol,dt,dni,r)
SK=[1:dni+1]; % mozne ceny akcie v case maturity
f=[1:dni+1]; % mozne ceny opclie v case maturity
up=e~(vol*sqrt (dt)); $ skok ceny akcie hore

5 |down=1/up; % skok ceny akcie dole
g=(e~(r*dt)-down)/(up-down); % rizikovo neutralna P
for i=0:dni SK(i+1)=SO0*(up~i)*(down~(dni-i)); end
for i=1:dni+1

f(i)=SK(1i)-K;
10 if (£(i)<0) £(i)=0; end
end
suma=0;
for i=0:dni

suma=suma +
15 f(i+1)*(q~i)*((1-9)~(dni-i))* nchoosek(dni,i);
end
cena=e~ ((-r)*dt*dni)*suma; $sucasna cena opcie
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LISTING PROGRAMOV

Listing 3.3: Ocenenie eurdpskej kiipnej opcie Black-Scholesovym vzorcom

function [cena]l=BlackScholes(K,SO,vol,dt,dni,r)
d1=(log(SO/K)+r*T+1/2%xvol~2*T)/(vol*sqrt (T));
d2=(1og(S0/K)+r*T-1/2*xv0ol~2%T)/(vol*xsqrt (T));
distl=normcdf (d1,0,1);

dist2=normcdf (d2,0,1);

cena=S0*distl - K*e~(-r*T)*dist2;

Listing 3.4: Simulacné ocenenie eurdpskej kiipnej opcie pri pevnej tirokovej miere

K=85;
S0=[1:10];
for i=1:10 S0(i)=68+i*3; end
S=zeros (10,dni);
V=zeros (10,5000) ;
for 1i=1:10 S(i,1)=S0(i); end
for p=1:5000
for j=1:10
for i=2:dni
nah=randn*sqrt (dt);
expon=(r-1/2*vol~2)*dt + volxnah;
S(j,i)=8S(j,i-1)*e"~expon;
end
V(j,p)=S(j,dni)-K;
if V(j,p)<0 V(j,p)=0; end
V(j,p)=e~(-x*xT)*V(j,p);
end
end
Sz=[1:10];
for j=1:10
Sz (j)=0;
for p=1:5000 Sz(j)=Sz(j)+ V(j,p); end
Sz(j)=Sz(j)/5000; $koncove ceny opcii
end

Listing 3.5: Simulacné ocenenie eurdpskej kiipnej opcie pri stochastickej trokovej
miere

sim=5000 %pocet simulacii
dni=10;

sigs=0.19;

sigr=0.025;

dt=1/252;

k=40;

the=0.02;

ro=0.5;

r0=0.02;
Aplus=pinv([0,1;0,-k]);
b=[-sigs~2/2;k*the];
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I=[1,0;0,17;
eA=[1,(1-e~(-k*dt))/k;0,e~(-kx*xdt)];
eAs=[dt,dt/k-(e~(-k*xdt)/k~2);0,e"~(-kxdt)/k];
dll=sigr~2*dt+2*sigr*sigs*ro*x((k*dt-1)/k~2)+
(k*dt-1.5)/k~2+2*xsigrxsigs*ro*xe”~(-k*dt)/k~2+
2%sigr~2*e~(-kxdt)-sigr~2*e~ (-2*xkx*dt)/(2*xk~2);
d12=sigr*sigs*ro/k+sigr~2/(2xk"~2) -
sigr*sigs*e~(-kxdt)/k-sigr~2*x(e~(-kx*xdt)/k~2-
e~ (-2xkxdt)/(2xk~2));
d21=d12;
d22=(sigr-2/2xk)*(1-e~(-2%kxdt));
D=[d11,d12;d21,d22];
DX=chol (D) ;
K=85;
S0=[1:10];
for i=1:10 S0(i)=log(68+1i*3); end;
V=zeros (10, sim) ;
for i=1:10 S(i,1)=S0(i); end
for p=1:sim
for j=1:10

X=zeros (dni,2);

X(1,:)=[S0(j),r0];

for i=2:dni

EX=eA*X(i,:) ’+eAsx*b;
X(i,:)=X(i-1,:)+EX’+randn(1,2)*DX;

end

V(j,p)=e~X(dni,1)-K;

if V(j,p)<0 V(j,p)=0; end

SXr=0;

for i=1:dni SXr=SXr+X(i,2); end

r=SXr/dni;

if r<0 r=0; end

V(j,p)=e~(-r*T)*V(j,p);

end
end
Sz2=[1:10];
for j=1:10
$z2(j)=0;
for p=1:sim Sz2(j)=Sz2(j)+ V(j,p); end
Sz2(j)=522(j)/sim; $koncove ceny opcii

end




