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Abstrakt

Autor: Michal Hojcka

Néazov bakalarskej prace: Vplyv zaokrihlovania na fungovanie Statistickych
metod

Skola: Univerzita Komenského v Bratislave

Fakulta: Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

Katedra: Katedra aplikovanej matematiky a statistiky

Vedici bakalarskej prace: Mgr. Jan Somorcik, PhD.

Rozsah prace: 46 stran
Bratislava, 2012

Bakalarska praca sa tyka zaokrihlovania a chyb, ktoré sposobuje v Statis-
tike. Odhady ziskané klasickymi spdsobmi st v zévislosti od stupna zaok-
rihlenia a pozicie rozdelenia dat vzhladom na zaokrthlovaci interval viac
¢i menej vychylené, Cize sa stavaji nevhodnymi na pouzivanie v Statistike.
Prva kapitola pontika simulécie na ukazanie vychylenosti, vratane grafickych
znazorneni. V préci je mozné najst taktiez sposob ako zahrnit zaokrihlova-
nie do Mazimum Likelihood(M L) odhadovania. Fungovanie a spravanie sa
tohoto pristupu je v tejto praci ukédzané na pouziti ML odhadu pri hladani
parametrov v exponencialnom rozdeleni, normalnom rozdeleni so zndmou aj

neznamou hodnotou o a v linearnej regresii.

KLUCOVE SLOVA: zaokrthlovanie, odhad, maximélna vierohodnost, expo-

nencialne rozdelenie, normalne rozdelenie, linedarna regresia
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This bachelor thesis relates to rounding and errors it causes in statistics.
Estimates obtained by conventional methods are more or less biased, depen-
ding on the degree of rounding and the position of data distribution in regard
of rounding interval, so they become inappropriate for use in statistics. The
first chapter provides simulations to present bias including graphical repre-
sentations. The way how to involve rounding in Maximum Likelihood(ML)
estimate can be also found in this thesis. Operation and performance of this
approach is shown in this thesis on using ML estimate to look for parametres
of the exponential distribution, normal distribution with both known and
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Uvod

Ak sledujeme nadhodnti premennt, ktord mé spojité rozdelenie, je nevy-
hnutné, ze napozorované hodnoty budu iba zaokrihlené odhady ich skuto-
¢nych hodnot. Velkost zaokrthlenia a tym padom aj velkost odchyliek od
skutoénych hodnodt je uréené presnostou meracich pristrojov, z ktorych sme
dané pozorovania ziskali. Z ndhodnej premennej so spojitym rozdelenim sa
stane ndhodnd premenné s diskrétnym rozdelenim. St teda velmi Tahko po-
chopitelné obavy, Ze z takto zdeformovanych déat sa nebudu daf ziskaf presné
odhady a Statistické metdédy, pouZivajice zaokrihlené data buda generovat
nespravne zavery. Priekopnikom v tejto oblasti Statistiky bol Sheppard(1898)
a jeho ¢lanok [6]. Tomuto problému sa taktiez venoval aj Hejtan, napriklad aj
v [3]. Kvoli nérastu poétu Statistickych vyskumov a pozorovani s nastupom
pocitacov je tato oblast stdle velmi dolezitd a aj v stcasnosti sa jej venuje
velk& pozornost, ¢o dokumentuje niekolko rokov stary ¢lanok [1].

V tejto praci sa budeme snazif ukézat, akym sposobom vplyva zaokri-
hlovanie na odhadovanie parametrov nahodného vyberu z normélneho roz-
delenia, nase vysledky porovname s uz existujicimi simulaciami, popisanymi
v [1]. V dalgej ¢asti opiseme spdsob odhadovania parametrov, prezentovany
v [1], ktory zahfia aj zaokrthlenie hodnét ndhodného vyberu. Nasledne ho
pouzijeme na odhad parametrov niektorych zndmych rozdeleni, ako aj v li-
nearnej regresii. Pomocou dal$ich simuldcii overime, ¢i tento sposob naozaj

poskytne lepsie odhady ako ked nezohladiiujeme zaokrtuhlenie.



Kapitola 1

Vplyv zaokrihlovania na
klasické odhady

V tejto kapitole pomocou niekolkych simulécii demonstrujeme, ako sa
bude zaokrihlovanie prejavovat na nahodnom vybere z normalneho rozdele-
nia. Zakladné vedomosti o Statistickych metédach sme ¢erpali z [2]. Nahodny
vyber z N(u,c?) si ozna¢me ako {x1, s, - ,x,}. Nase pozorované déata si
celé ¢isla {y1, ya, - -+ , Yn}, Co s vlastne zaokrihlené hodnoty {z1, xo,- -+ , 2, }.
V nasom pripade budeme zaokrihlovat na celé ¢isla. Interval [y—0.5,y+0.5),
resp. (y — 0.5,y + 0.5] si nazvime zaokrtuhlovaci interval. Pre vSetky z;, ktoré
budu lezat v danom intervale bude platit y; = y. Jeho Sirku budeme ozna-
Covat ako h. Kedze ten nas méa Sirku 1, tak v nasom pripade plati h = 1.
MoézZeme si oznadit, Ze pre zaokrthleny vyber plati: F(Y) = i, D(Y) = &%
Ak by sme zanedbali fakt, ze data boli zaokrithlené, tak strednt hognotu

it by sme mali odhadovat pomocou vyberového priemeru ako y = % Yy a
i=1

disperziu 62 pomocou vyberovej disperzie ako 32 = ﬁ zl(yz — ¢)%. Poku-
sime sa overit, ¢i y je dobry odhad aj pre skutocné pu, ¢ize budeme testovat
VATl )

S

hypotézu Hy : i = p. Ak plati Hy, tak testovacia statistika musi mat



Studentovo rozdelenie s (n — 1) stupliami volnosti. Potom by chyba I. druhu
pre obojstranny Studentov ¢-test na hladine vyznamnosti 5% mala byt rovna
5%, malo by teda platit nasledovné:

P(\/ﬁ-ly—m

F > tn—1,2.5%) = 5%,

kde t,,_125% je 2.5%-na kritickd hodnota pre Studentovo rozdelenie s (n — 1)
stupniami volnosti. V [1] sa na podobnej simuldcii pre ¢ rovné 0.25 a pre
rozne hodnoty ;1 ukdzalo, Ze v danom pripade ndhodné premenné j a 32
nie st vhodné na pouzivanie ako odhady pre i a o? a chyba I.druhu pre
velké hodnoty n dosahovala 100%. V [3] sa tvrdi, Ze pre urcité, nie prili§
extrémne hodnoty n a h plati, Ze § je dobry odhad pre p a Ze 3% nie je
dobry odhad pre o2, ale d4 sa napravit odéitanim hodnoty '11—;, kde h je dlzka
zaokrihlovacieho intervalu, v nasom pripade pouzivame h = 1, ¢ize da sa
povedat, Ze §% je dobry odhad pre o + 5. Této tiprava sa zvykne nazjvat
Sheppardova korekcia. Cize po odratani % dostaneme z vyratanej disperzie
skuto¢nu disperziu. Platnost tejto korekcie sa poktsime overit pomocou chi-
kvadrat testu. Vieme, ze ak sa dve disperzie rovnaju, tak testovacia Statistika
pre hypotézu Hy : 02 = o2 je rovna ("_0—12)5% a mé chi-kvadrat rozdelenie s
(n — 1) stupriami volnosti. V nasom pozmenenom pripade sa bude jednat o
hypotézu Hy : 6% = 02 + % a teda plati
(n—1)-5 2
o2 & % Xn—1-

Chyba I. druhu na hladine vyznamnosti 5% je rovnd 5%, ¢ize ak hypotéza
Hy plati, tak

(n—1)-35° n—1)-32
P <— < Xi—1,97.5% \ ( )

O 2 ) = 5%
2 1 2 1 = An—1,2.5%
0"+ 15 o+ 15

V tejto kapitole ukézeme vysledky niekolkych naSich vlastnych simulacii k

tejto téme pre rdzne hodnoty n, p a o2 , kde sa pokiisime ukézat spravnost



tvrdeni z [1] a [3] a pokusime sa ur¢it hranicu, odkedy st odhady, pri ktorych

zanedbavame fakt, ze data boli zaokrithlené, vhodné na pouzivanie.

Simulacia 1.1 (sledovanie spravania sa odhadu )

V tejto simuldcii sa zameriame na sledovanie y a jeho vychylenosti. Bu-
deme teda hladat E(y) = ji. Pre nevychyleny odhad by sa strednd hodnota
mala rovnat . Budeme sledovat hodnotu [ vzhladom na zmenu n, o a .
Ako hodnoty n budeme pouZivat hodnoty 10, 100 a 1000. Chceme zistit, ¢i
vychylenost i zdvisi od velkosti ndhodného vyberu. Ako hodnoty o budeme
pouzivat hodnoty 0.1, 0.15, 0.2, 0.25, 0.3, 0.35, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9 a 1.
Ocakdvame, Ze pre malé hodnoty o bude vychylenost znacénd ale s rasticou
sigmou dosiahneme nevychyleny odhad, ako sa turdi v [3]. Ako hodnoty u
budeme pouzivat hodnoty 0, 0.125, 0.25, 0.375 a 0.5. Chceme zistit, pre aki
polohu p vzhladom na zaokruhlovaci interval md zaokrihlovanie najvicsie
ucinky. KedZe zaokrihlovanie je symetrické okolo hodnoty 0.5, je zbytocné
sledovat vysledky aj pre pu medzi 0.5 a 1, pretoZe si to len ekvivalenty hodnot
1 medzi 0 a 0.5, napriklad vysledky pre pp = 0.75 budd symetrické k vysledkom
pre = 0.25 podla ¢isla 0.5. Simuldciu opakujeme 100000-krdt, ¢o je dosta-
toéne vijznamnd vzorka, takZe nase viysledky moZeme povazovat za Statisticky
vYZnamne.

Pre hodnotu p = 0 a p = 0.5 ndm vyslo E(y) = i velmi blizke pn pre
vietky kombindcie o a n. To nie je az také prekvapujice, kedZe zaokrihlova-
nie je symetrické vzhladom na ¢isla 0 a 0.5, jedno leZi na okraji medzi dvoma
intervalmi a druhé v strede zaokrihlovacieho intervalu. Pre u = 0 je vidy bez
ohladu na o a n rovnakd pravdepodobnost, Ze y; = 1 alebo y; = —1, takisto
to plati pre lubovolné in€ celé ¢isla k a —k, preto je jasné, Ze zaokrihlovanie
stredni hodnotu neovplyvni. Pre pu = 0.5 je obdobne vZdy rovnakd pravdepo-
dobnost, Ze y; = 0 alebo y; = 1, takisto to plati pre lubovolné iné celé ¢isla k a
1 —k, preto zaokrihlovanie strednii hodnotu ani v tomto pripade neovplyvni.

Preto nemd vyznam prikladat obrdzky k tymto pripadom.
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Pre hodnoty p = 0.125, 0.25 a 0.375 nam vysl ale celkom zaujimave
vysledky, co dokumentuju nasledujice obrazky. Pre kaZdu hodnotu p mame
samostatny obrazok, kde je zndzornend zavislost hodnoty i od hodnoty o (0s
z) a velkosti vyberu n (3 roznofarebné grafy na kazdom obrdzku - na obrazkoch
v tejto simuldcii sa ale nedaji rozoznat) . V obrdzkoch je vyznacend ciara

i = 1, kde by sa 1 malo nachddzat, ak by i bol nevychyleny odhad pre p.

Obr. 1.1: Spravanie sa 1 ak u = 0.125
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Obr. 1.2: Spravanie sa i ak = 0.25
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Obr. 1.3: Spravanie sa i ak p = 0.375
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Prva vec, ktori si moZeme vsimnit je, Ze v kaZdom obrdzku grafy pre
n = 10, n = 100 a n = 1000 takmer uplne splyvaju, takZe sa zdd, Ze na
obrdzku je iba jeden graf. Takisto sa moZeme presvedcit, Ze pre o = 0.25 nam
vysli velmi podobné vysledky ako v [1] . Napriklad pre p = 0.25 ndm vysiel
odhad i = 0.1571, v [1] bola pouZitd hodnotu u = 2.25 a v ich simuldcii vysla
hodnota i = 2.157, v oboch pripadoch je odchylka rovnd 0.093. Presvedcili
sme sa, Ze odhady mozu byt velmi nepresné pre malé hodnoty o, ale so zvdic-
sugiicou sa hodnotou o sa hodnota i blizi k skutocnej hodnote . Natiska sa
otdzka, od akej hodnoty o sa dd i povazovat za rovné L.

Vysledky simuldcie mozeme zhrnit do nasledujucich zdverov.

1. Skutocnd hodnota E(y) = i nezdvisi od velkosti ndhodného vgberu.

2. Pre 0 mensie ako urcitd hranica je odhad iy vychylenym odhadom pre

w, pre velké o je §y dobry odhad pre .

SimulAcia 1.2 (sledovanie spravania sa odhadu 35?)

V tejto simuldcii sa zameriame na sledovanie 52 a jeho vychyjlenosti. Bu-
deme teda hladat E(5?). Pre nevychyjleny odhad by sa mala rovnat 0. Podla
(5] by sa mala rovnat 0 + 5. Budeme sledovat zmeny vzhladom na zmenu
n, o a p. Ako hodnoty n budeme pouZivat hodnoty 10, 100 a 1000. Chceme
zistit, ¢i vychylenost 5% zdvisi od velkosti ndhodného viberu. Ako hodnoty o
budeme pouzivat hodnoty 0.1, 0.15, 0.2, 0.25, 0.3, 0.35, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7,
0.8, 0.9 a 1. Ako hodnoty p budeme opdit pouzivat hodnoty 0, 0.125, 0.25,
0.375 a 0.5, pricom nakreslime obrdzok pre kazZdu z tychto stredngch hodnot.
Opit pouzijeme 100000 opakovani, aby sme zstili dostatocne presni hod-
notu E(5%) = 6%. Vysledky dokumentuji nasledujice obrdzky. Na osi z je

2

vidy skutocnd hodnota 02, na osi y je vypocitand hodnota 6. Na obrdzkoch

st vyznacené 2 déleZité priamky, prvou je priamka 6> = o na ktorej sa na-

chddzaji nevychylené odhady pre o*. Druhou je priamka 6° = o2 + 1—12, kde

L

= a ku ktorej by sa podla [3]

sa nachddzaji nevychijlené odhady pre o2 +
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mali bliZit aj nase hodnoty 6°. Na kaZdom obrdzku su opdt 3 grafy pre rozne
hodnoty n, ale prekryvaji sa, takZe sa opit zdd, Ze na kaZdom obrdzku je iba

jeden graf.

Obr. 1.4: Spravanie sa 62 ak =0

[ =)

Qr




&)

at

Obr. 1.5: Spravanie sa 62 ak u = 0.125
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Obr. 1.6: Spravanie sa 62 ak pu = 0.25
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Obr. 1.7: Spravanie sa 52 ak pu = 0.375
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Obr. 1.8: Spréavanie sa 62 ak = 0.5
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Opit prvd vec, ¢o si moZeme vsimnut je fakt, Ze aj ked si na kazZdom
obrazku 3 grafy, takmer uplne sa prekryvaji, takZe viditelny je iba jeden, ¢o
znamend, Ze velkost ndhodného viberu n nevplijva na velkost hodnoty 2.
Znovu mozeme nase vysledky porovnat so simuldciou v [1], kde pre p = 2.25,
o? = 0.25% vysiel vysledok 6 = 0.135. Ndm pre pn = 0.25 a 0% = 0.25% vysiel
vysledok 6% = 0.1352, ¢o opdt potvrdilo spravnost nasej simuldcie. Vidime, Ze

hodnota 62 sa pre velké hodnoty o sprdva rovnako pre lubovolni kombindciu

L, ¢o sthlasi s turdeniami v [3).

2

n aj i a totiz je velmi blizka hodnote o +

2 naopak vyrazne zdvist

TieZ vidime, Ze pre malé hodnoty o° odhad pre ¢
od hodnoty p a jeho polohy v zaokrihlovacom intervale. To nie je aZ také
neocakdvané. Vezmime si napriklad pripad i = 0, ¢o je presne stred zaokrih-
lovacieho intervalu (—0.5,0.5). Na to aby y; # 0, musi byt |x;] > 0.5, ¢o je ale
pri velkosti Standardnej odchylky mensej ako 0.1 takmer nemozné. No a ked
Vi :y; = 0, tak potom aj vyberovad disperzia bude rovnd 0. Opacnym extrémom
je pripad pu = 0.5, ktory leZi na hranici dvoch zaokrihlovacich intervalov
(—0.5,0.5) a [0.5,1.5). Nech zvolim lubovolne mali nenulovi o2, tak plati, Ze
y; = 0V y; = 1. A kedZe vieme, Ze v spojitom rozdeleni pravdepodobnosti je
nulovd Sanca, Ze hodnota x; bude presne 0.5, je rovnakd pravdepodobnost, Ze
y; = 0 ako, Ze y; = 1. Ked¥e uwvazujeme len o malyjch o2, je takmer nemozné,
aby |x; — 0.5 > 1 a teda takmer urcite Vi : y; € {0,1}, éo je obycajné
alternativne rozdelenie s pravdepodobnostou 0.5 a teda vyberovd disperzia
bude mat stredni hodnotu rovni 0.25. Ostatné pripady budi leZat niekde

medzi tymito dvomi extrémami.

Visledky mozeme zhrnait do nasledujicich zdverov.
1. Vychylenost odhadu 5% nezdvisi od velkosti ndhodného vijberu.
2. 52 je vychyleny odhad pre o>.

3. Pre malé hodnoty o velkost 6 vijrazne zdvisi od polohy p vzhladom na

zaokruhlovact interval.

11



4. Pre o vicsie ako urcitd hranica je odhad 3° nevychijlenym odhadom pre

0% + % pre lubovolni polohu p.

Simulacia 1.3 (sledovanie spravania sa {-testu)

V tejto simuldcii budeme overovat pouZitelnost ij a §* v t-teste o p. Bu-
deme to robit pomocou sledovania hodnoty chyby I. druhu Studentovho t-testu
na hladine vijznamnosti 5%. Vychddzat budeme z vysledkov dosiahnutych v
pruych dvoch simuldciach, po kaZdom zo 100000 opakovani pomocou Stu-
dentovho t-testu overime hypotézu Hy : 1 = p. Chyba I. druhu je urcend
ako o = P <w > tn,1,2,5%>. Pre nezaokrihlené hodnoty x sa hodnota o
rovnd 5%. KedZe nam konecne vysli rozne grafy pre rozne hodnoty n, musime
ich vediet rozlisit. Najtmavsia ciara s kosostvorcami ako pozorovanymi bodmi
vyjadruje zdvislost pre n = 1000, stredne tmavd ¢iara so Stvoréekmi zastupuje
n = 100 a najsvetlejsia ciara s kruzkami symbolizuje n = 10. Pre 4 = 0 a
mali hodnotu o bohuZial pocitac nebol schopny zrdtat hodnotu @, kedze
sa pri vypocte vyskytne podiel 8. Preto obrazky a vysledky prikladdme len pre
hodnoty = 0.125, 0.25, 0.375, a 0.5.

12



Obr. 1.9: Sledovanie chyby I. druhu v t-teste ak p = 0.125
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Obr. 1.10: Sledovanie chyby I. druhu v t-teste ak p = 0.25
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Obr. 1.11: Sledovanie chyby I. druhu v t-teste ak = 0.375

Obr. 1.12: Sledovanie chyby I. druhu v t-teste ak = 0.5
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Z teorie pravdepodobnosti vieme, Ze ak p je skutocnd pravdepodobnost

nejakého javu a p je vypozorovand pravdepodobnost tohoto javu prin opako-

vaniach, tak z centrdlnej limitnej vety vyplyva, Ze \/?LA ~ N(0,1). Vyba-

p(1—p)

veni touto vedomostou vieme urcit 95%-njj interval spolahlivosti okolo odhadu

chyby I. druhu p ako (]3 — Ug5% \/ﬁ(ln_ﬁ),ﬁ + Ug 5% - \/@). Skutocna

hodnota pravdepodobnosti chyby I. druhu p sa nachddza v tomto intervale s

pravdepodobnostou 95%. V nasom pripade overujeme, ¢ip = a = 5% = 0.05.
Ak sa 0.05 nebude nachddzat v danom intervali spolahlivosti, moZeme za-
mietnut hypotézu, Ze skutocnd hodnota pravdepodobnosti I. druhu je 5%. Je

zjavné, Ze hodnota 0.05, c¢ize 5% bude lezat v tomto intervale prdve vtedy,
ked 0.05 > p — ug59 - 1/ ’@ A0.05 < p+ ugsy - ’@. Ked z danyjch
nerovnic spravime rovnice tak ziskame hranicné pripady, kedy sa 0.05 bude
este nachddzat v intervale spolahlivosti. Z rovnice 0.05 = p — ug 59 - ’@
p(1—p)

riesenie p = 0.048664. MoZeme teda turdit, Ze 0.05 bude lezat v intervale

ziskame riesenie p = 0.051368. Z rovnice 0.05 = p + ug 59 - ziskame
spolahlivosti prdve vtedy, ked p bude lezat v intervale s pribliznymi hrani-
cami (0.048664, 0.051368). Teraz uz mozZeme urcit, pre ktoré p, o a n nemd
zaokruhlovanie vplyv na t-test. Pre n = 10 sa z nasich pozorovani nedd vy-
pozorovat Ziadna hranica, za ktorou by skutocnd hodnota chyby I.druhu uz
vZdy mohla byt rovnd 5%. Mohli by sme teda tvrdit, Ze pre n = 10 a 0 < 1
zaokruhlovanie prilis ovplyvniuje velkost odhadov na to, aby sa dali pouZivat
v t-teste. Ale pre hodnoty n = 100 a n = 1000 sa celkom presne dd urcit
hranica, odkedy uz 5% lezi v intervale spolahlivosti. V nasledugjicej tabulke
uvedieme, pri akej hodnote o sa chyba I. druhu uZ dd povaZovat za 5%, teda
kde zhruba je hranica odkedy su uZ ddta prilis znicen€. Riesenie uwvdadzame
ako interval, pretoZe nepozname presni hranicu, odkedy sa 0.05 uZ nachadza
v intervale spolahlivosti, pozndme iba bod, kde odhad este nevyhovuje a bod,

kde odhad uz vyhovuje a vieme, Ze skutocnd hranica bude niekde medzi nimi.
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n| 100 1000
I

0.125 (0.4,0.5) | (0.4,0.5)

0.25 (0.4,0.5) | (0.5,0.6)

0.575 (0.5,0.6) | (0.4,0.5)
0.5 (0.35,0.4) | (0.25,0.3)

Ked si odmyslime pripad, kde p = 0.5, ktory ako vieme je pripad dege-
nerovany, kedze 0.5 leZi presne na hranici medzi dvomi zaokruhlihlovacimi
intervalmi a ako sa moZeme presvedcit na obrdzku, chyba I. druhu sa pren
sprdava inak ako v ostatnych pripadoch, tak vieme celkom vierohodne prehld-
sit, Ze pre nie prili§ malé hodnoty n a hodnoty u z vnitra zaokrihlovacieho
intervalu sa t-test dd povaZovat za doveryhodny, ak hodnota o je nad nejakou
hranicou. Podla nasich vysledkov sa tdto hranica nachddza niekde v intervale

(0.4,0.6) pre vsetky takéto pripady.

SimulAcia 1.4 (sledovanie spravania sa odhadu 3 v chi-kvadrat teste)

h2

V tejto simuldcii budeme testovat vhodnost korekcie (—ﬁ

>, v nasom pripade

(—1—12) Nasou testovanou hypotézou bude hypotézu Hy : 62 = o2 + 1—12 Bu-

deme to robit pomocou sledovania hodnoty chyby I. druhu chi-kvadrdt testu
na overenie hodnoty disperzie na hladine vyznamnosti 5%. Td sa rdta ako
a=P (M < Xi—1,97.5% VR > X2, 2_5%>. Vychddzat budeme z vy-

24 1 24 1
ot 13 ot 13

sledkov dosiahnutych v prvych dvoch simuldciach, po kazdom zo 100000 opa-

kovani pomocou chi-kvadrdt testu zamietneme alebo nezamietneme H,. Pre
odhady ziskané z nezaokrihlenych hodnot x sa o rovnd 5%. Opdt vysli rozne
vysledky pre rozne hodnoty n, ¢iZe najtmavsia ciara s kosostvorcami ako pozo-
rovanymi bodmi vyjadruje zdvislost pre n = 1000, stredne tmavd ¢iara so Stvo-
réekmsi zastupuje n = 100 a najsvetlejsia ciara s kriuzkami symbolizuje n = 10.
Obrdzky a vysledky prikladdme pre vsetky hodnoty n =0, 0.125, 0.25, 0.375
a 0.5.
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Obr. 1.13: Sledovanie chyby I. druhu v y*-teste ak p = 0

Obr. 1.14: Sledovanie chyby I. druhu v y3-teste ak p = 0.125
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Obr. 1.15: Sledovanie chyby I. druhu v y2-teste ak p = 0.25

Obr. 1.16: Sledovanie chyby I. druhu v y2-teste ak p = 0.375

100
a0
a0
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60}

sl

408

303

20
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Obr. 1.17: Sledovanie chyby I. druhu v y2-teste ak p = 0.5

Rovnakymi dvahami ako v predchadzajicej simulacii dostaneme, Ze chybu
L druhu moZeme povazZovat za rovni 5% vtedy, ak vypocitand pravdepodob-
nost je z intervalu (0.048664, 0.051368). Opdt sme zistili, chyba I. druhu v
pripade, ked n = 10 sa pre takto malé hodnoty o sprdva stale velmi chaoticky
a nepresne a teda odhad 5% pre n = 10 a ¢ < 1 nie je vhodny na pouZiva-
nie. Ale pre pripady, kde n = 100 a n = 1000 sa opdt mozeme pokisit urcit
hranicu, odkedy je odhad dobry.

n| 100 1000
W

0 (0.7,0.8) | (0.7,0.8)
0.125 (0.5,0.6) | (0.9,1)
0.25 (0.7,0.8) | (0.9,1)
0.875 (0.7,0.8) | (0.7,0.8)
0.5 (0.8,0.9) | (0.7,0.8)
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Nevysli nam také pekné vysledky ako v predchddzajicej simuldcii, ale vi-
dime, Ze pre vicsie o uz 5% vzdy lezi v intervale spolahlivosti, mozZeme teda
prehldsit, Ze pre nami skimané p a n = 100 resp. n = 1000 a o > 1 plati, Ze

~2 _ 2, 1
o =0 +12'
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Kapitola 2

Odhad parametrov pomocou
ML

V tejto kapitole sa zameriame na sposob, ako zo zaokrihleného vyberu
vieme ziskat ¢o najlepSie odhady pre parametre povodného rozdelenia z kto-
rého bol vyber ziskany. Na odhad pouzijeme ML, teda ” maximum-likelihood”,
tento termin sa do slovenciny prekladd ako odhad pomocou metédy maxi-
maélnej vierohodnosti, kde sa snaZzime nastavenim parametra maximalizovat
pravdepodobnost, Ze odhadované data su také, ako sme napozorovali. Tento
sposob bol prezentovany v ¢lanku [1]. V dalSej ¢asti vypocitame ML odhad
pre rozne rozdelenia, konkrétne exponencialne rozdelenie, normalne rozdele-
nie a linedrnu regresiu a pokusime sa ukézat, Ze dosahuje lepSie vysledky ak
zahrnieme do odhadu zaokrihlenie ako tvarit sa, Ze nas vyber je nezaokrih-
leny.

Predpokladajme, 7ze X = (X, -+, X,,) je iid vyber zo spojitého rozdele-

nia F'(f|x) s hustotou f(#|x). Potom vierohodnostnou funkciou nazveme fun-
n

kciu L(0|z) = Hf(9|x,) Odhadom parametra ¢ pomocou ML sa oznacuje
i=1

0 a je dana ako rieSenie problému § = argmax L(0]z). Casto je vihodnejsie
6co
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pracovat s funkciou £(A|z) = In L(f|z). ML odhad 0 sa spravidla stanovuje

ako rieSenie rovnice

90(6)x)
o0

Vieme, Ze ak st splnené niektoré podmienky regularnosti, tak ML odhad 0

=0

je jediny a asymptoticky rovny skuto¢nej hodnote parametra 6.

Podobne sa d4& ML pouzit aj na zaokrthlené data. Bez ujmy na vSeobec-
nosti nech opét zaokrihlujeme na celé ¢isla. KedZe zaokruhlovanie ndm zo
spojitého rozdelenia spravilo diskrétne, nemozeme do funkcie L(0|x) dosadit
hustoty, miesto nich tam dosadime pravdepodobnosti, Ze nase pozorované

data su s konkrétneho rozdelenia.

L(0|z) = HP

= [[1F(0lz; +0.5) — F(8]a; — 0.5)]

=1

= [] [F(0lj +0.5) — F(6]j — 0.5)]",
Jj=—00
kde n; je pocet vyskytov ¢isla j vo vybere xy,--- ,x,. Najvyhodnejsie je

zrejme pouzivat treti zapis, kedze réznych pozorovanych hodnét (j) je zrejme
ovela menej ako vsetkych pozorovani (z;), ale v niektorych pripadoch je nutné
pouzivat druhy zapis, napriklad v linedrnej regresii (podkapitola 2.4).

Casto je vyhodnejsie pracovat s logaritmickou funkciou vierohodnosti

((0|lx) =In L(O|x) = Z n; - In(p;)

1=—00

kde p; = p;(0) = F(0]i+0.5)— F(#)i—0.5). Uloha sa ndm teda zredukovala na

hladanie § = argmax ((0|z). Z uz vysSie spomenutého vieme, Ze ak existuje
9co

parcidlna derivacia ¢(f|x), tak 0 je dané ako riesenie rovnice

00 > 0 00

1=—00
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2.1 Odhad parametra )\ exponencialneho roz-

delenia

Exponencialne rozdelenie je prikladom spojitého rozdelenia pravdepodob-
nosti. Hovorime, ze spojitda nahodné premenna X ma exponencialne rozde-

lenie s parametrom A > 0, ak jej hustota pravdepodobnosti je

Ae ™ x>0
f(x) =

0 s < 0.

Jej distribu¢na funkcia je dana ako:

F(z) =
0 s < 0.
Oznacujeme:
X ~ Exp(\).
Urobime ML odhad pre nezaokruhleny vyber xy,zs,--- ,x, z exponencial-
neho rozdelenia.
A

L\z)=A"-e &= =" AT

(ANz)=InLAlz)=n-InA—n-\-Z

Az spliia rovnicu % = 0, teda plati:
n 1
—n-T=0= Ay = —.
)\ML X
Oznacme si ndhodny vyber zi,x5--- ,x, zaokrihleny na celé c¢isla ako

Y1, Y2, , Yn. Ak nezohladnime ich zaokrihlenie, ML odhad pre A bude rovny

%, ozname si tento odhad ako .
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Ked zoberieme do ivahy zaokrihlovanie, tak odhad sa zmeni, ako je pre-
zentované v [1]. Ozna¢me si ML odhad zohladnujuci zaokrithlovanie pre expo-
nencilne rozdelenie ako \. Ked upravime vztah spominany v predchédzaju-
cej Casti pre potreby exponencialneho rozdelenia, dostaneme

I(Ay) —~n; Op;

) =25 :ZEE'@AZO’

kde
h h eiM . 6? — 6_7 ’@ 0
pi:pi()\):F(Mi—l-i)—F()\|i—§> = > 7

Teraz uz len potrebujeme z (%) vyjadrit A:

ON | h. —nx

- h e +e % h - ng e —1+1
Z 1 -1+ 5 hx | T hx =0
im1 2 7 —e 7 2 1—e 2
_ h-(n—n e +1 hen h-n 1
— 2 ehr —1 2 2 1—e 5
Pre Tahsie pocitanie pouzijeme substiticiu 'S = k.

-~ k*+1 1
—2ny—hn0+h(n—n0)(m>+hnoﬂ:0

2-h-(n—mnyp)
o1 T hme Ty

2-h-(n—mng)+h-ng-k-(k+1)—(k*—-1)-2-n-y+2-h-ng—h-n)=0

—2n-y—h-2-ng+h-n=0
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B (=2-n-g—h-ng+h-n)+k-h-ng+h-n+2-n-5=0
Dostali sme sa k obyc¢ajnej kvadratickej rovnici, ktorti vieme Tahko vyriesit.
D=h*ni+4-(h-n+2-n-9)-2-n-g+h-ng—h-n)

KedZe k musi byt kladné, do ivahy pripad4 iba rieSenie

h-ng+ VD 5N
k= — =e2.
2-2n-yg+h-ng—h-n)
A teda sme ziskali odhad

2 <h-no+\/h2-n3+4-(h-n—|—2-n-gj)-(2-n-gj+h-no—h-n)>

A=21
R 2-2n-y+h-ng—h-n)

Ak polozime h = 0, dostaneme pripad bez zaokrihlovania, ¢ize spojité
rozdelenie, pre ktoré plati A= % Ak je nas odhad, zohladiiujtci zaokrihlo-
vanie dobry, pozadujeme aby platilo

~ e 1
h—0 Yy

Jednoduchym dosadenim 0 za h sa dostaneme k podielu %, ¢ize musime pouzit

L "Hospitalovo pravidlo a zderivovaf ¢itatela aj menovatela podla h
- 4-(2-n-GLh-na—h-
lim 3 = Ji 22 Y A0 Zhem)
h—0 h—0 h- ng + \/E

(2-n0—|—%-(2-n(2)-h+8-(n-no-gj+n-n0-h—n2-h))>-(2-n-g+h-n0—h~n)
. 4-2-n-y+h-ng—h-n)?

2-(ng—n) - (h-nyg+vD)
4-(2-n-y+h-ny—h-n)?
Ak h — 0 potom aj ng — 0, kedZe pre spojité rozdelenie je nulova pravde-

podobnost, Ze y; bude presne 0. Po dosadeni dostaneme
~ . n
lim A = . =
oo 4o -

Co sme presne chceli ukazat.
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Simulacia 2.1 (Porovnanie spravania sa odhadov pre \)

V nasledovnej simuldcii sa pokisime ukdzat, Ze A je lepsi odhad pre \ ako
\. Pre rézne hodnoty \ sme vygenerovali vyber 1, -+ ,x, ~ Exp(\) a za-
okruhlili ho na cel€ cisla, ¢im sme dostali vyber y,,--- , Yy, 20 zaokriuhleneho
exponencidlneho rozdelenia. Pre vypocitanie odhadu pre A sme pouzili dva
sposoby uvedené v tejto kapitole, A je ML odhad, kde sa tvarime akoby sme
mali ozajstny vyber z exponencidlneho rozdelenia a A je ML odhad zohladriu-
Juci zaokriuhlenie, vypocitany podla postupu v clanku [1]. Tieto odhady sme

vypocitali ako
1

Y

5 21 h-ng++h2-nd+4-(h-n+2-n-y)-(2-n-y+h-ny—h-n)
h 2-(2-n-y+h-ng—h-n)

\ =

V nasej simuldcii sme zaokrihlovali na cel€ ¢isla, teda h = 1 a pouZivali sme
velkosti nahodného vgberun = 100 an = 1000. Za A sme postupne volili hod-
noty 0.05, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 1, 1.5, 2, 3. Dant simuldciu
sme opakovali 100000-krdt, aby sme zabezpecili jej vijznamnost. Kedze odhady
\a\ si vypocitan€ zo zaokruhleného vyberu z nahodnej premenne; X a ta
zavist od hodnoty skutocéného X\, dd sa povedat, Ze E(/\) a E(N), ktoré chceme
urcit, si funkcie zdvislé od \. Visledky su ilustrované na nasledujicich ob-
rdazkoch, tmavsou farbou s kruzkami ako pozorovanymi bodmi je zndzorneniy
ML odhad, zohladriujici zaokrihlovanie, bledsou farbou so Stvorcami odhad

nezohladnujici zaokrihlovanie.
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Obr. 2.1: Odhady pre A v exponencialnom rozdeleni

n =100 n = 1000
4.5 - - o 45 . : ]
4+ At ]
36¢ - 1 L
E(A) 35
3t gL
- ~
¥ 25 v L
2 o B 25
= =
£ 2 A £ 2r
3 o ER) 3
1.6+ 151
1r 11
0.5 05t
0 1 2 3 0 1 5 5

skutoéna A skutoéna A

Ako mozeme vidiet na obrdzkoch, ML odhad zohladniujici zaokrihlovanie
ddva lepsie vysledky ako klasicky ML odhad pre vsetky hodnoty \. So zvicsu-
Jucimi sa hodnotami X\, a teda so zmensujicimi sa hodnotami iy sa odhad A
coraz viac odchyluje od skutocnej hodnoty X\. Naopak zaokrihleny ML odhad
\ ddva vyborné odhady pre skoro lubovolni hodnotu \. Priamka A\ = X\ je
uplne prekryta grafom ziskanym spojenim odhadov, vypocitanych pomocou
ML zohladriugiceho zaokrihlovanie. Je teda celkom zjavné, Ze tento sposob

ndm zlepsi odhadovanie parametra A v exponencidlnom rozdelent.

2.2 Odhad parametra i normalneho rozdele-

nia pri znamej hodnote o

V tejto casti uvedieme sposob pre odhad parametra p normalneho rozde-

lenia so zohladnenim zaokrihlovania podla navodu v [1] a porovname ho so
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znamym odhadom pre parameter p nezaokrihleného normalneho rozdelenia,
¢ize s . Pre jednoduchost budeme predpokladat, Ze parameter o je znamy.

Normalne rozdelenie je prikladom spojitého rozdelenia pravdepodobnosti.
Hovorime, Ze spojitda ndhodna premenna X méa normalne rozdenie s paramet-

rami i, 02, ak jej hustota pravdepodobnosti je

Oznacujeme:

X~ N(p, 0%).

Uvazujme z neho ndhodny vyber zi,x5---,x, a ich zaokrihlené hodnoty
Y1,Y2 -, Yn, zaokriahlené na celé ¢isla. ML odhad parametra p nezohladiu-
juci zaokruhlovanie pre normalne rozdelenie sme uz prezentovali v kapitole
1, da sa ukézat, ze je rovny § = % - > y; a nezavisi od hodnoty 0. ML od-
had pre p zohladnujuci zaokrthlovanie maximalizuje logaritmicki funkciu

vierohodnosti, ktorou je v tomto pripade

- E b= S (e () ()

1=—00 1=—00

(o) ()

KedZe jedind neznama tu je u, tak tento ML odhad je dany rieSenim rovnice

ol(ply) — n; Op;
el N
O Z pi  Ou

1=—00
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kde

h h b i h_
pi=pil)=F (poli+ 2)-F (poli-2) =021 o2
2 2 o o

Na vypocet %Z’ pouzijeme znalosti z matematickej analyzy, konkrétne vzorec
a7 dip(x) de(z)
x o(x
1 t)dt = . — .
W 5 [ swd= " @) - T fel),
)

oz

uvedeny napriklad v [4], pomocou ktorého vieme vypocitat, ze

- () (52)
Iz o o o

Vor

g

Nasobenie konstantou — je nepodstatné, pretoze ho mozeme vynat pred

sumu a zarovenl vieme, Ze sa nerovnd 0 a preto tymto ¢élenom vieme vydelit

celt rovnicu. Dosadenim vypocitanych ¢lenov do pévodnej rovnice dostavame

= (2O ()
=) e ()

V tejto rovnici ale vystupuju aj iné ako elementarne funkcie, preto bude velky

problém vyjadrit z tejto rovnice p. Ale nejakymi numerickymi metédami by
sa dala odhadnuf jeho hodnota s lubovolnou presnostou. Jednou z najzname-

jsich a najjednoduchsich je Newtonova metdda dotycénic, ktord hlad4 rieSenie

f(=)
f(@)
vieme, ze velmi rychlo konverguje, ak zacneme dostatocne blizko rieSenia. Pri

rovnice f(x) = 0 pomocou itera¢ného predpisu z,,1 = x, — o ktorom
viacrozmernych tlohach sa pouziva miesto f’(z) matica parcidlnych derivacii
. e sz v 7 ‘ ; o —1
funkcie f, ¢ize Jakobian. Itera¢na schéma sa zmeni na x, 1 = z,, — J, ' - f(2).
Tato metdda je sice najjednoduchsia, ale moze nastat problém, ak zaciato-

¢ny bod je prilis daleko od skutocného riesenia alebo f’(z) je blizke 0 resp.
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pri viacrozmernych pripadoch je Jakobidn velmi blizky singularnej matici.
Preto sa vicsinou pouzivaju zlozitejsie algoritmy, ktoré tieto problémy do-
kazu obist. Najjednoduchsie je pouzit funkcie na vypocet sustav nelinedrnych
rovnic v nejakom pocitacovom programe, my sme pouzivali MATLAB a jeho
funkciu fsolve. T4 ma na rieSenie ststavy nelinearnych rovnic zabudovanych
niekolko algoritmov, pri¢om zakladnym je tzv. ” Trust-Region Dogleg ” algo-
ritmus. BliZsie informécie o tomto a dal$ich podobnych algoritmoch sa daja
najst napriklad v [5]. Vyhodou je taktiez fakt, ze MATLAB si vie aj sdm zré-
tat derivacie v Jakobidne potrebné v tomto algoritme numericky z definicie
derivécie. Tym ndm odbudne vela prace, kedze derivéacie vyjdu dost zlozité.

V nasledujtcej simulacii sa prezentovanym postupom pokusime zlepsit odhad

pre fi.

Simulacia 2.2 (Spravanie sa odhadov pre p pri znamej hodnote o)
V tejto simuldcii sa pokusime zistit, ¢i nam ML odhad p zohladriujici zaok-
ruhlovanie, jeho stredni hodnotu (odhadnuti ako priemer z 10000 pozoro-
vani) si oznacme ako [i da lepsi vysledok ako odhad p pre mezaokrihlené
ddta (vyberovy priemer), jeho stredni hodnotu, odhadnutd z 10000 pozoro-
vani st oznacme ako . Tdto simuldcia bude podobnd simuldcii 1.1, pretoZe
sa budeme zaujimat o odhad hodnoty p. Rozdiel bude v tom, Ze popri oby-
cagnom vyberovom priemere odhadneme [ aj pomocou vyssie popisaného po-
stupu na ziskanie ML odhadu. Pre zjednodusenie uz nesledujeme sprdavanie
sa odhadov pre p vzhladom ma hodnotu n, ktord nemd skoro Ziadny vplyv
na hodnotu odhadov pre 1, ale pouZivame iba hodnotu n = 100. Ako hod-
noty o, ktoré sme brali ako dopredu zndme sme pouZivali postupne hodnoty
0.1,0.15,0.2,0.25,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9 a 1. A kedZe sa ukdzalo, Ze za-
okrahlovanie nemd velky vplyv na odhady pre p ak = 0 alebo p = 0.5, tak
ako hodnoty p pouZivame hodnoty 0.125,0.25 a 0.375, ku kaZdej z nich pri-
kladdme obrdzok. Na kaZdom obrdzku moZno vidiet 2 grafy, tmavsi z nich s

kriuzkami zndazornujucimi pozorované body je graf pre odhad i, ziskany pomo-
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cou ML odhadu zohladriujiiceho zaokrihlovanie a bledsi graf so stvorcekami je

graf pre odhad pomocou vyberového priemeru, ¢iZe nezahiria zaokrihlovanie.

Obr. 2.2: Porovnanie odhadov pre p ak skutoéné p = 0.125
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Obr. 2.3: Porovnanie odhadov pre p ak skutoéné p = 0.25
04 T T T T T T T T

0351k :

03F b

025

02

odhad pre p

015

0.1

005F o .

I3

Obr. 2.4: Porovnanie odhadov pre p ak skutoéné p = 0.375
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Mozeme si vSimnit Ze [i je oproti fi bliZsie ku skutocnej hodnote p vo
vsetkych pripadoch. V tomto pripade predstavuje ML odhad vyrazné zlepsenie
oproti vyberovému priemeru. Vidime, Ze pre u = 0.125 a 0 < 0.2 neddva ML
odhad aZ také presné vysledky, ale to je pochopitelné, kedze si to pripady,
kde pozorované hodnoty su takmer samé 0. Z toho isteho dovodu mozZeme pri
i = 0.25 pozorovat mieco podobné, avsak iba pri hodnotdich o < 0.15. Pri
= 0.375 je uz hodnota o = 0.1 dostatocne velkd na to, aby ML odhad ddval

celkom presné vysledky.

2.3 Odhad parametra y a ¢ normalneho roz-

delenia pri neznamej hodnote o

V tejto Casti budeme vychadzat z rovnakych rovnic ako v podkapitole
2, iba ¢ nebudeme braf ako znamu konstantu, ale ako dal$iu nezndmu
premenni, budeme sa teda snazif odhadovat 2 parametre naraz, p aj o.

Snazime sa maximalizovat ta ist logaritmicki funkciu vierohodnosti

U, oly) = Zn ) —ini-ln(F(i+g>—F<i—g)):

1=—00 1=—00

CSan(a() ()

KedZe mame uz 2 nezname, rieSenie maximaliza¢ného problému musi spliat

podmienky

o(poly) _ 5~ I _
o “—~ p; Ou

1=—00

0lp,aly) i ni Opi _

Oo o p; Oo

1=—00
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Opi
Jo

;i aj 861;; uz pozname z podkapitoly 2.2,

vypoc¢itame pomocou vzorca (1)

ako

B () () (5o ()

Dosadenim tychto vyrazov do maximaliza¢nych rovnic dostdvame sistavu 2

rovnic o 2 neznamych:

00 ¢ (H(%;u) _ ¢ <i7%7”> i
i:zooni d <i+%—u> % <z’—%—u> =0
- (i+5—p)-o (ZJF%_“) e () R (i—%—u>

Tato ststavu vyrieSime rovakym sposobom ako v podkapitole 2.2, akurat

zvysime jej rozmer na 2.

SimulAcia 2.3 (Spravanie sa odhadov pre i a o pri neznamej hodnote o)
V tejto simuldcii sme postupovali presne tak isto ako v simulacii 2.2, akurdt
sme odhadovali aj parameter o spolocne s parametrom p pomocou riese-
nia sustavy rovnic z podkapitoly 2.3. Stredni hodnotu ML odhadov, odhad-

2

nutt ako priemer z 10000 pozorovani pre p a o si oznacme ako [i resp.

62. Stredni hodnotu, odhadnuti ako priemer z 10000 pozorovani viberového
priemeru (% - > yi) a vyberovej disperzie (ﬁ S (yi — §)?) si oznacme
ako i resp. 6°. Rovnako ako v simuldcii 2.2 pouZivame hodnoty n = 100,
o = 0.1,0.15,0.2,0.25,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9 a 1 a p = 0.125,0.25 a
0.375. Ku kaZdej hodnote p prikladame 2 obrazky, jeden ukazuje odhady pre

i a druhy odhady pre o?.
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Obr. 2.5: Porovnanie odhadov pre p ak skutoéné p = 0.125
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Obr. 2.7: Porovnanie
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Obr. 2.8: Porovnanie odhadov pre o? ak skutoéné

odhad pre o2

0gt

[IR=R

0.7t

06t

05t

0.4t

03t

02t

0.1

02 0.4 0B [k

skutoéna o2

36

odhadov pre p ak skuto¢né p = 0.25

w=0.25



Obr. 2.9: Porovnanie odhadov pre p ak skutoéné p = 0.375
05 . . . . . . . .

045k 4

0.4

odhad pre
= o
2w
[83] () m
T T
1 1

=
[ou]
T
(=]
1

0.1 0z 0.3 04 0.5 0.6 0.7 (IR ns 1

Obr. 2.10: Porovnanie odhadov pre o2 ak skutoéné p = 0.375
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Ako si mozeme vsimnait, vyskytol sa tu jeden problém. Pre mensie hod-
noty o, zhruba okolo 0.2 a 0.3 dochddza k zaujimavému fenoménu, ML odhad
i pre i je vijrazne nadhodnoteny a naopak ML odhad 62 pre o? je vyrazne
podhodnoteny. Dovod je vsak celkom jednoduchy. Pre malé hodnoty o vyzerd
zaokrihleny ndhodny vyber v drvivej vicsine pripadov ako vela nil a sem-
tam nejakd jednotka. Tento vyber mohol vzniknit z normdlneho rozdelenia
so strednou hodnotou o kiusok mensou ako 0.5 a minimalnou disperziou tak
1sto ako aj z nasich hodnot p a o, pricom najpravdepodobnejsie si hodnoty,
ktoré mozeme vidiet na obrdzkoch a siu niekde medzi spominanymi dvoma
pripadmi. Pre vicsie hodnoty o je uZ ML odhad fi pre ju dobry, lenZe v tych
pripadoch uZ aj odhad mezohladnugici zaokrihlovanie ddva pomerne dobré
vysledky, ¢iZe nedd sa uplne jednoznacne povedat, ¢i sme si v pripade odha-
dovania p pomohli. Virazne sa ale zlepsil ML odhad 62 pre o* pri vicsich

1

hodnotdch o2, ktory odstrariuje potrebu korekcie —15 @ ddva podstatne blizsie

odhady k skutocnej hodnote 0% ako 2.

2.4 Odhad parametrov «, § a o v linearnej
regresii

V tejto Casti sa zameriame na linedrny regresny model, ¢ize model
X =a+p-s+e, €~ N(0,0%). Oznacme si zaokrihlené hodnoty X ako Y.
V tomto modeli mame az 3 nezname parametre: a, [ a o. Pre jednoduchsie
pocitanie si ako vektor s zvolme aritmetick(i postupnost 0,1,2,--- ,n — 1,
kde n je pocet pozorovani, resp. rozmer X. Premennda z; sa sprava ako
ndhodnd premennd so strednou hodnotou a + (i — 1) - 8 a disperziou o>
a 1; je jej hodnota zaokruhlend na celé ¢isla. Je problém vypocitat fun-
kciu vierohodnosti pomocou prechodu cez vSetky mozné hodnoty k (vzorec

o0

> ng-In[F(0|k+0.5)—F(0|k—0.5)]), pretoZe z toho, Ze pre nejaké nezname

k=—o00
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1 plati, Ze y; = k nevieme urcit, z akého s; bola vypocitanid dand hodnota,
Cize nevieme aka je strednd hodnota rozdelenia z ktorého pochadza dané po-
zorovanie a tym padom nevieme vy¢cislit hodnotu p;. Preto budeme musiet
prechadzat cez vSetky pozorovania (vzorec i In[F(0)y;+0.5)— F(0|y;—0.5)]),
ak pozname i, vieme, ze y; je zaokrihlend hodnota merania x;, ktoré ma
normalne rozdelenie so strednou hodnotou a + (i — 1) - . To znamen4, ze

logaritmickd funkcia vierohodnosti bude vyzerat nasledovne

o =S =S (1) (o1

—Zln(( —a;(i—l)-ﬂ>_®<yz —a;(i—l)ﬂ))_

Tento vyraz maximalizuji také hodnoty parametrov «, (3, o, pre ktoré plati

Ola.booly) _§~ 1 O

(e

— -0
Oa ~ py, Oa
ol4 "~ 1 Op,
(o, B, 0ly) _ L Py _
95 2y, 08
ol "~ 1 dp,
(o, B.0ly) _ yL Py _ ¢
do ' py, 0o
Po dosadeni za p,, a za derivacie dostdvame systém 3 rovnic o 3 nezndmych
af? 57 g
n & (yﬂr%fa*(i*l)ﬂ) — 4 (yif%faf(ifl)-za)
Zl P <yi+%*a*(i*1)'ﬁ> & (yr%*a*(ifl)v3> 0
" ¢<yi+%fa ) (b(yz La— )
S (@ ) ()
" H+'¢<yi+%—a—(i—l ) ¢<yz A —a—(i- 1),8>
— q)(yﬁ-% —(i— 1)5) q)<y1 f—oz (i— 1) ) :Oa
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kde HY = y;+2—a—(i—1)-BaH =y,—2—a—(i—1)-B. Na vypoditanie
rieSenia (&, 5,7) opit vyuzijeme MATLAB a jeho funkciu fsolve.

Ak by sme nezohladnovali zaokruihlovanie, na odhad parametrov o a 3
by sme mohli pouzit napriklad metédu najmensich Stvorcov, ktord je urcené
nasledovne. Nech S je matica, ktord ma v prvom stlpci samé jednotky a v
druhom stlpci hodnoty s,. Potom je nasa regresia uréené ako y = S - (g) +e€

a odhad pomocou metody najmensich Stvorcov je urceny ako

(-7

RSS
n—k’

regresii, v nasom pripade 2.

a s = kde RSS je sucet stvorcov rezidui a k je pocet parametrov v

SimulAcia 2.4 (Spravanie sa odhadov v linearnej regresii)

V tejto simuldcii sa uZ snaZime odhadovat 3 parametre, ¢ize MATLAB v
kazdom kroku musi numericky pocitat 9 derivdacii (Jakobidn je matica 3 x 3),
vypocty sa stdvaju coraz zloZitejsimi. Preto sme tuto simuldciu robili pre me-
nej roznych hodnot parametrov ako predchddzajice. Ako velkost ndhodného
vyberu n sme stale poZivali hodnotu 100, kedZe sme sa uZ presvedcili, Ze na ve-
lkosti odhadov parametrov velkost vyberu velmi nevplyva. Ako hodnotu o sme
stale pouzivali hodnotu 0.25. Ako hodnotu  sme pouZivali hodnoty 0.1,0.4 a
1, aby sme simulovali rozne situdcie v regresii. Napriklad ak 6 =1, a+ - s
bude stdale mat hodnotu a 4+ 0.25, a € Z, ¢iZe bude stdle na rovnakej pozicii
vzhladom ma zaokrihlovaci interval a zaokrihlovanie by malo mat najuicési
ucinok, pretoZe posobi primdrne jedngm smerom (¢isla blizke a + 0.25 zaok-
ruhli vZdy na a). Ak 5= 0.4 alebo 0.1, ucinky by nemali byt aZ také vyrazné,
pretoZe o+ (3 - s sa bude striedavo nachddzat na roznych miestach v zaokri-
hlovacom intervale, ¢im by sa ucinky zaokrihlovania mali vzdjomne trochu
rusit, ¢ize ocakdvame, Ze zaokrihlovanie nebude mat az také velké ucinky.
Ako hodnotu o sme pouzivali hodnoty 0.1,0.2,0.4,0.6 a 1.
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nadhodnocovat

Dalej chceme zistit, ¢i aj v regresii bude odhad 52 = f—fs

2
skutocni disperziu o uzZ spominani hodnotu %

Kedze ide uz o prilis vela idajov, vysledky prikladdme vo forme tabulky.
Odhadnuté stredné hodnoty odhadov ziskanych pomocou metody najmensich

2 a odhadnuté stredné hodnoty odhadov

Stvorcov budeme oznacovat d,B a o
pomocou ML budeme oznacovat d,B a 6%. Otdzkou je s akou presnostou
mdme uvddzat dosiahnuté vysledky. Tdto otdzka uzko siuvisi s velkostou in-
tervalu spolahlivosti pre dani hodnotu, my budeme pouZivat 95%-ny interval
spolahlivosti. Ak je napriklad velkost intervalu spolahlivosti 0.02, vieme, Ze
skutocénd strednd hodnota odhadu maéze byt s celkom rozumnou pravdepodob-
nostou o 0.01 wicsia, ale aj o 0.01 mensia ako nami vypocitand hodnota.
Preto by v tomto pripade bol nezmysel vycislovat vypocitani hodnotu na viac
ako 2 desatinné miesta. Aby sa vysledkom dalo verit, zaokrihlime ich na tolko
desatinngch miest, kolko je nil v Sirke intervalu spolahlivosti. Vypocitat in-
tervaly spolahlivosti pre ML odhady by bolo velmi zloZité, ale pre obycajné od-
hady pomocou najmensich Stvorcov to nebude tazké, pretoZe pozndme stredné
hodnoty a disperzie odhadov jednotlivijch parametrov ako aj ich rozdelenie.
Potom aj ML odhady budeme uvddzat na rovnaky pocet desatinngch miest.
Kedze vektor (&, ) obsahuje odhady, vypocitané pomocou metddy najme-
nsich stvorcov, vieme, Ze ma dvojrozmerné normdalne rozdelenie. Disperzia &
bude urcéend prokom s variancno-kovariancnej matice o - (STS)™! so sirad-
nicams [1,1], disperzia B bude uréend prokom so siradnicami [2,2]. Ostatné

pruky matice su kovariancie parametrov medzi sebou, tieto nads nebudi zau-
-1
n
gimat. Prvok so siradnicami [1,1] je urcéeny ako o2 - (Z z) , Cize plati
i=1

n -1

D(&) = Z . Prook so siradnicami [2,2] je urceny ako o® - (Z:l(z — 1)2)
1=
PouZijeme zndmy vzorec na sucet prvych k stvorcov prirodzengch cisel a do-

staneme vysledok D(S) = W"én_l) . V nasej simuldcii robime 10000 opa-

kovani a potom hodnotu E(&) aprozimujeme pomocou &, podobne je to s
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betou. Priemer & md normdlne rozdelenie so strednou hodnotou E(&) a dis-
PETZIOU @, kde p je pocet opakovani simuldcie, v nasom pripade 10000. Z

toho nam vyplyva, Ze

(@ — E@)-p-vn ~ N(0.1),

Z tohto urcime Sirku 95%-ného intervalu spolahlivosti ako

o
2 Ugs% T =,
RRVIRN/

kde us 59 je 2.5%-nd kriticka hodnota normovaného normdlneho rozdelenia.
Dosadenim ¢isel dostaneme pre Sirku intervalu spolahlivosti pre & vyjadrenie
priblizne 0.004c. Budeme teda zaokriuhlovat na 2 resp. 3 desatinné miesta,
podla hodnoty o.

Pre priemer ( plati

<B E(B >\/_\/n (n—1)-(2n—-1)

6-0

~ N(0,1),

z ¢oho dostaneme Sirku intervalu ako
6-0
2 U5y -
vVn-(n—1)-2n—1)- \/ﬁ

¢o je priblizne rovné 0.000070. KedZe MATLAB automaticky zaokruhlil vy-

sledok na 4 desatinné miesta, dalsie zaokrihlenie vysledku uz v tomto pripade

nebude potrebnée.

NuajzloZitejsie je odhadnit disperziu 5°. Vychddzat budeme zo vztahu %
X2 _,. Vieme, Ze pre X ~ x? a velké k bude platit priblizne < ﬁ ~ N(0,1).
Pri k > 50 je rozdiel uz takmer zanedbatelny a my pouZivame k = 98. Cize

plati
(n—2)-8° n—2

- ~ N(0,1
02-\/2-(n—2) /2 (n— 0.1)
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Z toho vyplyva

52 —o? 9 , 2.0t 9 2.0t
\/%; NN(0,1)2>SNN(O', 2>:>D(S):n_2.

Z toho uz vieme, Ze Sirka intervalu spolahlivosti bude

D(5?%) 2.0

=2 Uy sy - CED = 0.005602,

2 ug 59 -

¢ize budeme zaokrihlovat na 2 az 4 desatinné miesta, v zdvislosti od hodnoty

g.
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V celej simulacii sme si pevne zvolili n = 100, o = 0.25

o 0.1 0.2 0.4 0.6 1
o | 001 | 004 | 016 | 0.56 1
B
a= | 0250 | 0250 | 0.25 | 025 | 0.25
a= | 020 026 | 025 | 025 | 025
0.1| B=|0.1000| 0.1000 | 0.1000 | 0.1000 | 0.1000
B=|0.1002 | 0.1001 | 0.1000 | 0.1000 | 0.1000
62 =0.0087| 0.037 | 0.155 | 0.35 | 0.98
52=10.0939| 0.12/ | 0.244 | 044 | 1.08
a=| 0253 | 0.250 | 0.25 | 025 | 0.25
a= | 025 026 | 025 | 025 | 025
0.4 | B= 1040001 0.4000 | 0.4000 | 0.4000 | 0.3999
B= 104001 0.4001 | 0.4000| 0.4000 | 0.3999
62 =0.0082| 0.037 | 0.15, | 0.85 | 0.98
52=0.0941| 0.125 | 0.248 | 0.44 | 1.08
a= | 0.067 | 0.332 | 0.26 | 0.25 | 0.25
a=| 0006 0.105 | 024 | 025 | 0.25
1| 3= 11.0001| 1.000 | 1.000 | 0.9999 | 1.000
B= | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.9999 | 1.000
62 =10.0091| 0.017 | 0.150 | 0.35 | 0.98
52 =1 0.0062| 0.095 | 0.23 | 044 | 1.08

Prva vec, ktori si moZeme vsimnit je, Ze odhady parametra 3 si v pod-
state nevychylené pre lubovolni kombindciu ostatnych hodnot a to pre odhady
zohladriufiice ako aj odhady nezohladriujice zaokrihlenie. CiZe mozeme tur-
dit, Ze zaokrihlovanie neovplyvriuje odhad sklonu regresnej priamky. Potvrdili
sa taktieZ nase ocakdvania, Ze pre 5 = 1 bude mat zaokrihlovanie daleko naj-

vacst vplyv, ukdzalo sa vsak, Ze iba na parametre o a o. Vysledky pre tento

44



pripad si podobné tym, ktorée vysli v simuldcii 2.3, akurdt miesto v tejto
stmuldcii vystupuje . Dokonca aj ML odhad bol vychyleny podobne ako v
tejto simuldcii. Pre B = 0.1 resp. 0.4 boli vychylky odhadov pre o podstatne
mensie a ML odhad skoro tiplne presny. Odhady pre o* nezohladriujice zaok-
rihlovanie opdt nadhodnocovali skutocni disperziu o priblizne =, ML odhady

127
to dokdzali celkom tspesne napravit.
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Zaver

V naSej préaci sme sa venovali vplyvu zaokrihlovania v Statistike. Tému sme
ponali skor z praktického hladiska, v prvej kapitole sme pomocou simulé-
cii ukdzali, Ze ked nezahrnieme zaokrihlovanie do nasich odhadov, vysledky
budi vychylené. V druhej kapitole sme prezentovali sposob opisany v [1], kde
zahfname zaokrihlovanie do ML odhadu parametrov. Nasledne sme vypoci-
tali ML odhady pre parametre v exponencialnom rozdeleni, v normalnom roz-
deleni so zndmou aj nezndmou disperziou a v linedrnej regresii. Pre exponen-
cidlne rozdelenie sa ndm podarilo najst explicitné vyjadrenie pre ML odhad
parametra A, pre zvysné pripady sme vysledky odhadli pomocou numeric-
kych metéd. Na simulaciach sme nasledne ukazali, Ze vo vac¢sine pripadov sa
nam podarilo zlepsit odhad oproti odhadu, kde nezohladiiujeme, Ze pozoro-
vania boli zaokrithlené. Takisto sme objavili priklad, kde zaokriihlenie neméa
ziaden ucinok, totiz odhad sklonu regresnej priamky je nevychyleny pri zahr-

nuti aj nezahrnuti zaokrihlenia do odhadu. Myslime si, ze k danej téme by

_ v

12
odhadovani disperzie normalneho rozdelenia, ktory ale obtiaznostou presa-

sa dalo pristupovat aj teoretickejsie, napriklad uviest dokaz korekcie ” v

huje tato pracu. Vzhladom na mnoZstvo réznych Statistickych vyskumov v

stucasnosti si myslime, Ze danej téme bude venované este velka pozornost.
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