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Abstrakt v statnom jazyku

JANECKOVA, Magdaléna: Alokacia predajného sortimentu pri sezonnom dopyte po
tovare [Bakalarska pracal|, Univerzita Komenského, Fakulta matematiky, fyziky a infor-
matiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitelka: Mgr. Darina Graczova,
Bratislava, 2012

Tato praca je zamerané na hl'adanie optiméalneho rozmiestnenia tovaru do predajne
prostrednictvom urcenia indexov pre jednotlivé polozky. Pouzivame na to metodu,
ktoré riesi " Multi-armed restless bandit” problém. Indexy, po zoradeni podla velkosti,
sluZia na urcenie priorit, ktoré vyjadruju efektivitu ich propagacie. Podl'a velkosti inde-
xov by sa tovar mal zaradit do predajne. Zaoberame sa dvojakym spdsobom priradenia
indexov pre polozky, a to analytickym a numerickym. Hoci numerické riesenie dokaze
vyskusat vSetky mozné kombinécie alokacie tovarov do predajne, vypoc¢tovo je velmi
naro¢né. Analytické rieSenie, vzhladom na komplexnost problému, nie je presné, no
ako ukazeme v praci, vykazuje velmi dobru aproximac¢na schopnost.
Experimentélne sme otestovali efektivnost analytickej metdédy a dospeli sme k zaveru,
Ze analytické riesenie vykazuje odchylky od numerického rieSenia len do troch percent,

¢o je vzhladom na jeho jednoduchost velmi vysoka tspesnost.

KTacové slova: Problém celo¢iselného batohu s kaziacimi sa potravinami, Indexacia,

Multi-armed restless bandit, Whittlova relaxacia.



Abstract

JANECKOVA, Magdaléna: The allocation of the sales range in seasonal demand for
goods|Batchelor Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics,
Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervi-
sor: Mgr. Darina Graczova, Bratislava, 2012

In our work we investigate the allocation of the sales range in seasonal demand for
goods. For the purpose we mark each item with an index. The indexes are results of
Multi-armed restless bandit problem. We order indexes by size, where the biggest one is
the most effective for promotion and the smallest one is the less appropriate to promote.
According to size of indexes, items should be promoted. We describe two alternatives
for computing indexes, analitical and numerical way. Numerical index is gain as result
of solving combinarotial problem, and that determines it to be computationally intense.
Analytical result is not exact, but it is a good approximation as it is shown in our work.
We experimentally tested both ways and results were very interesting. Analytical index
differs from numerical result just in a small variation (under tree percent), what makes

analytical way of computing the preferred way.

Keywords: Knapsack problem for perishable items, Index Policies, Multi-armed

Restless Bandit, Whittle Index.
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oznacenie polozky urc¢enej na predaj, i € I

vynos, ktory prinasa i-ta predana polozka

diskontny faktor, 0 < 5 < 1

zachranenéd hodnota produktov, o < 1

pravdepodobnosti, ze sa polozka nepreda 0 < p;,q; <1
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bindrne vyjadrenie akcie a; € {0, 1}
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UVOD UVOD

Uvod

Pri navsteve maloobchodnej predajne si velmi zriedkavo uvedomujeme, kol'ko ndmahy
viedlo k terajSiemu rozmiestneniu tovarov, urceniu ich ceny, ¢ spdsobu ich propagacie.

Rozmiestnenie tovarov je dlhodobé strategické rozhodnutie. Ako priklad uvedieme
oddelenie s pecivom. V supermarketoch si tieto oddelenia vacsinou v zadnych c¢astiach
predajne, a to z toho ddvodu, Ze zdkaznik je nepriamo nuteny prejst cez velku cast
predajne. Tymto sposobom sa zvySuje pravdepodobnost, Ze si zakaznik kupi aj dalsi
tovar na ceste k oddeleniu s pecivu. Zoberme si zdkaznika, ktory prisiel len po chlieb.
Keby bolo v tomto pripade oddelenie s pec¢ivom blizko pri vchode, zakaznik si s velkou
pravdepodobnostou kipi len chlieb a opusti predajnu. Akonéhle ale musi prejst cez
celu predajnu vzysuje sa pravdepodobnost, Ze nakipi aj vopred neplanovany tovar. 7Z
toho dovodu, ak supermarket pecie pecivo priamo v predajni, umiestni pece v ur¢enom
zadnom priestore. Obdobne to plati napr. pre chladiace boxy na méso, mlie¢ne vyrobky
a pod. Preto je naozaj potrebné vhodne si zvolit rozmiestnenie predajne, lebo neskor
bude velmi tazké toto rozhodnutie zmenit. Jedna sa o pripady, kedy si tovar vyZzaduje
Specialny ulozny priestor, chladenie, alebo iné vybavenie.

Opacny pripad nastava pri urcovani ceny a propagacie tovaru. Tieto pripady st
kratkodobymi problémami. Umozihuje im to rychlo a prispdsobivo reagovat na zmeny
dopytu. V niektorych predajnych odvetviach, je urc¢ovanie ceny a propagacia tovaru este
umocnend ich zivotnostou. Mame na mysli pripady, kedy sa jedna o tovar s obmedzenym
datumom expiracie. Tovar mdzeme poniikat len to tohto ¢asu, neskor je uz odstraneny.
Preto, ked sa tovar blizi k datumu spotreby zvySuju sa snahy manaZéra predat tovar.
Dosahuje to bud zniZovanim jeho ceny, alebo zvySenim propagacie,t.j umiestnenim na
lepSie viditeIné miesto v predajni. Zvycajne sa tym myslia regaly pri pokladniach, rohy
predajnych uli¢iek a pod.

Prave tymto druhom ovplyviiovanie predajnosti tovarov sa budeme zaoberat v na-

sledujticej praci.
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1 OBJASNENIE PROBLEMU A MOTIVACIA

1 Objasnenie problému a motivacia

V uvode sme uviedli, Ze mame niekolko sposobou ako mozeme ovplyvnit predajnost
tovarov. Blizsie si opiSeme dva najviac pouzivané sposoby. Uvedieme podstatu nasho
problému a sposob, ktorym budeme toto zadanie riesit. Cely koncept ilustrujeme na

konktétnych situaciach v predajniach.

1.1 Dynamické urcovanie ceny

Dynamické ur¢ovanie ceny je standardnym postupom pri vytvarani zisku (napr. znizo-
vanim ceny, ked je dopyt nizky, a zvySovanim ceny, ak je dopyt vysoky, sa dosiahnu
mnohokrat viacsie vynosy ako pri obchodovani s konstantnou cenou. Znizovanie ceny sa
moze pohybovat az do marginalnych vydavkov, av8ak nizsie by uz byt nemalo, nakol'ko
by to viedlo k zdpornému vynosu).

Dovody preco sa, napriek vyssie spomenutym vyhodam dynamického predcenovanie,

tento sposob nevyuziva mozu byt nasledovné:

e vydavky spojené s urcovanim novych cien (nové cenové Stitky, pracovna sila,

ktora urceny tovar musi oznacit a precenit a pod.)

e urcita strnulost pri precenovani znackovych tovarov. Jedné sa tu o snahu udrzat
ur¢ité cenové povedomie o znacke u zékaznikov. Vo vSeobecnosti si zakaznici
zvyknu priradit cenovii droven k znacke tovarov, ktort budua ochotni akceptovat.
Keby sme takyto tovar zlachovali, po ¢ase uz zékaznici nebudu ochotni zaplatit

plni cenu.

e Cakanie na zlacnenie tovarov. Keby sme tovar po ¢ase predavali so zlavou, zékaz-
nici by si mohli zvyknit pockat s kiipou az do ¢asu, kedy sa vyskytne zniZenie
ceny. Preto je v niektorych pripadoch lepsie predéavat len za plnd cenu a tovar
neprecenovat alebo zlacnovat chaoticky, aby nebolo mozné predpovedat zmenu

ceny.

Ako sme uz spominali maloobchodny predajca sa snazi pri precenovani, okrem iného,
vyhnit hlavne takej cene tovarov, ktora by bola nizsia ako prostriedky vynalozené na

jeho ziskanie, kedZe zisk z tohto predaja by bol zaporny. Nie je preto prekvapenim,

11



1.2 Dynamicka alokécia tovaru 1 OBJASNENIE PROBLEMU A MOTIVACIA

7e predajca sa bude spravat opatrnejsie a konzervativnejSie pri objednévani tovaru,
aby ostal ¢o najmensi pocet nepredaného tovaru. To ale zvysi pravdepodobnost a aj
trvanie nedostatku tovaru, z dévodu jeho vypredania. Viaceré stadie [1],[2], ale ukézali,
ze reakcie zakaznikov na vypredanost tovarov ma vyznamné negativne nasledky na zisk

predajcu.

1.2 Dynamicka alokacia tovaru

7 vyssie uvedeného vyplyva, ze pre predajcu by boli vhodnejsie jemnejsie marketin-
gové nastroje ako tie, ktoré poniika dynamické precenovanie tovarov. Tymto nastrojom
by mohlo byt dynamické rozmiestiiovanie tovarov do propagacného priestoru, kde je
vysoka Sanca, ze si ich zédkaznici v§imnu a nasledne kipia.

Propagac¢nim priestorom sa myslia regély blizko pri pokladniciach, kde st zakaznici
doslova nuteni si ich vsimnut, kedZe pri pokladniach stravia nezanedbatelny cas. Tiez
to su police na rohoch predajnych uli¢iek, a pod. Tymto spésobom sa zameriame na
iracionalitu ¢loveka, ktory sa da ovplynit tym, Ze tovar v predajni uvidi alebo neuvidi.
Co vlastne znamena, ze jeho rozhodnutie o kiipe ur¢itého tovaru sa moze zmenit priamo
v predajni, ak tam najde iny atraktivnejsi tovar. Zakaznik bude s vac¢sou pravdepo-
dobnostou kupovat propagovany tovar ako ten, ktory zostal na sklade. Prave tymto
spdsobom maximalizacie vynosov predajcu sa budeme zaoberat v rieSeni problému

alokécie sezonneho tovaru.
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2 KNAPSACK PROBLEM - ULOHA CELOCISELNEHO BATOHU

2 Knapsack problém - Uloha celoéiselného batohu

NagSou tulohou je ovplyviiovat kipu tovarov jeho propagéciou alebo ponechanim v
sklade. Najvyhodnejsie by bolo, keby sme vSetok tovar propagovali, a tym zvysili prav-
depodobnost predaja pre vSetky polozky. Tu, ale musime zaviest urcité obmedzenia,
nakol'ko predajca nedisponuje neobmedzenym propaga¢nym priestorom. Tieto obme-
dzenia budu v tvare ohranic¢enosti batohu, ktory méame k dispozicii.

Vybrali sme si prirovnanie k batohu z niekolkych dovodov. Okrem toho, Ze sa toto
oznacenie pouziva v literatire|4|, zameranej na nas problém, uz velmi dlho, aj my ho
povazujeme za velmi efektivny opis naseho obmedzenia. Zadefinujeme si preto jeho
vlastnosti a sposob vyberu vhodnych poloziek do batohu.

Batoh /knapsack predstavuje obmedzeny priestor, ktory mame k dispozicii. Nasou

tlohou je ¢o najlepsie vyuzit jeho objem.

<> 7
'

= ,)
g

Obr. 1: Uloha celoé¢iselného batohu

Mohli by sme to prirovnat k baleniu sa na dovolenku. Chceme si zobrat velké mnoz-
stvo veci a oblecenia, ale obmedzuju nas napr. kvoty na velkosti kufru povolené le-
teckymi spolocnostami. Vtedy si musime vytvorit ur¢ity systém v baleni. Priradime
jednotlivym veciam priority a podla nich vyberame veci, ktoré ndm naozaj posluZia.

Na obrazku mozeme vidiet ako program postupne vypocita vynosnost kazdej tehly.
Podla toho ich zoradi od najvyhodnejSej po najnevyhodnejsiu. Nasleduje vyber, kedy
si vyberie tt najlepsiu a pokracuje d'alej. Ked najde polozku sice vyhodni, ale nespliia-

jucu nase odmedzenia (max. nosnosti batohu je 15kg) prejde k nasledujicej moznosti.
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2 KNAPSACK PROBLEM - ULOHA CELOCISELNEHO BATOHU
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Obr. 2: Urcovanie preferencii v celoc¢iselnom batohu

290848

A7z kym nepride k zéveru.

Podobny systém vyuziva aj nas model, ktory popiseme v dalsich kapitoléach. Zoradi
polozky podla priority a postupne bude vyberat tie, ktoré sa do knapsacku hodia. Pri
tomto vyberani nasledujucich poloziek, ale bude brat do tivahy aj obmedzenia v podobe

velkosti priestoru.
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3 UVOD DO VLASTNOSTI CELOCISELNEHO BATOHU

3 Uvod do vlastnosti celo¢iselného batohu

Problém, ktory by mohlo byt riesey pomocou ,celociselného batohu, si vyzaduje zade-
finovat konktrétne vlastnosti jednotlivych prvkov. Fundamentalna vlastnost poloziek v
probléme je obmedzend zivotnost tovarov. Preto ju opiSeme detailnejsie.

Uvadzame tieZ jednoduchy popis problému, aby si Citatel vedel lepSie logicky po-

spajat dolezitost jednotlivych vlastnosti.

Definicia 3.1. Problém batohu s tovarom, ktory md obmedzeny ddtumom spotreby na-
zgvame "Knapsack problem for perishable inventories- KPPI". Zaoberd sa optimdlnym
dynamaickym rozmiestnenim sortimentu kaziacich sa alebo sezénnych tovarov v obme-

dzenom priestore, tak aby sa mazximalizoval zisk predajcu.

Zisk tvoria celkové o¢akavané prijmy z predaja a tzv. zachranené hodnoty produktov,
pod ktorymi rozumieme hodnoty vyrobkov, ktorych cena bola znizenéa oproti pévodne;j
cene. Zachranené hodnoty produktov mézu byt aj zaporné, a to v pripade, ze produkt
nebol predany do doby expiracie a bolo potrebné vynalozit urcité prostriedky na jeho
likvidaciu.

Velmi doélezitym faktorom v KPPI modeli je obmedzeny datum spotreby. Po tomto
datume uz tovar nebude mozné predat. Moze sa tiez stat, ze budeme na tomto produkte
stracat, budeme musiet pouzit dalsie prostriedky na jeho likvidaciu. Tovar, o ktorom

budeme hovorit bude bud’:
e "kaziacisa "

— s velmi kratkou dobou spotreby: zelenina, ovocie, mlieéne vyrobky, cerstvé

méaso atd;

— s dlhsou, ale obmedzenou dobou spotreby: trvanlivé mlieko, cestoviny, ryza,

konzervy atd;
e sezONNy

— oblecenie: letné, zimné, atd;

— dovolenky: letné, zimné(Silvestrovské, viano¢né);

15



3 UVOD DO VLASTNOSTI CELOCISELNEHO BATOHU

Dalsim faktorom bude obmedzeny priestor v predajni. Tymto problémom sa zaobera
pravdepodobne kazdy manazér predajne. Je totiz velmi dolezité, aky tovar sa rozhodne
vystavit priamo v predajni, a ktory poneché iba v sklade.

Tovar ponechany v sklade je mozné propagovat na internetovom portali v, reklamach
v médiéch a pod, ¢o by znamenalo, Ze pravdepodobnost predaja nemusi byt nutne nizsia
aki bude mat vystaveny tovar.

Pre tento model budeme, ale predpokladat, Ze nevystaveny tovar bude mat pravde-
podobnost predaja predsa len nizsiu. Mozeme to oddévodnit napriklad tym, Ze ak pride
zékaznik do predajne, kde bude vidiet vystaveny tovar, bude v pokuseni si ho kupit
a tym sa zvysi pravdepodobnost predaja, svoje rozhodnutie kipit si ur¢ity produkt,

zmenil, ked sa dostal do kontaktu s vystavenym tovarom.

16



4 APLIKACIE MODELU

4 Aplikacie modelu

Matematika ako veda je vel mi casto aplikovana do bezného Zivota, ale nie vZdy to ¢lovek
vie rozpoznat. Tato cast je urcena na pribliZzenie viacerych Specifickych prikladov, kedy
st splnené podmienky KPPI, a teda ich moézeme zaradit do problému "celociselného

batohu". Tymto poukazeme na praktické vyuzitie problematiky, ktorou sa zaoberame.

e Umiestnenie oblecenia. Nakol'ko oblecenie velmi podlieha ¢asu, v ktorom je pontu-
kané, zaradzujeme ho do skupiny sezénnych tovarov. Na pri¢ine je hlavne moda.
Je zrejmé, ze obleCenie sa neznehodnoti ¢asom stravenym v sklade. Vplyvom
mody je mu ale priradzovanéd hodota prave v predajnom ¢ase. To znamena, ze ak
je prave in "puzdrova sukiia, bude po nej velky dopyt, jej cena=—hodnota bude
vysoka, ale po uréitom ¢ase (1-2 roky) sa bude dopyt znizovat, bude sa znizovat
aj jej cena, pretoze ju bude nahradzat iny druh sukne. Pravdepodobnost predaja
bude preto po urcitom ¢ase skoro nulova, aj ked tovar bude neposkodeny a v

podstate uplne rovnaky ako bol na zaciatku obdobia;

e Predaj dovoleniek. Jedna sa hlavne o predaj letnych dovoleniek. Pocas letnych
mesiacov stupne dopyt po dovolenkéach, vtedy bude pravdepodobnost ich predaja
najvyssia, ale po niekol’kych mesiacoch sa pravdepodobnost vyrazne znizi, a tak

ak predajca nepredal dovolenku do tohto datumu, uz ju pravdepodobne nepreda;

e Predaj casopisov. éasopisy su tiez velmi zaujimavym prikladom sezénneho to-
varu. Je po nich velky dopyt hlavne v dobe vydania, ale akonéhle sa blizi datum
vydania nasledujticeho ¢isla dopyt po nasom produkte klesa. Ak sa ¢asopis ne-
preda do datumu vydania nasledujiceho ¢isla uz sa nepreda a je likvidovany. Pre
predavaca je teda vyhodné casopis vystavit, aby tak vzysil pravdepodobnost, Ze

si ho zakaznik vSimne a kupi;

e Predaj ozdodb na $pecifické sviatky. Ludia zvykna éasto kritizovat obchodnikov
hlavne v obdobi pred Vianocami, kedy sii ozdoby, darc¢eky a pod. prezentované uz
mesiac aj dva dopredu. Pre obchodnikov to ale predstavuje vyhodu. Niektori za-
kaznici si tento tovar kupia aj takto v predstihu a odchodnici ziskaji viac ¢asu na

prezentovanie tovaru. Dalej moZzeme spomenit sviatky ako Velkd noc, Valentin,

17



4 APLIKACIE MODELU

Dusicky, Halloween. Vsetky tieto sviatky spaja dopyt po $pecifickych ozdobnych
predmetoch prave pre ten-ktory sviatok. Ci uz st to svetielka, velkono¢né vajicka,
srdiecka, kahance, strasidelné predmety, pre vSetky plati, Ze po vysokom dopyte
nasleduje rychly spad a pokles dopytu az na nule (doba expiracie). Ved kto by si

kupoval ozdoby na stromcek tyzden po Vianociach;

Predaj elektrospotrebicov. Pri predaji elektrospotrebicov si zdkaznik tovar v pre-
dajni iba vyberie, ale neodnasa si ho sebou. Preto nie je potrebné, aby bolo
vystavenych viac kusov tovarov, kedZe tovar nie je presuvany zakaznikom. Za-

kaznikovi je domov doruceny tovar zo skladu;

Predaj nabytku. Predajne nabytku st zname tym, Ze si v nich méate mdznost pre-
zriet celé zariadené izby. Predajca tym vyzdvihne moZznost kombinovat jednotlivé
kusy nabytku a pod. Zakaznik sa teda o kupe rozhoduje v predajni, ale tovar si
objednéava z katalogu. Z toho vyplyva, Ze by bolo zbytocné vystavovat viac kusov
tovaru. Pri kiipe vybrany tovar neopusti predajnu, ale zakaznikovi bude dodany

rovanky tovar zo skladu, tak ako je to uvedené aj pri predchadzajucom priklade;

Predaj automobilov. Zakaznik mé& moznost automobil si v predajni pozriet, vy-
skusat. No pri kupe nedostane testované vozidlo, ale vozidlo zo skladu. Tymto je
zabezpecené, ze ak predchadzajuci zakaznik neopatrne zaobchédzal s testovanym
vozidlom, terajsi zakaznik dostane vozidlo v 100% stave. Zaroven méa moznost

otestovat si vSetky funkie a prevedenia vozidla;

Obchody s navrharskym oble¢enim, kde existuje len jeden kus z daného tovaru,

kde kazdy kus je origindlom;

Obchody s hand-made tovarom by sa v urc¢itom zmysle mohli povazovat za rov-
naky typ problému, diskusiu by mohli vyvolat niektoré ¢asti ponuky, ktoré aj ked
su vytvorené hand-made, teda ziadne 2 kusy nebudu presne rovnaké, predsa by

sme ich mohli povazovat za identické pre ich velku podobnost;

Second-hand predajne. Oblecenie poniikané v tychto typoch predajni sa tu naché-

dza len v jednotkovom pocte, a preto je to velmi nazorny priklad nasho modelu.
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5 BANDIT PROBLEMS

5 Bandit problems

V kapitole 2 sme opisovali batoh, do ktorého sme mali pomocou uré¢itého logického
postupu vkladat polozky. Tento logicky postup formulujeme cez vyber zalozeny na
hodnotach indexov jednotlivych poloziek. Na stanovanie indexov nam poslazi ” Multi-
armed restless bandit” problém. Ten slaZi na pridelovanie zdrojov pre zariadenia pri
nedokonalej informécii. V nasom pripade to bude pridelovanie miesta v predajni jed-

notlivym polozkam.

5.1 Omne-armed bandit problem

Néazov dostal podla hracieho automatu s ndzvom ”One-Armed Bandit”.

Obr. 3: ”One-Armed Bandit” problém

Principom automatu je maximalizovat vyhru ziskani opakovanym zatiahnutim za
paku (zékladny prvok automatu). Gambler v tomto pripade moze zatiahnut len za
jednu péku v ¢ase t. Princip spociva v moznosti dynamického vyberu. Mézeme si vybrat

medzi dvoma moznostami:
e okamzitou vyhrou
e okamzitou vyhrou a zbieranim informécii, z ktorého budeme profitovat neskor

Gambler na zaciatku svojej hry nemé vedomost o pravdepodobnosti vyhry. Nevie
teda predpokladat, kedy sa mu este oplati hrat a kedy je dobré prestat. S vysSsim

poc¢tom odohranych hier sa, ale zvysuju jeho vedomosti o spravani sa modelu.
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5.2 Multi-armed bandit problem 5 BANDIT PROBLEMS

Za zbieranie informacii, teda povazujeme zvySujuci sa pocet odohranych hier, pri
ktorych pozname vysledok, teda vieme zostrojit urcitu pravdepodobnost vyhry. Podla
nej si gambler zvoli, ¢ sa mu oplati pri automate hrat d'alej, alebo pojde skusit Stastie

k inému stroju.

5.2 Multi-armed bandit problem

"Multi armed bandit” problém moze byt optimalne vyrieSeny jeho rozlozenim na via-
cero ”One-Armed Bandit” problémov. Kazdy z nich bude nezavisly od zvy$nych mo-
delov. Nasledne ich znova zlozime do jedného ”multi-armed bandit” problému, ktorého
ulohou je najst jedného banditu, ktory bude preferovany. V kazdom rozhodovacom
¢ase, by sme si mal vybrat polozku s najviacsou hodnotou indexu.

”Multi-armed bandit” ma oproti ”One-Armed Bandit” viacero trovni, ktoré posky-

tuji rozne vyhry. Ozrejmime si to na nasledujicich prikladoch.

e Majme kasino a v fiom viacero hernych automatov (”One-Armed Bandits”).
Prave tu si pride, gambler otestovat svoje Stastie. Predpokladajme, Ze v kasine
ostane naveky (Cas t pocas ktorého bude hrat p6jde limitne do nekonec¢na), a ze
hracie automaty bude obsluhovat iba on, nikto iny pocas Casu t nebude menit

stav na hracich automatoch.

Kazdu casovi jednotku si musi gambler vybrat stroj, na ktorom bude hrat a
potiahnut za paku. Stoj zareaguje a vynesie mu urciti vyhru podla stcasného
stavu (za zaklade naprogramovania pravdepodobnosti vyhry). Gambler tymto
sposobom zistuje pravdepodobnosti o konkrétnom automate a sucasne na osta-
tych automatoch ostava stav rovnaky. Kedykolvek sa moze presunit k inému
automatu zahrat zopar hier a nésledne sa rozhodnut, ktory z automatov mu
podla pravdepodobnosti prinesie vacsiu vyhru. Ciel gamblera, je ¢o najviac ma-
ximalizovat svoju vyhru (diskontovani ¢asom) v ramci nekoneéného ¢asového

horizontu.

e Predstavme si lekara, ktorého za¢ni navstevovat vel'ké (nekone¢né) mnozstva [udi
s neznamou chorobou. Predpokladajme, Ze kazdy den sa lekdr musi rozhodnit

pre sposob liechy, s tym Ze si vybera z urc¢itého daného mnozstva spdsobou liecby.
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5.3 Multi-armed restless bandit problem 5 BANDIT PROBLEMS

Pacient okamzite zareaguje na liecbu a to bud vylie¢enim alebo smrtou. Lekéar
teda skusa rozne sposoby liecby a na zéklade ziskanych udajov informécii sa roz-
hodne pre uré¢ity druh sliecby. Lekarovou tuzbou je vylie¢it ¢o najviac pacientov,

diskontovanych ¢asom, v nekone¢nom horizonte.

Oba spomenuté priklady naznacuji rovnaky matematicky problém a to ”Multi-
armed bandit” problém. Jeho hlavnou vlastnostou je statickost zvysnych banditov,
ktory v dany ¢as neboli vybrany (zvy$né automaty, sposoby lie¢by). Ich stav sa menemi.

V prvom pripade gambler zistuje, ktory automat je v priemere najvynosnejsi, a to
tak ze vyuziva vzdy vSetky automaty, z ktorych si vybera ten s najvyssim indexom.
Index je hodnota, ktora bude sluzit na porovnanie banditov. Vy$si index znamena
vécsiu pravdepodobnost vyhry.

Podobne v druhom pripade, lekar sa ué¢i testovanim sposobou lie¢by. Obdobne néjde

sposob, ktory je v priemere tspesnejsi ako zvysné sposoby.

5.3 Multi-armed restless bandit problem

V modeli s "restless bandits” st predpoklady rovnaké ako pri ”Multi-armed bandits”
az na statickost. Predpoklad statickosti ostatnych banditov sa v restless bandits ne-
nachidza. To znamené, 7e ked zahram hru na jednom banditovi, sicasne sa mi zmeni

stav na vSetkych ostatnych banditoch.

Obr. 4: ”Multi-Armed Bandit” problém
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5.4 Pouzitie 5 BANDIT PROBLEMS

5.3.1 Urc¢ovanie indexov

Ako uz bolo povedané banditov ohodnocujeme pomocou indexov. My sa budeme za-

oberat niektorymi zakladnymi typmi a to:

e Gittinsovou indexéciou. Ziskanti hodnotu nazyvame Gittins index value. V tomto
sposobe sa index sklada z dvoch zloziek. Je to sucet vynosu z vyhry a urcité

ohodnotenie ziskanej informécie.

e Whittlova indexéacia. Ziskavame z nej zovSeobecnenie Gittinsove hodnoty inde-
xov. V tomto indexe sa uz neda presne urcit akéa ¢ast z indexu prisliucha hodnote
vyhry a aka ¢ast urcuje ziskant informéaciu o modeli. Whittlove hodnoty indexov,
ale nemusia vzdy existovat a niekedy aj ked sa daju vypocitat neurcéuju opti-
mum. No nakolko sa ukazalo, Ze hodnoty sa daju priblizne urcit a v priemere
udava vysledky velmi blizko optima, pri "restless bandits” sa pouziva Whittlova

indexacia. Formalne ju uvedieme v kapitole ?7?.

5.4 Pouzitie

V praxi je "Multi-Armed Bandit” problém pouzivany na rozmiestnenie zdrojov medzi
konkurené¢né projekty, o ktorych nemame tplnt informaciu. Pod netuplnou informéciou
myslime, Ze nevieme urc¢it presné vynosy, ktoré budu plynit z jednotlivych rozhodnuti.

V nasom pripade to moze byt umiestnenie tovaru. Mozeme sa rozhodnut ho okamzite
vystavit, tym zviacsime pravdepodobnost jeho predaja - okamzity vynos. Ziskavame
informéaciu o tom ako bude vystavenie tovaru vplyvat na jeho predajnost. Alebo sa
rozhodneme ho v predajni neumiestnit pre pripad, Zze v buducnosti sa jeho hodnote

eSte zvysi a bude pre nés vyhodnejsie ho predat vtedy.

5.5 Vlastnosti modelu

Kazdy bandita teda predstavuje jednu polozku kaziaceho sa tovaru. Nas model ma

tieto vlastnosti:
e 7restlessness” - tovar, moze byt predany aj napriek tomu, Ze nie je vystavovany;
e obmedzeny Casovy horizont (datum expiracie);
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5.5 Vlastnosti modelu 5 BANDIT PROBLEMS

e vyber viacerych poloziek do knapsacku;

e moznost knapsacku byt naplneny len ¢iasto¢ne. Nie vzdy dokazeme urobit z to-
varu takt kombinéciu aby sme zaplnili vSetko promoc¢né miesto, vacsinou nam

ostanu casti, do ktorych sa uz ziadny tovar pre svoju rozlohu nezmesti;

Pri tychto Styroch vlastnostiach, ale vyssie spomenuté indexové pravidla stracaju
vlastnost optimalizécie a preto vytvarame novy odhadovaci model na ur¢ovanie optima.

V novom odhadovacom modeli st dané vhodnejsie podmienky pre restless banditu,
aby mohol byt ozna¢ny indexom, ktory odréaza aj predoslé indexy prisidené polozke.
Takto vzniknuty index nazyvame tiez ” promotion priority index” (index pre prioritnt
propagéciu) kedZze vyjadruje efektivnost propagacie danej polozky. V zasade plati, ze
ak polozka prekroci svojou indexovou hodnotou hodnotu vydavkou spojenych s propa-

gaciou, polozka sa umiestni na miesto propagéacie.
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6 JEDNODUCHY KPPI

6 Jednoduchy KPPI

V nasledujucich kapitolach opiseme jednoduchy model KPPI (”Knapsack problem for
Perishable Items”), ktory bude pracovat s jednym kusom tovaru. Ziskame tak urcity
prehlad a vedomosti potrebné pre porozumenie problému s K kusmi tovaru.

Nakolko v modeli sa objavuje prili§ vela premennych (tovarov/produktov), ktoré
maju rozny datum expiracie, moze sa stat, ze model, pouzivany na riesenie "Knap-
sack problem", bude neprehladny a bude tazké sa v fiom orientovat, preto sa v tejto
¢asti budeme zaoberat, jednoduchsim modelom, ktory vznikol odvodenim z primér-
neho modelu a to jeho rozloZzenim na mensie submodeli. Dosiahneme to Lagrangeovou
relaxéciou. Je to relaxacna metoda, ktora aproximuje zlozity problém viazanej optima-
lizacie jednoduchsim problémom. RieSenie je pribliznym rieSenim poévodného problému,
ale napriek tomu poskytuje uzito¢né informacie.

Zameriame sa na pripad kedy méame len jeden kus daného produktu v ponuke. Nie
je to nevyhnutne iba teoretické riesenie, pretoze toto je pripad viacerych predajni ako

sme uviedli v kapitole 4.

6.1 Formalne vyjadrenie problému

Predpokladame, ze dopyt zdkaznika sa vztahuje vzdy iba na jeden kus tovaru (Ber-
nuolli). Mozeme to predpokladat bez ujmy na vseobecnosti, kedze si mézeme zvolit
Tubovolne mala dlzku periody, pocas ktorej sa bude tovar propagovat. Ako dosledok
budeme v jednej casovej peridde propagovat len jede kus tovaru, teda problém bude pre
nas analyticky riesitelny. Tento vyrok bude platit pri splneni uréitych predpokladov,
ktoré definujeme neskor.

Zakladné crty tlohy:
1. predajca disponuje I kusmi kaziaceho sa tovaru, kde 7 € I;

2. kazda i-ta polozka mdze byt predana iba pocas jej zivotnosti, t.j. iba v ¢ase 0,

1, ... T, — 1, kde plati, ze T; > 1 a T; — 1 je deadline (napr. datum spotreby
pri kaziacom sa tovare, alebo pri sezonnom oble¢eni to moze byt termin novej

kolekcie, ktora v predajni nahradi ta predosli);
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6.1 Formalne vyjadrenie problému 6 JEDNODUCHY KPPI

3. kazda polozka je k dispozicii az do T}, ¢o predstavuje najvyssi mozny cas predaja,

po uplynuti tohto terminu musi byt tovar odstraneny z predajne;

4. ak je polozka predana vynésa zisk(prirazku) R;>0 v dobe jej predaja (prijmy st

podla ¢asu predaja nasobené 3, kde 0 < < 1);

5. ak polozka v ¢ase T; predana nie je, prinasa hodnotu «;.R;, kde a; < 1 (t.j. ko-
eficient moze byt aj zaporny. Tato situacia nastava vzdy vtedy ked na likvidaciu
tovaru musime pouzit dalsie zdroje, napr. je to zabezpecenie odvozu, zaplatenie
pracovnej sily, ktora zabezpeé¢i premiestnenie tovarov z predajne a pod.) Pri zlac-
novani bude 0 < o; < 1 z tovaru budeme mat aspon nejaky uzitok, aj ked zan

nedostaneme plnd sumu;

6. predajca moze ovplyviovat pravdepodobnost predaja poloziek;

Predajca moze ovplyvihovat pravdepodobnost predaja poloziek , ich umiestne-
nim resp. neumiestnenim v predajni, a to z (1-¢;) do (1-p;) ich umiestnenim na
propagacné miesta. Pre tieto pravdepodobnosti plati 0<p; , ¢; < 1. Formélne

zapisané:

pi— P {prezentovana polozka i nie je predana v ¢asovom limite}

¢; =P {polozka i neumiestnena v predajni nie je predana v ¢asovom limite}

Definicia 6.1. Rozdiel medzi q; — p; budeme nazyjvat promotion power, a bude

vyjadrovat vzrast pravdepodobnosti predaja vzhladom na jej propagdciu.

Je totiz zrejmé, Ze ak je vyrobok na propagac¢nych miestach, [udia st ochotnejsi si
ho kupit a dat mu tak prednost pred rovnakym vyrobkom, ktory je umiestneny na
menej viditeInych miestach, pripadne v sklade, dévodom je Tudské iracionalita,
kedZe racionalne spravajuci sa kupujuci, by nevidel rozdiel medzi vystavenym a

nevystavenym produktom.

7. vyhoda propagéacie nemoze byt poskytnuté kazdej polozke, nakol’ko mame limito-
vany priestor "v batohu". Polozka i zabera W; < W priestoru, a pre netrivialitu

dodame, ze stucet » , W; > W.
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6.1 Formalne vyjadrenie problému 6 JEDNODUCHY KPPI

Na manazérovi predajne vtedy ostava rozhodnut, ktoré vyrobky sa mu oplati
umiestnit na o¢iach zakaznikov a ktoré naopak poneché na inych miestach. Moze
sa rozhodovat na zéklade datumu spotreby, ak je tovar blizko expiracnej doby,
je dobré ho umiestnit na dobri poziciu, lebo sa tak zvysia Sance na jeho predaj
v 2 v st ~ st 2 2 P
¢o znamena, Ze sa zvysia Sance na prijem R; a nebude potrebné tovar odstranit
so zapornym prijmom (prostriedky pouzité na likvidaciu). Dalsim aspektom roz-
hodovania manazéra moéze byt vyska mozného prijmu z vystaveného tovaru, jeho

velkost, ¢i bude zaberat prilis vela miesta a pod.

8. na zachytenie dynamiky poloziek pouzijeme stav X;(s) a bude vyjadrovat pocet
zostavajucich period ¢asu do vyprsania jeho zivotnosti, t.j. X;(s) = T; — s.
e s<T; polozka eSte nebola predana a eSte sa nepokazila.
e X;(s)=0 polozka sa alebo ,pokazila®“ (prekro¢ila svoju zivotnost) s>T; alebo

bola predana.

9. binarne vyjadrenie akcie a; € {0, 1}, kde akcia a; = 1 predstavuje stav, kedy po-
lozka 7 je pocas periddy s propagovand, ale je dovolené iba pri splneni podmienky

X;(s) (teda polozka este nebola predana a neprekroc¢ila datum spotreby)

Na to aby sme mohli definovat ,kaziacu“ sa polozku ako restless bandit. Definujeme

jeho vlastnosti nasledovne:
e stav X; =T, UO0;

e rozhodnutia v ¢ase T; pre polozku i st A = {0, 1}, méZeme polozku bud propa-

govat /umiestnit v predajni (e = 1) alebo neumiestnit (a = 0)

e ocakavané jedno-perivdové obsadenie priestoru v predajni W7, v ¢ase t a pri akcii

a. Pre kazdy cas t € T;

* ”/l = W
it YV

* ”/0 — 0
it 07

* ”20 — 0
3,0 "7 07
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6.2 Spojitost medzi Multi-armes restless bandit problémom a maticou
pravdepodobnosti P 6 JEDNODUCHY KPPI

e ocakdvané jedno-periodova vynosnost v R, v Case t a pri stave polozky a. Pre
kazdy cas t € T;\{1}
* Rl = Ri(1—p);
* Rll = Ri(1 — pi) + BaRg;
* R = Ri(l—q);
* 1 = Ri(1 — ¢;) + BaRyg;

* R?,o =0

. 1 . . plT; .
e jednoperiodova matica pravdepodobnosti Pi| ' pre prezentovanie tovaru v ob-

chode
* 0 1 T, —1 T,
0 1 0 O 0 0
1 1 0 0 0 0
2|/1=p p 0 0 0
0o . 0 0
T|1—p 0 0 D 0

Pricom P, l; je pravdepodobnost, Ze polozka sa presunie z ¢asu t € y do ¢asu
s € x pocas jednej periody za predpokladu, ze polozka je prezentovana v predajni
pocas celého casu/ doby jej Zivotnosti T;, teda ze a=1. Inak povedané, P je
pravdepodobnost prechodu medzi stavmi. Nulové miesta v P znamenaju, ze z T;

sa nemozem dostat do T;_s, kedZe ¢as ubieha plynulo.

6.2 Spojitost medzi Multi-armes restless bandit problémom a

maticou pravdepodobnosti P

Predpokladame, ze batoh (predajinu) moézeme kedykolvek naplnit tovarom. Teda, ze
mnozstvo dostupného tovaru je vyssie ako dostupné velkost predajne. Nikdy neméze
nastat stav, ze by sme boli nuteni nechat prazdne miesto v batohu pre nedostatok
tovaru, ¢i uz by to bolo spésobené vysokym odberom zo strany zakaznika alebo velké
mnozstvo tovaru by dosiahlo svoj datum expiracie a muselo by byt z predajne od-

stranené. Mohli by sme to prirovnat k velmi dobrému manazérovi, ktory dokaze vcas
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6.2 Spojitost medzi Multi-armes restless bandit problémom a maticou )
pravdepodobnosti P 6 JEDNODUCHY KPPI

odhadnit mozné budtuce ubytky tovaru a v predstihu tieto prazdne miesta zabezpeci

proti stradaniu.
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6.2 Spojitost medzi Multi-armes restless bandit problémom a maticou
pravdepodobnosti P 6 JEDNODUCHY KPPI

Pre vsetky a € A definujeme, Ze pre vSetky ¢ platia nasledovné vztahy:

o Wiy =aW;
e Rig=0;

a — .
® Dioo = L;

MozZeme si tu vS§imnit, Ze matica pravdepodobnosti obsahuje miesta, ktoré si volné.Su
to miesta produktu, ktory uz prekrocil datum spotreby, teda pravdepodobnost jeho pre-
daja je sice nulova, ale eSte stale je v predajni. Mo6ze sa stat, Ze presonal v predajni si
"pokazeny "tovar nevSimne hned, ale az po urcitom ¢ase, preto je mozné, ze ho vysta-
vujeme aj v stave, kedy uz nie je pre zakaznika pritazlivym. Bude to pre nas znamenat

model s restless banditom s iba jednou moznostou stavu s a to 0.
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7 RIESENIE OPTIMALNE.J DYNAMICKE.J PROPAGACIE PRE TOVAR S
OBMEDZENYM DATUMOM SPOTREBY

7 RieSenie optimalnej dynamickej propagacie pre to-
var s obmedzenym datumom spotreby

V predchédzajucich kapitolach sme sa formalne pripravili na vyjadrenie problému.
Teraz si popiSeme oba sposoby rieSenia, numerické aj analytické riesenie. S vysledkami z
jednotlivych sposobov rieSenia budeme pracovat v kapitole [9.2], kde budeme navzajom

porovnavat ich presnost.

7.1 Analytické rieSenie

Na zaciatku tejto kapitoly opiSeme novy pojem-cenu propagécie a zaradime ju do ma-
ximalizacie tlohy. Tym ziskame kone¢nt hladant maximalizac¢nu tlohu. Pridame pod-

robnejsi opis indexacie, a tym tuto kapitolu uzavrieme.

7.1.1 Cena propagacie

DalSou zmenou v hladani optima pri alokécii tovaru, moze byt zaradenie spoplatnenia
propagacie. Predajca musi vynalozit prostriedky v (cena propagacie) za kazdu jednotku
priestoru, ktory je vyuzivany na propagaciu tovaru.

Zadefinujeme novu premennt [ [, ktora bude oznacovat stav polozky v danom ¢ase.
Budeme ju zapisovat ako dvojicu ¢isel, kde prva ¢islica bude oznacovat stav polozky.
1 je propagovana polozka, 0 predstavuje nepropagovanu polozku. Druha ¢islica bude
oznacovat periodu, v ktorej sa stav uskutoc¢nuje, respektive ¢as. Ten sa bude pohybovat
od 1 az po T;. Za¢inajuc v case t, definujeme oc¢akavany celkovy prijem vzhladom na

rozhodnutie 7 € [] ako

B> BRG] - vET Y W] (1)
s=0 s=0

kde X (s) je stav v peridde s a a(s) je akcia v periode s. V rovnici (1) sme tiez pouzili [],
mnozinu vSetkych ndhodnych neoc¢akavanych postupov pre rieSenie nésho problému.
Je dolezité tiez spomentt, ze tato rovnica sa zaoberé iba jednou polozkou. Zistujeme
teda optimalnu stratégiu pre jeden vybrany tovar.
Nasim cielom je teraz najst také n* € [], zo v8etkych postupov, ktoré méame k

dispozicii, aby sme maximalizovali (1) pre t =T.
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7.1.2 Predpoklady

Pre zabezpecenie funkénosti modelu musime zaviest niekolko predpokladov, ktoré za-

bezpecia vicsiu prehladnost. Budeme teda predpokladat, Ze:
1. pre promotion power plati vztah: ¢ — p > 0;
2. pre zachranené hodnoty produktov plati vztah: (1 —¢) —a(1 — 8¢) >0

Predpokladédme, Ze pravdepodobnost predaja sa propagéaciou zvysuje. Pre ich cenu
propagécie plati: v > 0 a zaroven q—p < 0. Ich propagacia sa nam teda ekonomicky ne-
vyplaca. Obmedzenie pre zachraneé hodnoty produktov sme zaradili kvoli dosiahnutiu
monoténnosti. MoZeme si tieZ vSimnut,ze:

e pre =1, obmedzenie (1 — ¢) — a(1 — fq) > 0 sa zredukuje na a < 1. To v praxi

znamena, ze naklady na odstranenie nemozu viest k vyssiemu zisku ako pri ich

normélnom predaji;

e pre § < 1 je a < 0. Uvazujeme, Ze tovar nie je mozné predat ani so zlavou,
naopak je potrebné vynalozit prostriedky na jeho odstranenie z predajne. Vynos

bude zaporny.

7.1.3 Whittlova relaxacia

Whittlova relaxécia bola v skratenej verzii opisana uz v 5.3.1. Moznost umiestnit tovar
v predajni je ohrani¢end datumom expiracie dané¢ho tovaru. Kazdy tovar teda cha-
rakterizuje aj jeho datum expiracie. Pre nekoneéné mnozstvo tovarov, bude platit, ze
budeme pracovat s nekoneénym mnozstvom ohrani¢eni. Whittlova relaxécia spociva v
tom, ze nahradime nekonecné mnozstvo ohraniceni tovarov jedinym, ktoré bude apli-
kovatelné v priemere pre vSetky polozky. Teraz ju forméalne vyjadrime, ale bliZSie sa
nou nebudeme zaoberat, kedZe to nie je cielom tejto prace.

Whittlova relaxacia KPPI je nasledovné:

PIPILR AN

i€l s=0

max [Ej
m€llx .,

ak plati
Eg

= s a;(s W
2D BW] %)] “1-3

iel s=0

31
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WR moze byt vyrieSend Lagrangeovou metdédou. Nech v je Lagrangeovy multiplika-

tor pre ohranicenie, potom Lagrangeova relaxacia pre WR je nasledova:

max [EJ
7Tel_[X,a

i€l s=0 el s=0

3 ZﬁsRZSSiq » (Ez

- strrai(s w
2.6 Wi,)é?s)] - m)

Whittlovej relaxécie, ale nemusi viest k rieSseniu KPPI. Hlavnym dévodom je fakt,
ze Whittlova relaxacia pracuje s odhadnutymi priemernymi hodnotami. Co moze viest
k tomu, Ze najdené optimum bude prekracovat rozmery predajne, ¢o problém KPPI

nedovol uje.

Whittlova relaxacia je navrhnuta na rieSenie optimalizacie tlohy celociselného batohu,
ktorého rozmery sa ¢asom menia a prispésobuju. Nas poévodny problém KPPI, naproti

tomu hlada rieSenie pre batoh s fixnymi rozmermi.

7.2 Indexovatelnost a hodnoty indexov

O polozke hovorime ako o indexovatelnej (sme schopni priradit jej index), ak pre vietky

t € 7, vieme najst také —oo < v, < 00, ze pre vSetky Casy t € 7 plati:

e ak v, > v, vtedy je optimélne propagovat dant polozku v Case t;

e ak 1, < v, vtedy je optimalne nepropagovat dand polozku v ¢ase t;

Funcia t — 14 sa nazyva index.

v, sa nazyva index value.

Za podmienky vysSie uvedenych predpokladov plati niekolko dalsich délezitych
vlastnosti modelu a to:

1.

Veta 7.1 (Indexovatelnost a monoténnost ¢asu ). Parametrizovand kaziaca sa
polozka je indexovatelnd, a jej index pre t € T moZeme ziskat z nasledovnej rov-

| (1= g) — a(1 — Bg))(1 — Bq)
(1 —Bq) + (Bg — Bp)(Bp)i—"

i = 551~ q) ~ a1 ~ o)) - )
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Je dolezité tiez spomentt, Ze index je nerastici zvhladom k tomu Ze ¢ klesa s

¢asom (priblizuje sa doba expiracie);

2. Pre kazdy t € 7 plati

e Pre hodnotu indexu v plati, ze ¥ > 0 a je priamo tmerna %;

e polozka, s mensSou pravdepodobnostou predaja pocas stavu kedy nie je pro-
pagovana ((1 — ¢)s), méa vyssiu hodnota indexu ako ina polozka, ak vsetko
ostatné zostéva pre obe polozky rovnaké. Ak sa dve polozky teda liSia iba
pravdepodobnostou predaja pocas stavu nepropagacie, plati vyssie uvedeny

vztah;

3. Pre optimalny zaciatok propagacie 7* plati:

*

7 :=max{T € T : v > v pre vietky t € 7 také, ze t < 7}

Dalej mozeme tvrdit, Ze optimélny zaciatok propagacie v ¢ase 7* je konecny prave

vtedy, ak plati:
R (1-Ba)

— 1
W (¢—p) >

Z toho moézeme odvodit, ze ak:

e 7" je konecné, potom 7* je hranica, od ktorej bude index value vacsia ako
promotion cost v. 7* teda predstavuje hranicu, od ktorej sa nam oplati

propagacia az to 7 = 1. Nie je vyhodné ju propagovat v inom case;

e 7" nie je ohraniCena. Index value v stave 1 je i < v z ¢oho vyplyva, ze

nikdy nie je optimalne polozku propagovat;

Z toho vyplyva dolezity zaver a to, Ze: ked je raz polozka vybrané na propagaciu,

ostane v tomto stave az do ¢asu, kedy je bud predané alebo pokazena
4. épeciélne vlastnosti index value;

e (Undiscounted index) Ak je promo¢na sila kladna a zaroven = 1, hodnota

indexu pre t € 7 je

B B (1-9) ,
Kl A SOl N (p E e
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e (Myopic index) Ak je promotion power kladna a zaroven 5 = 0, index value

pret €7 je
R

v, = W(q —D);

e (Index pre nekaziaci sa tovar) Ak je promotion power kladnd, index value

pre nekaziaci sa tovar je:

. _ROU-Bla-p)

> W  1-p8q

e Ak je promotion power kladnéa, potom index value pre kaziacu sa polozku s

nulovym vynosom a ocakévanou salvage value -c<0 je

(1—Bq) '
(1—Bq)+ (Bg— Bp)(Bp)t—1]"

C

W(l—ﬂp) 1—

Vg

7.3 Numerické rieSenie

Nagim celom je porozumiet obom analytickému aj numerickému spdsobu rieSenia prob-
lému. Teraz opiSeme sposob numerického riesenia, aby sme neskér mohli oba sposoby
porovnavat, a rozhodnut, ktory z nich je efektivnejsi. Numerické riesenie spociva v po-
uziti kombinatorickej tulohy, kedy optimalizujeme alokaciu tovaru vzhladom na vsetky
mozné kombinécie tovaru v danom ¢ase. Hlavna nevyhoda numerického riesenia je nut-
nost otestovat vSetky mozné kombinécie rozmiestnenia tovaru, ¢o je ¢asovo aj vypoc-
tovo velmi narocné. Po otestovani vSetkych moZnosti sme schopny priradit jednotlivym
moznostiam presné hodnoty indexov. A podla indexov vyberdme vhodné polozky do

predajne. Toto rieSenie je teda exaktné, ale neefektivne.

Predpokladajme, ze vynosy z knapsack-problému v; pre vSetky polozky st ziskavané
zo zvtahu:

. *

f)alej majme 0-1 knapsack problém urc¢eny nasledovnymi vztahmi:

max E ZiUi,
z

il
vzhladom na )., zW; < W5 a 2 € {0, 1}pre vietky i € I;
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Kde z = (z; : i € I) je vektor binarnych rozhodnuti, ktoré uréuju ¢i polozka je vybrana
na propagaciu alebo nie je vybrané. Tento problém budeme oznacovat ako Knapsack

problem KP.

Je potrebné spomentt, Zze optimélne rieSenie z* nie je automaticky optimalnym riesenim
aj pre KPPI. Pri KPPI rozdelime celkovy objem tovaru na mensie skupiny. Problém sa
zmeni na kombinatoricku tlohu, kde hladame taka skupinu, ktora bude minimalizovat
celkové vydavky spojené s nepropagovanim poloziek, kym ostatné polozky nezaberaja
viac ako W jednotiek priestoru. Kedze celkové vydavky st konStantné, tento problém
je ekvivalentny k problému, kde vyberame skupinu tovarov na propagovanie, tak aby
sme maximalizovali celkovy zisk z propagovanych poloziek, pricom plati, Ze ich celkovy

objem nepresiahne W.
V $pecialnom pripade kedy KPPI redukujeme na KP, tak T; = 1,¢; = 1,p; = 0 pre

vietky i € T potom kazdé optimélne rieSenie z* knapsack problému (KP) je optimalnym

rieSenim aj pre KPPI.
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8 KPPI s k£ polozkami tovaru

Do modelu KPPI opisaného v kapitole 6 pridame alebo zmenime niekol’ko predpokladov
za ucelom rozsirenia modelu. S novym modelom budeme uvazovat o K; kusoch poloziek
tovarov v obchode. Tymto sposobom rozsirime pouzitie ndsho modelu aj na bezné

predajne, nie len tie opisané v kapitole 4.

8.1 Vlastnosti KPPI s k polozkami tovaru
Vlatnosti KPPI s K; kusmi tovarov:

1. predajca disponuje I poc¢tom druhov kaziaceho sa tovaru, kde ¢ € I. Nech Kj; je

pocet kusov i-teho tovaru;

2. kazda peridda ¢asu s € H := {0,1,..., H}, kde H < oo predstavuje dobu kedy sa

predajca rozhoduje o umiesteni resp. odstrdneni tovaru z obchodu;

3. vsetky kusy tovarov nemoézu byt vystavené v predajni siicasne. A to kvoli obme-
dzenému priestoru predajne C'. Kazda polozka tovaru ¢ zabera priestor o velkosti

W, < C. Teda plati ), K;W; > C;

4. kazdy tovar moze byt predajny len pocas jeho Zivotnosti, teda od 0,1,...7; — 1,
kde T; € [1, H] je datum spotreby pre vsetky kusy tovarov z i-teho druhu. V

tomto Case uz tovar nemdze byt predany, ale musi byt odstraneny z predajne;

5. ak je polozka predana prindsa vynos R; > 0 v prislichajiucom case. Vynosy si
nasobené € [0,1] podla casu, v ktorom boli ziskané, aby sme na zaver mohli

jednotlivé vynosy séitat a tym dostat uceleny pohlad na celkovy vynos;

6. ak polozka predana nie je prindsa v ¢ase T; zachranentd hodnotu «; R;, kde o; < 1

(modze byt aj zapornd);

7. pre vacsiu prehladnost budeme predpokladat, ze zakaznik si moze kupit len jeden
kus z i-teho druhu tovaru. MéZzeme to urobit bez ujmy na vSeobecnosti nakol'ko
dlzku periody, v ktorej sa zakaznik rozhoduje o ktpe, mozeme dat Tubovolne
mala. Dolezitym désledkom tohto predpokladu je, Ze budeme vystavovat len jeden

kus kovaru z i-teho druhu nakolko si zdkaznik nekupi viac ako jeden kus;
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8. ak produkt 7 nie je vystaveny v danom c¢ase, potom pravdepodobnost jeho predaja
je 1 — g;. Ak je polozka vystavena pravdepodobnost predaja sa zvysi na 1 — p;

(0 <p; < qi <1). Teda:

* p; je pravdepodobnost, Ze Ziadna poloZzka tovaru i nebude predané napriek

tomu, ze tovar bude vystaveny

* g; je pravdepodobnost, Ze Ziadna polozka tovaru ¢ nebude predana, ked tovar

nebude vystaveny
9. zasoba K; poloziek i-teho druhu tovaru je definovana nasledovne:

* definujeme N; = (T; x K;) | U{0}, kde T} := {1,..., T3}, K; :={1,....K;} a
T; x K; je Karteziansky sucin T; a K;. t € T; predstavuje pocet zostavajicich
period do datumu expiracie, k € K; predstavuje pocet zostéavajuicich poloziek
z i-teho druhu tovaru;
definujeme A := {0, 1}. Kde 1 predstavuje propagéciu tovaru a 0 predstavuje
nepropagovanie;
ocakavané jedno periédové obsadenie priestoru v predajni oznacujeme ako
Wi, Pre kazdé n = (t, k) € T; x K; plati:

° th,k =W

° Wt?lc =

° Wz‘l,o = I/Vi(,)() =0
ocakivant jedno periddovy vynos definujeme ako R, . Pre kazdé (t, k), kde
ke K;ateT, — {1} plati:

° Rz‘l,(t,k) = Ri(1 —p;)

° Rjp = Ri(l—pi) + BaiRy(pi + &k — 1)

° Riy:=0

° R?,(t,k) = Ri(1 - q)

° Ry = Ri(l—q) + BaiRi(q; +k — 1)

© R?,o =0
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* jedno periodovi maticu pravdepodobnosti P;‘Ni, kde propagujeme K; polo-

ziek
0 (L,1) ... (I;-1,1) (T;,;1)|(1,2) ... (T;-1,2) (T},2)

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
(1,1) 1 0 0 0 0 0 0 0 0
(2,1) | 1—p; 0 0 0 0 0 0 0 0
: ; 0 0 0 0 0 0 0
(T;,1) |1 —p; 0 0 Di 0 0 0 0 0
(1,2) 1 0 0 0 0 0 0 0 0
(2,2) 0 1—pi O 0 0 Di 0 0 0
: 0 0 0 0 0 0 0
(T3,2) 0 0 0 1—p; 0 0 0 Di 0

Matica pre K; > 2 sa da Iahko odvodit pouzitim rovnakych blokov matice.
Jednoperiédovti maticu P? Vi mozeme dostat z PV ak substituujeme p;

7 7

CeZ ;.

8.2 Predpoklady KPPI s £ polozkami

V tejto cCasti sa zameriame na odvodenie indexov pre polozky s k kusmi tovarov.
Tento problém je ovela komplexnej$i a narocnejsi ako problém, v ktorom sme do
uvahy brali len jeden kus tovaru, opisany v kapitole 7.2. Pociato¢né definovanie si
vyzaduje ovela striktnejsie predpoklady a presnost rieSenia tohto problému sa oproti
jendo-polozkovému rieSeniu znizuje.

Definujeme novu triedu mnozin, ktora bude obsahovat len preukazetalne indexova-
telné prvky. Pre tieto prvky vieme vytvorit algoritmus, ktory bude schopny efektivne
im priradovat hodnoty indexov. Takuto triedu mnozin budeme nazyvat casovo mono-
tonna nestrikind trieda a budeme ju oznacovat F'. Pre tieto prvky bude mozné problém
riesit aj analyticky. Definujeme ju nasledovne:

F:={SCTx K :pre vietky(t, k) € S,S 2 S}

kde S :={(s,):s<tak—(t—s) <l <k}

Tato trieda poskytuje iba ¢iastoéné zoradenie mnozin podla datumu spotreby.

Kazdé nasledujuce vyjadrenie a zadefinovanie novej premennej bude podliehat tymto
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dvom predpokladom:

e kladna promocna sila. g—p > 0. Propagovana polozka mé va¢siu pravdepodobnost

predaja ako ta, ktora je v sklade;
e ohranic¢ena ocakavané zachrdnena hodnota o < 0 pre f <1

Veta 8.1 (Indexacia). Ak je polozka je indexovatelnd, tak hodnota indexu pre stav

(t,k)eT x K je:

( 1_ o t
21 —p)|1-lmet p)ﬁa} t<k
k—1 .
_ t—k—1+1 ;
= SR L (RN [
Ea—p) |1- e t>k
1-p- (¢ — p)B*(1 — p)* ( ) )(ﬁp)z
0

\ %
(3)
Pre t < k hodnota indexu V(*t’k) nezavisi od aktualneho poc¢tu poloziek k. Dévodom
je, ze predpokladame, ze mozeme predat len jeden kus polozky i pocas jednej periddy.
Z toho vyplyva, ze mézeme predat najviac t kusov poloziek tovaru i predtym ako vyprsi
ich datum spotreby. Zvysny pocet kusov k — ¢ sa urcite pokazi, nakolko neméme tolko
¢asu, aby sme vSetky kusy predali. Z tohto pripadu vieme usudit, ze ak ¢t < k bude
predajca urCite stratovy, minimalne o polozky, o ktorych vieme uz teraz povedat, ze
nebudu predané, ale pokazia sa.

Pre ilustraciu triedy mnozin F' uvadzame obréazok:

@ @ o

.

: ® O
Obr. 5: Trieda mnozin F'

Pre mmnozinovy index polozky plati, Ze pre kazdy stav (znézorneny cervenou far-
bou) bude platit, ze uréené stavy (znézornené zelenou farbou) budu analogicky tiez

indexovatelné. Index sa budeme vediet odvodit z (3).
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9 Heuristické metody pre KPPI

Na zaciatku si predstavime dve heuristické metédy pre KPPI. V kratkosti opiSeme
sposob ich riesenia a vlastnosti. Uvedieme vysledky experimentu zapisaného v praci
[6]. Na zaklade tychto experimentov dalej popiseme zavery, ktoré plyni z vypoéitanych
vysledkov.

Hodnota indexu pre jednotlivé polozky doteraz vyjadrovala rychlost, za ktori sa nam
vratia prostriedky, ktoré sme pouzili na propagovanie polozky. V tejto casti navrhujeme
hodnotu indexu urc¢ovat podla ceny propagécie na jednotku priestoru.

Majme ¢asovii periodu s € [0, H] a k nej prislachajaci stav X (s). Nech I C [
je mnozina tovarov, ktoré neprekrocili datum spotreby a k dispoziicii je minimélne
jeden kus tovaru, t.j. i € I vtedy a len vtedy, ak plat{ Xi(s) # 0. Potom pre vsetky
i € I vieme vypocéitat hodnotu indexu podla 3. Na zéklade tychto poznatkov moézZzeme
definovat knapsack problem ceny ako:

vi(s) = Wivi x,(9)

Knapsack problém 0-1 teda riesi maximalizaciu: max 3"y v kde S yW; < €

v et Z iel
a y§5) € {0,1} pre vietky i € I. Kde y(® := (y§s))i€f je vektor binarnych rozhodnti,
ktoré nam hovoria o tom, ¢ polozka bola vybrana na propagaciu alebo nie.

Navrhujeme nastedujtce heuristics pre riesenie KPPI:

(s)

o " Index-Knapsack” (IK) heuristika : Vypocitat ceny v;”’ pre s = 0 a vyriesit

Knapsack problem(KP).

e Indexové pravidlo(IR): Vypocitat hodnoty indexov v;‘Xi(s) pre s=0 a nasledne vy-
brat produkty, ktoré sa buda propagovat. Vyberame odnajvéicsieho po najmensi,

az kym sa nenaplni kapacita priestoru, alebo kym sa nam nemina produkty.

Vsimnime si, Ze zlozitost tychto tvoch rieSeni je ovela mensia, ako to bolo pri pred-
chadzajucom rieseni.

Indexové pravidlo si vyzaduje iba priradenie indexu kazdému produktu prostrednic-
tvom linearneho-¢asového algoritmu, a zoradenie takto oznacenych prvkov.

Pri IK heuristic vypoé¢itame ceny (rovnako ako pri vypocitavani hodnét indexov) a

riesime jednoduchy knapsack problem, pre ktory pozndme vhodné vypoctové algoritmy.
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Absolutny rozdiel medzi tymito dvoma sposobmi riesenia moze byt [udobolne velky,
ale limitne by mali konvergovat k priblizne rovnakym vysledkom. Je to sposobné tym,
7e limitne sa rozmery jednotlivych tovarov budiu rovnat a tiez sa straca problém ne-

spojitosti (pretoze tak ako pocet poloziek aj rozmery batohu sa zviac¢suju).

9.1 Experimentalna studia

V tejto podkapitole budeme pracovat s vysledkami simulécii pre rozne hodnoty vstup-
nych parametrov. Uvedené vypocty a vysledky boli vydané v [6], kedy sa oba spdsoby
testovali.

Dvojic ¢isel (I, H) predstavuje pocet kusov tovaru a casovy horizont. Napriklad
I1=2345aH=24,...,16 alebo [ =2,3 a H = 20,24, ..., 32. Ndhodne sme vybrali
priklady takychto dvojic. Definovali sme a; = —1/2 pre kazdy produkt i a T; := H. Pre
kazdy produkt sme ndhodne vygenerovali pocet jednotiek K;, tak aby K; < T;. 7 cisto
technickch pri¢in (aby vypocet netrval dlhsie ako 10 minut), sme zaviedli ohranicenia

K; <10, 3. K; < 20.

Nec prichody zdkaznikov majt Poissonovo rozdelenie, nech \? a A\! st priemery pricho-
dov pre nepropagované a propagované produkty. Tieto hodnoty nasledovne ohranic¢ime:
2/3K; < \'T; < 2K, pre oba a € {0,1}. Zabezpecime tym, Ze pravdepodobnost pre-
daja vsetkych kusov tovaru i pred datumm expiracie kazdého produktu je v prijatelnom
intervale, nakol'ko AT} je ocakavany pocet prichodov zakaznika pocas Zivotnosti pro-

—\9 Al

duktu. Pravdepodobnosti, Ze sa z tovaru nepreda ani jeden kus st: ¢; = e " ap; = e .

Takto sme vygenerovali rovnomerne rozdelené parametre: W; € [10,25]; R; € [10, 50];
T e [2,77;

. 2K, 9K;
KZ‘ c [1,111&)((7},9)}, >\?,>\z1 S (§T,2TZ]

Rovnomerne rozdelené rozmery batohu C' st generované ako:

C' € [max{W;}, max(max{W;}, 40%. Z W;)].

Zameriame sa na 3 = 1, pretoze je najviac pravdepodobné, Ze sa v praxi vyskytne prave
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tento pripad. Pre § ~ 1 st vysledky podobé. Pre § — 0 sa presnost heuristickych metod

zlepsuje.

9.2 Vysledky experimentu

Zamieriame sa na vysledky experimentu s I = 2 a [ = 3 produktami, pretoze si
vypoctovo najviac pristupné a poskytuju najviac informacii. Rovnaké problémy sme

testovali na oboch sposoboch riesenia, numerickom aj analytickom rieSeni.
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Obr. 6: Porovnanie heuristik na zédklade numerickych vypoctov
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Obr. 7: Porovnanie heuristik na zaklade indexov

Vysledky numericky vypocitanych (presnych) indexov st oznacené v obr.5, a vy-
sledky analyticky vypocitanych (pribliznych) indexov st oznacené v obr.6. Problém s
I = 2 st zobrazené ¢iernou, I = 3 sivou farbou. IK heuristc je naznacena plnou ¢iarou,

IR heuristic s prerusovanou.
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Vo v8etkych pripadoch je priemerny rozdiel vypoctov mensi ako 3%.

MéZeme si tiez vdimnut, Ze index-knapsack heuristic (IK) vykazuje vyznamne lepsie
vysledky ako indexové pravidlo (IR).

Rozdiel vo vysledkoch je bezny pre malé ¢asové tiseky. Ukazuje sa, Ze so zvysSujicim sa
¢asovym horizontom sa vysledky lisia ¢oraz menej. Naviac obrédzok ukazuje, ze medzi

vysledkami presnych a pribliznych hodnot indexov je len velmi nepatrny rozdiel.
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10 Mozné obmeny KPPI

Detailne sme prebrali problém celo¢iselného batohu, ked sa jednalo len o jeden kus z
daného druhu tovaru. O nie¢o menej podrobnejsie sme sa zaoberali problémom KPPI,
ked sme zobrali do uvahy k kusov z jedného druhu tovaru. Teraz by sme radi nacrtli
niektoré navrhy dalSieho vylepSovania modelu, ktoré mozu neskor sluzit ako podnety

pre dalsie studium tejto problematiky.

1. Zavedenie koreldacie medzi jednotlivé poloZky z rovnakého druhu tovaru. Je preto
rozumné implementovat zniZzovanie pravdepodobnosti kupi tovaru, ak tovar rov-
nakého druhu bol uz prestym kupeny. S dalsim kupenym kusom tovaru sa bude

pravdepodobnost kupi znizovat.

Ak si zékaznik kupi kilo jablk, dalsie kilo si uz kupi s mensou pravdepodobnos-
tou, ked7ze uz bude zvazovat, ¢ sa mu druhé kilo jablk nepokazi, kym ho stihne

skonzumovat a pod;

2. Zavedenie koreldcie medzi jednotlivé druhy tovarov. Kupa jedného druhu tovaru
by mohla zvysovat/znizovat pravdepodobnost kupi iného druhu tovaru. Tieto
tovary by boli navzajom komplementéarne (kévovar+zrnkova kava) alebo substi-

tuéné (zrnkova-+rozpustna kava).

Kupa kévovaru by zvysila pravdepodobnost kipy zrnkovej kavy, ale znizila by

pravdepodobnost kupy rozpustnej kavy;

3. Zavedenie zdawslosti medzi pravdepodobnostou predaja a poctom period, ktoré ndam
ostdvaji do doby expirdcie. So snizovanim sa po¢tu peridd ostavajicich do poka-
zenia sa tovaru, sa bude znizovat aj jeho pravdepodobnost predaja. Doteraz sme
predpokladali, Ze tovar, ktorému ostava uz len jedna periéda do doby expiracie
méa rovnaki pravdepodobnost predaja ako tovar, ktory ma pocet period do expi-
racie T;. A to aj napriek tomu, ze zédkaznik kipou prvého tovaru ziska len jednu

periodu na jeho uzivanie, no po tomto case sa tovar znehodnoti.

Zékaznik si s menSou pravdepodobnostou kipi letné oblecenie na konci sezony,
kedZe uz nebude mat tolko prileZitosti toto oblec¢enie nosit. Za predpokladu, Ze

sa jeho cena nemeni (neberieme do uvahy vypredaje) je pre zdkaznika lepsie si
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oblecenie kupovat na zaciatku sezony, kedy ziska ovela viac ¢asu na jeho uZivanie;

. Zavedenie zavislosti medzi poctom propagovanych substitucngch materidlov a prav-
depodobnostou predaja tovaru. Cim VAGS pocet substitu¢nych tovarov bude vy-

stavenych, tym mensia bude pravdepodobnost kupi jednotlivej polozky.

Ako sme uz v predoslych kapitolach uviedli 1.2, ak by sme brali do uvahy iraci ona-
litu kupujiceho, mohlo by to ovplyvnit jeho vyber tovaru pri kupe. Zékaznik,
ktory navstivi predajnu, kde je vystaveny velky pocet tovarov sa bude tazsie

rozhodovat, lebo pre neho nebude Tahké vybrat si z takého velkého poctu.
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Zaver

V naSej praci sme sa zaoberali zékladnymi metédami rieSenia Problému naplnenia ce-
loc¢iselného batohu sezénnym tovarom. V realnom Zivote sa jedna o predajnu, v ktorej
je manazér nuteny rozhodovat o propagécii tovaru vzhladom na jeho datum expirécie.
Moéze pri tom zvolit niekolko stratégii, napr. minimalizuje vydavky spojené s odstra-
nonavim tovarov, ktoré prekroc¢ili datum spotreby, atd. Tento problém sme definovali
formalne, oboznamili sme ¢itatela so zakladnymi predpokladmi, definiciami a vlastnos-
tami modelu.

V prvych castiach sme sa dostato¢ne detailne zaoberali vysvetlovanim modelu, ktory
berie do tvahy jeden kus tovaru z jedného druhu. Uviedli sme dva sposoby ovpyvio-
vania pravdepodobnosti predaja, a to dynamické urcovanie ceny a dynamicki alokdciu
tovaru. Z porovnania ich efektivnosti vzhIadom na ¢asovy horizont, sme dospeli k za-
veru, Ze z kratkodobého hladiska je vyhodnejSie zamerat sa na dynamicka alokaciu
tovaru, kapitola(1 ).

Na rieSenie tohto problému sme sa rozhodli pouzit model, ktory sa zaobera problémom
naplnenia celociselného batohu sezonnym tovarom.

Definovali sme pojem batohu, upresnili sme nutné predpoklady na moznost aplikacie
modelu, a jeho praktické vyuzitie sme ilustrovali na realnych prikladoch zo Zivota.

Na optimalne naplnenie batohu je nutné priradit jednotlivym polozkdm index, ktorym
sa vyjadri efektivita propagéacie daného tovaru. Spésob priradovania indexu sme rie-
sili ”Multi-armed restless bandit” problémom, ktory na indexéciu pouziva Whittlovu
relaxéciu. V tejto ¢asti bolo velmi zaujimavé pozorovat, ako sa priraduja jednotlivym
polozkdm indexy, napr. ak bolo v predajni viac poloziek ako zostavajucich period do
datumu expiracie, hodnota indexu sa pri zvySovani poc¢tu poloziek uz nemenila, ale
zostala rovnaka ako hodnota indexu, ktora bola urcena pri rovnakom pocte tovaru a
zostavajucich period. Naproti tomu zmena poctu poloziek, ak ich pocet bol mensi ako
pocet zostavajucich period do datumu expiracie, sa prejavovala na indexe velmi vy-
razne.

Nasledovalo formalne definovanie Knapsack problemu a nacrtnutie jeho rieSenia. Na
porovnanie sme uviedli aj kratky popis numerického riesenia, ktory prinasa takmer

presné vysledky.
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N4&s zakladny model sme nésledne rozsirili o K —1 pocet poloziek na jeden druh tovaru.
Definovali sme heuristcké metody- Index Knapsack heuristic IK a Index Rule IR. Opi-
sali a aplikovali sme ich na rieSenie tohto zlozitejsieho problému. Porovali sme vysledky
a presnost jednotlivych rieseni a dospeli sme k zaveru, ze z dlhodobého hladiska obe
metody vykazuju priblizne rovnaka presnost rieSenia, ich vysledky k sebe navzajom
konverguju. Z kratkodobého hladiska je vyhodnejsie pouzivat IK sposob rieSenia. Ako
vyznamny fakt, ale uvadzame, Ze tieto analytické riesenia sa od numerickych rieseni
lisili len vel'mi malymi vychylkami. Ak zoladnime ¢asovi néro¢nost a nepraktickost
numerického rieSenia, analytické rieSenia sa ukazuju ako ovela efektivnejsie a prakticky
vyuzitelné.

Nakolko je tento problém, redlnym problémom vyskytujucim sa v predajniach so se-
zonnym tovarom, jeho matematické rieSenie bolo mozné aplikovat. Tento experiment
sa uskuto¢nil v obchodnom retazci ZARA [3] a skuto¢ne po aplikovani modelu na pre-
dajhu sa dosahovali vicsie vynosy ako pri nahodnom rozmiestneni tovaru. Je potrebné
eSte dodat, ze model bol pozmeneny vzhladom sa niektoré restrikcie, ale v podstatnych
aspektoch sa drzal klasického modelu. Pracu uzatvarame uvedenim niekolkych moz-

nych vylepSeni modelu, ktoré mozu slazit ako namety na dalSie rieSenie toho problému.
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