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Abstrakt

JUSTUS, Ivan: Geometrické aplikicie kvaternionov [Bakalarska préaca|, Univerzita Ko-
menského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovane]

matematiky a Statistiky; Skolitel: Dusan Krajcovi¢, CSc., Bratislava, 2012, 43 s.

V nagej praci sa zaoberdme vztahom medzi rotaciou v R? a kvaterniénmi. Nahliad-
neme na idey skryté za vztahmi pre nasobenie bazovych vektorov kvaterniénov. Potom,
ako ukazeme, ze za istych okolnosti mozno na nasobenie kvaterniénov nahliadat ako
na rotaciu vektorov, popiSeme sposob, ako vyjadrit rotaciu v R? pouzitim kvaternio-
nov, a nasledne analyzujeme vlastnosti takéhoto vyjadrenia. f)alej z tohto vyjadrenia
odvodime rotac¢ni maticu a porovname ju s rota¢nou maticou ziskanou pouzitim iba
operaciami s vektormi. UkdZzeme aj numericky stabilny algoritmus popisujici, ako z

rota¢nej matice ziskat kvaternién urcujici tato rotaciu.

Klaéové slova: Kvaternion, Rotacia pomocou kvaterniénov, Rotacia v R2, Rotacné
7 b) ?

matica, Ortogonalne nasobenie



Abstract

JUSTUS, Ivan: Geometrical applications of quaternions [Bachelor Thesis|, Comenius
University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department
of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr. RNDr. Dusan Krajcovi¢, CSc.,
Bratislava, 2012, 43 p.

In our work we discuss the relationship between rotation in R? and quaternions. We
take a look on ideas behind the rules for multiplication of quaternion basis vectors.
After we show, that under some conditions quaternion multiplication can be thought
as vector rotation, we describe a way, how to handle the rotation in R? using quater-
nion multiplication, and consequently we analyze the properties of such an expression
of rotation. Then we derive a rotation matrix from this expression and compare it to
rotation matrix obtained by classical vector calculus. We also show a numerically stable
algorithm, how to obtain a quaternion associated with this rotation from the rotation

matrix.

Keywords: Quaternion, Quaternion rotation, Rotation in R3, Rotation matrix,

Orthogonal multiplication
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UVOD UVOD

Uvod

Pre opis pohybu tuhého telesa okolo pevného bodu bolo v minulosti predlozenych nie-
kolko kinematickych parametrov, ako napriklad parametre Rodriguesa a Hamiltona,
parametre Cayleyho - Kleina, Eulerove - Krylovove uhly a smerové kosinusy. V tych
¢asoch sa vedci snazili v prvom rade o ziskanie vhodnej, jednoduchej formy rovnic,
ktoré by opisovali tento pohyb. Nedavno sa situicia trochu zmenila, pretoze sa zacali
pouzivat pocitace a vSetky tieto vedomosti nadobudli prakticky vyznam pri opisovani
roznych uhlov mechaniky. Stuc¢asne sa zacali hfadat nové prostriedky na vyjadrenie ki-
netickych rovnic a stradnic, pretoze opisané sposoby boli spojené s trigonometrickymi
operaciami, ktoré znacCne znizuju efektivnost vyuzitia pocitatov a numericku stabi-
litu vypoctov. A prave pouZitie kvaterniénov umoziiuje vytvorit velmi elegantny a
nazorny formalizmus umozitci pouzit Rodriguesove a Hamiltonove parametre. Tento
formalizmus je zaloZeny na reprezentacii ortogonélnej transformécie v tvare nasobenia
kvaternionov.

To je aj obsahom tejto prace, v ktorej sme sa zamerali na dve tlohy. Vyuzijic te-
oretické vedomosti o kvaternionoch sme prakticky popisali algoritmus, ktory umoziuje
vyjadrit ortogonélnu transforméciu na zdklade zadania kvaterniénu, a takisto sme po-
pisali algoritmus, ktory vedie od ortogonélnej transformacie ku kvaternionu, ktory ju
vyjadruje. Naviac sme vytvorili program v jazyku Matlab, ktory na zidklade operéacii s
kvaternionmi umoziuje otacanie Tubovolného telesa v trojrozmernom priestore.

Praca je ¢lenena na tri kapitoly. Prva kapitola okrem toho, Ze prinisa zakladné
definicie a pojmy o kvaternionoch, uvidza aj Hurwitzovu vetu, ktora tvrdi, Ze rozsirenie
algebry komplexnych ¢isel je mozné iba v priestoroch dimenzie 4 a 8. Druha kapitola
je venovana vztahom medzi ortogondlnymi transformaciami a kvaternionmi. Tretia
kapitola obsahuje konkrétne algoritmy, ktoré popisuju prechod od tychto transformacii
ku kvaternionom a spit. Okrem toho je v prilohe uvedeny zdrojovy koéd uvedeného

programu a ukazka jeho pouzitia.



1 KVATERNIONY

1 Kvaterniény

V tejto kapitole definujeme kvaterniony, uvedieme historické pozadie ich objavu a na-
¢rtneme idey, ktoré sa skryvaji za ich vztahmi. PopiSeme aj operdcie na mnozine

kvaternidonov.

1.1 Objav

Kvaterniony boli prvym objavenym prikladom nekomutativneho pola, ¢ize telesa. Ob-
javil ich v roku 1843 sir Rowan Hamilton. Pokusal sa najst sposob, ako definovat
nasobenie v trojrozmernom vektorovom priestore tak, aby ostali zachované vlastnosti,
na ktoré sme zvyknuti pri beZznom nésobeni. Po niekolkoro¢nom rozmygslani, pocas kto-
rého sa ho jeho synovia rano pri ranajkach pytavali, ¢i uz problém vyriesil, ho cestou do
Kralovskej akadémie zrazu napadlo rieSenie jeho problému. Vsetky problémy zmizna,
ked upusti od komutativnosti nasobenia a pouZije nie trojrozmerny, ale Stvorrozmerny
priestor. Toto nahle zistenie nanho natolko zaposobilo, Ze vztahy pre ich nasobenie
vyryl do mosta, kde ho to napadlo.

K tymto uvahdm ho viedla snaha o rozsirenie roviny komplexnych ¢isel v nasledov-
nom zmysle. Komplexné ¢islo 2z € C,2 = a + bi mozno chapat ako (a,b)’ , ¢ize ako
vektor v R? v baze (1,i). Nasobenie komplexnych ¢isel je potom operécia (zobrazenie)
F : R?x R? = R?, a nasobenie komplexnym ¢islom € s jednotkovou normou je

rotacia pg(z) vektorov v rovine
po(2) = 2/ = ez (1)

Hamilton sa pokusal najst podobnu operaciu pre rotaciu v trojrozmernom priestore.

1.2 Odvodenie vztahov

Skiasme najst podobnt operaciu F' , ktora by bola analégiou nasobenia v R" . Kom-

plexné nasobenie

®:CxC—C, (2)



1.2 Odvodenie vztahov 1 KVATERNIONY

ktoré mozme chapat ako operaciu F' v R? , je definované vzfahom

aq (05} a1a9 — blbg ay + bll =2z1 € Cn~ RQ
zZ1 ® Zo = ® = s (3)
b1 bg CleQ + CLle as + b21 = zZg € C~ R2

Ide o predizenie nasobenia realnych ¢isel, lebo operaciu ® sme vyjadrili pomocou né-
sobenia (a s¢itania) redlnych ¢isel. D4 sa dokazat, Ze je to jediny sposob, ako definovat
nasobenie v R? tak, aby (R?, ®) bola grupa. Motivovani snahou predizit takto zavedené

nasobenie komplexnych ¢isel
CxC—C~R*xR*—R? (4)

skiisme najst operaciu F

F:R"xR"— R" (5)

pre n > 2 tak, aby sme zachovali ¢o najviac z vlastnosti bezného nésobenia.

1.2.1 Ortogonalne nasobenie

Akeé vlastnosti by F mala spliiat ? Hoci nazory sa lisia, va¢sina sa zhoduje v tom, Ze

by mala byt bilinearna, t.j. linedrna v oboch argumentoch.

F(OZQ&%&ZL‘Q,Z/) :O‘/F(wlay>+ﬁF(m2ay> (6)
F(z, ays + By2) = al(z,y1) + BF(x,y2), (7)
kde a, 8 € R, x,x1,x2,Y,y1,Y2 € R" . To zodpoveda distributivnosti a homogenite.

Dalej, namiesto asociativnosti (s ¢im sa tazko technicky naraba) vyzadujeme, aby F

bola normovana, t.j. aby platilo

[1E(z, y)I| = |||yl (8)

Vyhodou tejto vlastnosti je, Ze prepaja algebru s geometriou - dlzka siéinu dvoch
vektorov bude sué¢in dlzok tychto vektorov. Zobrazenie s tymito vlastnostami budeme

volat ortogonélne nasobenie.

Definicia 1.1. Normované bilinedrne zobrazenie F : R" x R™ — R" sa nazijva orto-

gondlne ndsobenie.
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Vlastnosti, ktoré sme od F vyzadovali, zda sa nemaji siavis s dimenziou priestoru.
Mohli by sme ocakavat, ze ortogonélne nésobenie bude definované na R"™ pre vSetky n.

Avsak Hurwitz a Radon v roku 1898 ukézali nasledovnu vec:
Veta 1.2. Ortogondlne ndsobenie F': R™ x R" — R" existuje iba pre n = 1,2,4,8.

Dokaz tohto tvrdenia je mimo rozsah tejto prace. DokaZeme iba, Ze n musi byt parne.
Dalo by sa namietat, ze predsa v kazdej dimenzii existuje akési ndsobenie - skalarny
a vektorovy sucin. Skalarny sucin vSak nie je “pravé” nésobenie lebo jeho vysledkom je
¢islo, nie vektor (a existuje vela vektorov @ # 0,y # 0 takych, ze x7y = 0). Vektorovy
sicin tiez nie je vhodny, lebo je antikomutativny - nemo6zeme napriklad formovat druhé

mocniny (x X x = 0).

1.2.2 Ortonormalne bazy v R"

Zoberme vektory

1 0 0

0 1 0
€1 = . ) €o = . ) €, =

0 0 1

tvoriace ortonorméalnu bazu a definujeme vektory

ul = F(eq,e;) ER" i,a=1,2---n 9)

(2

Grécke a latinské pismend pouzivame na rozliSenie medzi hornym a dolnym indexom

(F nie je symetricka operacia).
Veta 1.3. Pre pevné a je {u$}i, ortonormdlna bdza.

Ortonormalnu béazu priestoru R™ tvori n vektorov jednotkovej dlzky, ktoré su na
seba navzajom kolmé. Potrebujeme teda dokizat, Ze u$* maji dlzku jedna. To nie je
zlozité:

lugl] = [|[F(eq, €i)l] = [leallllei]| =1-1=1 (10)
Este treba ukazat, Ze st na seba aj navzajom kolmé. Pre Tubovolné i, k,i # k plati
g+ ug | = [Jud | + [Jug | + 2(uf) ug = 2+ 2(uf) uy, (11)

10
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a zaroven

lug +ugll” = [|F(ea, €:) + Flea, ex)||” = [|Flea, ei + ex)||* = (12
2 2 2
= [leall*lle; +ex|* =1-v2" =2
Z (11) , (12) vyplyva

(u

§)ug =0 (13)
Dokazali sme, ze u{ si jednotkovej dlzky a navzajom ortogonalne, tvoria teda orto-
normélnu bazu. Podobne by sme dokazali, Ze pre pevné i je {u$}2_; ortonormalna
baza. Zafixujme teraz «, a zoberme dve ortonormélne bazy {u{}l, , {uP}r a
matice, ktorych riadky tvoria tieto bazové vektory ozna¢me U®,UP . Z linearnej al-

gebry vieme, ze matica prechodu z jednej ortonorméalnej bazy do druhej je ortogonélna

matica. Oznac¢me ju P . Mame

Uf = pPeye, (14)
¢o po zlozkach dava
wl =) vy (15)
k=1

Veta 1.4. Pre a # 3 je PP kososymetrickd matica, teda

(PP = —pPe (16)
Aby sme to ukazali, zoberme i # k a spoc¢itajme
2 2
|F(ea +ep e+ ex)l]” = |lea +epl[*[le; +exl|* = V2 - V2 =4 (17)
To sa da zratat aj tymto sposobom:
|F'(ea + e, € + ex)|* =[|F(eq, €i) + Flea, ex) + Fles, ;) + Fleg, ex)|]* =
=l ) + g + gl =
=[[ug|[* + [ > + [l |1® + [l ]* + 2(u) g + 2(ug) g+
=Y, i k k k) Ui i k
+ 2(u) " u + 2(u) ug + 2u) ]+ 2(uf) vy =
=1+1+1+1+2 [(ug)Tu'? + (uf‘)Tuﬂ +
2 | ()T () )+ () + () ]|
—4+ 2 | (ug) " + (uf) g
(18)

11



1.2 Odvodenie vztahov 1 KVATERNIONY

pri¢om posledna rovnost vyplyva z (13). Dostali sme
(u) Ty, + (ug) " =0 a# ik (19)

Do tohto vztahu dosadime (15):

r (ipifu,a) (zp:aaur) _ 0

a Upravou
pkz % <Zp ) +pzk uk: (szla uk l) =0 (21)
1£i I£k
s ||| [* + (prf'()) e g P + (Zpila'0> =0 (22)
I£i I£k
P+ =0 (23)
ziskame
i = s (24)
¢o v maticovom zéapise dava
(PPT = —pPe (25)

¢o bolo treba dokazaf. Ak poslednt rovnost prenasobime —P?® vzhladom k tomu, Ze
je to ortogonélna matica, mame

(PP*)? = —1 (26)

1.2.3 Komplexné struktiry

PP je teda komplexna §truktira na R™ . Vo vieobecnosti pod komplexnou struktirou
rozumieme linearne zobrazenie J : R"™ — R" reprezentované ortogonalnou maticou

takou, 7e J2 = —I . Komplexna §truktira zachovava skaldrny stéin
vivy = (J(v1)) J(vy) ,v1,v5 €R" (27)

aj dlzku vektorov

o1l = 1/ (w1 (28)

Okrem formalnej podobnosti s imaginarnou jednotkou i> = —1 mo#no J vnimat ako

rotaciu vektorov v ’R"™ o uhol 7. To nas vedie k overovaniu nasledujticeho tvrdenia.

12



1.2 Odvodenie vztahov 1 KVATERNIONY

Veta 1.5. Vektory v, a J(v1) , v1 # 0 st na seba kolmé a maji rovnaki dizku.

Toto vidno, lebo ich skalarny sicin
vi J(v1) = (J(v1))" T (J(v1)) = (J(v1))" (—v1) = —v1 T (v1) (29)

sa musi rovnat nule. Kedze ||J(v1)|| = ||vi]| , mdzme rotovat v; pouzitim bazy

{v1, J(v1)} takto :
Ry(v1) = vycosf + J(vy)sinf ,0 € R (30)

Takze ak mame na R"™ komplexnt struktiru J , moézme na hom definovat nasobenie

vektorov komplexnym ¢islom takto
zv; = avy +bJ(vy) ,a+bi=z€C (31)

Mame teda rovinu, ozna¢me ju oy, generovani vy, J(vy). Nika sa otazka, ¢i sa celé
R™ da rozlozit na navzajom kolmé roviny o , 0o , --- Ukazuje sa, Ze je to mozné. Ak

zobiereme v kolmy na o, , zistime, 7e J(vz) je kolmy na vy aj na J(vq) :
(J(v2)) 01 = (J(J(v2)))" T (v1) = —(v2)" J(v1) = 0 (32)
(J(v2))" T (v1) = (J(J(02)))" T (J(v1)) = (—v2)" (~v1) = 0 (33)

Rovinu generovant vs , J(v2) , ktora je kolma na oy , oznac¢ime oy. Ak budeme takto

postupovat dalej, rozloZzime nakoniec R"™ na
R'=o01+00+ -+ 0, (34)

pricom J je v kaZej rovine otocenie o 7. Mame n = 2m , takze R"™ bude priestor parnej
dimenzie.

Zatial sme zistili , ze J7 = P™ | 7 = 1,2,--- ;n — 1 s analégiou imaginarnej
jednotky v R™ , lebo ich druh& mocnina je rovna —I. Oproti C ich tu vSak méme viac

ako jednu. O tom, aky je medzi nimi vztah, hovori nasledujice tvrdenie.

Veta 1.6. J" , 7=1,2,--- , n—1 st navzdjom antikomutativne linedrne zobrazenia

na R"™.

13
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1 KVATERNIONY

Dokazme to. Do (19) dosadime (15), ale tentoraz zamenime iné ¢leny.

n T
: (lZpZ‘“u?> (zpk, u) .
=1

Opit pouzitim (13) zistime, ze
pii + o =0,
¢o pre matice znamena

pha — _ pob

Zafixujeme «, 8,7 a znovu pouzijeme zmenu bézy, ale rozdielnymi spdsobmi.

vaﬁ B

S = Y (z ) -y
=1 =1

J=1

Méame
Pl = ZPZZQPZB
alebo
P8 — prapad
Z toho pomocou (37) ziskame
—_ pB— pwpﬁoc7

alebo inym postupom pouzitim (25) a (37)
(P'yB)T — (PvaPaﬁ)T
_pB = (_paﬁ)(_pva)
_pB— _pﬁapvoc7

a kombinovanim oboch postupov mame

prepba — _pﬂap'ya7

(>

ya, af

il pl]

)

8
u;

(38)

(39)

(46)

takze P a P5 st antikomutativne. PouZitim takéhoto postupu aj pre zvy$né matice

zmeny bazy dostaneme mnozinu

T T T
J17J27...7J71

n

14

(47)
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navzajom antikomutativnych komplexnych Struktir na R"™ .

Teraz ztizme pohlad a uvazujme ortogonilne niasobenie v R* .
Veta 1.7. Komplexné struktiry Jy, Jo, Js spliiaji J, o J, = +.J5
Aby sme ukazali, Ze je tomu tak, zoberieme zobrazenie
U=JoJyolJs (48)

(U tiez zachovéva skalarny sucin aj dlzku, lebo vznikne zloZenim troch takychto zobra-
zeni) a overime, Ze U je komutativne s J; , i = 1,2,3 a navyse U? = I. Vypocitame pre
i=1.

UoJi=JioJyodsoJ;=(=1)-(=1)-JioJiodsoJs=JoU (49)

Podobne by sme overili komutativnost pre ostatné i. Druhd vlastnost overime tiez

priamym vypoctom.

U? = JyoJyoJsoJio0Jy0J3 = JioJy0Jz0Jp003 = —JioJjo s = —(=I)(=I)(—1) =1
(50)
Takze U? = I , ¢o znadi, Ze druhé mocniny jeho vlastnych hodnot st 1 . Vlastné

hodnoty U st teda £1 . Oznacme

Ve ={veRYU(v) =v} (51)

V. ={veRYU®v) = —v} (52)
Tieto podpriestory st navzajom ortogonalne, takze plati
R'=V_@V, (53)

VzhTadom k tomu, ze J; je komutativne s U , si V_ a V, invariantné podpriestory

zobrazeni .J; . UkadZme to pre V. Zoberieme v € V. C R* .
U(Ji(v)) = Ji(U(v)) = Ji(v) (54)

Podobnym postupom ukadzeme tvrdenie pre V_ . CiZe naSe tri komplexné Struktiry
st nielen na R* , ale st sticasne aj na V_ a V, . Vieme, Zze dimenzia V_ aj V, je

parna, ¢ize je to bud 0, 2 , alebo 4 . Lenze 2 to byt nemdze, lebo na dvojrozmernom

15



1.2 Odvodenie vztahov 1 KVATERNIONY

priestore je komplexna Struktira jednoznacne urcend jej orienticiou (otoCenie o 7 v
niektorom z dvoch smerov). Tri antikomutativne komplexné strukttry tam teda nemozu
koexistovat. Takze V aj V_ st prazdna mnoZina alebo celé R* . Zmysel m4 iba uvazovat

R* . Takze z definicii V. a V_

U==+I (55)
Jl @) J2 e} J3 =47 (56)
Jl o JQ = :[:Jg,, (57)

z (56) do (57) sme sa dostali zlozenim s J . Ci si zvolime -+ alebo - si méZme vybraf bez
toho, aby sme zmenili cela Struktaru(vztahy). Predpokladajme napriklad, ze Ji, Jo, Js
su takeé, ze
Jiody=Js (58)
Indexy by sme mohli poprehadzovat, je to len oznacenie (inymi slovami tento vztah
ostava v platnosti aj pre iné kombinécie indexov).
V predoglej ¢asti sme zistili, Ze existencia ortogonilneho nasobenia v R* v fiom

implikuje existenciu troch komplexnych struktar Jy, J, Js splitajicich

Ji=J3=Ji=—1 (59)
JioJy=—JyolJy =Js (60)
JyolJs=—JyoJy=J (61)
JsoJi=—JyoJs=Jy (62)

Analogicky k tomu, ako je R? komplexifikovany komplexnou jednotkou i = (0,1)7

splhajicou i = —1 , zavedieme vektory zodpovedajice komplexnym struktaram Jy, Jy, Js
_ T
L~1:@ 100) (63)
‘ T
kNJZ@ 010) (64)
T
hNk:(oo 01) (65)
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1.3 Definicia 1 KVATERNIONY

a aj sposob ich nasobenia zodpovedajuci (59) - (62)

(66)

ij = —ji =k (67)

jk=—kj=i (68)

ki = —ik = j (69)
Pridanim

T
1= (1 0 0 0) (70)

dostaneme §tyri linedrne nezavislé vektory 1,i,j,k . ¢ € R* moZno vzhladom k tomu
napisat ako

q=ql+qi+qe+tak ,q90,¢,02,93€R (71)

1.3 Definicia

Vektorovy priestor R* vyjadreny v baze 1,1i,j,k oznaéime H . Prvky tohto priestoru

volame kvaterniony.

Definicia 1.8. Kvaternion je §tvorrozmerny objekt tvaru
g=ql+qai+q@i+eak=qp+qai+e]+ak oaq,06cR, (72)

pricom v poslednom vijraze sme 1 nepisali, a pre i,j,k platia vztahy (66) - (69) .

D4 sa dokézat, Zze mnozina kvaterniénov tvori teleso, ¢ize nekomutativne pole. V

dal3ej ¢asti popiSeme operacie na tejto mnoZine.

1.4 Operacie v H
1.4.1 Séitanie a nasobenie

Dva kvaterniony q , r
q=qo+ @i+ qj+ gk
r=ro+rii+roj+r3k
sc¢itame po zlozkach
a+r=q+ro+ (@ +r)i+ (g +m)j+ (g3 +r3)k (73)
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1.4 Operécie v H 1 KVATERNIONY

Pre sicin kvaterniénov plati

ar =qoTo — 171 — G2r2 — ¢33 + (qor1 + @170 + @23 — g372)i+

(74)
+ (qor2 + @270 + @371 — @u73)j + (qors + gsro + @12 — qar1 )k
Nésobenie kvaternionov je nekomutativne
qr # rq (75)

Priklad 1.9. Nech

m=1—+/3i—j—5k

20
n:5+ﬁi—2j+3\/§k

20 20
mn=(1—x/§i—j—5k> <5+—i—2j+3\/§k) =1-5+V3 5 —1-2+5-3v2+

21

20 : 20\ .
+(1-5—\/3-5—1-3\/_—5-2)1+(—1-2+\/§-3¢§—1-5—5-5)J+

20 20

+(1-3\/§+\/§-2+1-ﬁ—5-5>k:3+\/§-ﬁ+15\/§+

1 24
(-2 53 ava) i (<2 ) (<22 3vaavE )k

21 21 21

(76)

Nésobenie kvaternionov je asociativne. Nech q,r,t s tri kvaterniony. Potom ich
sc¢in je rovny

grt = (ar)t = q(rt) (77)

1.4.2 Vlastnosti kvaterniéonov

Redlna éast kvaternionu q je qo, znac¢ime ju Re(q). Imagindrna cast q je qii+ qoj + 3k,
znacime ju I'm(q) = q . Kvaternion s nulovou redlnou castou nazyvame rijdzoimagi-
ndrny.

ZdruZeny kvaternion ku kvaternionu q je
d=q—qi—@i—ak=q0 -4 (78)

Plati

<
=
I
=l
Kol
—~
-1
Ne)
S—r



1.4 Operécie v H 1 KVATERNIONY

Zdruzeny kvaternion k sucinu viacerych kvaternionov spocitame nasledovne

art = (ar)t = tar = trq (80)

Norma kvaternionu q je

lall = Vai=vaa =@+ @+ +d¢ .laller (81)

Kvaternion s jednotkovou normou voldme jednotkovy. Norma sicinu kvaternionov je

rovna sucinu noriem tychto kvaternionov.

[lart|| = Vartart = v/artt g = /llal [2[]r[[?[[t]2 = [|a]|||r[[[[¢]] (82)

Inverzng kvaternion q—' ku kvaternionu q je taky, ktory splia

9 'a=q 'q=1 (83)
Je to kvaterniéon
1 q
gl = (84)
la][?

Pre normu inverzného kvaterniénu plati

. a9 lall* _ 1
la~'ll = = = (85)
[lalf* {]al[? lall* lall

Inverzny kvaternion k stu¢inu kvaterniénov zratame tymto sposobom

qrt trqg
an__ 9 =t g7t (86)

(art)™! =
llart] 2 [|al[?]]r]|?||t]|?

Pretoze nasobenie kvaternionov je nekomutativne, na vyrieSenie stustav
ax=>b xa=Db (87)
a,b,x € H , pouZijeme delenie (nasobenie inverznym kvaternionom) zlava a zprava
x=a'b x = ba™? (88)
Priklad 1.10. Nech
A |
a=—1+21+3+§k

14
b=13—2i+10j + —k
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1.4 Operécie v H 1 KVATERNIONY

Vyrieime sustavu xa = b
xa=>b
1 14

1.\ —1-2i—j—21k (3—-2i+10j+ k) (-1 —-2i—j— ik
x(—1+2i+j+—k> 2 _ (32410 525( )= 5k)

4 4

s o0v10a0+ 2 (50001210 20 B i
T 5 2 275 !

1 14 1 14
—3.1-2--—10-1——-2)j+(-3-2+2-1+10-2——-1)k| =
+(3 5~ 10 5)J+(32+ +10 5)]

4 (22 31, 98, 177 88 124 392, 354
= |—-——-—=i—-—j+—k|=——-—i— —j+—k
25\ 5 5 5 10 125 125 125" 125
(89)
1.4.3 Polarny tvar
Kvaterniony sa podobne ako komplexné ¢isla daju previest na polarny tvar.
q llall
q=¢o+9=|lq| Ay ) =l =
lall " Tlal ol * Tali Tl (90)
=r (cosf + usinf),
kde
q
r = |lall U= (91)
lall
sinf = M cosf = L (92)
r r
tg 0 = ||SH cotg 0 = o (93)
o [lall
Kedze )
q q(=9)
u? = (;) === =1, (94)
lall lall?
na umocnenie kvaternionu v poldrnom tvare mézme pouzit De Moivreho vzorec.
q" = (r(cosf + usin))" = r"(cosnh + usinnh) (95)
Priklad 1.11. Prevedieme q = 25+ 9i — 12j — 20k na poldrny tvar
llql| = V252 + 92 + 122 + 202 = V1250 (96)
92 4122 4202 625 25
rgo = YIHIZ 4207 —1 h=" (97)
25 25 25 4
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1.4 Operécie v H 1 KVATERNIONY

9i — 12j — 20k
g = /1250 (cos % + <+) sin Z) (98)

Odmocniny sa tymto vzorcom pocitaji podobne ako z komplexnych ¢isel, ale s
jednym rozdielom.

Ak hladdme odmocninu z q , g # 0, 7o vzorca

1 1 1 1
\/a q T (cosn —l—usmn) ( )
mame rieSenie s
1 0+ 2k 0+ 2k
s:rn(cos + 7T+usin + 7T) k=0,1,--- ,n—1 (100)
n n
tak ako v C.
Ak q=0,
2k 2k
s:rrlL(cos—ﬂ—f—gsin—?T) ,a>0,k=0,1,---,n—-1 (101)
n n
2k +1 2k +1
S:Ti<cosu+gsinu) 7a<0’k’:O’17-'-”I’L—]; (102)
n n

a g je Tubovolny rydzoimaginarny jednotkovy kvaternion .

Priklad 1.12. Hladdme tretiu odmocninu z kvaternionu q¢ = 25 + 9i — 12j — 20k .
Hladdme teda kvaternion s spliiajici s* = q . 7 prikladu (1.11) vieme, Ze

i—12j — 20k
g=+v1250 (cos%%— (%) sin f)

Riesenia su tri

9i — 12j — 20k

s = V1250 (cos % ( : ‘] > sin 1) (103)
9 9i — 12j — 20k

s = V1250 (cos% + ( : J > ) ~ (104)
3 9i — 12j — 20k

— /1250 (cosf + ( : J ) sin —> (105)

6 17m 9i — 12J —20k\ . 177w
s3 = V1250 (cos D —|—< o sin —o (106)
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1.4 Operécie v H 1 KVATERNIONY

1.4.4 Skalarny a vektorovy stcin

Ak stotoznime R* a H bijekciou

qo

. . q1
G+aitejtek=q+=q= ; (107)

q2

qs3

mozme na vyjadrenie kvaternionového nasobenia vyuzit skalarny a vektorovy sudin.

Rydzoimaginarny kvaternion sa da “vyrobit” takto
qr —rq = (0,2g x 1), (108)

kde q, r st na lavej strane kvaterniony a na pravej strane vektory. Ak q , r st rydzo-
imaginarne, tak

—(qr+rq) =2¢"r (109)

r+r r—r
_gqr+rg ar—rq _

5 5— = (—a'r.gxr) (110)

qr

1.4.5 Kvaternion ako dvojica komplexnych ¢&isel
Kvaternion q sa da vyjadrit pomocou dvoch komplexnych ¢isel
Qo+ @it @i+ ak=I(p+q)+(@te)i=wt+z wzel (111)

v baze (1,j)T . H je teda C x C a dim(H)c =2 .
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2 OTACANIE VEKTOROV V R3

2 Otacanie vektorov v R?

Teraz popiSeme otac¢anie vektorov v R* a v R3 pomocou st¢inu kvaterniénov - to, naco
boli povodne vymyslené. V dalsej ¢asti budeme volne zamienat kvaternion a k nemu

prislichajuci vektor.

2.1 Nasobenie kvaternionov ako otac¢anie vektorov

Pozrime sa na sii¢in dvoch jednotkovych kvaternionov ako na rotaciu vektorov. Najdime
maticu Lg zobrazenia

' H—=H, I'(r)=aqr (112)

aj maticu R4 zobrazenia

O:H—-H, P(r)=rq (113)

Myslime tym maticu, ktorou musime vynasobit vektor zodpovedajici kvaternionu r |

aby vznikol vektor zodpovedajuci gr , resp. rq . Bazové vektory zobrazenie I' transfor-

muje na
T(1) = (qo + @i + g2j + gsk)1 = qo + qui + @2j + gsk (114)
T'(i) = (g0 + qii + gaj + g3k)i = —q1 + qoi + @3] — gok (115)
I'(j) = (g0 + @i + go2j + @3k)j = —q2 — @31 + qoj + ik (116)
T'(k) = (qo + @i + goj + @sk)k = —gs + @i — quj + ok (117)

7 toho matica nasobenia zlava je

g —q1 —q2 —G3
q q —q q

Lo— 1 0 3 2 7 (118)
q2 g3 G —q1

3 —q92 q1 qo

takZe Lqr = qr . Takym istym postupom dostaneme tvar

o —¢@1 —q2 —Qg3
Rq _ 1 4o g3 —qs (119)
q2 —43 Qo q1

93 42 —q1 Qo
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2.2 Vzorec pre otacanie v R? 2 OTACANIE VEKTOROV V R3

Stipce aj riadky tychto matic st navzajom ortogonalne. Ak q je jednotkovy kvaternion,
norma kazdého riadku aj stlpca matic Ry, Lq je 1, a teda su to ortogonalne matice.

NavySe Lg = L{ a podobne Rg = R! . Kedze L] Ly = |[q][*] ,
det?(Lq) = det(Lq Lq) = (|lal*)* = llall* (120)

a teda det(Lq) = %||q||* . Ale z Laplaceovho rozvoja determinantu L, vieme, Ze sa tam

vyskytuje ¢g a teda plati
det(Lq) = (g5 + qi + @3 + ¢3)° (121)

To isté plati aj pre 4. Z toho vidno, Ze ak je q jednotkovy, determinanty tychto matic
st rovné 1, a teda patria do triedy matic SO(4) (Specialne ortogonalne 4 x 4 matice).
Kazda z matic, ktoré patria do tejto triedy, predstavuje nejakil rotaciu. Nasobenie

kvaterniénom je teda skuto¢ne nejaka rotacia v R*, ako sme predpokladali.

2.2 Vzorec pre otac¢anie v R?

Viac nés ale zaujimaji rotacie v R . Nasledujtica veta hovori, ako rotovat vektory v

R* tak, aby sa jedna zlozka vektora nemenila - ¢ize rotovat v R? .

Veta 2.1. Nech q a r siu dva kvaterniony. Potom
! =qrqg? (122)

je kvaternion, ktorého norma a redlna cast sa rovnd norme a redlnej casti r . Imagindrnu
casl' ¥ dostaneme otocenim imagindrnej casti r okolo osi, ktorou bude imagindrna cast
q o dvojndsobny uhol poldrneho tvaru q . To znamend, Ze ak q = ||q||(cos & + gsin 9,
potom vektor v’ ziskame otodenim vektora r okolo o0si q o uhol 0 .

Jej vyznam spociva v tom, 7e ak chceme oto¢it nejaky vektor v R? , stotoznime
ho s rydzoimaginarnym kvaterniénom r , os otdcania stotoznime s imaginarnou castou
a kosinus polovi¢ného uhla, o ktory chceme otacat s readlnou ¢astou kvaternionu q, a
pouzijeme vysSie uvedeny vzorec.

Na dokazanie, 7e transformécia (122) nemeni reilnu ¢ast r vyuzijeme, Ze pre ake-

kol'vek dva kvaterniony plati Re(wt) = Re(tw) :
Re((ar)a™") = Re(q"ar) = Re(r) (123)
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2.2 Vzorec pre otacanie v R? 2 OTACANIE VEKTOROV V R3

Rovnaka norma p6évodného a nového kvaterniéonu siavisi s normovanostou nésobenia

1711 = Tara ™| = lallllrllllall=" = [Irl] (124)

Na dalsie dokazovanie aj na nasledujice vypoc¢ty budeme v stvislosti so vzorcom (122)
pouzivat jednotkovy q. Na jeho norme totiz nezalezi - ak by sme miesto neho zvolili
aq, a € R

L

aqr(aq) "' = aqr-q~' =arq"! (125)

Na dokazanie, ze T’ je vektor r otoCeny okolo osi g o uhol ¢ predpokladajme, Ze os
otacania je k , Cize (0 0 1>T . 'To je bez ujmy na vsSeobecnosti - ak by bola totiz
os iny vektor, pomocou ortogonélnej matice ju prevedieme na (() 0 1>T zachovajic
uhly medzi vektormi. Pre akykolvek vektor staci spoc¢itat uhol medzi jeho projekciou
do roviny tvorenej i,j a projekciou vektora vzniknutého jeho rotéciou do tejto roviny,

T
lebo <() 0 1) je invariantny podpriestor zobrazenia P(r) = (qo + ¢3k)r(qo — ¢sk) :

(q0 + g3k)k(qo — g3k) = (q0 + q3k)(q0 — @sk)k = k (126)

T T
Predpokladajme teda, Ze méame vektor x = (m n 0) . RoloZzime ho eSte na (m 0 ()> +

T T
(0 n 0) = x; + T2 . Otocenim x okolo osi (0 0 1)

‘Q—i-" Hk 1+ nj ‘0—'0k = ‘9—1-" Hk i 0—'0k+
cos 5 + sin mi+mnj) |cosy —singk) ={cosy +sing mi | | cos 5 —sing
o .0 . 0 .0
+ (cos 3 + sin §k> (TLJ) (COS g —sin §k)
(127)
ota¢ame postupne samotnid os i

o . 0 . 0 .0 0. .0, o .0
cos— +sin=k ) (mi]) {cos= —sin=k | = mcos=i+msin=j | | cos= —sin=k | =
2 2 2 2 2 2 2 2

0 0

= m cos’ 51 + 2m sin 5 cos §j — msin? §i = m (cos 6i + sin 6j)
(128)

a 0s ]

o .0 _ 0 .0 6. . 0. 0 . 0
cos—+sin=k | [nj]|cos=—sin=k ] =|ncos=j—nsin=i) |[cos- —sin=k | =
2 2 2 2 2 2 2 2

0 0
= ncos® —j — 2nsin - cos =i — nsin® =j = n (cos #j — sin i)
2 2 2 2

(129)
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a dostaneme

cosf —sin6
' =x)+xh=m|sing [ +n| cosf (130)
0 0

Otécanie vektora x , ktory je linedrnou kombindaciou osi i, j , sme rozlozili na otacanie
tychto osi. Vysledkom je vektor, ktory je tou istou linedrnou kombinéciou otocenyjch

osi (o ten isty uhol ako povodné otacanie), takze veta (2.1) je dokdzané.

T T
Priklad 2.2. Vektor (5 7 9) otocime okolo (1 1 1) o uhol %’r . Otdacany vektor
stotoznime s rijdzoimagindrnym kvaternionom r a na vytvorenie q pouzijeme uhol a o0s

otdcania

r=5i+7j + 9k (131)
Z T
Re(q) = cos 2 = cos — (132)
2 3
Im(q)=i+j+k (133)

Poldarny tvar q vyzerd takto

1 1 1 1 1, 1, 1
q:(cosan—sinzi—i——' W' sin — k) <§+§i+—j+§k) (134)

3 V3 3 3 \/§ 2
a k nemu inverzny bude kvaternion
1 1, 1 1
_1: S S Si Ik 1
q (2 5175175 ) (135)

Na vipocet pouzijeme vzorec (122)
11, 1, 1 11, 1, 1
_1: = L. L. “k . . Kk S i Sio k) =
qrq <2+21+2J+2)(51+7j+9 5 51313
5T 9, (5,9 T\, (T 9, 5., (9,7 5\,
= |- —- - — = —_ - — — 11 _—— = —_ —_ _— = .
2 2 2"\2727 2 2 27 2)) "2 27 2
1 21 7. 3, 11 \/1 1, 1. 1
LY_ (.2t 7o 03 1\ 1 11 1Y
2> (2+21+25’+2)(2 2! 2! 2)
_ 2T 3 1 (27T 3 1 (20 T 3 1
T TrTa T\ Ty ) "\ Ta 1)
21 7 3 11
+< —Z+—+—>k:9i+5j+7k

(136)
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2.2 Vzorec pre otacanie v R?

9

Vijsledkom je otocenyj vektor ¥ = | 5
7
g 2
@ ﬁ) o uhol =,

1

T
Priklad 2.3. Vektor (9 7 5) otocime okolo 0si (\/m Wi
oznacuje zlaty rez. Otdcany vektor zapiseme ako rydzoimagindrny

pricom @ = %g
kvaternion r =91+ 7j + bk . Pomocou o0si a uhlu vytvorime q :

(137)

Zn m
5 — cos —
(138)

Re(g) = cos =

e(q) = cos 5 z
1 e . ©

N e

LRV

I = i+
i Vite  B-9
—x—1=0, je aj koretiom rovnice

2

Kedze zlaty rez je korefiom rovnice x
2" — 2" — "2 =0, a teda pre vsetky n € R plati
gOn — gOn—l + s0n—2 (139)
Z toho
pr=p+1 a = tp=2p+1, (140)
a norma q je rovnd
]| = L ¥ e _ [Boet20+ @ +3p—r
- 249 3-¢ 249 B-9)(2+v)
_ Bt 2pe+ )+ e+ D) +3p—(p+1) (141)
6+¢—(p+1)
o9 +5 —

_Vi—p-1 V3-yp
2 2

Pouzitim vztahov
T P . T s 4 — p?
sin— =4/1 —cos?2 = =
5 5 4
(142)

COS — = —
5 2
2 V3= 302 — 3 3 1) — (20 + 1
sin = =2sin = cos ~ = 2 g0:\/4'0 L4 :\/((’0+ )~ (2p+1)
>y ’ . 2 (143)
_VeF?
2
sin% sin% sin% 1 1
- = YRR 144
osinZ  dsmZcosZ 42 2p (144)

Ve +2 -
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prevedieme na poldrny tvar q

- ¥ . 1, 1

DO

1 ® 1. 1. 1 . . @ 1. 1. 1
(2 it i ——k)(9irTirok) (P i k) =
i (2+ 9021+2J+290\/¢ ) ( P )(2 202 2 T 205
O T 5 (9% 5 T N\, (Te 5 . 9\
= _—_— — - - — _ _—— 1 —_— — —_—
202 2 200% \2 2 2% 2 207 205

1 1 1
+ 5_90+L_9 k f__i__'_—k =
2 202 2 2 202 20 20./p

9 Ty 5 9 5 T Te 5 .9 5
do 4 Ao dp dp? Apdo o 4 A9 dop o 40
+7_9+(9+7+5+9¢2+5¢_7_7+
LY (R N AN o L LV . T N V.2

L5 9 Bp T 9\, (9 T, 5 9 5
S — [ES— —_— — 1 [ — _
180 Apd 4 4?4 4> 4 App ASp dpy /e

_l+E_i+i_i_L+i '_|_ 9 + 7 +
197 4 o 4 dp 29 12N T\ BT B

5 99 5 7 7 5 9 502 7T 9

+—3——90—— — — - —+ 42 L g
4 4 4 4o 4dp 4t 43 fp 4 4o 4
9?2 N 50 9 7 N 7 9 N 5 N 9 0

=\ — - 4 - 1
4 2 4 2/p 202 4p3 203 /p 4yt
+7902+7+9_5+5+9_7_7.+
1 1T e 20 205 292 dgd apt)?
502 99 b 7 7 ) 9 )
RS T - k
+( 4 2 4+290+2<p\/¢+4<p3+2<p3ﬁ 4904>
(147)
PouZijic dalsie vztahy dané vzorcom (139)

i Hl=0¢ pl=p-1 (148)
p i+l =1 pl=l-(p—-1)=2-¢p (149)
e pP=p-1-(2-9p)=2p—3 (150)
e+ =7 pl=2-9p—(2p—3)=5-3p (151)
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upravime vyrazy pri i, j, k na

99" Sp 9 T LT 9 5 +9_9(¢+1) 50 9
4 2 4 2yp  20% 4P 203 /p  dpt 4 2 4
le=1)ye T2-9) 920-3) 52p—=3)¢—1)y®  95-3p)
— - — + - =

2 2 4 2 4

_ V7 _

——104,04—25—1-7 —To4+T7T+52(p+1)—5p+3] | =—10p + 25+

+ g ( — 220 + 32) = —10¢ + 25 + (—11p + 16) /¢

(152)
7_g02+z+i_i+ 5 +9_7_7_7(g0+1)+z+
4 4 20 20 20/p 20 g3 4t 4 4
LN —DVe Sle—1) e —Dle-1DVe 92-9) T2p-3)
2 2 2 2 4 (153)
7(5 -3 To 23
—M:——(’D—F——i—ﬁ9g0—9+5[(%0+1)—2g0+1] =
4 2 2 2
o Tp 23 dp+1
STty T Ve
502 99 5 7 7 5 9 5 5 1) 9 5
S S R + + — = (¢+)——¢——+
4 2 4 20 20/p 43 2030 4ot 4 2 4
o—1) T(@—1(p—1 520 —3)  9(2¢p —3)(p—1
LoD Tle-Dle-Dyve 520 =3) 92 —3)¢-1)ve
2 2 4 2
55— 3 13¢ 27
_ X 1 S0): 2¢—7+§ Te+1)—2p+1]4+92(p+1) —bp+3]| =
_ 13p 27 —34p+59
2 7 " 2 Ve
(154)

—10p + 25 + (11 + 16),/7
Dostali sme otocenyj vektor ¥ = —%@ + 24 @\/@

13p 27 | —34p+59
2 > T VP

2.3 Vlastnosti ota¢ania daného vztahom qrq!
Ak sa kvaterniéon q, ktory je tvoreny osou a uhlom rotacie da rozlozit na sic¢in dvoch
(alebo viac) kvaternionov,
q=tw,
potom plati

' =qrq~! = twr(tw) ' = t(wrw H)t™! (155)

Y
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2.3 Vlastnosti otacania daného vztahom grqg™* 2 OTACANIE VEKTOROV V R3

¢ize rotécia v R?® dand suc¢inom kvaternionov vznikd zloZenim rotacii danych tymito

kvaterniéonmi.

Veta 2.4. Ku kaZdej rotdacii v SO(3) existuje taky kvaternion q, Ze tito rotdciu mozno

zdpisat ako r = qrg~! .

Na dokazanie tejto vety vyuzijeme, ze kazdé otocenie vznika zlozenim parneho po-
¢tu symetrii (v trojrozmernom pripade dvoch). Sta¢i nam teda ukazat, Ze pre kazdu
symetriu S Tubovolného nenulového rydzoimaginarneho kvaternionu r okolo roviny V'
existuje taky rydzoimaginarny kvaternion z # 0, ze S(r) = —zrz~! . Ak je z rydzoima-
ginarny a kolmy na rovinu V, obraz r podla rovinnej symetrie dostaneme, ak od neho

dvakrat odc¢itame jeho ortogonalnu projekciu na priamku dand vektorom z

rlz
S(r)=r— QEZ (156)

Z (109) vieme, 7e pre rydzoimaginarne kvaterniony t , w

2tTw = —(tw + wt)

Potom 27z = —7z% a
r'z T,,—1 1 1 1
S(r)=r—2—F—z=r+2r'2z =r—(rz+zr)z- =r—r—zrz = —zrz (157)
2Tz

Zlozenie s druhou symetriou 7' okolo roviny G, na ktori je kolmy kvaternion y

T(S(r)) =T(—zrz ') = —y(—zrz” ")y ™" = (y2)r(yz) ' = qrq”! (158)

odstrani minus a spolu s (155) méme vetu dokdzani. V skuto¢nosti existuji dva jed-
notkové kvaterniony, ktoré urcuji ta ista rotaciu. St to q a - q. Toto je vidiet, ak do
(125) dosadime a = —1.

Kvaternion q predstavuje inverzni rotaciu k rotacii pomocou q - rotaciu o ten isty

ale zaporny uhol

0 0
q=cosg +gsin§ (159)

0 0 0 0
g = cos 3 gsin§ = COS <—§) + gsin (—5) (160)

Vidno to aj z toho, Ze matice Lg a Rq st inverznymi k maticiam Lq a Ry .
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3 ROTACNE MATICE A KVATERNIONY

3 Rotacné matice a kvaterniony

V tejto Casti sa budeme zaoberat stivisom medzi kvaterniéonmi a maticami ako réznymi

vyjadreniami oto¢eni v R? .

3.1 Maticovy zapis kvaterniénov

V casti 2.1 sme videli, zZe kazdému kvaterniénu mozno jednoznacne priradit realnu 4 x 4
maticu (nasobenia zlava), a ak je kvaterniéon jednotkovej dlzky, je tato matica z triedy

SO(4). Pripomeinime, 7Ze je to matica

G —91 —G¢2 —q3
g1 Go —q3 Q2

(161)
42 g3 G —q1
43 —q2 41 do
Vieme, ze kazdej realnej 4 x 4 matici tvaru
A —-B
) (162)
B A
kde A, B st 2 x 2 bloky, mozno priradit komplexnii maticu
A+ Bi (163)
Komplexna matica reprezentujica kvaternion je teda
+ @l —q1 + gsi
do T 42 41 T g3 (164)

1+ g3l qo— @l

Tato matica spliia XX = I | kde  zna¢i Hermitovsky zdruZent maticu (transpo-
novania a po zlozkach komplexne zdruzeni). Naviac je determinant tejto matice rovny
norme kvaternionu. Ak je kvaternion jednotkovej dlzky, je tato matica z SU(2) (Spe-

cialne unitarne 2 x 2 matice) .

3.2 0Od kvaterniénu k rotacnej matici

Odvodme maticu rotacie A

Ar =qrq™? (165)
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3.2 Od kvaterniénu k rotacnej matici 3 ROTACNE MATICE A KVATERNIONY

v R3 pomocou kvaterniénov. Najprv odvodime maticu zobrazenia
. P 4 _ -1
n:R*—=R* n(r)=qrq (166)

Nahradime nasobenie kvaternionmi za nasobenie maticami pouzijic jednotkovy kva-

ternién q

G —q1 —q2 —G3 qo q1 q2 q3 To

qrq—l — qrg = LqRqr = LqRqTr _ g1 qdo —G43 QG2 —q¢1 40 —43 Q2 1
@2 493 490 —q —q2 43 Go —q1 T2
a3 —q2 1 4o —43 —42 q1 do T3

d5 +ai + 65 + a3 0 0 0
B 0 G+aE—aG—aG 292 — 2q0gs 2q0q2 + 2q1g3
0 20102 + 2003 G5 — G + @5 — a3 —2q0q1 + 2243
0 —2q042 + 20105 20001 +22q3 G5 — i — & + @3
(167)

Kedze r reprezentuje trojrozmerny vektor, ro = 0 a teda

G+aG—aG -6 200 — 24093 29092 + 2q1q3 1
aa = | 2 +200 @ —G+G -G 200 + 2093 ro | =
—2q0q2 + 2q1q3 2q0q1 + 2q2q3 -G -6+4 T3

1—-2¢3 — 265 2q142 — 2909~ 2qog2 + 2143 T
= | 20102+ 20005 1—2¢7 —2¢5 —2qo1 +2q2q3 [ = A |72 | =
—2G0G2 + 20195 2q0q1 + 2¢2q3 1 — 247 — 245 r3
(g + 4t — @ — @) + 1220102 — 2q0g3) + 73(20002 + 24193) T
= | 1120192 + 2q043) + 25 — ¢f + @5 — @3) + r3(—2q0q1 +2q2q3) | = | 7h
1(—2g0g2 + 201G3) + r2(200q1 + 2¢2q3) + 3(qf — aF — @5 + 43) s

(168)

Ziskali sme maticu rotacie R?® aj tvar oto¢eného vektora. Skisme eSte vyjadrit tato
maticu bez vyuzitia kvaterniénov. Predpokladajme, Ze os rotacie x je ur¢end vektorom
0#4w= (a b C>T , pre zjednodusSenie jednotkovym, a uhol otacania je 6. Oznacme
V rovinu kolmi na os rotacie. Potom rotaciu u € R? mozme zjednodusit na roticiu

v rovine V. Za osi si v tejto rovine zvolime projekciu w na V', ¢ize py(u) a vektor,
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3.2 Od kvaterniénu k rotacnej matici 3 ROTACNE MATICE A KVATERNIONY

ktory je kolmy na na ttito os aj na w , ¢ize w X py(u). Zachovajic invariantni zlozku

zobrazenia (projekciu u na w , ¢iZe py,(u)) dostavame
Xuw(®) = puw(u) + pyv(u) cosf + w x py(u)sinf (169)

Projekéné matice na w , V st

ww’ T ww’

= ww" ,resp. [ — =1 —ww’ (170)

wTw wTw

w X py(u) vytvara vektor kolmy na rovinu generovanu tymito vektormi, ale ti isti

rovinu generuji aj w,u a teda
w X py(u) =w X u (171)

Matica reprezentujica vektorovy sicin B mé tvar

0 —c b
B=|¢ 0 -—a , Bu=wxu (172)
-b a 0
Dosadenim dostavame
Yo (u) = wwu + (I — ww)ucosd + w x usin g (173)
Spoéitanim ww”, B?
a a’> ab ac
ww’ = | @/bc): ab b be (174)
c ac bc
0 —c b 0 —c b —b? =2 ab ac
B*=|¢ 0 —a c 0 —al|= ab —a?— ¢ be (175)
-b a 0 -b a 0 ac be —a? —b?

zistime, ze ww! — B?> =1 , z ¢oho ww’ = B? + I a rota¢na matica ma tvar

W= (B*+1I)+(I —B*—1I)cosf+ Bsinf = I + Bsinf + B*(1 —cosf)  (176)

0

Porovnajme A a W urcujiice ti istt rotaciu. V matici A je go rovné cos 3 , a q1, g2, g3

T
tvoria jednotkovy vektor <a b c> vynéasobeny sin g, ktory urcuje os rotacie. Mozme
teda vyuzijic
5 0 0 0 0

— +sin” = =2 —cosf —sin® = —cos® = =1 —cosf (177)

0 0
2sin® = = 2 — 2cos® = — si
S1n 5 COS 5 S1n 5 5 5 5
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3.2 Od kvaterniénu k rotacnej matici 3 ROTACNE MATICE A KVATERNIONY

pisat
1—2¢5 —2¢5  2q1g2 — 2qogs 2G04 + 2¢143
A= 2012+ 29005 1 —2q7 — 265 —2q0q1 + 20203 | =
20002 + 20105 29001 + 2q2q3 1 - 2q? — 243
1 —2b%sin? ¢ — 2¢% sin? g 2absin® ¢ — 2¢sin £ cosg 2bsin g oS g + 2acsin® g
= | 2absin® 5 + 2c¢sin g cos g 1 — 2a? sm2 g 2¢? sin? g —2asin g coS Q + 2bcsin® g
—2bsin g coS g + 2acsin® g 2a sin g cos 5 + 2bcsin® g 1 — 2a?sin? 2 n?

14 (1 —cosf)(—b*— c?)
= | ab(l—cosf)+csind

ab(1 — cosf) — csinf

1+ (1 —cosf)(—a®—c?)

4

2
bsinf + ac(1 — cos6)
—asin® + be(1 — cos0)

—bsinf + ac(1 — cos ) asing +bc(l —cos) 1+ (1 —cosf)(—a*—1?)
1 00 0 —c b —b? - ¢? ab ac
=101 0|+ ¢ 0 —alsnf+ ab —a? — be (1 — cos®),
0 01 —b a O ac be —a® —b?
(178)

¢o je presne tvar matice W. Oba postupy teda davaji ta isti maticu.

T
Priklad 3.1. Ndjdeme maticu roticie A v R® okolo osi <5 -1 —1> o uhol %’T .

Najprv spocitayme q

( s 5 . . 1 .o, r . W)
g=|cos—+ —=sin—i— —=sin—-j— —=sin-k | =

3 3v3 3 3v3 3 3/3 3
(179)
éleny matice A ziskanej vztahom (168) vyzeraji v tomto pripade takto
2% 1 1 8 10 2 1
= - 4 — — — — — = — = —— _— = —— 1
M= T35 736 36 9 “h2="35% 15 =79 (180)
210 4 10 2 1
B B R 181
M7 36 9 PIT T3 T T T (181)
1 25 1 1 4 10 2 7
422 = 173736736 9 423 ="15 T35~ 79 (182)
2 10 1 10 2 8
= — — — = — — = — _— = - ]_
BL=15736 9 @2 =151 57 (183)
1 25 1 1 4
12 1 1 4 184
933 = 1736 3 36 0 (184)

T
Rotacénd matica okolo 0si (5 1 —1> 0 uhol L omd tvar
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3.3 Od rotacnej matice ku kvaternionu3 ROTACNE MATICE A KVATERNIONY

8§ —1 —4
1
A:§ —4 —4 -7 (185)
-1 8 -4

3.3 0Od rotac¢nej matice ku kvaterniénu

Vsimnime si, Ze rotacnd matica obsahuje iba polynomialne ¢leny nanajvys druhého
stupna. To z nej umoziiuje lahko vypocitat kvaternién urcujici rotaciu. Postup je

nasledovny. Mame maticu

ai; aip ap 1-2¢2—2¢2 2q1q2 — 2q0g3  2Goqa + 20143
A= Q21 Q22 Q23 | = 20192 + 2q0q3 1 — QQ% - 26]§ —2q0q1 + 2¢2q3 (186)
aszy a2 ass —2¢0q2 + 2q1q3  2qoq1 + 2q2q3 1 — 2(]% - 2‘]%

Z prvkov na diagonale mame

14+ a; +axn+a
1+a11+a22+a33:4—4(q%—|—q§—|—q§):4_4(1_(13) qO::]:\/ 11 22 33

2
(187)
1 _ _
1+ ap — ax — asz = 4q; qlzi—\/ +a112a22 453
(188)
1 _ _
1 — a1+ ag —azz = 4q% Q2 = :I:\/ 11 ;_ fa2 — ds3
(189)
1 — —
1 — a1y — ag + ags = 4q; g3 = j:\/ 11 5 (22 + 33
(190)
a z tych mimo diagonaly mame
ass — a
asy — azz = 4qoq1 qoq1 = % (191)
a3 — a
a3 — az1 = 4qoqe qoq2 = % (192)
o] — a
a1 — a2 = 4qoqs qoqs = % (193)
ao3 + a
23 + azz = 4qaqs3 4293 = % (194)
a3 + a
a3 + azr = 449143 Q193 = % (195)
a2 + a
a2 + a1 = 4q1q2 192 = % (196)
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3.3 Od rotacnej matice ku kvaternionu3 ROTACNE MATICE A KVATERNIONY

Potrebujeme, aby vyrazy pod odmocninami v (187) - (190) boli kladné. Nezaporné
budu, lebo kvaterniony urcujice rotaciu existuji. Ale ak by boli nulové alebo blizke
nule, nemohli by sme nimi neskor delit, resp. postup by mohol byt numericky nestabilny.
KedZe existuju dva kvaterniony urcujice tu ista rotaciu, znamienko pri odmocnine si
mozme vybrat. Ale iba pri jednom ¢lene - zvy$né musime dopocitat pomocou vztahov
(191) - (196). Ak je stopa (sucet prvkov na diagonale) A nezaporna, mozme zacat s qo,

zvolime napriklad plus a mame

Vi + a +ass + 1

do = 5 (197)
Q32 — (23

Q= BT (198)
a3 — a3

Q2 = 4—% (199)
21 — Q12

qs = 4—% (200)

Inak je najjednoduchsie zvolt si najvacsi diagonalny ¢len, nech je v i - tom riadku,
zacneme s ¢; a podobnym postupom dopocitame zvysné zlozky kvaternionu.
Oba postupy ilustrujeme na nasledujicich dvoch prikladoch. V prvom bude stopa

matice kladné, v druhom zaporna.

Priklad 3.2. 7 rotacnej matice

1 7 7

50 /50 50

— 7 1
a=l& 0 & 20

7 19

50 /50 50

vypocitame kvaternion q urcugici rotdciu. Stopa matice tr(A) = 1 je kladnd, zacneme

teda s vyjadrenim qo a postupne dopocitame zvysné zlozky

1 49 1 1
2 2 4.\/75 V50-2-42 10
7 1 AT 14
_ 5050 — VB0 V50 _ = 203
V2 1 7 T V2 T V2 s
=4 i+ —k= — + —sin—14+ —sin —k 204
9= 5 Tt TSy gt T g g (204)

T
ide teda o otocenie okolo 0si (1 0 7) o uhol 5 -
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3.3 Od rotacnej matice ku kvaternionu3 ROTACNE MATICE A KVATERNIONY

Priklad 3.3. Z rotacnej matice

2 20 20
A= | =6 —1-25v5 31 (205)
20 100 50
7v/5+1 _ 13 7—25v5
20 50 100

urcime kvaternion q urcujuct rotdciu. Stopa tejto matice

1 —-7-2 -2 1-—
r(A)= L TT2VE To2VE_1- V5
2 100 100 2

<0 (206)

je zdapornd. Najuicsi diagondlny clen je % v prvom riadku, ako prvé teda spocitame qq

\/1 + % N 777023\/5 . 772050\/5 100+50+7+286/577+25\/5
1 1 1
q = =
' 2 2 (207)
~V150+50v6  V6+2V6  1+45
B 20 B 4 4
a potom pomocou neho zvysné zlozky q
B _ 37 _ _
G = ——2 = L_1-V5 (208)
4.5 1445 4
. N5l 15 _6(+v5) 3 (200)
4. 15 20(1++5) 10
_ PR 81+4VE) 2 o
4. 1t 20(1++5) 5
Kuvaternion, ktory urcuje ti istu rotdciu ako A , md tvar
1—v5 1 5 3 2
4 4 100 5
L 1++/5 8 3m. 3 w2 8 L 8m
5 1 s+ 55 TV s+ 5 5 T 55 s
(211)

5+5v5

cige ide o rotaciu okolo 0st 6 o uhol %’r )

8
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ZAVER ZAVER

Zaver

V tejto praci sme sa venovali vztahom medzi ortogonalnymi transforméciami a kvater-
nionmi.

V prvej kapitole sme najprv uviedli, ¢o bolo motivaciou k objaveniu kvaternionov ,
v Casti 1.2 sme nacrtli idey ukryté za ich nekomutativnym nasobenim a potom sme po-
pisali ich zakladné vlastnosti. V druhej kapitole sme ukazali, 7e za istych podmienok je
nasobenie kvaterniénov ortogonalnou transforméciou, a v ¢asti 2.2 sme uviedli a doké-
zali sposob, ako tento poznatok vyuzit k rotovaniu vektorov v trojrozmernom priestore
pomocou vzorca (122). Z hladiska prinosu prace je najdolezitejsia tretia kapitola, v
ktorej st podrobne rozpracované postupy pre prechody medzi réznymi vyjadreniami
ortogonalnych transforméacii. Od abstraktného vzorca (122) sme v ¢asti 3.2 presli po-
mocou polarneho tvaru (90) k ortogonalnej matici (168). Od tejto matice sme potom v
casti 3.3 presli naspéit k vyjadreniu tejto transformécie pomocou sicinu kvaterniénov
(187 - 196). Tym sme splnili ciel prace.

Tieto vedomosti sme overili vytvorenim programu v jazyku Matlab, ktory sme ilus-
trovali na priklade otocenia trojrozmerného objektu (snehuliaka). Tato praca moze byt
prinosom pre [udi, ktori sa za¢inaju venovat tejto oblasti, lebo prinasa uceleny pohlad

na danu problematiku a v8etky postupy st aj podrobne ilustrované na prikladoch.
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Zdrojovy kéd a ukazka pouZitia programu pre rotaciu Priloha

Zdrojovy kod a ukazka pouzitia programu pre rotaciu

rota¢nid maticu a druhy pomocou nej rotuje vektory.

function A = Rotacna_matica(a, b, ¢, f1i)

format long

real = cos(fi/2);

imag = |a; b; ¢|;

q = sin(fi/2)ximag/norm(imag);

A=[1-2%q(2)°2-2%¢q(3)"2 2xq(1)*q(2) — 2«realxq(3) 2xreal*xq(2) + 2 q(1) *
q(3);2xq(1) xq(2) +2*realxq(3) 1—2xq(1)"2—2x%q(3)"2 —2xrealxq(1)+2xq(2)*
q(3); —2xrealxq(2)+2xq(1)*q(3)  2xrealxq(1)+2xq(2)*q(3) 1—2xq(1)"2—2x%q(2)"2];
disp(R);

function rr = rotacia(a, b, ¢, fi,r)
format long
rr = Rotacna_matica(a, b, ¢, fi) xr

disp (rr);

Nasleduje ukazka pouzitia tychto programov. Na dalich stranéch je vykresleny dvoj-

T
rozmerny snehuliak pred a po otoceni. Ide o otocenie okolo osi (1 5 _1> o uhol

91

7
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