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Abstrakt v statnom jazyku

KAT RENCTK, Michal: Meranie urokovych rizik dlhopisového portfolia [Bakalarska
préaca|, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky,
Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: Mgr. Martin Harcek, Bratislava,
2012, 60 s.

Praca sa zaobera tirokovym rizikom dlhopisového portfélia a metédami jeho merania.
V 1vodnych dvoch kapitoldch sa venujeme teoretickym znalostiam o dlhopisoch,
ocenovaniu dlhopisov a postupom merania trokového rizika. Nasledne odvodime
staticky model dlhopisového portfolia a sformulujeme VaSickov jednofaktorovy model.
V poslednej kapitole teoretické znalosti aplikujeme na realne data, popiSeme
postup na ziskanie parametrov okamzitej trokovej miery, numericky vypocitame
staticky optimalne portfélia v matematickom software-i Matlab, vykoname porovnania
jednotlivych portfolii a stresové testovanie. Jednym z cielov préace je uviest Citatela
do sveta dlhopisov a dlhopisového trhu, aby po precitani uvodnych dvoch kapitol
nadobudol zékladné poznatky o danej téme. Dalsim cielom prace je poukazat na
verejnostou zanedbavany a vo finan¢nictve méalo pouzivany staticky model dlhopisového
portfolia, aplikovat ho na realne data a pokusit sa skimat jeho vykonnost na béze
o¢akavany vynos/variancia. V praci sa nam v podstate podarilo splnit vSetky stanovené

ciele a v niektorych experimentoch vysli zaujimavé vysledky.

KTladové slova: Dlhopis, Duracia, Konvexita, Stresové testovanie, Statické

dlhopisové portfolio, Vasickov model



Abstract

KATRENCIK, Michal: Measuring interest rate risks of bond portfolio [Bachelor
Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and
Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr.
Martin Harcek, Bratislava, 2012, 60p.

Our work is devoted to investigating interest rate risks of bond portfolio and
its measurements. In the first two chapters we introduce theoretic bond concepts,
principles of bond markets, bond pricing theory and methods for measuring interest
rate risks. Consequently we derive and analyze model of static bond portfolio and
we formulate Vasicek’s one-factor model. In the last chapter we apply theoretical
concepts for real-data experiments, we explain procedure for short rate parameters
estimation and we obtain static optimal bond portfolios with help of mathematical
software Matlab. Moreover we accomplish optimal portfolios comparison and stress
testing. One of the targets of this work is to present the reader into the world of
bonds and bonds market, so that after reading first two chapters he will gain the basic
knowledge about the theme. Another target is to point to the model of static bond
portfolio, which is quite ignored by public and not very used in finance industry. Also we
want to analyze the performance of this model on the mean-variance framework basis.
In our work we were quite successful with completing our targets and we obtained very

interesting results in some experiments.

Keywords: Bond, Duration, Convexity, Stress testing, Yield risk, Static bond

portfolio, Vasicek’s model
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UVOD UVOD

Uvod

Dlhopisy patria medzi najviac obchodované inStrumenty na kapitalového trhu.
Vedomosti o dlhopisoch a princip fungovania dlhopisového trhu si velmi dolezité
hlavne pre ludi so zdujmom pracovat v bankovnictve a oblasti risk manaZmentu.
Prave v stcasnej dobe, kedy sa naplno prejavuje dlhova kriza v Eurdpe, ale aj v celom
svete, je tato problematika velmi aktuélna a zvySeny dopyt po odbornikoch z tejto
oblasti je vysoko pravdepodobny. Povazujem za délezité aby ¢itatel bez vedomosti z
teorie dlhopisov bol schopny postupnym ¢itanim nahliadnut do tejto problematiky,
preto som sa snazil pracu pisat zrozumitelne a postupne plynulo prejst od tedrie k

praktickym kapitolam.

Praca je rozdelend na 4 kapitoly. Prva kapitola je venovand teorii dlhopisov a
dlhopisovému trhu, dlhovej krize v Eur6pskej Gnii a vybranym castiam z ocenovania
dlhopisov. V druhej kapitole sa budeme venovat teérii merania urokovych rizik,
opiSeme duraciu a konvexitu dlhopisu. Tretia kapitola sa zaoberd modelom statického
dlhopisového portfolia, jeho odvodeniu [6] a Vasickovym jednofaktorovym modelom.
V poslednej kapitole sme ziskané teoretické znalosti aplikovali na redlne historické data,
kde sme pri praci pouzili matematicky software Matlab. Na zaver sme interpretovali

vysledky naSich empirickych testov.

Pri ziskavani teoretickych vedomosti potrebnych na pisanie ivodnych ¢asti prace mi
pomohli hlavne prace [1], [3], [4], [5], kde je uvedena problematika detailne spracovana.
V praktickejsich kapitolach to boli prace [2], [6], [7] z ktorych som Eerpal vedomosti o

metodach pouzitych v tejto praci.
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1 UVOD DO TEORIE A OCENOVANIA DLHOPISOV

1 Uvod do tedrie a ocennovania dlhopisov

1.1 Zakladné poznatky

Dlhopis - dlhopis je cenny papier vydany emitentom, ktory sa zavizuje plnit
drzitelovi podmienky uvedené pri jeho emitovani. VAc¢8inou sa jednd o splacanie
dohodnutych penaznych tokov - kupénov vo vopred dohodnutych ¢asoch, a nominélnej
hodnoty v defi maturity dlhopisu. Dlhopisy st obchodovatelné na burze pripadne

na OTC trhu - teda obchod prebieha priamo medzi dvoma stranami, ktoré si stanovuji
individualne podmienky. Dlhopis je inymi slovami poézicka, ktord emitent ziska jeho
emitovanim od investorov na kapitalovom trhu, ktori inkasuja vynos z dlhopisu

za riziko, ktoré pri jeho kipe podstupuji .

Emitovanie dlhopisov a dlhopisovy trh - dlhopisy sa emituju inStiticiami
na primarnom trhu - vic¢§inou st to banky, poistovne alebo agentdry poverené
touto ¢innostou. NajbeznejSou formou emitovania je tpis - cely objem, ktory chce
spolo¢nost emitovat je odkapeny bankou /institiciou ktora ho rozpreda na trhu mensim
investorom. Pri Statnych dlhopisoch to prebieha formou takzvanych dlhopisovych
aukcii, kde sa zucastiuju banky, poistovne, penzijné a hedge-ové fondy ale aj sikromni
investori. Priebeh aukcie - prebieha to systémom verejnej ponuky - kazdy investor
uvedie nominalnu hodnotu a vynos za ktory je ochotny dlhopis kiapit, a stat
dlhopisov pozicat. Cim mensi bol priemerny vynos na aukcii tym viac investori veria
v schopnost $tatu splacat svoje zavizky a teda pozaduju za svoje riziko mensi vynos.
V opa¢nom pripade to znamena, ze investori povazuju Stat za rizikova investiciu
a pozaduju vyssi vynos, ¢o stazuje moznosti Statu financovat svoje vydavky. Dalsim
dolezitym indikdtorom tspesSnosti aukcie je tzv. bid-to-cover ratio - popisuje dopyt
po emitovanych dlhopisoch, je definovany ako pomer suc¢tu celkovych pontknutych
nominalnych hodnét dlhopisu od investorov k celkovému objemu dlhopisov, ktoré stat
cheel na aukeii emitovat. Cim je pomer vysSi tym uspesnejSie aukcia prebehla.

Po emitovani sa s dlhopismi volne obchoduje na sekundarnom trhu - burza alebo OTC

trh, vdaka tomu investor méze dlhopis predat pred datumom splatnosti.

12



1.1 Zskladné poznatky 1 UVOD DO TEORIE A OCENOVANIA DLHOPISOV

1.1.1 Rozdelenie dlhopisov

Rozdelenie dlhopisov podla typu emitenta:

e Statne - emituje ich §tat, pripadne organizicia poverend Statom - na Slovensku
je to ARDAL - Agentira pre riadenie dlhu a likvidity. Povazuji sa za najviac
likvidné a najviac obchodované (hlavne nemecké a americké statne dlhopisy).
St oblibené aj pre mensich investorov, pretoze sa daji obchodovat od nizkych

nominélnych hodnot - niektoré od nominélnej hodnoty 1000 eur.

e Municipalne - st emitované krajom, mestom alebo miestnou agentirou.
Zvycajne sa pouzivaji na zlepsSenie infrastruktiry v kraji, pripadne
na financovanie projektov a povazuju sa za bezpecné. Niekedy st oslobodené

od dani.

e Korporatne - emituju ich vii¢sinou len velké spolocnosti (kvoli vysokym
nékladom pri emitovani) s dobrou povestou a finanénym zazemim ako alternativu
k pozicke v banke resp. financovaniu emitovanim novych akcii.

Povazuju sa za rizikovejSie ako Statne, ale pontkaju vyssie vynosy.

e Statne pokladniéné poukazky - su emitované centralnou bankou, vacSinou
maji kratsiu dobu splatnosti a povazuji sa za bezpec¢na investiciu. Ich nevyhodou
je, ze najmensia obchodovatelna nominalna hodnota SPP je vidcsinou znacne

vys§ia ako u Statnych dlhopisov a preto niesii pristupné Sirokej verejnosti.

Rozdelenie dlhopisov podla doby splatnosti:

e kratkodobé - doba splatnosti do 5 rokov
e strednodobé - doba splatnosti od 5 do 10 rokov

e dlhodobé - doba splatnosti 10 a viac rokov

13



1.1 Zskladné poznatky 1 UVOD DO TEORIE A OCENOVANIA DLHOPISOV

Rozdelenie dlhopisov podla kuponu:

e Bezkupoénovy dlhopis - je to dlhopis pri ktorom sa drZitelovi nevyplacaji
pravidelné kuponové platby. Kupujaci realizuje zisk kipou bezkupénového
dlhopisu za cenu nizsiu ako par, a naslednym obdrzanim nominélnej hodnoty

v den splatnosti.

e Kuponovy dlhopis - je to dlhopis, pri ktorom drzitel dlhopisu dostava cast
vynosov v pravidelnych intervaloch pocas doby splatnosti vo forme kuponov
a v den splatnosti obdrzi posledny kupén a celd nominalnu hodnotu dlhopisu.
Najcastejsie sa vyplaca kupon v polro¢nych alebo ro¢nych intervaloch. Kupéon
je uvedeny pri emitovani dlhopisu a je udavany v percentach z nomindlnej
hodnoty p.a. Taktiez existuja dlhopisy s variabilnymi kup6énovymi platbami
(tzv. step-up notes) - ako priklad uvedieme kuponovy dlhopis, pri ktorom prvé dva
roky investor obdrz 5% kupon a kazdy dalsi rok sa kupon zvysi o 0,5%. DalSim
typom kuponovych dlhopisov st dlhopisy s oneskorenym zacatim vyplacania

kuponu (tzv. deferred coupon bonds).

e Dlhopisy s pohyblivym kupénom - st to dlhopisy, ktorych kupon zvycajne
zavisi od trokovych sadzieb na medzibankovom trhu, kde ako priklad uvadzame
londynsku medzibankovii sadzbu LIBOR publikovani Asocidciou britskych
bankarov (British Bankers Association), za ktort si banky medzi sebou
pozic¢iavaji americké dolare na urcité obdobia. Pri dlhopisoch s pohyblivym
kuponom sa ¢asto vyuZivaji obmedzenia na velkost kuponu - tzv. cap
(maximéalna vyska kuponu) a tzv. floor (miniméalna vyska kupénu). Taktiez
existuju dlhopisy naviazané na inflaciu, vicSinou Statne - naviazané na infla¢ny
index CPI (consumer price index - v preklade index spotrebitelskych cien),

v USA sa nazyvaju TIPS (z anglického Treasury Inflation Protected Securities).

14



1.1 Zskladné poznatky 1 UVOD DO TEORIE A OCENOVANIA DLHOPISOV

1.1.2 Rizika pri investovani do dlhopisov

Pri investicii do dlhopisov existuji mnohé rizikové faktory, ktoré ovplyviuji vynos. V
tejto kapitole opiSeme hlavné rizik& spojené s investiciou do dlhopisov, ktoré
by sme mali zohladnit pri investovani do dlhopisov. Pri ¢erpani teoretickych znalosti o

nasledovnych typoch rizik ndm pomohla hlavne praca [1].

e Urokové riziko - je jednym z najvicsich rizik pri investovani (nielen do
dlhopisov) a jeho problematike je venovanych velké mnoZstvo prac a ¢lankov.
Urok (napriklad bezrizikova trokova miera) je zahrnuty takmer vo vsetkych
vztahoch pre ocefovanie finan¢nych a nefinanénych aktiv. Z tohto dévodu je pre
investora chraniaceho svoj majetok doélezité vediet toto riziko merat a pripadne
aj menit podla svojho rizikového profilu. Meto6dam merania tirokového rizika sa

budeme venovat v kapitole 2.

e Riziko inflacie - vysokd inflacia alebo ocakavania vys$Sej inflacie su velmi
nepriaznivé pre vynos, lebo ho znehodnocuja - znizuji nakupni silu budicich
penaznych tokov. Vysoka inflacia taktiez vedie ku zvySovaniu trokovych sadzieb
centralnou bankou, na ¢o dlhopisy reaguji poklesom ceny a rastom vynosu. V
pripade kupy dlhopisu s vynosom 3% a naslednom raste inflacie na 4% investor
na investicii prerobi - jeho skuto¢ny vynos bude -1% kvoli poklesu v nakupne;j

sile.

e Kreditné riziko - je riziko neschopnosti emitenta dlhopisu plnit svoje zavizky,
ktoré mé vodci jeho drzitelom. Niekedy to pre investora nemusi znamenat stratu
celej investovanej c¢iastky. Napriklad pri korporatnych dlhopisoch, v pripade
defaultu emitenta st drzitelia dlhopisov uprednostneni pred akciondrmi pri
vyplacani zéavizkov, ktoré spoloc¢nost mala pred defaultom. Kreditné riziko je
monitorované ratingovymi agentirami. NajznamejSie st Standard and Poor’s,
Fitch a Moody’s . Tieto agenttry analyzuja kreditnt situéciu statov a spolo¢nosti
na zéaklade ¢oho im priraduju rating, ktorého vyska je nepriamo umerné
kreditnému riziku daného subjektu. Dlhopisy s vysokym ratingom sa nazyvaja
dlhopisy s investi¢nou triedou a jedna sa vicSinou o Statne dlhopisy. Taktiez

existuji dlhopisy, ktoré st oznacené terminom "junk"(v preklade odpad) - st

15



1.1

Zskladné poznatky 1 UVOD DO TEORIE A OCENOVANIA DLHOPISOV

to cenné papiere s nizkym ratingom a su vyuzité hlavne na $pekulativne tucely

(ponikajiu vysoky vynos).

Riziko zniZenia ratingu - pri zniZeni ratingu dochédza k poklesu ceny dlhopisu
kvoli vypredajom na sekundarnom trhu - hlavne od penzijnych a podielovych
fondov, ktoré v portféliu zvycajne mozu drzat iba dlhopisy s vysokym ratingom.
Taktiez investori a inStittucie na kapitalovom trhu budu pravdepodobne pozadovat
vy$&i vynos pri dalSej emisii, ¢o moZe znamenat problémy subjektu pri financovani
dalsich vydavkov. Dal%im problémom pri znizeni ratingu je nasledné znizenie

likvidity na sekundérnom trhu.

Riziko likvidity - pri kipe dlhopisu, je pre investora doélezitd dostato¢né
likvidita - schopnost predat ho pred datumom splatnosti na sekundarnom trhu.
Riziko nizsej likvidity existuje hlavne pri niektorych korporatnych dlhopisoch, ale
aj pri Statnych (v stcasnosti pripad gréckych statnych dlhopisov).

Menové riziko - existuje v pripade kipy dlhopisu denominovaného v
zahrani¢nej mene. Ako priklad uvedieme slovenského investora kupujticeho
dlhopis denominovany v americkych dolaroch. V posilnenia kurzu EURUSD
pocas doby splatnosti dlhopisu, pri obdrzani kupénu v USD a naslednej
menovej konverzii do doméacej meny EUR, investor realizuje menova stratu kvoli

depreciacii USD voci EUR.
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1.2 Dilhova kriza v EU 1 UVOD DO TEORIE A OCENOVANIA DLHOPISOV

1.2 Dlhova kriza v EU

V tejto casti opiSeme pociatky a dovody vzniku dlhovej krizy v periférnych krajinach
Eurdpskej tnie a znédzornime analyzu situacie na dlhopisovych trhoch krajin PIIGS,
ktora bola spracovand k zaciatku roka 2012. Pri pisani tejto kapitoly nam pomohli

hlavne ¢lanky z webovej stranky www.euractiv.sk.

1.2.1 Pociatky dlhovej krizy

Grécko : V predchadzajucich rokoch bolo Grécko povazované za vyspeli ekonomiku a
z pohladu kreditného rizika za bezpec¢nu krajinu, kedy vynosy na Statnych dlhopisoch
boli porovnatelné s Nemeckom a inymi vyspelymi krajinami. Napriek tomu realna
fiskalna a ekonomicka situécia bola zl4 z dovodou niZzSej konkurencieschopnosti voci
ostatnym krajindm v EU. Grécka ekonomika je zavisla hlavne na turizme, lodnej
doprave a sluzbach, ¢o su odvetvia vo velkej miere zavislé na hospodarskych cykloch,
pricom readlny vyrobny priemysel je malo rozvinuty. Po financ¢nej krize sa to naplno
prejavilo, Gréci si nekontrolovatelne pozi¢iavali a koncom roku 2009 pri nastupe novej
gréckej vlady sa prevalilo vykazovanie falosnych Statistickych tdajov $tatistickému
uradu Europskej tnie - Eurostat. Mali jeden z najvyssich deficitov Statneho rozpodctu
v Europe - 15,4% HDP v roku 2009 a verejny dlh takmer 130% HDP. Po tychto
udalostiach nasledovali zniZenia ratingov od ratingovych agentir a panika na trhu s
gréckymi Statnymi dlhopismi, ktorych vynosy zacali dosahovat historické maximé.
K vzniku dlhovej krizy v Grécku taktiez vo velkej miere prispela vysoka korupcia,
problémy s danovym systémom, vysoké dochodky a platy Statnych zamestnancov,

pricom vacSina gréckej populécie je zamestnand prave v Statnej sprave.

Irsko : Najvadsim problémom v Irsku bola realitna bublina, ktoru financovali
miestne banky. Kvoli neschopnosti Tudi splacat a naslednemu poklesu cien
nehnutelnosti sa velké irske banky ako Anglo Irish Bank, Allied Irish Bank,
Bank of Ireland dostali do problémov. V roku 2008 sa irska vlada zarucila za depozity
v domovskych bankach a ich dlhopisy, a zacala tieto problémové banky rekapitalizovat
- zriadili na to tzv. National Asset Management Agency (v preklade Narodna agentura

na spravu aktiv), ktord mala za tlohu odstranit toxické aktiva zo Siestich najvacsich
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bank. Cela tato $tatna pomoc bankdm bola velmi nékladna a v roku 2010 tvorila az
32% HDP. Trh si uvedomil rizikova situdciu v krajine - bol zniZeny rating a zacali
sa zvySovat rizikové prirazky na irskych statnych dlhopisoch. Po tychto udalostiach
bola irska vlada nitend poziadat o medzinarodna pomoc Europsku tniu (EU),
Eurépsku centralnu banku (ECB) a Medzinarodny menovy fond (MMF), ktori im
pozitali vo vyske 85 miliard eur. Irsko ako jedina krajina PIIGS naplhala vsetky
nasledné dohody a stanovené fiskalne Skrty aby zlepsila svoju fiskadlnu situciu, a méa
najvacsie predpoklady aby sa zo zlej dlhovej situacie rychlo zotavilo. V stcanosti

aj vynosy na Statnych dlhopisoch klesli pod maximové tirovne zo zaciatku dlhovej krizy.

Portugalsko : Po Irsku a Grécku sa pod drobnohlad trhu dostalo aj Portugalsko,
kvoli rastticemu verejnému dlhu a vysokému Statnemu deficitu - 9,4% HDP v roku
2009 (v8etky krajiny sa zaviazali v Eurdpskom pakte stability na drzani deficitu do
3% HDP). Nasledne v lete roku 2010 ratingova agentira Moody’s znizila Portugalsku
rating z Aa2 na Al, po ¢om nasledovalo zniZenie ratingu od dalSich agentur. Na
trhu s portugalskymi Statnymi dlhopismi zacala panika a vypredaje kvoli neistote
a strachu z celkovej dlhovej situacie v EU. Vynosy na 10-ro¢nych portugalskych
statnych dlhopisoch dosiahli hranicu 7%, ¢o bola hranica pri ostatnych krajinach
PIIGS, kedy museli poziadat o pomoc MMF a EU - Portugalsko dostalo pdzicku 78
miliard eur. Dévodov preco tato situacia vznikla je niekolko - posledné desatrocia
velmi zlé hospodarenie so §tatnymi peniazmi - prehnané bonusy a platy manaZzérom
Statnych podnikov, platenie mnohych nepotrebnych a neefektivnych poradenskych
firiem, nezmyselné nakladanie s prostriedkami z eur6pskych strukturalnych fondov a v

poslednych rokoch aj vyssia nezamestnanost - viac ako 11% populécie.

Taliansko : Talianska ekonomika je na tom lepSie oproti dalsim krajinam PIIGS.
Priemysel je celkom dobre rozvinuty, Statny deficit nepresahoval v problémovych
rokoch 5% HDP, taktiez $tatny dlh méa dlh§iu maturitu a velkd ¢ast je v rukach
domaécich investorov. Problémom je ale jeho velkost, kvoli ktorej sa dostavali talianske
dlhopisy pod tlak a rastli ich vynosy. Taliansko je tretim najvacdim diznikom na

svete s celkovym dlhom viac ako 2,3 trilionov eur (116% HDP, ¢o je po Grécku
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najvyssie v EU). Na jesen 2011 ratingové agentiury Moody’s a Standard and Poor’s
znizili Taliansku rating, ¢o vyvolalo d'alsie vypredaje statnych dlhopisov. V stuc¢asnosti
doslo k zmene vlady a k prijatiu aspornych opatreni ako zvysenie veku na odchod do
dochodku, alebo odpredaj casti Statneho majetku. Vynosy na dlhopisoch stale rastu
aj napriek pravidelnym intervenciam ECB, ktora dlhopisy skupuje na sekundarnom
trhu, ¢im znizuje ich vynos, ktory pri vicSine splatnosti prekonal 7%. Dokonca v
polovici novembra 2011 sme mohli vidiet slabsiu inverziu na vynosovej krivke, kde
vynos 2-ro¢nych dlhopisov bol vyssi ako pri 10-ro¢nych dlhopisoch - nie¢o podobné sa

stalo pri gréckych dlhopisoch a je to jeden zo signalov o¢akavania defaultu krajiny.

Spanielsko - velmi vysokd nezamestnanost - v oktobri 2011 az 21% , vysoky
deficit $tatneho rozpoctu a vysoky rast verejného dlhu - aj ked jeho velkost stéle nieje
kriticka (60% HDP). Zacali presadzovat politiku fiskalnych skrtov, ¢o ale poskodilo

ekonomickému rastu a ekonomické ukazovatele sa zacali vyrazne zhorSovat.

1.2.2 Situacia na dlhopisovom trhu krajin PIIGS

V minulom roku boli pohyby cien na trhu statnych dlhopisov krajin Eur6pskej tinie
zavislé hlavne od kreditného rizika a dlhovej krizy v Europe. Teda zmeny trhovych
urokovych sadzieb a zmeny ocakavani v stvislosti s trokovymi sadzbami na trhu
(arokoveé riziko) nemali na vplyv cien §tatnych dlhopisov taky vyrazny vplyv ako v
case stability finan¢ného sektora a svetovej ekonomiky. Na obrazku ¢.1 st zndzornené
vynosy 10 ro¢nych statnych dlhopisov krajin PIIGS a Nemecka (71t4 krivka v spodnej
Casti grafu) pre porovnanie. Ako si modzeme vsimnut, vynosy 10 ro¢nych nemeckych
statnych dlhopisov st velmi nizke (2%) a st negativne korelované s dlhopismi krajin
PIIGS - rast vynosov dlhopisov krajin PIIGS znamena pokles vynosu nemeckych
dlhopisov. Je to spbdsobené silnym ekonomickym postavenim Nemecka, ktoré je
povazované za subjekt s miniméalnym kreditnym rizikom - najvys$si mozny stupen
ratingu. Z tychto dovodov st nemecké Statne dlhopisy povazované za bezpecni
investiciu (tzv. safe haven, v preklade bezpe¢ny pristav) a v pripade problémov vo
svete a v ¢asoch ekonomickej neistoty, investori predavaju rizikové aktiva, vyberaju

peniaze z rizikovych fondov a preferuji investicie do nemeckych dlhopisov ¢o tlaci
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ich vynos nadol. Na obrazku ¢.1 st vyznacené obdobia (1),(2),(3),(4) ktoré podrobne

opiseme v nasledujicom odseku.

Obr. 1: Vynosy statnych dlhopisov krajin PIIGS

Prehl'ad délezitych udalosti ktoré ovplyvnili vynosy na dlhopisoch :

e 6. april 2011 - Portugalsko poziadalo o medzinarodni pomoc.

e maj 2011 - Grécky rating bol znizeny do Spekulativneho pasma.

(1) Obdobie Jun-August 2011 bolo velmi volatilné na svetovych finan¢nych trhoch
kvoli problémom v Grécku a celkovému prehibeniu dlhovej krizy. Velky podiel na
neistote mali rokovania o novom dlhovom strope v USA. V tomto obdobi dosahovali
vynosy na niektorych statnych dlhopisoch historické maximéa - napriklad irske Statne

dlhopisy s maturitou 10 rokov dosahovali vynos 15%.

e 23. jun 2011 - krizovy summit eurépskeho parlamentu, bolo schvilené ESM -

Eurépsky stabilizaény mechanizmus.

20



1.2 Dilhova kriza v EU 1 UVOD DO TEORIE A OCENOVANIA DLHOPISOV

e 29. jin 2011 - Grécky parlament schvalil niektoré pozadované usporné balicky.

e 21. jul 2011 - dalsi krizovy summit Eurépskeho parlamentu a hlav $tat krajin

Eurépskej tnie, kde sa dohodli na odsiihlaseni druhého finan¢éného balika Grécku.

Po tychto udalostiach sa situacia na kratky cas stabilizovala a vynosy na dlhopisoch
klesli - hlavne irske, ktoré si nasledovny trend udrzali aj nadalej kvoli doslednému
plneniu predom dohodnutych zmluv, zavedeniu vyznamnych skrtov v statnom rozpocte

a celkovému zlepsSeniu fiskalnej situacie v krajine.

(2) Situacia zacala byt opdt vazna ked nastali problémy so schvalenim Eurovalu
vo viacerych krajindch Eurépskej tinie - September - Oktober 2011. Problémy nastali
aj na Slovensku - boli sme poslednou krajinou, ktord Euroval schvalila. V tom obdobi
si ucastnici na finanénych trhoch zacali uvedomovat velké Strukturalne problémy
EU, byrokraciu a problém dohodnit sa medzi jednotlivymi krajinami. Boli na¢rtnuté
mozné rieSenia dlhovej krizy ako spolo¢né euro-dlhopisy, finan¢na transakéné dan,
spolo¢né fiskdlna tinia, ale ni¢ z toho sa nerealizovalo z dévodu rozdielnych nazorov
medzi jednotlivymi krajinami. V tomto obdobi trh upriamil pozornost na Taliansko a
Spanielsko - vynos na Statnych dlhopisoch dosahoval kritické hodnoty 7% a ich rast

donitil ECB k intervencidm na dlhopisovom trhu.

(3) V tomto obdobi bola situacia na finan¢nych trhoch stabilné, ¢o sa prejavilo aj
rastom mnohych rizikovych aktiv. Ekonomické ukazovatele vo svete boli pozitivne,
aukcie dlhopisov ohrozenych krajin prebehli bez problémov a s nizsimi vynosmi ako
pri poslednych aukciach. Situacia sa zlepsila aj v Grécku, kde sa prijali dalsie fiskélne
Skrty, bola mu odpustena velka ¢ast dlhu a dostalo d'al8iu finan¢nu tranzu. K zlepSeniu
situacie vyrazne prispela aj ECB, ktord najprv koncom roka dvakrat znizila drokoveé
sadzby na nastartovanie ekonomiky, a zaviedla program LTRO(z anglického Long-Term
Refinancing Operations - v preklade dlhodobé refinan¢né operacie). St to 3-ro¢né
pozicky komerénym bankdm poskytnuté za velmi vyhodnych podmienok. Tento
program bol zamerany na zvySenie likvidity a kapitalovej primeranosti komerc¢nych
bank. V dvoch kolach LTRO si banky pozic¢ali takmer 1 trilion eur, ¢o malo velmi

pozitivny efekt na financ¢ny trh - peniaze boli investované aj do Statnych dlhopisov
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¢im tlacili ich vynosy nadol. Tento fakt bolo mozné pozorovat hlavne pri talianskych

a $panielskych dlhopisoch, ktorych vynos klesol k tirovni 5%.

(4) Vynos na portugalskych statnych dlhopisoch neklesol, ale naopak na zaciatku
silno rastol na rekordna uroven 16%. Bolo to sposobené zlou fiskalnou situéciou
v krajine a obavami finan¢ného trhu, ze Portugalsko znova poziada medzinarodné
spolo¢enstvo o finanénii pomoc. Vynos gréckych statnych dlhopisov s maturitou 10
rokov, ktory nie je znazorneny na obrazku ¢.1 rastol za poslednych 12 mesiacov v

sivislom trende z 13% na 30%.

1.3 Ocenovanie dlhopisov

V tejto kapitole sa budeme venovat teoérii oceniovania dlhopisov. Postupne si prejdeme
ocenovanie bezkuponovych a kupénovych dlhopisov, ¢asova Struktidru trokovych mier
a vynos do splatnosti. Pri pisani tejto ¢asti sme ¢erpali poznatky hlavne z préace [5], kde
st uvedené vsetky potrebné vztahy pre vypocet cien dlhopisov. Pri oceniovani dlhopisov
sa pouziva podobny pristup ako pri inych aktivach, kedy sa snazime vypodcitat sacasni
hodnotu ocakavanych penaznych tokov pomocou diskontacie bezrizikovou trokovou
mierou. Stucet tychto diskontovanych penaznych tokov je rovny stucasnej hodnote

dlhopisu (P).

1.3.1 Bezkupoénovy dlhopis

Najjednoduchs$ie je ocenovanie bezkuponového dlhopisu, ktory obsahuje jediny

penazny tok v den splatnosti, kedy investor obdrzi nominélnu hodnotu dlhopisu.

Vztah pre vypocet ceny bezkupénového dlhopisu pri diskrétnom trocent:

P T v

22



1.3 Ocetiovanie dlhopisov 1  UVOD DO TEORIE A OCENOVANIA DLHOPISOV

Pri spojitom tdroceni sa cena bezkupdénového dlhopisu da vyjadrit ako:

P = Fe R(To,T)(T=To) (2)

Podl'a rovnice (2) vieme vyjadrit spojity trok ako:

R(Ty,T) = — In P(T, Tp). (3)

T—"1Ts

1.3.2 Casova Struktira trokovych mier

Pomer nominélnej hodnoty dlhopisu s maturitou 1 rok a jeho ceny je rovny roc¢nej
spotovej urokovej miere. Pri dlhopisoch s dlhSou maturitou vieme spotova trokovi
mieru vyjadrif z rovnice (1). Vypoéitanim spotovych trokovych mier pre roézne
maturity daného dlhopisu moézeme vyskladat krivku vynosov pre bezkuponové
dlhopisy (tzv. ¢asovi Struktiaru trokovych mier), ktora vyjadruje zavislost trokovej

miery od maturity dlhopisu.

Tvary c¢asovej struktiry trokovych mier:

e Rasttiica - dlhopis s dlh§ou maturitou mé vyssi vynos ako dlhopis s kratSou
maturitou (akTy < To = r; < 713). Pre ich ceny plati opa¢nd nerovnost
(ak Ty < Ty = P, > P,). Investor kupujuci dlhopis s dlhgou maturitou pozaduje
vySS$i vynos z dovodu, ze investicia ma dlhSiu navratnost a podstupuje vyssie
riziko vyvoja ekonomiky a trokovych sadzieb (taktiez aj dlhodobé ekonomické,
infla¢né, arokové predpovede st nepresnejsie ako tie kratkodobé). Téato situacia na
krivke vynosov nastava v pripade normalneho fungovania ekonomiky a stability

vzhTadom na ocakavania budtcich arokovych sadzieb.

e Klesajica - ak je menej priazniva ekonomickd situacia, v pripade ocakévania
poklesu trokovych sadzieb na trhu, alebo ocakavania defaultu - podobné ako

sticasny pripad gréckych statnych dlhopisov.
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1.3.3 Kupoénovy dlhopis

Pri ocenovani kuponovych dlhopisov je postup o nieco naro¢nejsi, pretoze dostavame
pravidelné penazné toky vo forme kupdénovych platieb v pravidelnych intervaloch.
Kazdy takyto penazny tok musime diskontovat inou urokovou mierou z c¢asovej
Struktary urokovych mier. Ak sa na trhu nenachadza dostatoéné mnozstvo
bezkupo6novych dlhopisov z ktorych by sme vyjadrili casovt Struktiru drokovych mier,
pouzijeme na to kuponové dlhopisy s pomocou Bootstrap metody, ktorej postup je

detailne popisany v praci [5].

Vztah pre vypocet ceny kuponového dlhopisu pri diskrétnom troceni:

~ C F
P=2 Ty T @

Vztah pre vypocet ceny kuponového dlhopisu pri spojitom troceni:

P = Z Cae—R(To,Ti)(Ti—To) + FG_R(TO’T”)(Ti_T"), kde T, = Ty + io. (5)

=1

1.3.4 Alikvotny trokovy vynos

Pri kupoénovych dlhopisoch a ich obchodovani na sekundarnom trhu treba brat do
uvahy alikvotny tdrokovy vynos (AUV) - Ciastka ktora sa nazbierala od posledného
vyplateného kupénu do ¢asu predaja dlhopisu. Kupon sa zvycajne vyplaca pravidelne
v periodickych platbach, najc¢astejSie ro¢ne alebo polro¢ne. Ak investor kipi dlhopis v
obdobi medzi kup6énovymi platbami, obdrzi nasledujtci kupén aj v pripade ak dlhopis
nevlastnil pocas celej periody. Predchadzajuci drzitel dlhopisu sa vzdal alikvotného
urokového vynosu. Na sekundarnom trhu s dlhopismi vo vicSine pripadov kupujici

musi predavajicemu AUV zaplatif a za dlhopis zaplati tzv. net(full) cenu.
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1.3.5 Vynos do splatnosti

Vynos do splatnosti je oc¢akavany ro¢ny percentuilny vynos, ktory investor obdrzi v
pripade, ak bude drzat dlhopis do splatnosti a reinvestuje kazda kuponova platbu pri
tom istom vynose ([1]) - kedZe nevieme presne povedat aky bude tento reinvesti¢ny
vynos, YTM je len odhad. Inymi slovami je to vynos pri ktorom sa trhova cena
dlhopisu rovné stcasnej hodnote jeho penaznych tokov. Pri bezkupoénovych dlhopisoch
je vynos do splatnosti rovny spotovej trokovej miere daného dlhopisu, ¢o jednoznacne

vyplyva zo vztahu (6).

Vztah pre vypocet YTM pri diskrétnom tdroceni:

~ C F
P = -+ . 6
2Ty T Ty )
Vztah pre vypocet YTM pri spojitom tdroceni:
P= Z CevTi=T0) | pe—y(Ti=Tn). (7)

=1

Jednoduchou tvahou sa da ukézat (pozri [5]):

e cCasova Struktdra trokovych mier rastica =>y < r,.

e Casova Struktira trokovych mier klesajuca =>y > r,.

Pri kuponovych dlhopisoch plati (pozri [1]):

e C=YTM => P = par (dlhopis kiupime za 100% nominalnej hodnoty).
e C < YTM => P < par (dlhopis kapime so zlavou).

e C > YTM => P > par (dlhopis kupime s prirazkou - prémia za vyssi kupon).
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2 Meranie tirokovych rizik

V tejto kapitole citatelovi priblizime metody merania trokového rizika. Postupne
popiSeme najznamejsiu metdédu merania drokového rizika durdciu a jej rozne
modifikacie. Ukazeme ako menej znadma veli¢ina - konvexita, zapada do konceptu
merania Urokového rizika. Vztahy a definicie jednotlivych duracii sme formulovali

pomocou prace [5].

2.1 Duracia

Duracia, alebo priemerna doba splatnosti dlhopisu je rizikova miera vyjadrujtica
pribliznu citlivost dlhopisu na zmenu tdrokovej miery. Inak povedané, je to pribliznéa
percentualna zmena ceny dlhopisu pri pararelnom pohybe ¢asovej strukttry arokovych
mier o 100 bazickych bodov (1 %). Pohyb trokovej miery a ceny dlhopisov je nepriamo
uamerny - ked jedno klesd druhé rastie. Napriklad v pripade paralelného poklesu
urokovej sadzby o 1% by sa cena dlhopisu s duraciou 3 mala zvysit priblizne o 3%. Cim
ma dlhopis dlhsiu maturitu tym ma vacssiu duraciu. Z tohto ddévodu v ¢asoch neistoty
ohladom urokovych sadzieb, investori preferuju kipu dlhopisov s kratSou maturitou
kvoli ich mensej duracii. V pripade ocakavania znizovania trokovych sadzieb investori
preferuju dlhopisy s dlhSou maturitou, ktoré sa im vdaka vysokej durécii vyrazne

zhodnotia.
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2.1.1 Suavis duracie s vel'kostou kupénu :

e Bezkupoénovy dlhopis : Na obrazku ¢.2 mozeme vidiet penazné toky pri
bezkuponovom dlhopise s maturitou 5 rokov a jeho duréaciu. Duréacia (priemerna
dlzka splatnosti) bezkupénového dlhopisu sa rovna jeho maturite, kedZe pocas
zivota dlhopisu investor nedostava kupoén. Jediny penazny tok, ktory obdrzi je

nominalna hodnota dlhopisu v deni splatnosti.

investor nedostava kupon

Obr. 2: Bezkupénovy dlhopis s maturitou 5 rokov

e Kupoénovy dlhopis : Na obrazku ¢.3 st zobrazené pehazné toky kuponového
dlhopisu s maturitou 5 rokov. Pri kuponovom dlhopise je durdcia vidy mensia
ako jeho maturita a je nepriamo imerna vyske jeho kupénu. Investor v priebehu
zivota dlhopisu dostava penazné toky - kupoény, ktoré znizuja priemernti dobu
splatnosti dlhopisu. Cim je kupoén vyssi, tym viac sa priemernéd doba splatnosti

ZNi71.

Obr. 3: Kupoénovy dlhopis s maturitou 5 rokov

Durécia sa meni pocas zivotnosti dlhopisu - postupne klesi so zmensujticim sa ¢asom

do maturity a v deni splatnosti kupénu sa narazovo zvysi (pozri [1]).
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2.1.2 Typy duréacie:

Definicia 2.1 (Fisher-Weilova duracia). Ak uvaZujeme spogité drocenie, postupnost
jednotlivych platieb oznacime (X, Xio, ..., Xin), krivku spotovych rokovijch mier
re, kde ty <ty < --- <t, a velkost paralelného posunu r; oznacime . Potom sicasnd
hodnota periazného toku md tvar P =% | Xye ",

Fisher - Weilovu durdciu definujeme ako :

1 < "
Drw = D i Xpe (8)

=1

n
V rovnici (8) zvolime substiticiu w; = %(Xtie_rtit'i), z ¢oho vyplyva: > w; =1
i=1
n

a Dpw = > wit;, ¢o je vaZeny priemer ¢asov jednotlivych pefiaznych tokov.
i=1
Navyse plati nerovnost: t; < DFW <t,.

Definicia 2.2 (Kvazimodifikovana duracia). Ak uvaZujeme diskrétne irocenie m-krdt

za rok, postupnost jednotlivgch platieb oznacime (X1, Xo, ..., X,), spotovd irokovd

. . .. . . . 1 , .
miera nech je r; , peridda vypldicania kuponov — a wvelkost paralelného posunu 1

n
oznacime . Potom sicasnd hodnota periazného toku md tvar P = 3 X;(1 4 =)~
i=1
Kvdzimodifikovani durdciu definujeme ako :
n . .
(X1 + )6+

S
QO
|
—
3
—~
<o
~

Pre zmenu hodnoty dlhopisu plati :

e spojité irocenie : AP ~ —PyDpy
e diskrétne trocenie : AP ~ —PvyDg

Fisher-Weilova a Kvazimodifikovana duricia si zlozitejSie a menej pouzivané vo
financ¢nej praxi. Bert do ivahy celi ¢asovia Struktiru trokovych mier a kazdy penazny
tok diskontuji relevantnym vynosom z casovej Struktiry. Tento postup je dolezity
hlavne pri dlhopisoch s vys$Sou maturitou, kde sa mo6zu vynosy z ¢asovej Strukttry pre

rozne Casové obdobia vyrazne odliSovat.
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2.1 Durécia 2 MERANIE UROKOVYCH RIZIK

Definicia 2.3 (Macaulayova duracia). Oznaéme postupnost jednotlivijch platieb
(X1, Xo, ..., X,), vgnos do splatnosti YTM = y , periédu vypldcania kupdnov %
Potom sucasnd hodnota periazného toku md tvar P =3 X;(1+ L)~

=1
Macaulayovu durdciu definujeme ako :

S ()X(1+ 2)
D= = e (10)
Modifikovani durdciu definujeme ako :
D
Dy = Tz (11)

Macaulayova duracia je inymi slovami vazena priemernd maturita penaznych tokov,
pricom ako diskontny faktor pouziva YTM. Modifikovana duréicia je odvodena z
Macaulayovej a je najviac pouzivana na finan¢nych trhoch. Modifikovana duracia berie
v tivahu meniace sa tirokové miery, ktoré ovplyviiuji YTM a aj nasu duraciu. Pre zmenu
hodnoty dlhopisu plati : AP ~ —PD,; Ay, teda modifikovani duracia je percentualna
zmena ceny dlhopisu pri zmene YTM o 1%.

2.1.3 Obrazkova ilustacia duracie

Na obrazku ¢.4 vidime zéavislost ceny dlhopisu od trokovej miery (YTM) - je to
konvexnéa krivka. Teda v pripade vyrazného rastu trokovej miery cena dlhopisu
poklesne o relativne mald hodnotu. Naopak, v pripade prudkého poklesu trokovej miery
zaznamename vyrazny narast ceny dlhopisu. Durécia (doty¢nica ku krivke v bodoch
stcasnej ceny P* a trokovej miery Y*) je dostatofne presnd pri mensich pohyboch
urokovej miery (medzi dvoma modrymi priamkami), ale v pripade vyrazného pohybu
urokovej miery nedostato¢ne aproximuje nasu konvexnu krivku, ¢o d'alej rozvinieme v

¢asti 2.2 o konvexite dlhopisu.
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cena dlhopisu

T

Y urokova miera
Obr. 4: Krivka zavislosti ceny dlhopisu od trokovej miery

2.2 Konvexita

Cim je krivka zavislosti medzi cenou dlhopisu a trokovou mierou viac zakrivena, tym
viac je metoda duracie nepresnejSia. Konvexita upresiuje durdciu - udéava velkost
zmeny duracie dlhopisu pri zmene trokovych sadzieb, a d& sa vypocitat ako druhéa
derivacia ceny dlhopisu podla vynosu. Nie je velmi vyuzivana, pretoZe méa zmysel
len pri vacsich pohyboch trokovych sadzieb, ktorych zmeny st vic¢Sinou malé. Na
vypocet presnejsej citlivosti zmeny ceny dlhopisu pri pohybe tirokovej miery pouzijeme
Taylorov rozvoj na aproximéciu krivky zavislosti medzi cenou dlhopisu a trokovou

mierou.

Definicia 2.4 (Konvexita). Nech P je cena dlhopisu a r drokovd miera,
Konvezitu dlhopisu definujeme ako:

1P

K=-2"
P Or?

Pomocou Taylorovho rozvoja druhého rddu vieme krivku zavislosti medzi cenou
dlhopisu a trokovou mierou lepsie aproximovat, ¢im dostaneme nasedujuci vztah pre

zmenu hodnoty dlhopisu : AP ~ P[5 (Ar)2 — D Ar].
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Na obrazku 5 st dva dlhopisy s rovnakou duréciou ale s rozdielnou konvexitou, teda
pohyby trokovej miery budi mat na cenu dlhopisov rézny vplyv. Dlhopis s vidéSiou
konvexitou (modra krivka) je menej citlivy na rast a viac citlivy na pokles turokovej
miery. Pri pohybe trokovej miery z Y* na Y5 cena klesne na troven P, pricom pri
druhom dlhopise cena poklesne eSte viac na uroven P; ¢o znamena, Ze cena dlhopisu s
vacsiou konvexitou bude vzdy vyssia ako cena dlhopisu s mensiou konvexitou (P, > Pp).
Teda rizikovo-averzny investor pri vybere z dvoch podobnych dlhopisov s rovnakou

duraciou uprednostni dlhopis s vic¢siou konvexitou.

cena dlhopisu

L

P1

urokova miera

Obr. 5: Rozdielna konvexita dlhopisov s rovnakou duraciou

Duracia a konvexita sa pouzivaju pri manazovani a diverzifikicii rizika dlhopisového
portfolia. Cim je konvexita a duracia dlhopisového portfélia nizsia tym je portfolio
bezpecnejsie a menej citlivé na pohyby trokovych sadzieb. Najvacsiu konvexitu maju

bezkuponové dlhopisy a najniz§iu dlhopisy s velkymi kuponovymi platbamil4].
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3 Statické dlhopisové portfélio

V tejto kapitole sa budeme venovat teorii statického dlhopisového portfolia, ktoré by
sme mohli opisat ako transformaciu povodného Markowitzovho optimalneho akciového
portfolia na dlhové cenné papiere s kone¢nou maturitou. Postupne nahliadneme na
povodny Markowitzov model a vysvetlime predpoklady, ktoré musia byt splnené pri
transformacii. Nasledne transformaciu matematicky odvodime (podTa [6]) a aplikujeme
na Vasickov jednofaktorovy model, ktorého zaklady sa pokusime vysvetlit v jednej z
podkapitol. Na zaver teoriu statického portfolia aplikujeme pri tvorbe dlhopisového
portfolia, poktsime sa dospiet k nejakym zaujimavym vysledkom, ktoré nésledne

interpretujeme.

3.1 Uvod do Markowitzovej teorie

Pri dlhodobom investovani na kapitdlovom trhu je diverzifikicia rizika do viacerych
aktiv(tvorba portfolia) zakladnym predpokladom uspechu. Hlavne v dne$nych ¢asoch
ekonomickych kriz a prepadov akciovych indexov je to nevyhnuté pre dlhodobé
prezitie investovaného kapitalu. V pripade spravne zlozeného investi¢ného portfolia ani
bankrot jednej zo spolo¢nosti, ktorej akcie sa nachadzaja v portfoliu nemusi znamenat

vyrazny prepad hodnoty portfolia.

Prielom v teérii optimélneho portfolia nastal v roku 1952, ked Harry Markowitz
publikoval ¢lanok [1| - "Portfolio Selection"v magazine The Journal of Finance, na
¢o nadviazal v roku 1959 v préci [2| - "Portfolio Selection: Efficient Diversification of
Investments". Tieto diela sa stali alfou a omegou modernej teérie optiméleho portfolia

a autorovi priniesli Nobelovu cenu za ekondémiu.
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3.1.1 Zakladné predpoklady Markowitzovho modelu

e Ocakévané vynosy aktiv st ndhodné premenné s norméalnym rozdelenim.

VSetci investori na trhu konaju racionalne, st rizikovo averzni a maju rovnaky

pristup k informaciam.

Trh aktiv je dokonale efektivny a bez transak¢énych nakladov.

Investor ma predom stanoveny investi¢ny horizont, kedy na zaciatku zostavi

portfolio a na konci ho celé predé, pri¢om ho pocas tejto doby nesmie upravovat.

Aktiva su dokonale delitelné a obchodovatelné.

Ako si mozeme vSimnut, vic¢Sina predpokladov je v rozpore so sucasnymi
podmienkami na kapitalovych trhoch, kvéli ¢omu bol model kritizovany a

spochybnovany ako vhodny néstroj pri zostavovani portfolia.

3.1.2 Matematicka formulacia

Markowitzova teoria portfélia hovori, Ze investor maximalizuje ocakavany vynos
portfolia pri danej drovni rizika (variancia portfolia), alebo minimalizuje riziko pri

danej urovni o¢akavaného vynosu.

Definicia 3.1 (Markowitzova tedria portfolia). Nech r; si ndhodné premenné, ktoré
predstavuji vgnosy jednotlivijch aktiv, 7; su stredné hodnoty viinosov(océakdvané vinosy),
oij = cov(ry,rj) a w; si vihy jednotlivgch aktiv. Potom matematickd formuldcia

Markowitzovej tedrie portfolia podla [4] znie:

1 n n
min 5 (var(rp) = Z Z wiwjaij>
i=1 j=1

=1
zn:wi = 1.
=1
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V nasledujicej definicii preformulujeme pdvodné znenie matematickej formulacie
Markowitzovho modelu pre pouzitie v statickom modeli, kedy v ¢ase t = 0 optimalne
investujeme pociato¢ny kapital do zvolenych aktiv a bez dal$ich zasahov drzime

portfolio pocas celého investiéného horizontu T.

Definicia 3.2 (Staticky model). Nech Wy je pociatocny a Wr konecnsj magjetok (W
je ocakdvany konecny magetok - ekvivalent ocakdvaného vinosu portfélia v, zo vztahu
(13)), N; je mnozstvo aktiva i v portféliu a nech P; je jeho cena. Potom matematickd

formuldcia optimdlneho statického dlhopisového portfolia znie:

min var(Wr)
N
E[Wr] = Wy (14)
Y NiPi=W,
=1

3.1.3 Predpoklady transforméacie

Povodny Markowitzov model sa teoreticky da aplikovat na vSetky aktiva, ale jeho
primarnym vyuzitim je optimélne zostavenie akciového portfolia. Kedze my sa v
tejto praci venujeme dlhopisom, potrebujeme pévodny model upravit a stanovit
predpoklady pri ktorych bude model redlne vyuziteIny na zostavenie dlhopisového

portfolia.

Najvacsim rozdielom medzi akciami a dlhopismi je maturita dlhopisu, kedy jeho
majitel obdrZzi nominalnu hodnotu a dlhopis ako cenny papier zanika. Naopak akcie
maturitu nemaja a investor ich teoreticky moze v portféliu drzat neobmedzeny cas.
Najvacsi problém vznikd pri vypoctoch koneéného majetku Wy ak sa v portfoliu
nachadzaja dlhopisy s maturitou t menSou ako investi¢ny horizont T. RieSenim tohto
problému je reinvestovanie vSetkych pefiaznych tokov (kupony, nominalne hodnoty)
obdrzanych v ¢ase t < T za aktudlnu spotovi trokovi mieru R(¢,T) na obdobie
T — t, pricom portfolio nesmieme rebalancovat (kvoli zachovaniu statického modelu
- rebalancovanim portfélia pocas investi¢ného horizontu sa zaoberaji dynamickeé

modely). Budeme pracovat len s bezkuponovymi dlhopismi, ale teoreticky je mozné
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pouzit aj kupénové dlhopisy, ktoré sa daju vyjadrit ako séria bezkupénovych dlhopisov.
Napriklad 5 ro¢ny kupénovy dlhopis s kupénom C' v nominalnej hodnote N vieme
vyjadrit ako 5 bezkupoénovych dlhopisov - 4 dlhopisy v nominalnej hodnote C' s

maturitou 1,2,3,4 rokov a jeden 5 ro¢ny dlhopis v nominalnej hodnote N + C.

3.2 Odvodenie modelu SDP

Zoberme si 7 bezkuponovych dlhopisov s nominalnou hodnotou 1 (P(t,t)=1) a
maturitou 1,2...7 — 1,7 (ku kazdej maturite existuje prave jeden dlhopis). V case
t = 0 investujeme na$ pociato¢ny kapital W, do tychto dlhopisov. N; predstavuje

naktupené mnozstvo dlhopisu s maturitou t a P(0,t) je jeho cena. Potom plati:

Wy = Z N,P(0,1). (15)

Nase investi¢né portfolio vyskladame z 7 —1 rizikovych dlhopisov a jedného dlhopisu
s maturitou T kde 1 < T < 7. Kedze dlhopis s maturitou 7" drzime v portfoliu do
splatnosti, z pohTadu trokového rizika ho povazujeme za bezrizikovy. Na§ pociatoény

investovany majetok Wy sa nasledne da vyjadrit ako:

Wo = N'Py+ Ny P(0,7T) (16)
kde N'=(Ny,...,Nr_1,Npiq,...,N;)

/

Py = (P(0,1),...,P(0,T —1),P(0,T +1),...,P(0,7)).

Teraz potrebujeme vyjadrit hodnotu nasho kone¢ného majetku Wy. Cast povodnej
investicie Ny P(0,T) (bezrizikovéhy bezkuponovy dlhopis) zo vztahu (16) bude mat v

¢ase T hodnotu N7 (bezkuponovy dlhopis zmaturuje).

Ocenenie N'Py zo vztahu (16) v ¢ase T:

e t > T - hodnotu portfélia dlhopisov s maturitou t > T v ¢ase T" vypocitame ako
sucet cien jednotlivych dlhopisov, pricom pouZijeme vztah (2) z kapitoly 1.3.1

pre vypocet ceny bezkupoénového dlhopisu pri spojitom troceni.
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e t < T - v tomto pripade musime uplatnit predpoklad o reinvestovani pefiaznych
tokov (v ¢ase t dostaneme nominalnu hodnotu N; dlhopisu) za aktualnu spotovi

arokovi mieru R(¢,T") na obdobie T' — t.

Hodnotu nasho kone¢ného majetku W mozme nasledne zapisat ako:

T-1
WT _ ZN (T—t)R(t,T) +N + Z N —(t— T)R(Tt) (17)
t=1 t=T-+1

Ak vyrazy R(t,T) a R(T,t) v predchadzajtcej rovnici (17) napiSeme podla vztahu

(3) z kapitoly 1.3.1, hodnotu nasho koneéného majetku Wy dostaneme po matematickej

uprave ako:
T-1 1
Wr = N; N N, P(T\t 18
TZP(tT)+T+Zt ). (18)
t=1 t=T+1
Oznacme P}l = <P(11,T)’ ce P(Til,T) L P(T,T+1),...,P(T, 7')> Potom sa hodnota

nasho konecného majetku da napisat ako:

Wy = N'Pr + Ny. (19)

Kvoli aplikacii do modelu statického portfolia podla Markowitza, potrebujeme
vyjadrit varianciu a strednti hodnotu ndhodnej premennej Wy (udéva nam ocakavani

hodnotu kone¢ného majetku).
E[Wy] = N'E[Pr] + Nr. (20)

T-1T-1

var(Wr) =Y NiN, CO“( tl Ty’ P(sl, T))

t=1 s=1

+ Z Z N;N,cov(P(T,t), P(T, 5)) (21)

t=T+1s=T+1

+2Z Z N, N, cov( (1T) P(T, s)) — N'CN.

t=1 s=T+1
kde C je kovaria¢na matica:
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1 ;> prei=1,2....T—1,j=12,...T—1

pre:=1,2....,T—1,;=TT+1,...,m—1

cov (P(T,i+1) ;> prei=T,T+1,....7—1,j=1,2,....,T—1

cov(P(T,i+1),P(T,j+1)) prei=T,T+1,....71—1,j=T,T+1,...,m—1.

Definicia 3.3 (Staticky model dlhopisového portfolia). Pri splneni predpokladov z
castt 3.1.3 a po aplikovani vztahov odvodenych v casti 3.2 na povodny staticky model z

definicie 3.2, mézZme staticky model dlhopisového portfilia definovat ako :

1 - ~
min —~N'CN (22)
N 2
N'E[Pr] + Ny = Wy (23)
N'Py+ NpP(0,T) = W, (24)

Vznikol nam problém kvadratickej optimalizdcie s dvoma ohraniéeniami (23),(24),

ktoré matematicky skombinujeme a dostaneme optimalizacny problém s jedngm

ohranicenim:

1~ ~
min §N/C'N (25)

WO 7/ 5 ﬁO (7
Po.1) TN (E[PT] N P(O,T)) =W

Riesenie modelu statického dlhopisového portfélia - Vztah (25) je problém

kvadratickej optimalizicie, ktory rieSime pomocou Lagrangeovej funckie, ktorej

derivacia podla parametra N sa podla nutnej podmienky optima rovné 0.

o (1., . _ . P W B
% <§N CN + A (WT—N (E[PT] - P(O’T)> - P(O,T))) =0. (26)
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Riesenie optimalizacného problému néasledne dostaneme ako:

: g,
N=x|cTEB) - = 20 >
>\<C P P(O’T)>, 1)
Wy — o
kde \ = ~_POD (28)

(BLPr] - pis) € (BB - 5l ).

3.2.1 Vypocet premennych

V predchadzajicej casti sme si odvodili model statického dlhopisového portfolia a
jeho riesenie. Na to aby sme optimalne portfélio mohli redlne zostavit potrebujeme
vyjadrif premenné, ktoré sa nachadzaji v jeho rieseni - E[Pr] a kovariatni maticu
C'. Inak povedané, potrebujeme vy¢islit nasledovné premenné: E[P(T,t)|, E [%},
cov(P(T,t),P(T,s)), cov (%, ﬁ), cov (%,P(Tﬂs)).

Pri odhadovani tychto parametrov je nevhodné pouzit analyzu ¢asovych radov cien
ako je to ¢astou pouzivané pri optimalizacii portfolia akcii klasickym Markowitzovym
modelom. Problém pri tomto pristupe je prave maturita dlhopisov, kvoli ktorej je
pohyb cien dlhopisov nendhodny a zavisly na zostavajcom case do maturity. Preto sa
budeme sustredit len na o¢akavanu ¢asova Strukttiru drokovych mier pre bezkupénové
dlhopisy - na jej modelovanie pouzijeme Vagickov jednofaktorovy model, ktory
pomocou ocakavanych okamzitych trokovych mier dokéze odvodit vSetky potrebné

parametre.

3.3 Vasickov model

Casova struktira urokovych mier a modely na jej predikciu sa stali jednym z
najdolezitejsich komponentov finan¢nej matematiky a kvantitativnych financii. Takmer
vSetky svetové korporécie, od bank, poistovni az po vyrobcov tovarov potrebuju pre
spravne fungovanie spolo¢nosti modelovat budici vyvoj arokovych sadzieb - napriklad
v banke na spravu aktiv a pasiv a na urcovanie urokovych sadzieb pre klientov, iné

spolo¢nosti na zaistovanie(hedging) pomocou trokovych swapov a inych derivatov. V
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sucasnej dobe existuje pomerne velky pocet modelov na predikciu ¢asovej Struktary
urokovych mier, ale najvacsi zlom nastal v roku 1977, kedy Oldftich Vasicek uviedol svoj
model v ¢lanku "An Equilibrium Characterization of the term structure” v magazine
Journal of Financial Economics. KedZze tuplné matematické odvodenie a vSetky
predpoklady modelu st nad ramec tejto prace, budeme sa venovat len potrebnym
zakladom tohto modelu, ktoré st nevyhnutné na zostavenie statického dlhopisového
portfolia. Kompletny matematicky postup a odvodenie modelu je kvalitne spracované

v praci [6].

Urokové sadzby sa nehybu podobnym sposobom ako iné aktiva (napriklad akcie),
ktoré mozu teoreticky neobmedzene rast, pretoze kazda ekonomika ma svoje cykly -
po silnom raste sa prehrieva, stipne inflicia a iné ukazovatele na ¢o reaguje centralna
banka zvySenim drokovych sadzieb. Naopak ak ekonomika za¢ne stagnovat pripadne
vykazovat pokles, centralne banky znizia urokové sadzby. Preto aj Vasi¢kov model
predpoklada, Ze pohyb trokovych sadzieb je tzv.mean reversion proces, ¢o znamena
oscilaciu okolo dlhodobého priemeru. Taktiez predpokladé, Ze cela ¢asova Struktira
urokovych mier je zavisla od jedinej nahodnej premennej - okamzitej Grokovej miery.
Okamzita trokova miera je zjednodusene povedané limitny zaciatok casovej Struktiry
urokovych mier, t.j. drok p.a. na ¢o najkratSie ¢asové obdobie (pre matematicki

formulaciu pozri [5]).

Vasickov model modeluje okamzit tdrokovi mieru nasledovnou stochastickou

diferencialnou rovnicou:
dr(t) = k(0 — r(t))dt + o.dw. (29)

kde k(0 — r(t)) je tzv.drift, x > 0 je rychlost reverzie, 6 je tzv.mean reversion

level(dlhodoba priemerna hodnota okolo ktorej okamzita urokova miera osciluje), o, je
volatilita okamzitej trokovej miery a w je Wienerov ndhodny proces. Ak je 6 < r(t),
drift je zaporny a teda turokova miera v modeli zacne postupne klesat spiat smerom k
0 (pre 0 > r(t) plati opana analogia). Oc¢akavana Casova $truktira arokovych mier v

¢ase T a cena dlhopisu sa z Vasickovho modelu daji vyjadrit ako:
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Elr(t)]. (30)

P(t,T) =exp (A(t,T) — B(t,T)r(t)). (31)

kde A(t,T) = R(L(1 —exp (—r(T —1))) — (T —t)) — 4‘233(1 —exp (—k(T —t)))?,
R= (0 + A% — %"—E), A je cena trhového rizika a B(t,T) = £(1 — exp (—&(T — t))).

Potrebné premenné z kapitoly 3.2.1 pre optimalizaciu statického dlhopisového
portfolia sa daju odvodit pouzitim znamych vztahov pre odvodenie vlastnosti

lognormalneho rozdelenia na vztah (31):

E[P(T,t)] = exp (A(T, t)— B(T,t)E[r(T)] + %B(T, t)gvar(r(T))). (32)

E { ! ] = exp (—A(t, T)+ B(t,T)E[r(t)] + %B(t,T)%ar(r(t))). (33)

1 1 1 1
—FE E B(t,T)B(s,T)cov(r(t),r(s))_1 (34
o (i rom) = ) © Lro) ¢ ) 54
1

Nésledne aby sme mohli tieto parametre vy¢islit, potrebujeme hodnoty E[r(T)],

var(r(T)) a cov(r(T),r(s)), ktoré boli taktiez odvodené v praci [6] ako:

Elr(T)] = r(t)exp (—r(T —t)) + 0(1 — exp (—x(T" — 1)), (37)
var(r(T)) = o2 (1 —OXp gff(T - t))) , (39)
cov(r(T), 7(s)) = 02 (1 —oxp (_Z“SZZ'”(T’ 8) = t))) | (39)
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4 Aplikacie a experimenty

V nasledujicich podkapitolach odhaneme parametre A\, k, 6, o,, ktoré ¢o najpresnejsie
aproximuji danid okamzitd trokovi mieru. Pomocou funkcii naprogramovanych v
programe Matlab vypocitame mnozstva dlhopisov, ktoré vytvoria optimalne statické
dlhopisové portfolio. Vysledky interpretujeme a optimélne portfélio podrobime

stresovym testovanim na pohyb ¢asovej struktiry trokovych mier.

4.1 Odhad parametrov

Parametre okamzitej drokovej miery budeme odhadovat na zaklade historického
vyvoja 3-mesa¢ného Euriboru, ktory je na tento ucel bezne vyuzivany v investi¢nom
bankovnictve. VSetky historické data ktoré sme vyuzili v tejto préci boli ziskane
z profesionalneho finanéného néastroja Bloomberg. Na nasledujicom obrazku ¢.6 je
zobrazeny graf vyvoja 3-mesa¢ného Euriboru, ¢erveny kruh znaci obdobie od 1.1.1999
do 29.8.2003 - na tejto vzorke historickych dat (1705 tddajov) budeme parametre
odhadovat. Na obrazku su taktiez vyznacené dva Cierne kruhy, ktoré ndm oznacuji
zatiatok a koniec investi¢ného horizontu (v nasom pripade sme zvolili 5 rokov). Pre
parameter A zvycajne plati: A < 0 (zaporné A znadi rizikova prirazku na aktivam), ale
pre vysoki naro¢nost odhadu (nad ramec tejto prace) sme sa rozhodli pre A = 0 - teda
predpokladame rizikovo-neutralne prostredie na trhu. Tento predpoklad nie je tplne
odkloneny od reality, kedZe budeme pracovat s nemeckymi Statnymi dlhopismi, ktoré
sl povazované za jednu z najbezpecnejsich investicii na globalnom finan¢nom trhu.
Parametre okamvzitej trokovej miery sme odhadovali metédou maximélnej
vierohodnosti, kde sme pouzili postup detailne popisany v praci [7]. Problém sme
rieSili numericky v programe Matlab, pricom odhady parametrov z historickych dat

st rieSenim optimalizac¢nej tlohy:
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6 Rate

Obr. 6: 3M Euribor

Konstanta At meria ¢asovy krok danych historickych dat. KedZze sa snaZime
odhadnut ro¢né parametre x, 0, o, a mame k dispozicii denné data, At = %. Kvoli
synchronizacii s programom Matlab, ktorého implementované optimaliza¢né funkcie
rieSia problém minimalizacie, budeme minimalizovat funkciu —in L(o, k,0) zo vztahu

(40).

Ucelova funkcia zo vztahu (40) je zobrazenie z R® — R a nas Gasovy rad
historickych dat Euriboru méa 1705 udajov. Optimalizovat tito funkciu a ndjst potrebné
parametre je pomerne zlozity proces, preto sme pre odhad parametrov museli navrhnuat
vhodnt optimalizaéni procediru s ohladom na volbu Startovacieho bodu. Klasicka
optimaliza¢na funkcia v Matlabe fmincon s ohrani¢enim > 0, § > 0, o, > 0
nepriniesla pozadované vysledky. Problém nastal pri volbe Startovacieho bodu iteracie,
kedy sme pre rozne Startovacie body dostali rozne extrémy (pravdepodobne vysoky
pocet lokalnych extrémov). Z tohto dovodu sme sa rozhodli parametre k, 0, o, rozumne

ohrani¢it - pomohli sme si aj grafmi funkcii pri fixovani jedného z parametrov.
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e vietky nase data lezia v intervale < 0.0212,0.0514 >, teda € (mean reversion

level) ohrani¢ime ako 0.02 < 6 < 0.055

e volatilita o, je pravdepodobne &iselne velmi mala (vyberova disperzia s? =

0.0007) a ohrani¢ime ju ako: 0.01 < g, < 1

e parameter s ohrani¢ime 0.01 < xk < 1, kde nam pri tomto odhade pomohli

empirické vysledky inych prac venujucich sa tejto téme (pozri [2])

Po pouziti tychto ohrani¢eni a naprogramovanej funkcie maxsearch2 (pozri
prilohu), kde sme vyskasali 10000 roznych hodnot parametrov s, 6, 0., sme nasli bod
(0,,K,0) = (0.01,0.4214,0.0329), kde funkcia zo vztahu (40) nadobtida minimalnu
hodnotu pre dany pocet merani. Po dalSom ohrani¢eni parametrov okolo hodnot tohto
bodu, zjemneni delenia a opédtovnom pouziti funkcie maxsearch2 sa nam podarilo
odhad upresnit na (o,,x,60) = (0.0091,0.448,0.0329). Tento odhad spliia podmienky
optima zo vztahu (40), ¢o sme overili pouzitim funkcie fmincon so §tartom iteracie v

bode tohto odhadu.

- In L(S K theta=0.0329)

-4000,:___,,_........__...
@ -E‘EIEI[I,_ : ﬂ
= § |
w0000~
.
r: o |
12000+ f;;?;g %'a :‘m' -
: ' o
%ﬁ{”g"’i‘"a
< ‘
0.5 \\m,\\ ? :
0.4 _ i ‘ ' \
0.3 i \\‘QM*; ;,h 'flm, I
0.1 .
- . KAPPA

Obr. 7: ucelova funkcia zo vztahu (40)
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Po fixacii parametra § = 0.0329 sme vykreslili graf ucelovej funkcie (obrazok ¢.7)
zo vzfahu (40). Optimalna hodnota (o,,k,0) = (0.0091,0.448,0.0329) sa nachadza
vo vyznacenej cCasti grafu. Na prvy pohlad sa zda, ze funkcia na obrazku ¢.7
nadobida minimum niekde v oblasti sedlového bodu v strednej casti obrazka, ¢o sa
ale numerickymi testami v programe Matlab nepotvrdilo. Odhadnuté parametre sme
nésledne otestovali pomocou naprogramovanej funkcie simulacia (pozri prilohu), ktora
modeluje Vasi¢kov ndhodny proces zo vztahu (31). Tento proces je zobrazeny na grafe
v obrazku ¢.8, kde ¢ierna krivka znazornuje historicky vyvoj 3-mesa¢ného Euriboru a
farebné krivky st vysledkom Vasickovho nahodného procesu. Z obrazka ¢.8 a z inych
testovanych simulacii je zrejma prilis vysoka hodnota parametra volatility o, = 0.0091,
ktory sme sa pokusili postupne znizovat a vysledky simulacii sme sledovali na grafe.
Taktiez ako kompenzaciu znizenej volatility sme sucasne znizovali rychlost reverzie k.
Tymto neurditym a matematicky neformalnym postupom sme sa dopracovali k hodnote
(0,,k,0) = (0.006,0.3,0.0329), ktord v simulacii vykazovala velmi dobré vysledky

(pozri obrazok ¢.9)

0_055 T T T T T T T

0.05

0.045 |- Y S ' .
0.04 d le -

0_035_ ‘ ,.:'I'. M {T ! . | _

0.025

=

0.02 - —

0.015 ' ' '
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4

Obr. 8: simulécia pre (o, k,0) = (0.0091, 0.448,0.0329)
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0.055 T T T T T T T
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0.035

0.03

0.025

0.02

0.015 1 ! ! 1 1 ! 1
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Obr. 9: simulécia pre (o, k,0) = (0.006,0.3,0.0329)

Rozdiel medzi hodnotou tuécelovej funkcie v odhade (o, ,0) = (0.006,0.3,0.0329)
a v bode optima (o, x,0) = (0.0091,0.448,0.0329) je vzhladom na hodnoty ucelovej
funkcie v inych odhadoch nesignifikantny. Z tohto dévodu sme sa rozhodli uprednostnit
odhad (o, k,0) = (0.006,0.3,0.0329), ktory v simulacii Vasi¢kovho ndhodného procesu
dosahoval znatelne lepSie vysledky ako numericky vypocitany optimalny bod

(0, 5,0) = (0.0091,0.448, 0.0329) zo vztahu (40).

Nasledne sme pre tplnost otestovali vhodnost tejto volby pomocou ocakavanych
cien dlhopisov s maturitou ¢ v ¢ase T' = 1 podla vzfahu (32), ktoré sme vypocitali

pomocou naprogramovanej funkcie meanP (pozri prilohu).

i 1| 2 3 4 5 | 6 | 7 8
E[P(1,i)] | 1 |0.968 | 0.937 | 0.907 | 0.878 | 0.85 | 0.822 | 0.796

Tabul'ka 1: o¢akavané ceny dlhopisov v ¢ase T' = 1 pre (o, k,0) = (0.006,0.3,0.0329)
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Podl'a vztahu (30) sme v programe Matlab naprogramovali funkciu spotrates (pozri
prilohu), ktora na zéklade parametrov okamzitej arokovej miery vykresli pohyb ¢asovej
Struktary drokovych mier v ¢ase T (obrazok ¢.10). Z grafov vidime rozdielny pohyb
Casovej Struktiry turokovych mier podla volby Startovacieho bodu r(0), kedy je
vidiet zachovanie predpokladu mean-reversion procesu. V pripade o¢akavania poklesu
okamrzitej tdrokovej miery je pokles trokovej krivky dosiahnuty hlavne klesanim
urokovych sadzieb kratkodobych dlhopisov, ktoré klesaju rychlejSie ako dlhodobé
(vrchny graf) - trokova krivka sa vyrovnava. V pripade o¢akavania rastu okamZitej
urokovej miery je rast dlhodobych dlhopisov rychlejsi ako rast kratkodobych (spodny
graf) - trokova krivka sa stava strmsia. Tieto tvary Casovej Struktury tarokovych mier

detailnejsie popiSeme v casti 4.3.

0.048 T T T T T T

0.046

r(0) = 0.05 > theta = 0.0329

0.044

0.042

Rit,T)
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0.036

0034 | | | | | |
1

MATURITA
0.034 T T T T

=]

=]

[

ra
T

r(0) = 0.0215 < theta = 0.0329 y

0.028

Rit,T)

0.026

0.024

0.022

Obr. 10: pohyb ¢asovej struktiry trokovych mier
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4.2 Optimalne portfélia

V tejto casti interpretujeme vysledky ktoré sme dostali pouzitim statického
dlhopisového portfélia. Do portfélia sme zahrnuli nemecké Statne dlhopisy s
maturitou 1 az 8 rokov, investi¢ny horizont sme zvolili 7' = 5 rokov. Pre predstavu
redlnej vykonnosti statického dlhopisového portfélia sme do nasich kalkulécii zahrnuli
aj hodnoty Wr_s, ktoré sme vypocitali zo vzfahu (19) pomocou historickych cien
nemeckych statnych dlhopisov v ¢ase T' = 5. Tieto iidaje by nam nasledne mali pomoct
pri hodnoteni vhodnosti pouzitia daného modelu. Pri optimalizacii v programe Matlab
mohli vzniknut chyby pri zaokrtuhlovani. Taktiez pri vpisovani tdajov sme uplatnili
nasledovny vzfah: ak pre mnozstvo w; dlhopisu plati | w; |< 1072 = w; = 0. Z
tychto doévodov sa vo vystupnych tabulkidch moézu nachadzat malé chyby, ktoré su
ale dostato¢ne nesignifikantné na ovplyvnenie interpretacii a zaverov vyplyvajiich z

nasich vysledkov.

Kovarianfna matica zo vztahu (22) a z nej odvodena korela¢na matica:

0.183 0.152  0.113 0.06 —-0.1 —0.127 —-0.145
0.152  0.195 0.144 0.08 —0.128 —-0.163 —0.186
0.113  0.144  0.127 0.07 —-0.113 —-0.144 -0.164
C=10""1 0.06 0.08 0.07 0.043 —-0.069 —0.088 —0.1
-0.1 -0.128 —-0.113 —-0.069 0.114 0.145 0.166
—-0.127 -0.163 —-0.144 —-0.088 0.145 0.185 0.211
—0.145 —-0.186 —-0.164 —0.1 0.166  0.211  0.241

1 0.8 0.735 0.7 —0.689 —0.689 —0.689

0.8 1 0915 0877 —0.858 —0.858 —0.858

0.735  0.915 1 0.958 —0.937 —0.937 —-0.937

COR = 0.7 0.877  0.958 1 —-0.978 —0.978 —-0.978

—0.689 —0.858 —0.937 —-0.978 1 0.999  0.999
—0.689 —0.858 —0.937 —0.978 0.999 1 0.999
—0.689 —0.858 —0.937 —0.978 0.999  0.999 1
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Pre potreby nésledovnych interpretécii uvadzame v tabulke ¢.2 YTM jednotlivych
nemeckych §tatnych dlhopisov v ¢ase t = 0, z ktorej je zrejmé rastiica ¢asova struktira
arokovych mier. Délezity je najmé udaj YTM pre 5-ro¢ny dlhopis YT'M (5) = 3.46%,

ktory bude slazit ako benchmark pri hodnoteni vysledkov staticky optimalnych portfolii

(T = 5).

i

1

2

4

5

6

7 8

YTM() | 2.2% | 2.56%

3% | 3.32%

3.46%

3.68%

3.86% | 4%

Na zaciatok sme vypocitali optimalne mnozstva dlhopisov w; - - -

Tabulka 2: YTM nemeckych statnych dlhopisov v ¢ase t = 0

wg (tabulka ¢.3)

pre portfolia s pocdiatoénym majetkom Wy = 1 a o¢akdvanym kone¢nym majetkom

E[Wr_s] € (1.05,1.5).
w1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Ws 0 0 0 0 0 0 0 0 0
W3 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Wy 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Ws 124 | 82 | 4.1 0 4.2 | -84 | -125 |-16.7| -25
We -137.6 | -86.6 | -35.6 | 15.5 | 66.5 | 117.5 | 168.6 | 220 | 321.7
Wr 253.8 | 160 | 65.6 | -28.5 | -122.6 | -216.8 | -310.9 | -405 | -593.2
Wg -127.8 | -80.4 | -33 | 144 | 61.8 | 110 | 156.6 | 204 | 298.8
vary, 0 0 0 0 0 0 0 0 0
EWy_s] | 1.05 | 1.10 | 1.15 | 1.20 | 1.25 | 1.30 | 1.35 | 1.40 | 1.50
Woros | 1.131 | 1.151 | 1.171 | 1.191 | 1.211 | 1.23 | 1.251 | 1.27 | 1.31

Tabulka 3: optimalne portfolia bez zdkazu short sale
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Interpretécia hodnét v tabulke ¢.3: Z optimalnych mnozstiev dlhopisov w; - - - wg

su pozorovatelné velké pozicie v dlhopisoch s maturitou vicSiou ako investi¢ny
horizont T' = 5, kde velkd dlha pozicia pri dlhopise s maturitou w; je kompenzovana
dvoma kratkymi poziciami v dlhopisoch wg a wg. Dlhopisy s maturitou mensiou ako
investi¢ny horizont T' = 5 sa nedostali do Ziadneho optimalneho portfélia. Tento
vysledok sa da odovodnit velmi vysokou korelaciou dlhopisov s va¢siou maturitou v
¢ase T' = 5 (pozri maticu COR), ktoré tak tvoria takmer dokonalé substitiity (pozri
[6]). Model statického dlhopisového portfolia sa nasledne snazi vyuzit potencidlne
arbitrazne prilezitosti, ktoré vznikaju pri kupe dlhopisu w; a stcasnom predaji
dlhopisu w;;;. Hodnota minimalizovanej premennej var, sa pri vSetkych hodnotach
ocakavaného vynosu pohybovala velmi blizko 0 (var, € (2.107' 1071)), ¢o je
sposobené vysokou korelaciou aktiv v portféliu a sposobom vyberu ich optimélnych
mnozstiev. Z vysledkov premennej Wr_5 mozme vypocitat redlny vynos portfolia,
ktory sa nachadza v intervale (2.5%,5.5%). Pri dlhopisovych investi¢nych stratégiach,

ktoré su vSeobecne povazované za konzervativne je to slusny vysledok.

Short sale pri dlhopisovych investicidch sa da uskuto¢nit len prostrednictvom
derivatov, pri skuto¢nych dlhopisoch je zakdzany. Preto pre lepsie znazornenie redlnej
situacie na dlhopisovom trhu zakédzeme statickému modelu vstupovat do zapornych

pozicii. Vysledky st znazornené v tabulke ¢.4.

Interpretécia hodnoét v tabulke ¢.4: Do tabulky ¢.4 sme zahrnuli duraciu portfolia D

a oCakavany a realny vynos portfolia do splatnosti E[YT M| resp. YT M. Z premenne;j
var, mézme pozorovat jej vyssie hodnoty v prvych troch portfoliach, najnizsie hodnoty
v portfoliach s E[YTM]| =3.37% a E[YTM] = 3.7% a najvyssie (stipajuce) hodnoty

v poslednych Styroch portfoliach s najvyssimi o¢akidvanymi vynosmi.

e matematickd interpretacia: Vysvetlenim malej diverzifikicie a teda vySSej
hodnoty var, v niektorych portfolidch je ohranicenie v optimaliza¢nom probléme
zo vztahu (25), ktoré je v pripade zdkazu short sale a nerealneho oc¢akavaného

vynosu problém splnit. Optimélne rozlozenie dlhopisov zavisi hlavne od c¢lenov

Wo
W?T) = 1.1848
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w1 0.97 0.23 0.77 0.1 0.01 0 0 0 0
Wo 0 0.78 0.13 0.09 0.02 0 0 0 0
W3 0 0 0.02 0.18 0.04 0.02 0 0 0
Wy 0 0 0.01 0.23 0.44 0.14 0 0 0
W5 0 0 0.05 0.16 0.22 0.29 0.34 0.39 0.59
W 0 0 0.06 0.31 0.01 0 0 0 0
Wr 0 0 0 0.06 0.03 0 0 0 0
Wg 0 0 0 0.03 0.45 0.81 1 1.03 1.1
10°.var, | 8.7 9.4 6.7 0.22 0.78 6.6 12.3 13 15.7
EWr_5] | 1.05 1.10 1.15 1.18 1.20 1.22 1.25 1.30 1.50
Wr_s 1.079 | 1.094 | 1.156 | 1.178 | 1.194 | 1.20 | 1.228 | 1.305 | 1.569
E[YTM] | 0.98% | 1.9% | 2.83% | 3.37% | 3.7% | 4.07% | 4.56% | 5.4% | 8.45%
YTM | 1.53% | 1.81% | 2.94% | 3.33% | 3.61% | 3.7% | 4.19% | 5.47% | 9.43%
D 1 1.775 | 1.673 3.7 3.65 6.78 724 | 7.176 | 6.95

Tabul'ka 4: optimalne portfolia so zakazom short sale

a (E[P}] — %y = (-0.0404,-0.0354,-0.0235,-0.0099,0.0160,0.0312,0.0458),
z ktorych sa po dosadeni do (25) daju logicky vy¢itat matematické dovody
rozdelenia dlhopisov do jednotlivych portfolii. V pripade prvého a posledného
portfolia s ofakavanym vynosom E[YTM] = 0.98% resp. E[YTM] = 8.45%
nastal problém pri optimalizacii a funkcia fmincon nesplnila zakladné
ohranicenia. Téato chyba bola spdsobené prilis nizkym resp. vysokym oc¢akavanym
vynosom, ktory statické optimalne portfélio s danymi parametrami Vasickovho
modelu nebolo schopné dosiahnut. Pri pohlade na YTM dlhopisov v ¢ase t = 0
v tabulke ¢.2 je problémovost vyskladania portfolii s E[YTM] = 0.98% resp.
E[YTM] = 8.45% zrejma. Portfolia s neredlne vysokymi/nizkymi o¢akavanymi
vynosmi by sa dali ziskat po zvySeni volatility o, okamzitej arokovej miery vo
Vasickovom modeli. Tym by sme ale museli upustit od predpokladu modelovania
realnej situacie na dlhopisovom trhu resp. modelovania realnej okamzitej irokove]

miery.
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e ekonomicka interpretacia: Staticky optimalny model pri nizkych o¢akévanych
vynosoch zvolil stratégiu tzv. rollover, ¢o znamena nakup dlhopisov s maturitou
t < 5 a a ich reinvestovanie v Case t. Portfolia v strede tabulky maji rozumne
zvoleny ocakavany vynos E[YTM] = 3.37% a E[YTM]| = 3.7%, ¢o znamena
menej problémov pri splneni ohrani¢enia zo vztahu (25) pre rozne N. Z tohto
dovodu st tieto portfolia lepSie diverzifikované a maji mensiu hodnotou vary.
Pri tomto oc¢akavanom vynose sa model sprava podobne ako tzv. ladder stratégia,
ktorad pociatoény majetok Wy rozdeli do vSetkych dlhopisov. Pre posledné Styri
portfolia s vyssim E[YTM] je spravanie modelu opacné ako v prvom pripade
nizkych oc¢akidvanych vynosov. Model na tkor diverzifikicie a variancie investuje
najmé do dlhopisu s maturitou ¢ = 8, ktory poskytoval v ¢ase t = 0 najvyssi
vynos. Toto spravanie je podobné tzv. riding the yield curve stratégii (v preklade
jazdenie trokovej krivky), ktord za predpokladu rasticej cCasovej Struktary
urokovych mier a jej budicej stability investuje do dlhopisov s vysSiou maturitou
ako investiény horizont. Optiméalne mnozstva N portfolii pre roézne hodnoty
ocakavaného vynosu sa zdaja byt logické aj vzhladom na YTM jednotlivych

dlhopisov v case t = 0 z tabulky ¢.2.

Zaujimavé si aj hodnoty ocakdvaného konetného majetku E[Wr_s] a realneho
kone¢ného majetku Wr_s. V obidvoch tabulkach vysli tieto hodnoty vzajomne velmi
podobné, t.j. E[Wr_s] & Wr_s, ¢o znamena, Ze hodnoty ofakavanych cien jednotlivych
dlhopisov z Vasickovho modelu boli v stlade s redlnym vyvojom cien na dlhopisovom
trhu, t.j. E[Ps] ~ Ps (pozri tabulku ¢.5). KedZe pociatoény bod 3-mesacného Euriboru
r(0) = 0.0215 a mean-reversion level § = 0.0329, Vasitkov model predpokladal narast
arokovych sadzieb (r(0) < 0), a na zaklade toho odhadol budice ceny dlhopisov, ktoré
vstupuji do statického modelu. Na obrazku ¢.6 si mézeme v8imnut rasticost krivky
3-mesa¢ného Euriboru v obdobi trvania nasej investicie (medzi ¢iernymi kruhmi), ¢o je
v stlade s o¢akavanim Vasickovho modelu. Na druhej strane tento vysledok povazujeme
za ndhodny, kedze odhad cez Vasickov model neberie do uvahy ceny dlhopisov v ¢ase

t = 0, ktoré povazuje za funkciu okamzitej tirokovej miery.
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4.2 Optimélne portfolia 4 APLIKACIE A EXPERIMENTY

E[Ps] | 1.1183 1.09 1.06 1.03 097 0.94 00911
Ps 1.13  1.069 1.071 1.041 0.959 0.923 0.888

Tabulka 5: ocakiavané vs. redlne ceny v ¢ase T' =5

Porovnanie vynosov s buy and hold stratégiou: ~ Pre  potreby  nasledujicich

interpretacii budeme za =za optimalne statické portfolia povazovat len tie s
E[YTM] = 3.37% a E[YTM] = 3.7% a najnizsiou varianciou, ktoré maji priemerny
realny vynos 3.47%. Pri inicializacii buy and hold stratégie sme mali moznost v case
t = 0 kuapit 5-ro¢ny dlhopis s vynosom 3.46%. Priemerny vynos generovany statickymi
dlhopisovymi portféliami je v tomto pripade sice tesne vyssi, alebo pripadne aj nizsi
ak pri nakupe viac druhov dlhopisov pocitame s vyssimi transakénymi nékladmi.

Tento rozdiel vykonnosti sa zda byt nesignifikantny.

Porovnanie vynosov s metédou duricie: Metdéda durédcie pri zostavovani portfolia

berie do tvahy ocakivania trokovych sadzieb. Ak investor oc¢akava pokles trokovych
sadzieb, jeho portfolio by malo mat duraciu vyssiu ako jeho investiény horizont
(pokles trokovych sadzieb sa najviac prejavi na cene dlhodobych dlhopisoch). Naopak,
v pripade ocakavania rastu trokovych sadzieb investor zostavi portfélio s mengiou
duraciou ako jeho investiény horizont. V tomto pripade pre zjednodusSenie budeme
predpokladat, Ze ocakdvania investora st priamo umerné ocakavaniam Vasickovho
modelu. Kedze r(0) < 6, investor oc¢akéava rast urokovych sadzieb a preferuje portfolia
s D < 5. Pri pohlade na portfolia v tabulke ¢.4, ktoré maju D < 5, je zrejmé 7e
ich realny vynos je mensi ako 3.47%. TaktieZ sme odskusali dalsie portfolia spliajice
D < 5 a vztah (24), a po zhodnoteni vysledkov sa nam potvrdila mengia vynosnost
metody duracie oproti optimalnemu statickému dlhopisovému portfoliu za dané ¢asové

obdobie.
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4.3 Stresové testovanie

V tejto kapitole budeme testovat optiméalne statické dlhopisové portfolio na pohyb
casovej Struktury trokovych mier. Vyberieme si jedno statické optimalne portfolio
a budeme sledovat ako sa zmeni na$ konecny redlny vynos Wr pri inom tvare
¢asovej Struktary drokovych mier v case 1. V predchadzajicich kapitolach sme
pracovali s investi¢nym horizontom T = 5 rokov, ktory v tejto kapitole zmenime
na 7' = 1 rok. Dovodom tohto kroku je fakt, Zze vynos pre portfélia s investi¢nym
horizontom 7" > 1 je determinovany tvarom casovej Struktiry trokovych mier v
kazdom roku t < T kvoli reinvesticiAm zmaturovanych dlhopisov za trokovi mieru
R(t,T). Preto na testovanie citlivosti redlneho vynosu Wy_s portfolia by sme museli

sicasne hybat piatimi asovymi Struktirami trokovych mier (pozri Pp zo vztahu (19)).

Pre testované optimélne portfolio (tabulka ¢.6) sme zvolili ofakdvany vynos
E[YTM] = 5%. Tato hodnota nerobila problémy pri optimalizacii, polahky spliiala
ohrani¢enie zo vztahu (25) a portfolio bolo dostato¢ne diverzifikované. Aby sme mohli
vysledky stresového testovania optimélneho portfolia s nie¢im porovnat, vytvorili sme
neoptimalne portfolio (tabulka ¢.7) s rovnakym oc¢akévanym vynosom E[YT M| = 5%,
ktoré splita potrebné ohrani¢enie, ale upustili sme od predpokladu optimality Gcelovej

funkcie zo vztahu (22).

Wi | Wo | Wy | Wy | Ws W wy | wg | 105.var, | E[YTM,] | YTM,

0.56 | 0.03 | 0.02 | 0.02 | 0.135 | 0.025 | 0.043 | 0.3 8.99 5% 3.92%

Tabulka 6: statické optimalne portf6lio pre T'= 1 rok

W1 Wa | W3 | Wg | W5 | Wg | W7 | wg | 10°.var, | E[YTM,] | YTM,,

0.024 | 0.095 | 0.36 | 0.45 | 0.14 | 0.04 | 0.017 | 0.01 124 5% 3.84%

Tabulka 7: statické neoptimélne portfolio pre T' = 1 rok
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Pohyb casovej struktary trokovych mier a jej tvar je ndhodny proces, ktory zavisi
od situacie na dlhopisovom trhu. My sa pre potreby stresového testovania zameriame
na niektoré zakladné typy pohybov, ktoré st zobrazené na obrazku ¢.11 a popisané
v nasledujicom odseku. Casovou Struktirou urokovych mier sme vzdy pohli o realne
hodnoty, vypocitali sme nové ceny dlhopisov, a zo vztahu (19) sme vyjadrili koneény
majetok resp. realny vynos do splatnosti. Duracia portfolii naAm vysla velmi podobné:
D, = 3.78 = D, = 3.72. 7 teorie duracie by mali byt vysledky stresového testovania
podobné, kedze obidve portfolid maju takmer rovnaku citlivost na zmenu urokovych
sadzieb. Téato tedria sa pri nami testovanych pohyboch trokovej miery nepotvrdila, ¢o

mozeme pozorovat z hodnot v tabulke ¢.8.
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Obr. 11: typy pohybov ¢asovej struktary trokovych mier
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1. vyrovnavajtca sa (tzv. flattening yield curve): Casova Struktira arokovych
mier nadobuda tento tvar ak vynosy dlhodobych dlhopisov klesaju rychlejsie
ako vynosy kratkodobych dlhopisov, alebo v ojedinelych pripadoch ak vynosy
dlhodobych dlhopisov klesaju stcasne s rastom vynosu kratkodobych dlhopisov.
Vyrovnavajica sa ¢asova struktira irokovych mier vi¢sinou vzniké pri ocakavani
nizsej inflacie alebo pomalSieho rastu ekonomiky. Pri recesii sa niekedy objavi
dokonca inverzna c¢asova Struktira drokovych mier, kedy vynos na kratkodobych

dlhopisoch je vyssi ako na dlhodobych dlhopisoch.

2. zostrmovavacia (tzv. steepening yield curve): Tento pripad nastava ak
vynosy dlhodobych dlhopisov rasti rychlejsie ako vynosy kratkodobych dlhopisov
(krivka sa stava strmsia). Vo va¢sine pripadov tento typ krivky znamené, ze trh

ocakéva zvySend inflaciu a silnej$i ekonomicky rast.

3. posunuta nahor/nadol o konstantu: Casova struktira trokovych mier sa na
realnom dlhopisovom trhu sice tymto sposobom nehybe, aj napriek tomu nés

zaujima vyvoj redlneho vymnosu pri tychto pohyboch.

L@ B | @ |YTM
YTM | 4.35% | 2.94% | 3.29% | 4.63% | 3.8%
YTM,, | 4.37% | 3.84% | 3.68% | 5.21% | 4.28 %

Tabul'ka 8: Vysledky stresového testovania

Z vysledkov v tabulke ¢.8 je vitazom neoptimélne portfélio, kedy pre priemerny
vynos po stresovom testovani plati: YT'M, = 4.28% > YTM, = 3.8%. Relevantnost
tychto vysledkov je otazna, kedZe sme testovali iba $tyri rozne tvary ¢asovej Struktury
urokovych mier. Napriklad ak by sme uvazovali hrbaty tvar ¢asovej trokovej miery
(tzv.humped yield curve) v ¢ase T" = 1, kedy dlhopisy so strednou dobou splatnosti

majli najvyssi vynos, vysledok realnych vynosov portfolii by bol odlisny.
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Neoptimélne portfolio mé vyrazny podiel v dlhopisoch s maturitou 3, 4 a 5 rokov,
ktoré by po zmene turokovej krivky na hrbaty tvar vyrazne stratili na hodnote.
V optimalnom portféliu sa dlhopisy so strednou dobou splatnosti nachadzaju v
minimalnych mnozstvach, preto pri hrbatom vyvoji arokovej krivky by vyssi vynos

dosahovalo optimalne portfélio.

Pre lepsie stresové testovanie by bolo vhodné ¢asovi struktiru "rozumne" nahodne
modelovat a vykonat omnoho viac merani, pretoze nase vysledky niest dostato¢né na
formulovanie zaveru a oznacenie neoptimélneho portfolia ako vhodnejsieho z hladiska

trokového rizika.
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ZAVER ZAVER

Zaver

Ak ste sa v tejto praci docitali az na tuto stranu, chcem sa Vam podakovaf za
¢as straveny pri jej Citani a duafam, Ze ste si z nej odniesli uzitoc¢né poznatky.
Prinosom pre mia samotného je hlavne kvantum vedomosti na¢erpanych pri studovani
materialov a pisani tejto prace. Taktiez som si prehibil vedomosti o dlhovej krize v
Eur6pskej tnii, ¢o mi moze pomdct pri pracovnych pohovoroch v oblasti investi¢ného
bankovnictva. Hlavne pri pisani praktickej kapitoly 4 som si uvedomil, Ze tento typ
prace nie je len o napisani urcitého poctu strdn ale hlavne o vyskume. Najviac
¢asu som stravil pri odhadovani parametrov okamzitej irokovej miery z redlnych dat
3-mesac¢ného Euriboru (kapitola 4.1). Na druhej strane vysledok ku ktorému som
sa dopracoval povazujem za velmi kvalitny (pozri obrazok ¢.9) a pouZiteIny pre
dalsi vyskum. Pri hodnoteni statickych optimalnych portfolii a stresovom testovani
(kapitoly 4.2 a 4.3) som sa snazil ziskané vysledky ¢o najlepsie interpretovaft, ale
nejaké prili§ silné zavery sa nedali formulovat. Dévodom je nedostatoCnd vzorka
pozorovani a dat vyuzitych pri danych experimentoch. Prave v tejto oblasti je
podla méjho néazoru priestor na dalSie vylepSenia prace. Pri stresovom testovani
by bolo vhodné brat do tvahy omnoho viac moznych scenarii pohybu urokovej
krivky a vysledky porovnavat s viacerymi neoptimélnymi portféliami. Pri hodnoteni
optimélnych statickych dlhopisovych portfolii by bolo vhodné vytvorit modelové
situacie pre rézne hodnoty investiéného horizontu 7T pripadne do portfélia zahrnut
dlhopisy inych statov - v tom pripade by v modeli vystupovalo aj kreditné riziko a

korel4cia dlhopisov v portféliu by bola omnoho nizsia.

o7



ZOZNAM POUZITEJ LITERATURY ZOZNAM POUZITEJ LITERATURY

Zoznam pouzitej literatiry

[1] CFA Institute: Equity and Fized Income Vol. 5 CFA Program Curriculum 2008
Level 1, Pearson Custom Publishing, Boston, 2008

|2| Herrala, N.: Vasicek Interest Rate Model: Parameter estimation, evolution of
the short-term interest rate and term structure, Lappenranta University of
Technology, dostupné na internete (20.4.2012):
https://www.doria.fi /bitstream /handle /10024 /43257 /nbnfife200901141021.pdf ?sequence=3

|3] Markowitz, H. M.: Portfolio Selection: Efficient Diversification of Investments,
John Wiley & Sons, New York, 1959

|[4] Markowitz, H. M.: Portfolio Selection, Journal of Finance Vol.7(Marec 1952),
77-91, dostupné na internete (20.4.2012):
http://www.jstor.org/stable /2975974 7seq—1

[5] Melicheréik, I., Olgarova, L., Uradnicek, V.: Kapitoly z financnej matematiky,
Epos, Bratislava, 2005

|6] Puhle, M.: Bond Portfolio Optimization, Springer - Verlag, Berlin, 2008

[7] Sevcovi¢, D., Stehlikova, B., Mikula, K.. Analytické a numerické metddy

oceriovania financénijch derivdtov, Slovenska technickd univerzita, Bratislava, 2009

o8



Priloha A Priloha A

Priloha A

Naprogramované funkcie v programe Matlab

dostupné na internete -

http : / Jwww.ulozto.sk/xDWV ftl/bakalarka — subory — rar (A.1)
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