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Abstrakt

KOMADEL, Jan: Interaktivna ilustrdcia trajektorii dynamickgch systémov [Bakalarska
préaca|, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky,
Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: prof. RNDr. Pavel Brunovsky,
DrSc, Bratislava, 2011, 35 s.

Predmetom tejto préace je vytvorenie dvoch programov v Matlabe na interaktivnu
ilustraciu trajektorii dvoch druhov dynamickych systémov. V prvej Casti sa pozrieme
na diskrétne dynamické systémy zastiipené logistickym modelom popula¢nej dynamiky.
Odvodime tento model a preberieme jeho zaujimavé vlastnosti, predovsetkym perio-
dické body a ich stabilitu. Tiez zavedieme pojem pavucinového diagramu, ktory nam
poméze skiimat spravanie sa trajektorii. Druha cast sa zaobera spojitymi dynamickymi
systémami, ktoré st zastupené konzervativnymi systémami s jednym stupiiom volnosti.
Pouzijeme priklad mechanickych systémov pre lepSie porozumenie a tiez zavedieme po-
jem fazového portrétu, ktory zobrazuje nami skiimané trajektorie. Hlavnym prinosom
tejto prace s dva intaraktivne programy, ktoré pouzivatelovi umoznuju blizSie preski-

mat dané dynamické systémy a tym sa s nimi lepsSie zoznamit.

Krlucové slova: Dynamicky systém, logisticky model, pavuéinovy diagram,

konzervativny systém, fazovy portrét



Abstract

KOMADEL, Jan: Interactive illustration of the trajectories of dynamical systems |Ba-
chelor Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics
and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: prof.

RNDr. Pavel Brunovsky, DrSc, Bratislava, 2011, 35 p.

The subject of this work is to develop two Matlab programs for interactive graphical
illustration of trajectories of two kinds of dynamical systems. In the first part we look at
discrete dynamical systems represented by the logistic model of population dynamics
(often referred to as logistic map). We derive the model and discuss its interesting
features concentrating mainly on the periodical points and their stability. We also
introduce the concept of cobweb diagram which will help us explore the behavior of
trajectories. The second part concerns continuous dynamical systems represented by
conservative systems with one degree of freedom. We use the example of mechanical
systems for better understanding. We also introduce the concept of phase portraits
which depict the trajectories in which we are interested. The main contribution of
this work are the two interactive programs which allow the user to examine dynamical

systems more closely and thus get more familiar with them.

Keywords: Dynamical system, logistic map, cobweb diagram, conservative system,

phase portrait
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UVOD UVOD

Uvod

Clovek je odjakziva fascinovany javmi okolo seba a snazi sa im porozumiet. V tom mu
casto poméaha aj matematika, pomocou ktorej je mozné rozne procesy opisat a casto
aj predpovedat. Na to neraz sluzia dynamické systémy, ¢i uz diskrétne alebo spojité,

ktoré sa pouzivaji v matematickom modelovani.

V prvej kapitole sa budeme venovat logistickému modelu populacnej dynamiky, ktory
velmi jednoducho opisuje vyvoj homogénnej populacie jedného druhu Zijtcej izolovane
od inych druhov. Logisticky model predstavuje jedin& diferen¢na rovnica, no napriek
tomu bol v poslednych desatroc¢iach predmetom zaujmu viacerych autorov. To nebolo
zapri¢inené tym, ako sa da tento model aplikovat na realny svet, ale pozoruhodné su
jeho matematické vlastnosti. Tym sa budeme venovat aj my a vyvinieme interaktivny

program, pomocou ktorého sa budua dat graficky ilustrovat.

V druhej kapitole prejdeme k spojitym dynamickym systémom. Konkrétne sa zame-
riame na konzervativne systémy s jednym stupiiom volnosti, ktoré budeme aplikovat na
mechanické systémy. Tu si ukdzeme, ako sa da napriklad opisat pohyb gulicky v miske
pod vplyvom gravitacie pomocou diferencidlnej rovnice. Tak ako v prvej kapitole, aj
v tejto Casti vytvorime interaktivny program, ktory bude systém ilustrovat a tym nam

ulah¢i vysvetlovanie danej problematiky.

Nagim cielom je priblizit dynamické systémy ¢itatelovi a poskytnut mu moZnost
lepsie sa zoznamit s ich trajektoriami pomocou dvoch interaktivnych programov na ich
ilustraciu. Tieto programy mozu tiez sluzit ako didaktické pomocky pri vyucbe, ked7ze

umoziuji vyucujicemu poukézat na dolezité vlastnosti dynamickych systémov.
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1 LOGISTICKY MODEL

1 Logisticky model populac¢nej dynamiky

V tejto kapitole sa budeme zaoberat logistickym modelom popula¢nej dynamiky, ktory
je jednym z najjednoduch$ich matematickych modelov opisujtcich prirodné javy
(v texte budeme pouZivat skratené pomenovanie logisticky model). Zameriava sa na
vyvoj izolovanej homogénnej populacie, kde pocetnost sii¢asnej generacie urcuje pocet-
nost tej nasledujicej a daji sa na hom pozorovat zaujimavé matematické vlastnosti,
ktoré ako prvy opisal R. May v 70. rokoch v [4]. Skor ako sa budeme venovat tomuto

modelu podrobnejsie, je potrebné zadefinovat niekolko pojmov.

1.1 Definicia pojmov

Pod dynamickym systémom budeme v tejto kapitole rozumiet diskrétny systém dany

rekurentnym vztahom

z(t+1) = f(z(t)), (1)
ktorého postupnosti {z(¢)}, maji hodnoty v stavovom priestore X C R. Pokracu-
jeme definovanim zakladnych pojmov, s ktorymi budeme pracovat, a taktiez uvedieme

niekolko tvrdeni o dynamickych systémoch. Vychadzat budeme z definicii a tvrdeni

uvedenych v [2].

Definicia 1.1 (Trajektoria). Spominani postupnost {x(t)},_o,,. , ktord splia (1) a
z(0) = xo nazgvame trajektoriou dynamického systému (1) cez bod xq (skrdtene tra-

jektoriou bodu xq).

Definicia 1.2 (Pevny bod, periodicky bod, r-cyklus). Bod & € R je pevnym bodom
zobrazenia f, ak splia

&= f(2). (2)
Pevny bod zobrazenia f" = fo fo---of sa nazyva periodickym bodom periody r; ak
r je jeho minimdlna peridda, nazijva sa r-cyklom.

Peuvny bod x nazyvame:

e stabilnym, ak pre kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 také, Ze pre lubovolny pociatocny
bod xy zo stavového priestoru X plati, Ze ak vzdialenost |z — &| < §, potom

|z(t, z0) — 2| < & pre vietky t > 0;

11



1.2  Odvodenie modelu 1 LOGISTICKY MODEL

e asymptoticky stabilnym, ak ezistuje také kladné o, Ze ak pre lubovolny pocia-
tocny bod xy zo stavového priestoru X plati, Ze vzdialenost |xg — | < €9, potom

postupnost {x(t, o)}, konverguje k & pre t — oo;
e nestabilnym, ak nie je stabilny.
Veta 1.3 (Kritéria stability). Nech f je C' a nech @ € R je pevnyg bod f. Potom I je
e asymptoticky stabilng, ak |f' ()| <1 a
e nestabilny, ak |f'(2)] > 1.

Doékaz. Nech najprv |f'(z)| < 1. Potom existuje € > 0 také, ze |f'(x)] < a < 1 pre

|z — 2| < e. Ak |z — 2| < &, potom podla Lagrangeovej vety o strednej hodnote (pozri

Prilohu A)
() = 2] = [f(z) = (@) = [/ (D)lz — 2] < ale -2, (3)

kde ¥ je medzi x a &. Ak |2(0) — z| < &, potom z (3) dostavame indukciou
lz(t) — 2| <e, |o(t) — 2] < a'|x(0) — .

Ak |f'(z)] > 1, podobne existuje € > 0 a a > 1 pre |z — 2| < e. Ak |z — Z| < ¢, plati

z podobnych dovodov ako v predchadzajicom pripade,
|f(x) — 2] = afz — 2,

preto
|z(t) — 2| > o'|x(0) — 2|, pokial |z(s) —2|<e pre 0<s<t.

Ine—In|z(0)—

Nech by zo bolo Iubovolne blizke Z, pre ¢ > 2O plati

1.2 Odvodenie modelu

Podobne ako v 2], logisticky model odvodime pomocou jednoduchsieho modelu a pouzi-

jeme rovnaké znacenie.

12



1.2  Odvodenie modelu 1 LOGISTICKY MODEL

1.2.1 Malthusov populaé¢ny model

Pravdepodobne najjednoduchs§im populacnym modelom je Malthusov model, ktory

linearnym vztahom opisuje populéciu s neprekryvajicimi sa generaciami:
z(t+ 1) = bx(t), (4)

kde x(t) je pocetnost v ¢ase t a b > 0 je priemerny pocet potomkov jedinca. Z mate-
matického predpisu modelu (4) je zjavné, Ze populacia

e rastie, ak b > 1,

e stagnuje, ak b=1, a

e zmensuje sa, ak b < 1.

1.2.2 Logisticky model popula¢nej dynamiky

Logisticky model dostaneme, ak v Malthusovom modeli zohI'adnime, Ze rast populacie
r(x) nebude uz rovny konstante b, ale bude sa linearne spomalovat s rastiicou popula-

ciou, napr. kvoli obmedzenym zdrojom potravy:

Parameter K mozno interpretovat ako maximalny mozny stav populacie, nakolko bude
nasledujuca generacia nulova, ak jej sucasna velkost x dosiahne hodnotu K a teda
populacia vyhynie. Rychlost rastu je vyjadrend pomocou q. Dostavame tak logisticky

model v tvare:
w(t+1) = f(x(t)), (5)
kde
fx) = r(z)e = q(K — x).

Pouzitim transformacie x = Ky, ¢K = p dostavame z (5) normalizovany tvar:
y(t+1) = py(l —y).

Transformovana veli¢ina y(t) uz nie je absolitna pocetnost, ale hovori nam, aku ¢ast

maximalnej moznej populacie v ¢ase t tvori sticasna populacia. Je to teda ¢islo medzi

13



1.3 Vlastnosti 1 LOGISTICKY MODEL

nulou a jednotkou. Parameter p v sebe zahfhia mieru reprodukcie ako aj obmedzenia

zdrojov.

Dalej budeme v texte pod logistickym modelom populacnej dynamiky rozumiet vzfah

z(t +1) = fu(x(t)), (6)

kde
fu(z) = px(l — ).

1.3 Vlastnosti

Ako sme uz uviedli v ¢asti 1.2.2, zmysluplné su len hodnoty x € [0, 1], preto tento
interval zvolime za stavovy priestor X. Obmedzenim parametra py na 0 < p < 4
dosiahneme, 7Ze pre Tubovolna pociatoéni hodnotu xy € [0,1] bude cela postupnost
generované vztahom (6) pre t =0, 1,2, ... patrit do X = [0, 1]:

1 1
max fu(r) = max {pe(l—a)} =pz;(1-3) =4 <L

1.3.1 Pevné body a ich stabilita

Pevnymi bodmi logistického modelu (6) su riesenia rovnice
= pz(l —z). (7)

Zjavnym rieSenim je bod zy = 0. Pre g > 1 je druhym rieSenim 2; = 1 — I%
Venujme sa teraz ich stabilite, ktora vieme podla Vety 1.3 posudit na zaklade hod-

noty
ful@) = p(1 —22). (8)

Plati

preto je bod 2y = 0 asymptoticky stabilny pre 0 < p < 1 a nestabilny pre g > 1.
Obr. 1 ilustruje stabilitu tohto pevného bodu pre p = 0,6. Zvoleny je pociatocny bod
2o = 0,3. Cervenou farbou je zakresleny pevny bod a modrou trajektoria {z(t)}12,,

ktora zjavne klesa k bodu 2y = 0.

14



1.3 Vlastnosti 1 LOGISTICKY MODEL
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0.1 F

Obr. 1: Logisticky model s parametrami y = 0,6 a g = 0, 3. Zobrazené su z(0) — z(15).
Pre bod #; dostavame z (8)
i) = F0 =) = -1+ 2) =2 p,

takze 11 =1 — i je stabilny, ak 1 < p < 3. Plati teda, ze pre 0 < p < 1 ma logisticky
model asymptoticky stabilny pevny bod zy = 0. Ten v8ak straca stabilitu pri g =1 a
prave vtedy ju ziskava bod z;. Na Obr. 2 vidime, Ze pri hodnote u = 1,1 a po¢iato¢nom
bode z¢ = 0,01 zvolenom blizko nestabilného , = 0 sa trajektoria vzdaluje od tohto

bodu a blizi sa k stabilnému &; = 1 — ,% =1— - ~0,0909.

0.1

0.090902
oost “"MW |
et
¥
n.06f o
»
K4
o.oat &
e
&
ooz | w.-"
|4
o

0 10 20 an 40 g0 <1 70 =1

Obr. 2: Logisticky model s parametrami = 1,1 a xg = 0,01. Zobrazené su z(0) — x(80).

Obr. 3 zobrazuje logisticky model s = 2,95, kedy je este bod z; stabilny. Vidime, ze
x(t) osciluji okolo Z; ~ 0,66102 a postupne sa k nemu blizia, pri¢om z(100) ~ 0, 6612.
Rychlost, ktorou sa trajektoria blizi k pevnému bodu je uz nizsia, ¢o je prejavom toho,
ze u je zvolené blizko trojky, kedy z; straca stabilitu.

Pre hodnoty p > 3 neexistuje ziaden stabilny pevny bod, ¢o sa da pozorovat na

Obr. 4, kde je znazorneny model s = 3,5 a g = 0, 7. Trajektoria osciluje a hodnoty

sa neblizia k spolo¢nej limite.
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1.3 Vlastnosti 1 LOGISTICKY MODEL

0.86102

u] 20 40 &0 20 100

1

0.8}
n.a}
0.7 ¢4
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0.4r

u] 20 40 &0 a0 100

Obr. 4: Logisticky model s parametrami pu = 3,5 a xg = 0, 7. Zobrazené sa z(0) — x(100).

1.3.2 Pavudinovy diagram

Inym spoésobom znazornenia logistického modelu, ako zakreslenie samotnej trajektorie
{z(t)} v zavislosti od t, je pavu¢inovy diagram. V tomto pripade zakreslime do jedného
obrazku grafy y = f,(z) a y = x. Postupnost néasledne generujeme graficky, po¢niic

zakreslenim bodu [x(0), 0] a pokra¢ujeme nasledovnymi tseckami:
[2(0), 0] = [(0), ()] = [2(1), ()] = [2(1),2(2)] = [2(2),2(2)] = [2(2),2(3)] = ---

kde z(t + 1) = f,(z(t)). Prakticky to znamena spajanie grafov y = f,(z) ay =z
striedavo vo vertikdlnom a horizontalnom smere. Pavucinové diagramy pre logistické
modely s hodnotami parametra p rovnymi 0,9; 1,9 a 2,8 mozeme vidiet v spodnej ¢asti
Obr. 5. Z obrazku je zretelné, ze pevné body, ktoré sme ziskali zo vztahu (7), skuto¢ne
lezia na priese¢nikoch grafov.

Uviedli sme priklady, kedy mal model pevny bod, no vratme sa k pripadu z Obr. 4
a ukazme si, ako vyzerd pavucinovy diagram vtedy. Obr. 6 potvrdzuje, ze trajektoria
sa neustali v jednom bode, ale zda sa, Ze tam je urcitd pravidelnost, ktort mozno

pozorovat aj na Obr. 4 a ktorej sa budeme dalej v tejto praci venovat.

16



1.3 Vlastnosti 1 LOGISTICKY MODEL
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Obr. 5: Logisticky model s parametrami (u = 0,9; g = 0,5); (. = 1,9; 2o = 0,05); resp.
(b = 2,8 x9g = 0,9) a prislusné pavucinové diagramy. Zobrazené su klesajica, rastica a

oscilujtca trajektoria, pricom vSetky maja limitu v pevnom bode.

09

08

07

06

05

0.4

03
02
0.1

Obr. 6: Pavucinovy diagram pre parametre u = 3,5 a xg = 0, 7. Zakreslenych je prvych 50

1teracii.

1.3.3 Atraktivita bodov

Stabilitu pevnych bodov sme uz rozoberali v ¢asti 1.3.1, ale teraz sa na nu pozrieme

z iného pohladu.

pw<1:
Za¢nime bodom zy = 0, o ktorom sme povedali, Ze je stabilny pre 0 < p < 1. Zdovodnili
sme to vycislenim derivacie f, v tomto bode a pouzitim Vety 1.3. Je vSak &, skuto¢ne

jedinym atraktorom v danom modeli?

17



1.3 Vlastnosti 1 LOGISTICKY MODEL

LCahko sa moZeme presvedcit, Ze
fulz) <z Vze (0,1], 9)

lebo f, aj x st spojité funkcie, rovnost f,(r) = 2 nastava podla vztahu (7) len

vipg=0az =1 —% < 0 a napriklad f,(3) = 4 < 3. Z toho plynie (9) a teda

kazdy bod x € (0, 1] sa zobrazenim f, zmensi. Preto je postupnost dani vztahom

Tpt+1 = fu (xn)

klesajuca a kedZe je zdola ohrani¢enéa nulou, plati

lim z, =0
n—0o0

pre Tubovolné zg € (0,1]. Ak by sme za xy zvolili nulu, dostaneme identicky nulovi
postupnost, takze predchadzajici vztah plati pre kazdé zo € X. Tym sme ukazali, ze

Zo = 0 je skutocne jedinym atraktorom v logistickom modeli s 0 < p < 1.

l<p<2:

Oz =1- /% sme povedali, Ze je stabilny pre 1 < p < 3. Zoberme najprv p € (1,2),

pre ktoré podla (8) plati f/(#1) = 2 — > 0. To znamend, ze f, je v okoli bodu

rastica. Navyse
1> fu(z) >x prex <y a fulz) <x prez > 2y,

preto ak zvolime xg < 1, dostavame rasticu postupnost zhora ohrani¢entt bodom ;.
Trajektoria teda bude monoténne konvergovat k tomuto bodu. V pripade, ze zvolime

To > T1, m6zu nastat tri moznosti:
1. fu(xo) = 21 a trajektoria je dalej konStantna,
2. fu(zo) < 27 a trajektoria dalej vyzera ako pri volbe zy < 27,

3. fulzo) > 21 a trajektoria klesd k 2, lebo je to opdf monoténna, ohranicend

postupnost.

Na Obr. 7 st zobrazené vsetky tri moznosti pre u = 1,6.

18



1.3 Vlastnosti 1 LOGISTICKY MODEL

uf 02 0.4 0.6 o0& 1 uf 02 0.4 0.6 [nk:) 1 uf 02 0.4 [1N3) 0.8 1

Obr. 7: Logisticky model s 4 = 1,6 a pociatoénymi bodmi xg = 0,625; g = 0,9 a g = 0, 5.

po=2:

Pre = 2 plati f}(#,) = 0 a situacia je podobna, len nemoze nastat tretia moznost, ze

trajektoria do 7 klesa, lebo f, m& v pevnom bode #; maximum.

2 < u <3
Pozrime sa teraz na p € (2,3), pre ktoré f/(21) € (0, —1). S pouZzitim nasledujicej vety
ukazeme, ze pre takyto logisticky model budu trajektorie oscilovat (okrem $pecialnych

pripadov).

Veta 1.4 (Oscilujica trajektoria). Nech f je C' a nech & € R je pevng bod f, pricom
plati f'(2) < 0. Potom ezistuje také 6 > 0, Ze trajektorie dynamického systému daného

funkciou f, ktoré pre nejaké t spliiaji 0 < |x(t) — &| < 0, osciluji.

Dokaz. Zo zapornosti derivacie v Z vyplyva, Ze f je na nejakom okoli (& — 01,2 + ds)
bodu z klesajica. Za ¢ zvolme menSie z ¢isel d1, do. Pre vSetky x # & vzdialené od &

menej ako ¢ plati
flz)>z>x prex<z a flz) <z <z prex>z.
Preto sa z < & 7z takéhoto okolia zobrazi na ' > Z > x a to sa nasledne zobrazi

na xr’ < & < 2/, ¢&im vznika oscilacia. H
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1.3 Vlastnosti 1 LOGISTICKY MODEL

Pozndmka: V danom systéme mozu existovat aj neoscilujice trajektorie, ktoré konver-
guji do iného pevného bodu, alebo sa z oblasti, kde je f neklesajica, zobrazia priamo
do . Takych trejektorii je vSak len spocitatelne vela, lebo st to $pecialne pripady, ktoré
sa v kone¢nom case zobrazia priamo do pevného bodu. Priklad takejto trajektorie je

na Obr. 8.

07

0.6 - 06

05
04
03
02
LR] S

o

1

0.8
0.8

07

0.6
0.5 i
0.4

03

02

0.1

o

1} 0.2 04 0.6 o8 1

Obr. 8: Logisticky model s ¢ = 2,6 a podiatoénym bodom xy = 0,0364. Trajektoria

monoténne konverguje do #1 = 0,6, hoci plati f), (1) < 0.

Logisticky model s 1 € (2,3) a pevaym bodom #; spliia predpoklady Vety 1.4 a teda
trajektorie buda oscilovat. Ukazeme, Ze dany bod je jedinym atraktorom. Podobne ako

v predoslom pripade, aj tu plati
fulz) <2y <x prex >y,
takze body vicsie ako 1 sa zobrazia na body mensie ako tento bod. Tiez plati
fulz) > prex <y,

¢ize body mensie ako Z; sa zobrazenim zvicsia. Preto sa trajektoria (s vynimkou pre
Startovacie body 0 a 1, ktoré sa zobrazia do nuly) po nejakom ¢ase ¢, dostane do oblasti
spominanej v prvej ¢asti dokazu Vety 1.3, ktora je dana vztahom |z(t) — Z| < € a plati
v nej kontraktivnost

[fu(@) =] < alz =],

kde a < 1. Zo spominaného dokazu vyplyva, 7ze bod z; je naozaj jedinym atraktorom

v logistickom modeli s p € (2,3).
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1.3 Vlastnosti 1 LOGISTICKY MODEL

1.3.4 Periodické body

Periodicky bod sme definovali v Definicii 1.2 ako pevny bod zobrazenia f". Zamerajme
sa najprv na periédu 2, podobne ako [2], ale trochu inym spésobom. Budua nas teda

zaujimat pevné body zobrazenia
fi(x) = fulfu(z)] =
— (1l — @)1 = (1 — )
= (i (z — 2*)(1 — pa + pa®)
= — bt 4+ 2080 — (P + ) + P
Periodické body periody 2 buda splhaf
et —2p28 + (pP + p?)? — P+ 3 = 0. (10)
Kedze pevné body f, 2o =0a 2y =1 — i st urcite korene (10), mézeme polyndém na
Tavej strane vydelit korenovymi ¢initelmi:
[,u33:4 —2u2x 4 2 (,u3 —|—,u2) 2 — P —I—:L’} : {x [a: — (1 — i)]} =
= p’x® — (17 + ) + P+
Tento polynom este vydelme p a oznaCme

F(a, p) = p?z® — (4 + p)z + p+ 1.

V tomto znaceni su periodické body periody 2 rieSenia rovnice F(x, u) = 0, ktorymi st

562:u2+u+\/u4+2u3+u2—4u2(u+1) a1+ (p=3)(u+1)

2 112 21 ’
o Ep V2 2 (et ) pt == 3) (et D)
5 2 112 2 '

Dané body existuju len pre p > 3 (zaporné p nepriptustame). Pozrime sa na ich stabilitu.
Oznacme
gul) = (f2) (z) = —4p2® + 6 p®2® — 2 (4 + p°) = +

a skiimajme najprv hodnoty

3 2
N +14++/(p—3)(u+1) +14++/(p—3)(u+1)
gu(l,Q) — _4M3 (M 2Mu I ) +6/L3 (N 2!; M ) _
+14++/(1—3)(u+1)
-9 (M?) +,u2) (# ;LH I ) +N'27
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1.3 Vlastnosti 1 LOGISTICKY MODEL

odkial po uprave dostavame
gu(e) = —p* + 2+ 4.
Na posudenie stability 2-cyklu, t.j. pevného bodu systému
2(t+1) = fal(x(t)),

nas zaujima, kedy |g,(z)| < 1. Lahko sa da presveddit, ze ¢,(Z2) < 1 pre u > 3 a
gu(T2) > —1pre pe (1— V6,14 +/6). Odtial podla Vety 1.3 dostavame, Ze periodicky
bod Z, je stabilny pre 3 < u < 1+ v/6 ~ 3,449. Navyse plati

A

9u(33) = gu(d0) = —p> + 2 + 4,

takze 23 je stabilny pre rovnaké hodnoty p ako 9. Preverme eSte, ¢i f, zobrazuje tieto

dva periodické body jeden na druhy:

~ A ~ +14++/(p—3)(u+1) +14++/(p—3)(p+1)
ful@s) = pia(l — &) = pt- o (1 - . )

= (14 V=3 D) (=1 V=9 )
= - (VeI )|

ptl—v/(p—=3)(p+1) A
= B = I3.
o

Analogicky sa ukaze f,(23) = 5.

Tym sme dokazali stabilitu uvedeného 2-cyklu pre 3 < 11 < 14 v/6 ~ 3,449. Ak by
sme pokracovali v hladani stabilnych cyklov podobnym spésobom, potrebovali by sme
rieSit rovnice vyssieho radu. Tie nevieme vo vSeobecnosti riesit anlyticky, takze by bolo
treba pouzit numerické metody a cely proces by sa skomplikoval. Periodickymi bodmi
logistického modelu sa blizsie zaobera [3].

Na Obr. 9 je zobrazeny pavucinovy diagram logistického modelu pre p = 3, 3. Ble-
domodrou je zakreslend funkcia f32’3, ktora ma Styri prieseéniky s identickou funkciou
y = x. St nimi, pochopitelne, body 2o = 0 a 2; = 1 — z% ~ 0.7, ktoré vsak uz nie
su stabilné. Ostatné dva priese¢niky su zjavne periodickymi bodmi perioédy 2, ked7ze
vidime, Ze sa vzajomne zobrazuji jeden na druhy. Ako sme uz spominali vysgie, tieto

body st rieSenim rovnice F'(z, pt)|,=33 = 0, t.j.
3,3%2% — (3,32 +3,3)x +3,3+1=0.
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1
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Obr. 9: Pavudinovy diagram pre parametre p = 3,3 a xg = 0, 2. Zakreslenych je prvych 30

iterdcif a funkcia f3 5.
Odtial dostavame

4 3,3+1++/0,3-4,3 0, 8236
2,3 — ~
2:3,3 0,4794

Moézeme l'ahko overit, Ze skuto¢ne

f3.3(0,8236) = 3,3-0,8236 - (1 — 0,8236) ~ 0,4794

f3.3(0,4794) = 3,3-0,4794 - (1 — 0,4794) ~ 0, 8236.

Podl'a [3| dalej plati, Ze po strate stability 2-cyklu okolo p = 3,449 ziskava stabilitu
4-cyklus a existuje postupnost p; < po < ug < ... hodnot parametra u taka, ze ked pu
prekro¢i hodnotu py, stabilny 2¢~!-cyklus strati stabilitu a ziska ju 2F-cyklus. Prvych

niekol'ko ¢lenov tejto postupnosti je

p=3;  pe=3,449;  pz=3,544; g = 3,564;
Tato postupnost konverguje s rasticim k k ¢islu p. = 3,570 a navyse plati, ze pre
rozdiely medzi po sebe idicimi parametremi plati

li Mk — Hk—1
m ——

~ 4,6692.
koo lgt1 — fi

Na ilustraciu posliazi Obr. 10, ktory zobrazuje rovnaky pripad ako Obr. 4 a Obr. 6,
len je tam zakreslenda aj funkcia f§75. Podla prvych 50 iteracii sa da usadit, Ze su tam

pritomné Styri periodické body, ktorymi st priesecniky ¢islo 2, 4, 6 a 8 zobrazenych
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1

08a+ /’q

09 — 4 ﬁ
LJ

08 | osf {

07a+
07| 5] 4

a7t
06| ] =

0Ba
05+ -

% 0E

04+ -

085+
03t

a5t o .
02- 1 nast \ 1
01 - 1 g4l 3 |

04 . . . . Z . . . \
0 02 0.4 06 08 1 04 05 06 a7 08

Obr. 10: Pavucinovy diagram pre parametre u = 3,5 a xg = 0, 7. Zakreslenych je prvych 50

iteracii a funkcia f§15. Napravo je priblizené centralna cast diagramu.

1

o |oast
o
iE / \ \ | o8t
| 075t
07l
07t
06| ]
065 |
05 - ]
r 0B
0.4 - ]
055}
03- ]
05}
021 045t -
01 0.4t \
D 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.5 0.5 1 0.4 05 0.6 0.7 0.8

Obr. 11: Pavudinovy diagram pre parametre u = 3,5 a xg = 0,4285. Zakreslenych je prvych
10 iteracii a funkcie f§75 (fialova) a f§75 (bledomodra). Napravo je priblizena centralna ast

diagramu.

grafov. Cislalab oznacuju nestabilné pevné body Zy a 27 a priesecniky 3 a 7 vysvetlime
pomocou Obr. 11.

Vidime, ze body 3 a 7 z Obr. 10 st spolo¢nymi priese¢nikmi gafov funkcii L]"3275 (fia-
lova) a fi5 (bledomodra) s identickou funkciou. Ako je na obrazku ukazané, tieto dva
body tvoria 2-cyklus, ktory sice pri 4 = 3,5 nie je stabilny, ale stale sa v modeli
vyskytuje. Vznikom 2F-cyklu teda 2¥~'-cyklus nezanika, len straca stabilitu.

Obr. 12 znéazornuje logisticky model s y = 3,56, kde mozeme pozorovat stabilny
8-cyklus, ktory vSak nie je uplne zretelny, lebo na ustélenie by bolo potrebnych vyrazne

viac ako 50 iterécii.
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1.3 Vlastnosti 1 LOGISTICKY MODEL

Obr. 12: Pavuéinovy diagram pre parametre p = 3,56 a g = 0, 3. Zakreslenych je prvych

50 iteracii a funkcia f§5.

1.3.5 Chaos

Doteraz sme teda opisali dynamiku logistického modelu pre hodnoty 0 < p < 3,570.
Zaujimavé je pozriet sa aj na hodnoty blizke 4, kde sa da systém oznacit za chaoticky.
To znamena, Ze je velmi citlivy na zmenu vstupnych idajov a minimalna zmena pocia-
to¢ného bodu sposobi velké zmeny vystupov systému. UkdZeme si to na Obr. 13, kde

je zobrazeny model s = 3,9 pre pociatoéné body xy = 0,6 (modra)a xy = 0,60001

(zelend).
’
=
09k
1
0.8f
0.8k i 07k
ol L 061
e :. 0.5}t
nat 4
0.4F
ozt i 4 ozl |
i |
. 02 ﬂ‘ J
u] 10 20 30 40 g0 01
D 1 1 1
a 0.z 0.4 0.6 0.8 1

Obr. 13: Logisticky model s p = 3,9 a 9 = 0,6 (modra), resp. xg = 0,60001 (zelena).
Zakreslenych je prvych 50 iteracii. Na pavucinovom diagrame je zobrazeny len systém pre

o = 0,6.

Vidime, Ze spociatku su trajektorie velmi blizke, na obrazku sa prekryvaju, ale okolo
15. iteracie sa zacinaju vyrazne liSit a dalej sa spravaju tplne odlisne. Na pavucinovom

diagrame, ktory je len pre xy = 0,6, nepozorujeme nijakt pravidelnost a systém je
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1.4 Program LogistickyModel 1 LOGISTICKY MODEL

tazko predvidatelny. Systém z Obr. 13 je prikladom efektu motylieho kridla (butterfly
effect), ako americky matematik a meteorolog Edward Lorenz oznadil citlivi zavislost
na pociato¢nych podmienkach. Tento nazov pochadza z teoretického prikladu, Ze nieco
na prvy pohlad bezvyznamné ako méavnutie kridiel motyla moze sposobit hurikan na
druhej strane Zeme. Podobne bezvyznamne moze posobit zmena pociatoéného bodu
o jednu stotisicinu, ktora vSak zapricinila vyznamna zmenu vysledkov.

Prave chaotické vlastnosti logisticktho modelu majia praktické vyuzitie v infor-
matike. Pouzivaji sa napriklad pri generovani pseudondhodnych ¢isel, o ktorom viac

pisu autori v [7], alebo pri kodovani obrazkov, ktorému sa venuje [6].

1.4 Program LogistickyModel

Motivaciou tejto prace bolo vypracovanie programov, ktoré budi moct byt pouzité pri
vyucbe na interaktivnu graficka ilustraciu trajektorii dynamickych systémov. Prvym
z tychto programov je LogistickyModel, ktory slizi na vysvetlenie logistického mo-
delu popula¢nej dynamiky. Tento program sme vytvorili v jazyku Matlab a pozostava
zo stborov LogistickyModel.fig a LogistickyModel.m. Prvy stbor vznikol v prostredi
GUIDE (Graphical User Interface Development Environment), ktoré umoziuje pouzi-
vatelovi jednoducho navrhnut grafické rozhranie. Druhy subor obsahuje jadro pro-

gramu. Bol vygenerovany pomocou GUIDE a nasledne sme naprogramovali jeho funkcie.

1.4.1 Spustenie programu

Pred samotnym spustenim programu treba zadat prikaz

guide LogistickyModel
do prikazového okna. Otvori sa stibor LogistickyModel.fig v prostredi GUIDE, ktoré
dovoluje upravovat jednotlivé objekty, alebo prejst k spusteniu programu stlac¢enim

zeleného tlacidla v hornom menu (Obr. 14).

1.4.2 Prehl'ad funkcii

Po spusteni programu sa otvori okno s uzivatelskym rozhranim programu (Obr. 15).
V hornej ¢asti je zékladny ovladaci panel, ktory umoziiuje interaktivnu pracu s vykreslo-

vacimi plochami. Pre n4s program zaujimavé funkcie sii hlavne pribliZenie, oddialenie,
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wif LogistickyModeL fig
File Edit View Layout Tools Help

nemlsnnsc anha ane()

15 K »
axes!
[ 08 byt [0
[0 ] ] |
AN
| J 1 |
/S
[[] stabiiny pevny bod
[ Druba trajektoria
Lo7 | 4
[ Funkeia wyssieho radu
axes

Zakrasli

< >

Tag: figurel Current Point: [12, 41] Position: [520, 185, 848, 616]

Obr. 14: Subor LogistickyModel.fig so vSetkymi objektami. Zelené tladidlo na spustenie

programu je v hornom ovladacom paneli.

) LogistickyModel =
Udde | h|RGOBDRL- S| 0EH el =

Vstupne parametre pre system

a(k+ 1) =p- [l — 2(k)] xz(k):
p= a5 ] O o8y
pocet clenoy = 4 L4 0.4+
pocet krokov = bl 4 03t
Stahilny pevny bod 0 L f ' ' '
0 0z 0.4 0.6 08 1
[ bruha trajektoria Tr
08r
D Funkcia wyssisho radu iz g
07r
0B+
05F
04r
o3r
02r
0.1r
0 . L L L :
0 0z 0.4 0.6 08 1

Obr. 15: UzivatI'ské rozhranie programu LogistickyModel po spusteni s pdvodnymi nastave-

niami.
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hybanie grafu a zistenie suradnic bodov. Pod ovlddacim panelom sa nachadza cast,
kde uzivatel nastavi parametre, pre ktoré chce logisticky model (6) zakreslit. St to
hodnoty i a xg, ktoré urc¢uji model, ako aj hodnoty pocet clenov, ktora urcuje, kol'ko
¢lenov trajektorie {x(t)} sa zakresli, a pocet krokov, ktora zohladiiuje pocet iteracii za-
kreslenych do pavucinového diagramu. Nastavenie je mozné zadanim Zelanej hodnoty

priamo alebo pomocou posuvnej listy.

Parameter ho | hnin | Pmaa
I 1,5 0 4
To 0,6 0 1
pocet clenov | 10 2 100
pocet krokov | 10 2 50

Tabul'ka 1: Hodnoty parametrov: hg je prednastavend hodnota, Ay, je minimalna a hiqz

maximalna mo7na hodnota

Prednastavené hodnoty, ako aj miniméalne a maximalne mozné hodnoty st uvedené
v Tabulke 1. V pripade, Ze uzivatel zadé ¢iselni hodnotu mimo povoleného rozsahu,
bude automaticky zvolen& povolend hodnota najblizSia tej zadanej. Ak zada neciselni
hodnotu (napr. pismeno), parameter sa nastavi na predvolentt hodnotu.

Nizsie si mozeme vybraf, ¢i sa pri trajektorii zakresli aj pevny bod (ak pre zv-
olent hodnotu p existuje), ¢i sa zakresli okrem povodnej trajektorie este druhé a & sa
v pavucinovom modeli zobrazi aj funkcia vySsieho radu f, pricom r sa voli v zavislosti
od u tak, aby sa demonstrovali 2-; 4- a 8-cykly spominané v ¢asti 1.3.4.

Vykreslenie sa spusti tlacidlom Zakresli. Vystup pri prednastavenych hodnotach je
na Obr. 16. Trajektoria je vykreslend v hornych osiach a ked7e je zvolena moZnost
Stabilny pevny bod, je tam Cervenou znazorneny aj pevny bod z; ~ 0,33333. Do
spodnych osi sa zakresluje pavucinovy diagram, pricom prvych niekolko iteracii sa
vykresluje postupne (pouzili sme prikaz pause, vid Priloha B, r. 276 a 285) a so Sip-
kou v smere kreslenia, ostatné sa dokreslia naraz bez Sipky.

Obr. 17 je prikladom vystupu porgramu pri zmenenych hodnotach. Je sice zvolena
moznost Stabilny pevny bod, ale pre pu = 3,32 stabilny pevny bod neexistuje, ¢o sa

pre uzivatela vypiSe ¢ervenou farbou. TaktieZ je zakreslena aj druhé trajektoria a obe
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1 LOGISTICKY MODEL
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Obr. 16: Vystup programu pri prednastavenych hodnotéch.
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Obr. 17: Vystup programu pri zmenenych hodnotéach.

ustalia na dvoch stabilnych periodickych bodoch. Tie st priese¢nikmi funkcii fi(l’) a

y = x, ako to vidime na pavucinovom diagrame.
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2 KONZERVATIVNE SYSTEMY

2 Konzervativne systémy s jednym stupniom volnosti

V druhej kapitole sa zameriame na konzervativne systémy s jednym stupnom volnosti.
Kym logisticky model by dal zaradit do bioldgie, tu pouzijeme, rovnako ako [1] a [2],
peknu aplikaciu z fyziky na jednoduché mechanické systémy, kde sa zachovava celkova
mechanické energia, ktora sa sklad4 z potencidlnej a kinetickej energie. Ide teda opéat
o vyuzitie matematiky na opisanie bezného javu z realneho sveta, aj ked zjednoduseného.

Podobne ako v kapitole 1, za¢neme definiciou pojmov.

2.1 Definicia pojmov

Pojmom dynamicky systém budeme v tejto kapitole oznacovat vztah dany diferencial-

nou rovnicou

&= f(z), (11)
kde z = z(t) € R" a f € C'. Na rozdiel od prvej kapitoly pracujeme teraz so spojitym
systémom, kde premenné t, predstavujica ¢as, nadobtuda Tubovolné realne hodnoty.
Nasledujice definicie ¢erpame z [2].
Definicia 2.1 (RieSenie a trajektoria diferencidlnej rovnice). RieSenim diferenciilnej
rovnice (11) je funkcia x(t), ktord spliia (11).
Trajektoriou diferencialnej rovnice (11) budeme nazgvat mnoZinu {x(t); t € A}, kde

x(t) je riesenim (11) a A je jeho interval existencie.

Definicia 2.2 (Integral diferenciilnej rovnice). Integralom diferencialnej rovnice (11)

nazveme funkciu I € Ct, ktord je konstantnd na trajektoriach systému (11).
Pozndmka: Ak x(t) je rieSenim (11), dostavame
S ra(e)]) = S (0] - 60 = S (0] - £l
Kedze derivacia konstanty je nulova, I je integralom (11) prave vtedy, ked
DI(x) f(z)=0
pre vSetky x, kde su I aj f definované.

Po uvedeni pomocnych definicii mézeme definovat konzervativny systém tak, ako to

robi [1].
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2.1 Definicia pojmov 2 KONZERVATIVNE SYSTEMY

Definicia 2.3 (Konzervativny systém s jednym stuptiom volnosti). Pod konzervativnym
systémom s jednym stupiiom volnosti (skrdtene budeme hovorit konzervativny systém)

rozumieme systém opisany diferencidlnou rovnicou

&= f(x), (12)

kde f je diferencovatelnd funkcia definovand na intervale A C R. Vztah (12) je ekvi-

valentny so systémom

y=f(z), (z,y) € AxR
Definicia 2.4 (Pevny bod). Majme systém dang
z = f(z),

kde x € R" a f : R™ — R". Pevnym bodom tohto systému budeme nazyvat bod & € R"
takyj, Ze riesenie x(t), pre ktoré plati x(0) = &, splia x(t) = & pre vietky t. Bod & je
pevnym bodom prdve vtedy, ked

f(&) = 0. (14)
Definicia 2.5 (Klasifikicia pevnych bodov). Majme systém dang
T = Az,

kde x € R? a A je requldrna matica s rozlicngmi vlastngmi hodnotami. Potom nastane

jeden z nasledujicich pripadov:
e vlastné hodnoty su redlne a maju rovnaké znamienko - pevny bod je uzol,
e vlastné hodnoty su redlne s roznymi znamienkami - pevny bod je sedlo,

e vlastné hodnoty si komplezne zdruZené - pevny bod je fokus (nenulovd redlna cast

vlastnijch hodndt) alebo centrum (ridzo imagindrne vlastné hodnoty).
Definicia 2.6 (Linearizacia systému). Majme dynamicky systém
&= f(z,y)
g =g(z,y).
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Linearizaciou tohto systému v bode (Z,y) budeme oznacovat systém

) G,
99

) g

) x

=
QQ>

. of
0
Oz

) y

5
H>
Nah

2.2 Zachovanie energie

V tejto casti budeme konzervativne systémy po vzore [1] interpretovat na jednoduchom

mechanickom systéme, kde plati zdkon zachovania energie. V tejto interpretécii je v (13)

z(t) e ACR horizontalna suradnica polohy objektu v ¢ase t,
y(t) = x(t) rychlost objektu v ¢ase t,
y(t) = @(t) zrychlenie v Case t,
f(zx) sila posobiaca na objekt.
Oznacme
T(x) = % = y—; kinetickid energiu,
U(r) =— fw f(&)dg potencialnu energiu a

E(z,%) =U(x)+T(&)  celkovi mechanicki energiu.

Zjavne f(zx) = —U'(x) a systém (13) je dany potencidlnou enrgiou U. Nakolko plati

SBl.0] = < (U] + Tly(o)
d e
= 4 (U +£2)
= U@)y+yy
= @)yt fa) =

celkova mechanicka energia E je integralom (13).

2.2.1 Guli¢ka v miske

Pre lep§iu predstavu uvazujme nasledujuci priklad. Majme dokonale gulaté zévazie jed-
notkovej hmotnosti a misku tvaru rota¢ného eliptického paraboloidu. Pri predpoklade,
7e zévazie sa v miske pod vplyvom gravitacie kotula bez trenia a akéhokolvek odporu,
ide o konzervativny systém. Ak gulicku umiestnime na dno misky, jeho potencialna

energia U bude nulova a ostane na tom istom mieste. Ide teda o pevny bod daného
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systému. Ak v8ak umiestnime gulicku na iné miesto v miske, bude sa kotal'at tam a spat.
Na zaciatku bude mat nenulovi potenciilnu energiu U = ~, ktora sa pri kottulani dole
cela zmeni na kinetickt energiu T" a pri pohybe nahor znova na potencialnu. Nésledne

sa zaCne rovnaky proces v opac¢nom smere. Tento systém mozno zapisat vztahom

i= -2z, (15)
alebo ekvivalentne
Y (16)
y=—2x
05 -04 03 -02 D1 D1 DZ 03 04 05

IRV

0.05F B

-0.1

0.15F B

-0.2

-D.IS -Dltl -D.IE -D.‘Q -D.I1 DI D.I1 D.IQ D.I3 D.In'l D.IS
Obr. 18: Jednoduchy mechanicky konzervativny systém.

Ked7ze na zaciatku pokladame gulicku do misky s nulovou rychlostou, plati y(0) = 0
a teda T'[y(0)] = 0 a U[z(0)] = ~. Preto existuje trajektoria len pre nezaporné hodnoty
v. Pre v = 0 je guli¢ka na dne misky (vid Obr. 18 bod B) a trajektoriou je len bod (0,0).
Ak v8ak zvolime 7 kladné (Obr. 18 pripad A alebo C'), gulicka sa hybe po parabole tam
a spét. Plati pritom vztah

v=E(r,y) =T(y) +U(x) = 3y* + Ulx), (17)
odkial sa da vyjadrit rychlost ako
y==+v2[y-U)]. (18)

Reélne riesenia existuji, ak v > U(z). Dalej sa im budeme venovat v ¢asti 2.3.

2.3 Fazovy portrét

Dvojrozmerny dynamicky systém sa Casto zakresluje do fazového portrétu, kde si

zakreslené trajektorie v rovine z-y. Pre systém (16) st trajektorie opisané vztahom
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(18), ktory po dosadeni za U(z) vyzera nasledovne
y==+v2(y —a?).

Pre dané v existuje trajektoria pre tie x, pre ktoré plati 2 < . Na Obr. 19 je zakresleny
fazovy portrét pre (16). Na energetickej urovni 7o = —0, 1 neexistuje trajektoria. Urovni
v = 0 (pripad b, guli¢ka je na dne), zodpoveda bod (0,0) a pre uroveii 7, = 0, 1 existuje

trajektoria tvaru elipsy

a:2+y2—2:0,1

(pevny bod je teda centrom).

.
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Obr. 19: Fazovy portrét pre jednoduchy mechanicky konzervativny systém.

Tato eliptickd trajektoria sa da vysvetlit tak, ze z poc¢iato¢ného bodu A sa gulicka
kotula dole a jej rychlost y rastie, az kym prejde bodom B, kde m& maximélnu rychlost
a kineticka energiu T'(y) = ~. Odtial sa gulicka uz pohybuje hore kopcom, ¢ize y klesa,

az pride do bodu C, v ktorom zastane a ma znova potencidlnu energiu U(z) = 7.
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To zodpoveda hornej polovici elipsy. T4 spodné opisuje spatny pohyb, ktory sa zacne
v momente, ked guli¢ka dosiahne bod C.
Ozna¢me E, trajektoriu, pre ktora plati E(x, &) = . Uvedieme tvrdenie prebraté

z [2].
Tvrdenie 2.7. Pre systém (13) platia nasledujice tvrdenia:
1. Trajektorie £, si symetrické vzhladom na x-ovi os, t.j.
(x,y) € E, = (z,—y) € E,.
2. Takéy, zZe (x,%y) € E,, existuje prave vtedy, ked U(x) < v. Navyse plati
v=0< Ux)=v, v#0 < Ux)<n.

3. (z,9) je pevngm bodom (13) prdve vtedy, ked y = 0 a T je staciondrnym bodom
U (tj. U(z)=0). (z,9) je sedlo, ak U"(z) <0 a centrum, ak U"(z) > 0.

Doékaz. 1. Plynie z toho, 7Ze trajektorie st definované pomocou y? ako
Ly
=5y +U@).

2. Toto tvrdenie sme uz spominali v texte. Vyplyva z (18).

3. Urdite plati, ze # = 0 prave vtedy, ked y = 0a g =0, ked f(z) = -U(x) = 0.
Linearizacia (13) v pevnom bode (Z,7) je reprezentovan maticou
0 1 0 1
f@) 0 —U"(z) 0
s charakteristickou rovnicou
N4+ U"(z) = 0.
Vlastné hodnoty Ao = +/—U"(Z) su redlne s roznymi znamienkami pre
U"(z) < 0 a zdruzené imaginarne pre U”(z) > 0. To, ze (Z,0) je naozaj centrum,
je dosledkom prvého tvrdenia, lebo podla neho musia byt trajektorie v okoli tohto

bodu uzavreté.

]

Aplikovanim ¢asti 3 Tvrdenia 2.7 na systém (15) mozeme potvrdit, Zze pevny bod

(0,0) je centrum, lebo U”(0) =2 > 0.
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2.3.1 Postup zakresl'ovania

Podobnym sposobom, ako sme zakreslili fazovy portrét pre systém (15), vieme ilus-
trovat aj zloZitejsie systémy. UkaZme si postup zakreslovania fazového portrétu

na systéme

i=f(x)=—2*+52> —4x—1,

ktory je ekvivalentny s

T =y,

(19)
y=f(r)=—-a*+52%—4z—1.
Najprv vyjadrime potencialnu energiu
4 5 3
U($):—/f(x)dx:%—%+2$2+x, (20)

ktora je zakreslend v spodnej ¢asti Obr. 20.
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Obr. 20: Fazovy portrét pre mechanicky konzervativny systém (19).
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Vidime, ze opat mozno pouzit prirovnanie gulicky v miske z ¢asti 2.2.1, len profil
misky mé tvar s dvoma tdoliami a jednym kopcom medzi nimi. Systém ma teda tri
pevné body, ktorymi st dna tdoli a vrchol kopca v strede. Urovne 7 volime tak, aby
sme pokryli "zlomové body", ktorymi st hodnoty funkcie U v stacionarnych bodoch,

teda v korenioch funkcie f:
71~ —0,1987; 25~ 1,2865; 3~ 3,9122.
Prislusné hodnoty st
U(z1) = —0,1063; U(zs9) ~ 1,7327; U(s) ~ —6,7098.

Plati U(Z3) < U(#1) < U(Zs). Ked7e nas zaujimaja aj iné trajektorie, zakreslime aj
drovne v medzi tymito hodnotami a aj jednu nad U(Z2) a jednu pod U(Z3). Hodnoty

~ pouzité na Obr. 20 si v Tabulke 2.

Yo 7 =U(Z3) Y2 3 = U(Zy) V4 s = U(Z2) Y6
-10,0115 -6.7098 -3.4080 -0.1063 0.8132 1.7327 2.6522

Tabul'ka 2: Zvolené tirovne v na Obr. 20

Ked méame zvolené hladiny v, mozeme zacat s kreslenim, pri¢om sa budeme odvola-
vat na Obr. 20. Do grafu U(x) ich zakreslujeme postupne od najnizsej. Pre dant
~v podla 2.7 existuje trajektoria tam, kde je graf pod touto hladinou alebo zarovno
s fiou. Vidime, Ze pre vy (modra) je cely graf nad fiou, takze trajektoria neexistuje.
Pre 74 = U(#3) sa U dotyka v bode &3 zelenej hladiny a inak je nad nou. To zna-
mena, ze v bode (&3,0) je jednobodova trajektoria a tento bod zaznac¢ime do fazového
portrétu. Pozrime sa eSte na 7,. Tato hladina (Cervend) pretina graf U(x) v dvoch
bodoch a medzi nimi je graf pod touto trovnnou. Prave tam teda existuje trajektoria,
ktorti zakreslime do portrétu podla vztahu (18). Pri ostatnych hladinach postupujeme

analogicky, az dostaneme fazovy portrét z Obr. 20.

2.3.2 Inerpretacia

Charakter pevnych bodov mozno ur¢it podla znamienka U”(Z) s pouzitim tvrdenia

2.7, alebo z fazového portrétu, odkial vidno, Ze &1 a T3 st cetra a I je sedlo. MoZeme
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si v8imnut, Ze U ma v Z; a I3 lokalne minim4, takZe hodnota U” tam bude skuto¢ne

kladna a v Z5 je lokdlne maximum, ¢o implikuje zapornt druhi derivaciu. Pre overenie
U'(#)) = —f'(21) = 32> =102 + 4 |ox—0.1063 = 5, 0969;

U"(25) ~ U"(1,2865) ~ —3,8998;
U"(#5) ~ U"(3,9122) ~ 10, 7939.

Na zéklade skimania systémov (16) a (19) sa mozeme domnievat, Ze pevny bod méa
charakter centra, ak v hom ma potencidlna energia U lokdlne minimum. Ak je tam
maximum, pevny bod je sedlo. To je konzistentné s 2.7, lebo znamienko U” sa sprava
v extrémoch tak, ako sme spominali vyssie. Interpretovat sa to da tak, ze v prvom
pripade ide o tudolie, v okoli ktorého s eliptické trajektorie. Tie st tam preto, lebo
gulicka zrychluje, ked sa priblizuje ku dnu, a potom pokracuje v pohybe rovnakym
smerom a spomaluje. Druhy pripad predstavuje kopec, takze gulicka spomaluje, ked
sa blizi k vrcholu. Pokial nemé dostato¢nu energiu, na vrchol neddjde a zafne sa
hybat opa¢nym smerom. Ak vSak mé dost energie, vrcholom prejde a zacne zrychlovat,
nekol'ko sa pohybuje dole kopcom. MdZe eSte nastat tretia moznost, ze gulicka mé prave
tolko energie, Ze vyjde na vrchol a tam zastane. Zhrnut to mozno tak, Ze udolie na

grafe U implikuje centrum a kopec sedlo.

L L L L L
08 06 04 02 o

1 o

1.95 1
18 /_\ | 02

185 1 03 /
18 / \ 1 04 /

02 04 06 08 1 12 -08 06 04 02 0 02 04 06 08 1 12 -1 -05 0 0s 1

Obr. 21: Fazové portréty pre konzervativne systémy & = f(z) = 42" —32° + 22 + 62 — 5,
i=f(r)=—dat+22 4+, 3= f(x)=5a%—22° — 2t + 2% — 422 + 1.

Overme si to na Obr. 21, ktory zobrazuje systémy
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o = f(z)=42" - 325+ 2> +6x -5,
o i=f(x)=—42*+ 2%+,
o i=f(z)=525-2a"—az'+2° - 42+ 1

Prvy systém méa len jeden pevny bod, ktorym je sedlo v bode lokdlneho maxima
potencidlnej energie U. Druhy systém méa jeden kopec a jedno udolie, ktorym zod-
povedaju sedlo, resp. centrum. Treti systém ma najzlozitejsi graf U s dvomi idoliami a
dvomi kopcami a na fazovom portréte vidime dve centra a dve sedla. Vsetky tri systémy

z Obr. 21 teda potvrdili nasu domnienku.

2.4 Program FazovyPortret

Druhym z dvojice porgramov, ktoré st hlavnym prinosom tejto préace, je program
FazovyPortret. Podobne ako LogistickyModel, aj tento program vznikol v Matlabe a
jeho ucelom je graficka ilustracia konzervativnych systémov pomocou fazovych portré-
tov. Moze byt pouzity pri vyucbe na demonstraciu kreslenia fazovych portrétov a tiez
si na iom Studenti moézu sami preskimat trajektorie konzervativnych systémov. Rov-
nako ako program z casti 1.4, aj FazovyPortret pozostava z .fig siboru a .m suboru,

ktoré maji rovnaké tlohy ako to bolo pri prvom programe.

2.4.1 Spustenie programu

Postup spustenia je analogicky ako pri pograme LogistickyModel, len na zaciatku
zadame do prikazového okna prikaz
guide FazovyPortret,
ktory otvori stibor FazovyPortret.fig v prostredi GUIDE (Obr. 22).
Po kliknuti na zelent $ipku v hornom ovladacom paneli sa otvori okno s uzivatel'skym

rozhranim, ktoré je zobrazené na Obr. 23.

2.4.2 Uzivatel'ské rozhranie

Jedinym vstupnym tdajom je funkcia f(z), ktorej prednastavend hodnota je
i = f(r) = 2 — 42? + 3z. Na najdenie koreiiov zadanej funkcie je pouZita funkcia

solve (Priloha C, riadok 51), ktora spolahlivo najde vsetky korene len pre polynomy,
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Obr. 22: Stbor FazovyPortret.fig so vSetkymi objektami. Zelené tlafidlo na spustenie pro-

gramu je v hornom ovlddacom paneli.

preto odporuc¢ame pracovat len s takymi funkciami. Okrem toho si moze uzivatel zvolit,
¢i chee zakreslit aj vektorové pole, ktoré znézoriiuje smer trajektorii. Pri spusteni je
vybrata tato moznost.

Kreslenie sa spusti kliknutim na tlacidlo Fazovy portret a vystup je na Obr. 24.
Na obrazovke sa vypiSe predpis pre U(z), systém s pomocnou premennou ¥y, aj predpis
rieSeni. Na pravej strane v spodnej ¢asti je zakreslena potencialna energia U(x) s auto-

maticky zvolenymi droviiami . Tymi st hodnoty extrémov funkcie U, stredna hodnota

nad najvysSsim extrémom. Pre tieto hladiny st v osiach nad tym zakreslené riesSenia
systému. Hladina v a zodpovedajice rieSenie sit vzdy zakreslené rovnakou farbou a
farby sa striedaju pre vicsiu prehladnost.

Na Obr. 25 je vystup programu FazovyPortret pre systém
i=fx)=—-22°+32" —72% —142° + 152 + 5,
pri¢om nie je zvolena moznost zakreslenia vektorového pola. Fazovy portrét tak pésobi
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Obr. 23: Uzivatl'ské rozhranie programu FazovyPortret po spusteni s pévodnymi nastave-
niami.
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Obr. 24: Vystup programu pri prednastavenych hodnotéch.
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prehladnejsie, ale nie je v iom informacia o smere trajektorii. MoZeme si v&imnut, Ze
uzivatel nezadal funkciu f v zauZivanom tvare (¢leny polynému nie st zoradené od
najvyssej mocniny), ale nizsie uz je funkcia vypisana v tomto tvare, ¢o automaticky

dosiahneme pouzitim funkcie latex (Priloha C, riadok 89).

) FazovyPortret E”E‘El
UDdde | h|RKRTDEL-S 06 a O 2

- flx) 157 - 255 + 3 - T3 - 142 + 6

Ulz) j'_,f'l.."_lrf..'

! 38 / Tzt / 142? _ 1547

B 5 T 3 7 27

- MW
T T T T

Mame system dany vztahmi:
i =y

i= flx) 2254 3a* — 73— 1422+ 15245

Riesenia su:

I e E T4 =] Ex? |, ¢
y-t2 0 F B B ha)

B O
— T

[ Wektorave pole

Fazovy potret

L S N T R -
— T T

Obr. 25: Vystup programu pri zmenenych hodnotach.

2.4.3 Nedostatok programu

Hlavnym nedostatkom programu FazovyPortret je, Ze spolahlivo funguje len pre poly-
nomialne funkcie. Ako sme uz spominali v ¢asti 2.4.2, je to sposobené pouzitim funkcie
solve na hladanie korenov. Tento nedostatok ukdZeme na priklade kyvadla, ktoré je
tiez konzervativnym systémom s jednym stupinom volnosti. Takyto systém je dany
vztahom

¥ = —sin(z), (21)

kde z je uhol, ktory kyvadlo zviera so spodnou vertikadlnou poziciou. Je zrejmé, ze
r a x + 2km reprezentuju totozné body pre vSetky celé k, preto sa zameriame len
na interval (—m,7|. Korene funkcie f(x) = —sin(z) na danom intervale st body 0 a

7, ktoré predstavuji spodnt a vrchnu vertikdlnu polohu (vid Obr. 26). Potencialna
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energia je dana ako
U(r)=— / —sin(z)dz = — cos(z)
a plati
U"(0) = cos(0) =1 >0,

U"(m) = cos(m) = —1 < 0.

Z toho plynie, Ze spodnd pozicia je centrum a hornd sedlo.

N&s program vSak najde len jediny koren periodickej funkcie f(z) = — sin(z), ktorym
je nula. Z toho dovodu sktima len okolie tohto bodu a vzniknuty fazovy portrét je sice
v danej ¢asti spravny, ale je nekompletny, nakolko nezobrazuje okolie bodu 7. Vystup

je zobrazeny na Obr. 26.
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Obr. 26: Vystup programu pre pripad kyvadla. Fazovy portrét je nekompletny.
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Zaver

V nasej praci sme sa zamerali na graficka ilustraciu trajektorii dynamickych systémov.
Vybrali sme si logisticky model populacnej dynamiky a konzervativne systémy s jednym
stupfiom volnosti. K obom sme vyvinuli programy, ktoré uzivatel ovi umoziiuja skiumat
dynamicky systém pomocou interaktivnej ilustracie jeho trajektorii. Tieto programy
mozu ocenit Studenti snaziaci sa porozumiet problematike dynamickych systémov ako

aj prednégajuci, ktorym ako didaktické pomocky ulahéia vysvetlovanie.

Obe kapitoly maju podobniti Strukttru. Po uvedeni ¢itatela do problematiky
v prvych dvoch ¢astiach kapitoly v tretej ¢asti vysvetIujeme, ako vznikaju a ¢o hovoria
pouzivané ilustracie (v prvej kapitole pavu¢inovy diagram, v druhej fazovy portrét).
Pri logistickom modeli sme sa venovali hlavne pevnym a periodickym bodom a ich sta-
bilite pre r6zne hodnoty parametrov a spomenuli sme aj chaotiké vlastnosti modelu pri
hodnotach parametra p blizkych hrani¢nej hodnote 4. Pri konzervativnych systémoch
nés zaujimal najmé charakter pevnych bodov, priebeh trajektorii a doraz sme kladli na
vysvetlenie zakresl ovania fazovych portrétov. V poslednej ¢asti kapitoly predstavujeme
prislusny program a na vzorovych prikladoch ukazeme, aké moznosti pontika. Pri pro-
grame FazovyPortret v druhej kapitole na konci spominame aj nedostatok programu,

ktorym je obmedzenie na polynomialne funkcie.

Na koniec nam ostéva len vyjadrit Zelanie, Ze naga praca napomdZze zaujemcom

k lepSiemu porozumeniu dynamickych systémov.
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Priloha A - Lagrangeova veta o strednej hodnote

Nasledujtice dve pomocné sme prebrali z [5]. Rollovu vetu vyuZijeme v dokaze La-

grangeovej vety.

Veta A.0.8 (Rollova veta o strednej hodnote). Nech f : (a,b) — R je spojitd a diferen-
covatelnd. Nech navySe plati f(a) = f(b). Potom ezistuje také c¢ z (a,b),
Ze f'(c) = 0.

Dokaz. Ak je f konStantna, plati
f'(¢) =0 Ve e (a,b).
Pokial f nie je konStantna, zo spojitosti vyplyva, Ze existuje ¢ € (a,b) tak, ze

f(e) = max f()

z€(a,b)

a z diferencovatelnosti plynie f’'(c) = 0. ]

Veta A.0.9 (Lagrangeova veta o strednej hodnote). Nech f : (a,b) — R je spojitd a

diferencovatelnd. Potom existuje také c z (a,b), Ze plati

f(b) = f(a) = f'(e)(b - a).

Doékaz. Definujme
f(b) — f(a)

9(z) = flz) = = —

(x—a),

ktoré je rovnako ako f spojita a diferencovatelna. Taktiez plati g(a) = f(a) a

Su teda splnené predpoklady Rollovej vety a existuje také ¢ € (a,b), ze ¢'(c) = 0.

Dostéavame
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Priloha B - Zdrojovy koéd programu LogistickyModel

function varargout = LogistickyModel (varargin)

gui_Singleton = 1;

gui_State = struct ('gui_Name', mfilename,
'gui_Singleton', gui_Singleton,
'gui_OpeningFcn', @LogistickyModel_OpeningFcn,
'gui_OutputFcn', @LogistickyModel_OutputFcn,
'gui_LayoutFcn', 1,
'gui_Callback"', [1);

if nargin && ischar (varargin{l})

gui_State.gui_Callback = str2func(varargin{l});

end

if nargout

[varargout{l:nargout}] = gui_mainfcn(gui_State, varargin{:});
else

gui_mainfcn(gui_State, varargin{:});

end

function LogistickyModel_OpeningFcn (hObject, eventdata, handles, varargin)

handles.output = hObject;

guidata (hObject, handles);

set (hObject, 'toolbar', 'figure'); Sprida klasicke menu

function varargout = LogistickyModel_OutputFcn (hObject, eventdata, handles)
varargout{1l} = handles.output;

set (handles.check_stabilny, 'Value',1);

global stac_bod;

stac_bod = 1;

global druha;

druha = 0;

global vyssia;

vyssia = 0;

axes (handles.tex_axes);

text ('Interpreter', 'latex', 'String', 'Vstupne parametre pre system', 'Position', [0 171,...
'FontSize',11);

text ('Interpreter', '"latex', 'String', "$x (k+1) = \mu\cdot [I1—x(k)]\cdot x(k):$"',...
'Position', [0.1 .92], 'FontSize',11);

text ('Interpreter', 'latex', 'String', '$\mu = $', 'Position',[.24 .8],'FontSize',11);

text ('Interpreter', 'latex', 'String', '$x_0 = $', 'Position', [.22 .69],'FontSize',11l);

1

text ('Interpreter', 'latex', 'String', 'pocet clenov = ', 'Position', [0 .58], 'FontSize',11);

1

text ('Interpreter', 'latex', 'String', 'pocet krokov = ', 'Position', [0 .47],'FontSize',611);
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function edit_mi_Callback (hObject, eventdata, handles)
sliderValue = get (handles.edit_mi, 'String');
sliderValue = str2num(sliderValue);
if (isempty(sliderValue))
set (handles.slider_mi, 'Value',1.5);
set (handles.edit_mi, 'String','1.5");
elseif (sliderValue < 0)
set (handles.slider_mi, 'Value',0);
set (handles.edit_mi, "String','0");
elseif (sliderValue > 4)
set (handles.slider_mi, 'Value',4);
set (handles.edit_mi, "String', "4");
else
set (handles.slider_mi, 'Value',sliderValue) ;

end

function edit_mi_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'), get (0,
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');

end

function edit_x0_Callback (hObject, eventdata, handles)
sliderValue = get (handles.edit_x0, 'String’');
sliderValue = str2num(sliderValue);
if (isempty(sliderValue))

set (handles.slider_x0, 'Value',0.6);

set (handles.edit_x0, 'String','0.6");

elseif (sliderValue < 0)

set (handles.slider_x0, 'Value',0);

set (handles.edit_x0, "String','0");
elseif (sliderValue > 1)

set (handles.slider_x0, 'Value',1);

set (handles.edit_x0, "String', '1");
else

set (handles.slider_x0, 'Value',sliderValue);

end

function edit_x0_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'), get (0,
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');

end

function edit_iter_ Callback (hObject, eventdata, handles)
sliderValue = get (handles.edit_iter, 'String');
sliderValue = str2num(sliderValue);

if (isempty(sliderValue))

set (handles.slider_iter, 'Value',10);
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set (handles.edit_iter, 'String', '10");
elseif (sliderValue < 2)

set (handles.slider_iter, 'Value',2);

set (handles.edit_iter, 'String', '2");
elseif (sliderValue > 100)

set (handles.slider_iter, 'Value',100);

set (handles.edit_iter, 'String', '100");

else

set (handles.slider_iter, 'Value', sliderValue);

end

function edit_iter_CreateFcn (hObject, eventdata,

if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))

set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');

end

function pushbuttonl_Callback (hObject, eventdata,

w = get (handles.edit_mi, 'String');

w = str2num(w);

x0 = get (handles.edit_x0, 'String');

x0 = str2num(x0);

iter = get (handles.edit_iter, 'String');
iter = str2num(iter);

krok = get (handles.edit_krok, 'String');

krok = str2num(krok);
y = zeros(iter+l,1);
y (1) = x0;

for i=l:iter
y(1+1) = wx (1-y (1)) *y(1);
end
x = 0:1:iter;
axes (handles.axesl);
set (gca, 'xLim', [0 iter]);

plot (handles.axesl,x,y,"':.")

global druha;

if ( druha==1 )
y0 = get (handles.edit_druha, 'String'");
y0 = str2num(y0);

y = zeros(iter+1,1);

for i=l:iter
y(i+l) = wx(l=y (1)) *y(1);
end
x = 0:1:iter;
hold (handles.axesl);

1

plot (handles.axesl,x,y, ':.

,'Color', 'green');
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hold off;

end

global stac_bod;
if (stac_bod==1)

axes (handles.tex_axes);

text ('Interpreter', 'latex','String', '$\hspace{80 mm}$', 'Position', [.05

'FontSize',11, 'BackgroundColor', [.925 .914

if (w>3)

.8471);

L2571, ...

text ('Interpreter', 'latex', 'String', '"Pre $\mu>3$ neexistuje stabilny pevny bod.', ...

'Position', [.05 .25], 'FontSize',11, 'color', 'red");

else
if (w <1 || x0==0 || x0==1)
y = 0;
elseif (w > 1 && w < 3)

y = 1-1/w;
else

y = NaN;
end

axes (handles.axesl);

line ([0, iter], [y,v], '"Color', 'red");

text (1.02xiter,y,num2str(y), 'Color', 'red");

set (gca, 'xLim', [0 iter]);
end
else

axes (handles.tex_axes);

text ('Interpreter', 'latex','String', '$\hspace{80 mm}$', 'Position', [.05

'FontSize', 11, 'BackgroundColor', [.925 .914

end
axes (handles.axesl);

set (gca, "xLim', [0 iter]);

X 0:.001:1;
y = wx (1—x) .*x;

plot (handles.axes2,x,y, 'LineWidth',1.5)

global vyssia;
if( vyssia ==1 )

axes (handles.tex_axes);

.8471);

L2571, ...

text ('Interpreter', 'latex','String', '$\hspace{85 mm}$', 'Position', [.05 —.13], ...

'FontSize', 11, 'BackgroundColor', [.925 .914

.8471);

text ('Interpreter', 'latex','String', '$\hspace{50 mm}$"', 'Position', [.05 —.2], ...

'FontSize', 11, 'BackgroundColor', [.925 .914

.8471);

text ('Interpreter', 'latex','String', '$\hspace{50 mm}$"', 'Position', [.05 —.28], ...

'FontSize', 11, 'BackgroundColor', [.925 .914

if(w<3)

text ('Interpreter', 'latex', 'String’', ...

'Pre $\mu \leqg 3$ existuje jediny stabilny pevny bod.',...

20
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'Position', [.05 —.13], 'FontSize',11l, 'BackgroundColor', [.925 .914 .847]);
rad = 0;
elseif(w > 3 && w < 3.449)
text ('Interpreter', 'latex','String’', ...
'Pre $3 < \mu < 3.449$ sa striedaju dva periodicke',...
'Position', [.05 —.13], 'FontSize',11l, 'BackgroundColor', [.925 .914 .847]);
text ('Interpreter', 'latex', 'String’', 'body."', 'Position', [.05 —.2], ...
'FontSize', 11, 'BackgroundColor', [.925 .914 .847]);

text ('Interpreter', 'latex', 'String', 'Zakreslena Jje $f_{\mu}"2 (x).$','Position',...

[.05 —.28], 'FontSize', 11, 'BackgroundColor', [.925 .914 .847]);
rad = 1;
elseif(w > 3.449 && w < 3.544 )
text ('Interpreter', 'latex', 'String’', ...
'Pre $3.449 < \mu < 3.544$ sa striedaju styri periodicke', ...
'Position', [.05 —.13], 'FontSize',11l, 'BackgroundColor', [.925 .914 .847]);
text ('Interpreter', 'latex', 'String’', 'body."', 'Position', [.05 —.2], ...
'"FontSize', 11, 'BackgroundColor', [.925 .914 .847]);
text ('Interpreter', 'latex','String', 'Zakreslena je $f_{\mu}"4 (x).S$',...
'Position', [.05 —.28], 'FontSize',11l, 'BackgroundColor', [.925 .914 .847]);
rad = 2;
elseif(w > 3.544 && w < 3.564 )
text ('Interpreter', 'latex', 'String’', ...
'Pre $3.544 < \mu < 3.564$ sa strieda osem periodickych', ...

'Position', [.05 —.13], 'FontSize', 11, 'BackgroundColor', [.925 .914 .847]);

text ('Interpreter', 'latex', 'String', 'stabilnych bodov.', 'Position', [.05 —.2],...

'FontSize', 11, 'BackgroundColor', [.925 .914 .847]);
text ('Interpreter', 'latex', 'String', 'Zakreslena je $f_{\mu}"8 (x).S$',...
'Position', [.05 —.28], 'FontSize',11l, 'BackgroundColor', [.925 .914 .847]);
rad = 3;
else
text ('Interpreter', 'latex', 'String’', ...
'Pre $\mu > 3.570$ je dynamika systemu komlikovana.', ...
'Position', [.05 —.13], 'FontSize',11l, 'BackgroundColor', [.925 .914 .847]);
rad = 100;
end
if(rad > 0 && rad < 4)
for i=1:(2”rad—1)
y = wx(l-y) .*xy;
end
hold (handles.axes?2);
plot (handles.axes?2,x,y, 'Color', 'c', 'LinewWidth',1.5);
axes (handles.axes?2)
hold off;
end
else
axes (handles.tex_axes);
text ('Interpreter', 'latex','String', '$\hspace{80 mm}$', 'Position', [.05 —.13], ...
'FontSize', 11, 'BackgroundColor', [.925 .914 .8471]1);
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text ('Interpreter', 'latex','String', '$\hspace{50 mm}$"', 'Position', [.05 —.2], ...
'FontSize', 11, 'BackgroundColor', [.925 .914 .8471]1);

text ('Interpreter', 'latex','String', '$\hspace{50 mm}$', 'Position', [.05 —.28], ...
'FontSize',11, 'BackgroundColor', [.925 .914 .847]);

end

axes (handles.axes?2)
line([0,1],[0,1], 'Color', 'black"')
arrowline ([x0,x0], [0, w* (1—x0) xx0], "Color', 'red")
x = [x0,w*(1—x0) *x0];
for i=l:krok
if( abs(x(1l)—x(2)) > .03 && 1i<5)
pause(.1);
end
if (i<3)
arrowline ([x(1),x(2)],[x(2),x(2)],'Color", 'red")
else
line([x(1),x(2)],[x(2),x(2)], " 'Color', 'red")
end
x = [x(2),wx(1-x(2))*x(2)];
if( abs(x(l)—x(2)) > .03 && 1i<5 )
pause (.2);
end
if (1<3)
arrowline ([x(1),x(1)], [x(1),x(2)],'Color', 'red")
else
line([x(1),x(1)1,[x(1),x(2)], 'Color', "red")
end
end
axes (handles.axes2);

axis ([0 1 0 11);

function slider_mi_Callback (hObject, eventdata, handles)
sliderValue = get (handles.slider_mi, 'Value');
sliderValue=round (sliderValue*10)/10;

set (handles.edit_mi, 'String', num2str(sliderValue));

guidata (hObject, handles);

function slider_mi_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor', [.9 .9 .91);

end

function slider_x0_Callback (hObject, eventdata, handles)
sliderValue = get (handles.slider_x0, 'Value');
sliderValue=round (sliderValue*10)/10;

set (handles.edit_x0, 'String', num2str(sliderValue));

guidata (hObject, handles);
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function slider_x0_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'), get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor',[.9 .9 .9]);

end

function slider_iter_Callback (hObject, eventdata, handles)
sliderValue = get (handles.slider_iter, 'Value');
sliderValue=round(sliderValue) ;

set (handles.edit_iter, 'String’', num2str(sliderValue));

guidata (hObject, handles);

function slider_iter_ CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'), get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor', [.9 .9 .91);

end

function check_stabilny_Callback (hObject, eventdata, handles)
checkboxStatus = get (handles.check_stabilny, 'Value');
global stac_bod;
if (checkboxStatus)
stac_bod = 1;
else
stac_bod = 0;

end

function edit_krok_Callback (hObject, eventdata, handles)
sliderValue = get (handles.edit_krok, 'String');
sliderValue = str2num(sliderValue);
if (isempty(sliderValue))
set (handles.slider_krok, 'Value',10);
set (handles.edit_krok, 'String', "10");
elseif (sliderValue < 2)
set (handles.slider_krok, 'Value',2);
set (handles.edit_krok, 'String', '2");
elseif (sliderValue > 50)
set (handles.slider_krok, 'Value',50);
set (handles.edit_krok, "String', '50");
else
set (handles.slider_krok, 'Value', sliderValue);

end

function edit_krok_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'), get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))

set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');

end

function slider_krok_Callback (hObject, eventdata, handles)
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sliderValue = get (handles.slider_krok, 'Value');
sliderValue=round(sliderValue);
set (handles.edit_krok, 'String’', num2str(sliderValue));

guidata (hObject, handles);

function slider_krok_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'), get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor', [.9 .9 .91);

end

function check_druha_Callback (hObject, eventdata, handles)
checkboxStatus = get (handles.check_druha, 'Value');
global druha;
if (checkboxStatus)
druha = 1;
axes (handles.tex_axes);

text ('Interpreter', 'latex', 'String', '$x_0 = $', 'Position', [.19 .06], 'FontSize',11);

set (handles.edit_druha, 'Visible', 'on');

set (handles.slider_druha, 'Visible', 'on'");
else
druha = 0;
axes (handles.tex_axes);
text ('Interpreter', 'latex', 'String', '$\hspace{7 mm}$', 'Position', [.19 .06],...
'FontSize', 11, 'BackgroundColor', [.925 .914 .847]);
set (handles.edit_druha, 'Visible', 'off'");
set (handles.slider_druha, 'Visible', 'off");
end

function edit_druha_Callback (hObject, eventdata, handles)
sliderValue = get (handles.edit_druha, 'String');
sliderValue = str2num(sliderValue);
if (isempty(sliderValue))

set (handles.slider_druha, 'Value',0.7);

set (handles.edit_druha, 'String', '0.7");

elseif (sliderValue < 0)

set (handles.slider_druha, 'Value',0);

set (handles.edit_druha, 'String', '0");
elseif (sliderValue > 1)

set (handles.slider_druha, 'Value',1);

set (handles.edit_druha, 'String', '1");
else

set (handles.slider_druha, 'Value',sliderValue);

end

function edit_druha_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'), get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))

set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
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end

function slider_druha_Callback (hObject, eventdata, handles)
sliderValue = get (handles.slider_druha, 'Value');
sliderValue=round (sliderValue*10)/10;

set (handles.edit_druha, 'String', num2str(sliderValue));

guidata (hObject, handles);

function slider_druha_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'), get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor',[.9 .9 .91);

end

function check_vyssia_Callback (hObject, eventdata, handles)
checkboxStatus = get (handles.check_vyssia, 'Value');
global vyssia;
if (checkboxStatus)
vyssia = 1;
else
vyssia = 0;

end

%)



10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

Zdrojovy kéd programu FazvyPortret Priloha C

Priloha C - Zdrojovy kéd programu FazvyPortret

function varargout = FazovyPortret (varargin)
gui_Singleton = 1;
gui_State = struct ('gui_Name', mfilename,
'gui_Singleton', gui_Singleton,
'gui_OpeningFcn', @FazovyPortret_OpeningFcn,
'gui_OutputFcn', @FazovyPortret_OutputFcn,
'gui_LayoutFcn', 1,
'gui_Callback', [1);
if nargin && ischar (varargin{l})
gui_State.gui_Callback = str2func(varargin{l});
end
if nargout
[varargout{l:nargout}] = gui_mainfcn(gui_State, varargin{:});
else
gui_mainfcn(gui_State, varargin{:});

end

function FazovyPortret_OpeningFcn (hObject, eventdata, handles, varargin)
handles.output = hObject;

guidata (hObject, handles);

set (hObject, 'toolbar', 'figure'); $prida klasicke menu
function varargout = FazovyPortret_OutputFcn (hObject, eventdata, handles)
varargout{1l} = handles.output;

axes (handles.tex_axes);

text ('Interpreter', 'latex', 'String', '$\ddot{x} = f(x)=$','Position', [0 .93], 'FontSize',611);

global pole;
pole = 1;

function f_edit_Callback (—, eventdata, handles)

function f_edit_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'), get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))

set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');

end

function port_button_Callback (hObject, eventdata, handles)
eps=.0001;

syms x;

global f;

f=char (get (handles.f_edit, 'String'));

pomo = double( solve(f) );

ext=[];
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for k=1l:1length (pomo)
if( abs( imag( pomo(k) ) ) < eps )
pomo (k) = real( pomo (k) );
end
if( isreal (pomo (k)) )
ext = [ext;pomo (k)];
end
end

ext = unique (ext);

pocMex = length (ext); $pocet korenov f(x), moznych extremov U(x)
if (pocMex==0)
mini = —.5;
maxi = .5;
elseif (pocMex==1)
mini = ext — .5;
maxi = ext + .5;
else

mini = min (ext);

maxi = max(ext);
end
U = —int (f, x); %$najde primitivnu F k £, U = —F

axes (handles.tex_axes);

cla(handles.tex_axes);

text ('Interpreter', 'latex', 'String', '$\ddot{x} = f(x) = $','Position’', [0 .93], 'FontSize',11);

text ('Interpreter', 'latex', 'String', ['$U(x)=—\int f(x)dx=$'], 'Position', [0 .8],'FontSize',11);

text ('Interpreter', "latex', 'String', ['$S = ' latex(simple(U)) '$'1l,...

'Position', [0 .68],'FontSize',13);

text ('String', "Mame system dany vztahmi:', 'Position', [0 .5], 'FontSize',11);

text ('Interpreter', 'latex', 'String', '$\dot{x} =y $', 'Position', [0 .4],'FontSize',11);

text ('Interpreter', "latex', 'String', ['$\dot{y} = f(x)= "' latex(sym(f)) 'S$']l,...
'Position', [0 .3],'FontSize',11);

text ('String', 'Riesenia su:', 'Position', [0 .1], 'FontSize',1l1);

text ('Interpreter', 'latex', 'String', ...
['Sy=\pm\sqgrt {2\, \left (\gamma—\left ('latex (U) '\,\right)\right)}$'], ...
'Position', [0 0], '"FontSize',11);

if (pocMex==0)

else

hodn = double( subs(U,x,ext) ); % vycisli U(x) pre korene f (x)=0

hodn = unique (hodn);
pocex = length (hodn);
if (pocex == 0)

c = [0];

elseif (pocex == 1)

o7



92

93

94

95

96

97

98

99

100

101

102

103

104

105

106

107

109

110

111

112

113

114

115

116

117

118

119

120

121

122

123

124

125

126

127

128

129

130

131

132

133

134

135

137

138

139

Zdrojovy kéd programu FazvyPortret Priloha C

Q
Il

[hodn(1)—.1; hodn(l) ; hodn(l)+.1];
else
c = [(3*xhodn(l)—hodn(2))/21;
for i=l:pocex—1
rozd = hodn (i+l)—hodn (1) ;
c = [c ; hodn(i) ; hodn(i)+rozd/2];
end
c = [c ; hodn(pocex) ; (3xhodn (pocex)—hodn (pocex—1))/21;
end

end

i=1;
pockor=0;
while (pockor==0)
pomo = sort ( double( solve(U—c(i)) ) );
kor=[];
for k=1:length (pomo)
if( isreal (pomo(k)) )
kor = [kor;pomo (k) ];
end
end
kor = unique (kor);
pockor = length (kor);
i = 1i+1;
end
if(kor(l) < mini)
mini = kor(1l);
end
if (kor (pockor) > maxi)
maxi = kor (pockor);

end

i=length(c);
pockor=0;
while (pockor==0)
pomo = sort ( double( solve(U—c(i)) ) );
kor=1[];
for k=1l:length (pomo)
if( isreal (pomo(k)) )
kor = [kor;pomo (k) ];
end
end
kor = unique (kor);
pockor = length (kor);
i = 1i-1;
end
if(kor(l) < mini)

mini = kor(l);
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end

if(k

end

roz
u =
v =
cla(
cla(
plot
axes
ymax

ymin

set (
set (
axes
set (

farb

for

or (pockor) > maxi)

maxi = kor (pockor);

= maxi—mini;

linspace (mini—roz/10,maxi+roz/10,100);
subs (U, x,u) ;

handles.F_axes) $vymazanie osi

handles.port_axes)

(handles.F_axes,u,v, 'LineWidth',1.5); %$nakreslenie U (x)
(handles.F_axes) ;

= c(length(c)) + ( c( length(c) ) — c( length(c)—1) );
= c(l) — ( c(2)—c(1) );

gca, 'yLim', [ymin ymax]);

gca, 'xLim', [mini—roz/10 maxi+roz/10]); %$nastavenie rozsahu osi
(handles.port_axes);

gca, 'xLim', [mini—roz/10 maxi+roz/10]);

y = lines(length(c));

i=1:length(c)
farby (i, :) = farby (i, :);
axes (handles.F_axes);
line ([mini—roz/10,maxi+roz/10]1, [c(i),c(i)], 'Color', farby (i, :))
axes (handles.port_axes);
pomo = sort ( double( solve(U—c(i)) ) );
pomo = round (1000000xpomo) /1000000;
kor=1[];
for k=1l:length (pomo)

if( isreal (pomo(k)) )

kor = [kor;pomo (k) ];

end
end
kor = unique (kor);
pockor = length (kor); %pocet extremov U (x)
if (pockor == 0)
if (subs (U,x,0) — c(i)<0)

if (pocMex==1)

u = linspace (mini—roz/10,maxi+roz/10,100);
v = real( sqgrt( 2+ (—subs(U,x,u) + c(i)) ) );
hold on;

plot (handles.port_axes,u,v, 'Color', farby (i, :), 'LinewWidth',1.6);
hold on;
plot (handles.port_axes,u,—v, 'Color', farby (i, :), 'LineWidth',1.6);

else

o
|

= linspace (mini—roz/10,maxi+roz/10,100);

<
Il

real ( sqrt( 2+ (—subs(U,x,u) + c(i)) ) );
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end

hold on;
plot (handles.port_axes,u,v, 'Color', farby (i, :), 'LineWidth',1.6);
hold on;
plot (handles.port_axes,u,—v, 'Color', farby (i, :), 'LineWidth',1.6);

end

elseif (pockor==1)

if (subs (U, x,kor(l)—eps)—c (i) <0)

end

u linspace (mini—roz/10,kor (1),100);

v = real( sqgrt( 2+ (—subs(U,x,u) + c(i)) ) );

hold on;

plot (handles.port_axes,u,v, 'Color', farby(i, :), 'LineWidth',1.6);
hold on;

plot (handles.port_axes,u,—v, 'Color', farby (i, :), 'LineWidth',1.6);

if (subs (U, x,kor (1) +eps)—c (i) <0)

end

u = linspace (kor (1) ,maxi+roz/10,100);

v = real( sqgrt( 2x(—subs(U,x,u) + c(i)) ) );

hold on;

plot (handles.port_axes,u,v, 'Color', farby(i, :), 'Linewidth',1.6);
hold on;

plot (handles.port_axes,u,—v, 'Color', farby (i, :), 'LineWidth',1.6);

if (abs( subs (U, x,kor(l))—c (i) )<eps && subs (U,x,kor(1l)+eps)—c(i)>0 &&

end

else

subs (U, x, kor (1) —eps)—c (i) >0)

plot (handles.port_axes,kor(1),0,'."','Color', farby (i, :), 'LinewWidth',1.6

if (subs (U, x,kor(l)—eps)—c (i) <0)

end

u = linspace (mini—roz/10,kor (1),100);

v = real( sqgrt( 2x(—subs(U,x,u) + c(i)) ) );

hold on;

plot (handles.port_axes,u,v, 'Color', farby (i, :), 'Linewidth',1.6);
hold on;

plot (handles.port_axes,u,—v, 'Color', farby (i, :), 'LineWidth',1.6);

if (subs (U, x, kor (pockor) +eps)—c (1) <0)

end

k=1;

u = linspace (kor (pockor),maxi+roz/10,100);

v = real( sqgrt( 2%(—subs(U,x,u) + c(i)) ) );

hold on;

plot (handles.port_axes,u,v, 'Color', farby(i, :), 'Linewidth',1.6);
hold on;

plot (handles.port_axes,u,—v, 'Color', farby (i, :), 'LineWidth',1.6);

while (k<pockor)

rozd = kor (k+1l) — kor(k);
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if (abs( subs (U, x,kor(k))—c(i) )<eps && subs (U, x,kor (k)+eps)—c(i)>0 &&

subs (U, x, kor (k) —eps)—c (i) >0)

plot (handles.port_axes, kor(k),0,'."', 'Color', farby (i, :), 'LineWidth',1.6);

elseif (subs (U, x,kor (k) +rozd/2)—c (i) <0)
u = linspace (kor (k),kor (k+1),100);
v = real( real( sqgrt( 2*(—subs(U,x,u) + c(i)) ) ) );
hold on;
plot (handles.port_axes,u,v, 'Color', farby (i, :), 'LinewWidth',1.6);
hold on;
plot (handles.port_axes,u,—v, 'Color', farby (i, :), 'LineWidth',1.6);
end
k = k+1;
end
if (abs( subs (U, x,kor(k))—c (i) )<eps && subs (U, x,kor (k)+eps)—c(i)>0 &&
subs (U, x, kor (k) —eps)—c (i) >0)
plot (handles.port_axes,kor(k),0,'."', 'Color', farby (i, :))
end
end

end

axes (handles.port_axes);
axis tight;

set (gca, "xLim', [mini—roz/10 maxi+roz/10]);

global pole;
if (pole)
uLim = get (handles.port_axes, 'xLim')*.9;
u = linspace (uLim(1l),ulim(2),8);
vLim = get (handles.port_axes, 'yLim')*.9;
v = linspace (vLim(1l),vLim(2),8);
[u,v] = meshgrid(u,v);
dv = subs(f,x,u);
axes (handles.port_axes);
quiver (u,v,v,dv, 'Color',[.5 .5 .5], 'LinewWidth', .5);

end

function check_pole_Callback (hObject, eventdata, handles)
checkboxStatus = get (handles.check_pole, 'Value');
global pole;
if (checkboxStatus)
pole = 1;
else

pole = 0;

end
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