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Abstrakt

KOSSACZKY, Igor: Markowitzov viacperiédovy model [Bakalarska préca], Univerzita
Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra apliko-
vanej matematiky a Statistiky; Skolitel: doc. Mgr. Igor Melicher¢ik, PhD., Bratislava,
2012, 51 s.

Markowitzov model tvori jeden zo zakladov tedrie portfélia. Jeho hlavnou myslienkou
je minimalizacia variancie oc¢akadvaného vynosu portfélia pocas jedného casového ob-
dobia. Cielom tejto préace je popisat optimalnu stratégiu rozhodovania, pokial dané
¢asové obdobie rozdelime na viacero peridd, pocas ktorych vahy aktiv v portféliu
prerovnavame. Na splnenie tejto tlohy sme pouzili Bellmanov princip a dynamické
programovanie. Ako v praci ukdzeme, tento model je v istom zmysle mean-variance
optimélny, mézme teda o nom hovorit ako o Markowitzovom viacperiddovom modeli.
Pri odvodzovani modelu sme vyuzivali teoriu uzito¢nosti a jej vztah k mean-variance
optimalizacii. Podarilo sa nam taktiez dokazat konzistentnost oboch pristupov za pred-
pokladu norméalne rozdelenych vynosov. V préaci sme skiimali aj spravanie viacperio-
dového modelu na redlnych datach, pricom sme pouzili dve rézne met6édy odhadova-
nia ocakavanych vynosov. Vysledky sme porovnali s Markowitzovym jednoperiédovym

modelom.

Kradové slova: Markowitzov model, Viacperiodova optimalizacia, Teoria

uzitocnosti, Dynamické programovanie



Abstract

KOSSACZKY, Igor: Markowitz multiperiod model [Bachelor Thesis|, Comenius Uni-
versity in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department
of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. Mgr. Igor Melicher¢ik, PhD.,
Bratislava, 2012, 51 p.

Markowitz model is one of the principles of portfolio theory. It’s main idea is the
minimization of variance of given expected return of the portfolio during one period
of time. The aim of this work is to describe optimal decision strategy, if we divide the
time period into more periods, during which we re-arange the weights of actives. To
achieve this goal, we used Bellman principle and dynamic programing. As we will show
in the thesis, this model is mean-variance optimal in some sense, so we could reffer it
as Markowitz multi-period model. In the proces of deriving the model, we used utility
theory, and it’s relationship to the mean-variance optimization. We also manage to
prove consistency of both approaches under the assumption of normally distributed
returns. In the thesis we also examine the behavior of the multi-period model on real
data, where we used two different methods of estimating expected returns. We have

compared the results with Markowitz one-period model.

Keywords: Markowitz model, Multi-period optimization, Utility theory, Dynamic

programming
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UVOD UVOD

Uvod

Teoria portfolia je oblast finan¢nej matematiky zaoberajica sa optimalnou investiciou
financii do roznych aktiv, ¢i uz ide o akcie, indexy alebo derivaty. Prvou otazkou, ktora
je nutné zodpovedat je, ¢o vlastne povazujeme za optimélne. Prirodzenou odpovedou
by bolo, Ze optimélna je ta investicia, ktord nam prinesie najvacsi zisk. Problémom je,
7e v Case ked o investicii rozhodujeme, zvid&sa presny zisk nepozname. Znamena to,
7e v nagich uvahach musime zohladiiovat aj riziko, ktoré so sebou jednotlivé investi-
cie prinaSaju. Potom je vSak optiméalna volba investicie uzko spéta s postojom ktory
investor k riziku zaujme.

V priebehu vyvoja teorie portfolia vzniklo viacero pristupov k vyjadreniu investorovho
postoja k riziku, vdaka ktorym méZzme urcéit optimélnu volbu portfélia. V roku 1944
von Neumann a Morgenstern [8] zaviedli axiomy charakterizujice usporiadanie in-
vestorovych preferencii. Na zéklade tychto axiom odvodili funkciu uzito¢nosti, jadro
konceptu ktory dnes nazyvame tebriou uzitocnosti. V roku 1952 predstavuje Harry
Markowitz [6] model optiméalnej volby portfolia zaloZzeny na minimalizacii rizika pri
fixnom pozadovanom vynose.

Pri Markowitzovom jednoperiédovom modeli sa sistredime na minimalizaciu rizika
pocas jednej Casovej periody, ¢i uz ide o tyzden, mesiac alebo rok. Z tejto podmienky
plynt aj isté obmedzenia. Vahy jednotlivych aktiv, zvolené Markowitzovym jednope-
rioddovym modelom do konca daného ¢asového obdobia nemenime. Tato skuto¢nost
moZe negativne vplyvat na kone¢nu velkost zisku v pripade nepriaznivého vyvoja cien
na burze. Ttto nevyhodu sa snazi odburat viacperi6dovy Markowitzov model, ktorého
popisanie je aj hlavnym cielom tejto prace.

Markowitzov viacperiodovy model je zovseobecnenim jednoperiddového modelu pre
¢asové obdobie pozostavajice z viacerych period. Nespornou vyhodou oproti jednope-
riodovému modelu je moznost menit zloZenie a vahy akcii v portfoliu na konci kazdej
periody, ¢o znamené obmedzenie rizika velkej straty pri neo¢akdvanom nepriaznivom
vyvoji na trhu. Dafiou za moznost menit vahy akcii poc¢as daného ¢asového obdobia st
vsak transakéné naklady.

V prvej kapitole uvedieme niektoré zakladné pojmy nevyhnutné pre pochopenie

problematiky. Predstavime teériu uZito¢nosti, ako aj mean-variance pristup k volbe
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portfolia a odvodime Markowitzov jednoperiddovy model. Cielom druhej kapitoly bude
podrobne sa pozriet na vztah teérie uzito¢nosti s mean-variance pristupom. Dokazeme
tu niektoré tvrdenia o konzistentnosti oboch pristupov. Jadrom prace je tretia kapitola,
v ktorej (podla [9]) odvodime Markowitzov viacperiodovy model za pomoci dynamic-
kého programovania. V tejto casti vyuzijeme tiez niektoré poznatky z druhej kapitoly.
V poslednej, $tvrtej kapitole sa pozrieme ako bezi viacperiodovy model na redlnych
datach. Pouzijeme rézne metoédy odhadovania ocakavanych vynosov, a zhodnotime

vysledky.
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1 TEORIA PORTFOLIA

1 Teoéria portfélia

1.1 Zakladné pojmy

Moderna tedria portfolia predstavuje ¢ast finan¢nej matematiky, zaoberajicu sa opti-
méalnym zlozenim portfolia pri istych rozpoc¢tovych ohrani¢eniach. Otazkou je, ¢o presne
znamend optiméalne. Zrejme mozme predpokladat, ze portfolio ktoré po roku prinesie
isty vynos 10 percent, je pre investora vyhodnejsie ako portfélio s istym roénym vyno-
som 5 percent. M6zme povedat, ze isty vynos na urovni 10 percent preferujeme pred
istym vynosom na trovni 5 percent. Problém nastava, ked vynosy prestavajia byt isté a
do hry sa dostéava riziko. V tvodnej Casti tejto prace si popiSeme dva postupy riesenia
tohto problému, a uvedieme niektoré stuvislosti medzi nimi. Najskor vSak eSte blizsie

pozrime ¢o je riziko, a aky postoj k nemu moéze investor zaujat.

Definicie zdkladnych pojmov

Aby sme mohli lep$ie popisat investorov vztah k riziku a vynosom, je potrebné formal-

izovat niektoré pojmy (podla [7]).

e Totalny vynos definujeme ako r = % kde Wy je hodnota investicie na za-
¢iatku periody, a Wi je hodnota investicie na konci periody. Kedze W; dopredu
nepozname, jeho hodnotu ako aj totalny vynos budeme modelovat ako nahodnu
premennd. V tejto praci budeme totalny vynos pre jednoduchost oznacovat len

ako vynos.

e Ocakavany vynos (o¢akavany zisk, expected value) definujeme ako stredna hod-

notu vynosu E(r). Znac¢it ho budeme aj ako 7.
e Varianciou vynosu Var(r) budeme meratf mieru rizika- ¢im je vicsia varian-
cia, tym vacsie budu zrejme odchylky od vynosu ktory ocakavame.
Investorov postoj k riziku

Ako sme uz vySsie uviedli, je prirodzené ocakavat, ze investor bude preferovat vyssi
ocakavany vynos. V pripade rizika ¢i variancie nie je postoj investora az taky jasny.

Investorov mo6zme podla postoja delit na tri skupiny: riziko-averznych (preferujicich

11



1.2 Teéria uZitoc¢nosti 1 TEORIA PORTFOLIA

isté zisky), riziko-neutralnych a riziko-oblubujtcich. My budeme vi¢sinou d'alej pred-
pokladat riziko-averznych investorov. Toto obmedzenie je pomerne prirodzené, I'udia

totiz preferuji mat veci pod kontrolou (aj ked nejde o pravidlo).

1.2 Teoéria uzitoénosti

Jednym z pristupov k problému optimalnej voIby portfolia je tedria uzitoCnosti. Tato

teoria nam vSak pontika aj presnejsi opis investorovho vztahu k vynosu a riziku.

Funkcia uzito¢nosti

Zakladom teorie uzito¢nosti (podla [8]) je myslienka, Ze rozne hladiny bohatstva maja
pre investora roznu uzito¢nost. Ta vS8ak nemusi rast s velkostou bohatstva linedrne.
Napriklad, pre niekoho je dolezity zisk prvych sto tisic eur, pretoze mu zabezpeci by-
vanie. Dalsich stotisic eur sice tiez prinesie tzitok, nie viak az taky velky -nie su uZ
zivotne dolezité. Za tucelom takéhoto porovnavania uzito¢nosti investicie si definujeme
takzvant funkciu uzito¢nosti U (W) : R — R ktora priradi kazdej budticej hodnote port-
folia jej uzito¢nost. Prirodzene mozme ocakavat, ze funkcia uzito¢nosti bude rastica
-investor preferuje vicsie imanie.

S funkciou uzito¢nosti sa porovnavanie portfolii stava jednoduch$im -porovnavame
stredntt hodnotu funkcie uzito¢nosti budicej hodnoty portfélia. Tento pristup vedie k
optimalizac¢nej tlohe

max E(U(W,))

p

kde W, je budica hodnota portfélia p.

Funkcia uzito¢nosti a preferencie

Funkcia uzito¢nosti priradi kazdému portfoliu ¢islo -uzitoénost, vdaka ¢omu moze in-
vestor Tubovolni mnozinu portfolii usporiadat (za predpokladu 7Ze pozna rozdelenie
ich vynosov) od najhorsieho po najlepsie. O tomto usporiadani mozme hovorit ako o
preferenciach, jednoznacne popisujucich investorovo spravanie. Polozme si otazku: je
pre kazdého investora funkcia uzito¢nosti jednoznacne urcena? Ukazuje sa Ze nie, a
nasledujice tvrdenie hovori o tom Ze posunutie ¢i $kalovanie funkcie uzito¢nosti na

investorove rozhodnutia nevplyva.

12



1.3 Mean-variance optimalizicia 1 TEORIA PORTFOLIA

Tvrdenie 1.1 (Linearna transformécia funkcie uzitotnosti). Majme ndhodné veliciny
X, Y arasticu funkciu U(X). Plati, Ze ak E(U(X)) < E(U(Y)), potom E(a-U(X)+
b) < E(a-UY)+b) kdeac RT, beR

Dékaz. E(a-UX)+b)=a-EUX))+b<a-E{UY))+b=FE(a-UY)+b) O

Postoj k riziku a tvar funkcii uzZito¢nosti

Vsimnime si, 7e porovnavame uz len stredné hodnoty uzito¢nosti -investorov postoj k

riziku (variancii) je totiz skryty priamo v tvare funkcie uzito¢nosti (podla [7]):

e riziko-averzny investor = konkévna funkcia uzito¢nosti. Z definicie konkavnosti,
stredn& hodnota uzito¢nosti dvoch (potencialnych) vynosov bude mensia ako uzi-

tocnost ich priemerného (istého) vynosu.
e riziko-oblubujici investor = konvexna funkcia uzito¢nosti.

e riziko-neutrilny investor = linearna funkcia uzitoc¢nosti.

1.3 Mean-variance optimalizacia

Alternativu k maximalizacii strednej hodnoty funkcie uzitocnosti predstavuje mean-
variance optimalizacia. Pri tomto pristupe vopred predpokladdme riziko-averzného in-
vestora. Nasim cielom sa potom jednoducho stéva maximalizovat strednt hodnotu
vynosu a minimalizovat jeho varianciu. Tieto dve tlohy (maximalizacia strednej hod-
noty a minimalizacia variancie) vSak mozu stat proti sebe -velky zisk sa dosahuje
s velkou varianciu. Preto je vhodné jednu z tychto veli¢in fixovat, a maximalizovat
(alebo minimalizovat) druhu. Pokial zafixujeme ocakivany vynos a minimalizujeme

varianciu, dostavame znamy Markowitzov model.

Markowitzov jednoperiédovy model

(PodTa [6], [7], [9]) Majme n aktiv, z ktorych kazdé ma nejaky ocakavany vynos a
varianciu vynosu. Okrem toho, vynosy aktiv moézu byt korelované aj navzijom. Ulo-

hou Markowitzovho jednoperiédového modelu je minimalizovat varianciu portfolia pri

13



1.3 Mean-variance optimalizicia 1 TEORIA PORTFOLIA

danom pozadovanom vynose. Tuto optimaliza¢mu tilohu mozno zapisat nasledovne:

minz’Vz
T =W
2Tl = Wiy (1)

kde x; je objem financii investovany do i-teho aktiva, 7; je oCakdvany vynos i-teho
aktiva, V' je varian¢n& matica vektora vynosov aktiv, W;,; je hodnota investicie na
zaciatku, W je pozadovana hodnota investicie na konci periody a 1 je vektor jednotiek
dizky n. Podla [7] predpokladom existencie riegenia je linearna nezavislost vynosov. To
znamend, ze matica V' je regularna. Druhym predpokladom je existencia dvoch aktiv s

roznymi vynosmi. Definujme si teraz maticu Q =V + 7. Za predpokladov (1) plati
' Qr = 2"V + W’ (2)

kde W~ je vopred nami urcena konstanta. Preto moézme v tilohe (1) nahradit ucelova
funkciu vyrazom z?Qx - tato tprava sa nam bude hoditf neskor. Optimélny vektor x
budeme hladat metodou Lagrangeovych multiplikitorov. Poznamenajme ze vzhladom
k tomu Ze matica @ je (podla [5]) symetrickd a kladne definitnd, staci overit podmienky

prvého radu. Lagrangeova funkcia k nasej ilohe mé tvar

—52

Lz, A7) = 27 Qr — N2T1 — Wip) —y(@"F - W) - W (3)

Derivovanim podla jednotlivych premennych dostavame podmienky optimality

2Qx — A1 —~7 = 0 (4)
21— Wi = 0 (5)
TF-W = 0 (6)

Vynésobenim (4) zlava maticou Q! dostavame

r=1/2-\Q "1 +4Q'F) (7)
Dosadenim (7) do rovnic (5) a (6) dostavame

Wi = 1/2-(\7Q7'1+717Q7'7)
W = 1/2-(\'Q7 T +47Q7'T) (8)

14



1.3 Mean-variance optimalizicia 1 TEORIA PORTFOLIA

Zavedme substituciu
— 17Q™1
= 17Q7'r
C = 7Qr (9)
Sustavu (8) prepiSeme na

2-W = BA+Cy (10)

Ststava (10) mé& prave jedno rieSenie, ak je jej determinant AC — B? kladny. Ako
je ukézané v [7], kladnost determinantu vyplyva z predpokladov modelu. RieSenim

sistavy je potom

2(CWip; — BW)

A= AC — B2

Po dosadeni vysledkov (11) do (7) dostavame vektor z, urcujici optimalne rozlozenie
investicii do aktiv, cize také ktoré minimalizuje varianciu pri danom pozadovanom

ocakavanom vynose W a danom rozpoc¢tovom ohraniceni Wi,;:

(CWiwi— BW) - (AW = BWi)
= p YNV a9 (12

Vdaka rovnosti (2) mozme vyjadrit varianciu nasho portfolia ako

—  CW2, —2BWW, + AW
o =2"Ve=2"QX - W = e Y Yoly:2 il —W (13)

Efektivna hranica

V&imnime si, Ze optimalne rozlozenie investicii x moézme chapat ako linearnu funkciu

premennej W, = = a + bWW. Potom pre varianciu vynosu plati aj
2 Ty AT W4
oc*=z'"Ve=(a+bW) V(ia+bW) (14)

kde V' je kladne definitna matica, z ¢oho vyplyva, Ze vo variancia (vyjadrené ako (14))
je kvadratickou funkciou W a pri ¢lene W je kladny koeficient. Graf tejto funkcie sa

nazyva (podla [7]) efektivna hranica, a reprezentuje optimalne portfolia.

15
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Obr. 1: Efektivna hranica

Na obrazku 1 vidime graf variancie vynosu optiméalneho portfélia v zavislosti od
ocakévaného vynosu. Portfolia, ktoré mozu byt pre niektorého investora optiméalne sa
nachidzaji v hornej Casti paraboly. Portfolia v dolnej ¢asti paraboly nie st vyhodné,
pretoze pri variancii, ktorti nadobidaji mozno pri inom portfoliu dosiahnut aj vyssi
ocakavany vynos. Vo vnutri paraboly sa nachddzaju vSetky ostatné portfolia, ako aj
jednotlivé aktiva. Napravo od paraboly sa uz ziadne portfélia nenachadzaji, také kom-

binécie variancie a o¢akdvaného vynosu nie je mozné dosiahnut.

16



2 KONZISTENTNOST PRISTUPOV

2 Konzistentnost pristupov

V predoslej kapitole sme sa oboznamili s dvoma najznamejsimi pristupmi k volbe
portfolia, s teériou uzitocnosti a mean-variance optimaliziciou. Pozrime sa teraz blizsie

na to, v akom vztahu su tieto dva pristupy. Zaujimat nas moze hned niekolko otézok:
e Nie si tieto dva pristupy v spore?
e Je niektory z tychto dvoch pristupov vSeobecnejsi?
e D4 sa odvodit jeden pristup z druhého?

Ako si ukdzeme, mean-variance optimalizicia a tedria uzito¢nosti skutoc¢ne za istych
podmienok nie st v spore. Podmienkou je kvadraticka funkcia uzito¢nosti, alebo nor-
maélne rozdelené budiice hodnoty portfélia. Navyse, ukdzeme, ze pre kazdy pevne urceny
oc¢akavany vynos a prislusné portfélio dopocitané Markowitzovym modelom existuje
kvadratickd funkcia uzito¢nosti, ktorej optimalizacia vedie k tomu istému portfoliu.
Tym bude scasti zodpovedana druhé a tretia otazka -pristup cez uzito¢nost je vSeobec-

nejsi ako Markowitzov model, ktory vieme z tedrie uzito¢nosti odvodit.

2.1 Normalne rozdelené vynosy

Ukazeme, 7e v pripade normélne rozdelenych budicich hodnot investicie a rastiicej
konkavnej funkcie uzito¢nosti, nie je mean-variance pristup v spore s maximalizaciou
strednej hodnoty funkcie uzitoc¢nosti. To znamend, Ze pri zafixovanej variancii maxi-
malizaciou strednej hodnoty investicie v budiicnosti maximalizujeme stredni hodnotu
funkcie uzito¢nosti (pre dant fixovana varianciu). Pri zafixovanej strednej hodnote
investicie v budicnosti maximalizujeme stredni hodnotu funkcie uzito¢nosti zase mi-

nimalizaciou variancie portfélia.

Uzito¢nost a maximalizacia o¢akavanej hodnoty investicie

Lema 2.1. Nech X : Q — R je ndhodnd premennd (nadobidajica aspon 2 rézne

hodnoty) a f,g: R — R si rastice funkcie. Potom plati, Ze cov(f(X),g(X)) > 0.
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2.1 Normalne rozdelené vynosy 2 KONZISTENTNOST PRISTUPOV

Dokaz. (Podla [1]) Nech Y mé& rovnaké rozdelenie ako X a nech su X a Y nezavislé.

Potom nahodné premenné f(X)— f(Y) a g(X) — ¢g(Y) maji stredni hodnotu 0. Plati

cov(f(X) = f(Y),9(X) —g(Y))
= Bl(f(X) = FY)(g(X) = g(V)]
—E(f(X) = [(Y)) E(9(X) — g(Y))
= E[(f(X) = f(")(g(X) = g(¥)] = 0>0 (15)

Posledny vyraz je vacsi ako nula, pretoze f a g su rastice. Naviac, plati, Ze

cov(f(X) = f(Y),9(X) — g(Y))
= cov(f(X),9(X)) — cov(f(X),g(Y))
—cov(g(X), f(Y)) + cov(g(Y), f(Y))
= 2-cov(f(X),9(X)) (16)
kde sme vyuzili ze X a Y st nezavislé a rovnako rozdelené. Skombinovanim (15) a (16)

dostavame pozadovani nerovnost. n

Veta 2.2 (Uzitotnost a maximalizécia o¢akdvaného vynosu). Nech X ~ N(X,0?) je
normdlne rozdelend ndhodnd premennd a U(X) je rastica funkcia. Zafizujme varianciu
X. Potom, plati Ze strednd hodnota funkcie U(X), E(U(X)) rastie spolu s X.
Dékaz. Derivujme E(U(X)) podla X:
IE(U(X))
6X
—(z-X)?2

) o0 1
i U . 202 d
0X /_oo () vV 27r026 ’
R} 1 —(e=X)?
= — (U(x) - e 202 dx
/oo 0X ( (z) V2mo? )
o (r — X) 1 —ex?
= /_OOU(x)~ pra e 22 dr
FE

V2ra?
(1) 2=50) 2

Pouzitim Lemy 2.1 na (17) dostavame pozadovany vysledok.
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2.1 Normalne rozdelené vynosy 2 KONZISTENTNOST PRISTUPOV

Uzitodnost a minimalizacia variancie

Lema 2.3. Nech X ~ N(0,0?) je normdlne rozdelend ndhodnd premennd. Potom plati

Ze cov(X, X%) =0

Doékaz.
cov(X,X?) = E(X?)—-E(X)-E(X?)
o) 1 a2
= E(X?) = / z? - 32 dx 18
Y A . 19
Funkcia vo vnutri integralu je neparna, z ¢oho vyplyva dokazované tvrdenie. O

Lema 2.4. Nech X : Q — R je ndhodnd premennd (nadobidajica aspon 3 rézne
hodnoty), f : R — R nech je pdrna spojitd funkcia rastica na (—00,0) a klesajica na
(0,00) a g : R = R nech je parna spojitd funkcia klesajica na (—o00,0) a rastica na

(0,00). Potom plati Ze cov(f(X),g(X)) < 0.

Dokaz. Myslienka dokazu je podobné ako v pripade Lemy 2.1. Nech Y ma rovnaké
rozdelenie ako X a nech X a Y st nezavislé. Potom nidhodné premenné f(X) — f(Y)
a g(X) — g(Y) maji stredni hodnotu 0.
Ukazeme, 7e

f(X) < f(Y) & g(X) > g(Y) (19)
Mé7u nastat $tyri pripady: X,Y € (—00,0); X € (—00,0),Y € (0,00); X, Y € (0,00)
aY € (—00,0), X € (0,00). Ak X, Y € (—00,0) potom z f(X) < f(Y) vyplyvaze X <
Y ateda g(X) > g(Y). Ak X € (—00,0),Y € (0,00) potom f(X) < f(Y) = f(-Y)
(z parnosti). Potom X < =Y a g(X) > g(=Y) = g(Y). V zvy$nych dvoch pripadoch
postupujeme analogicky. Tak isto plati aj ze ak f(X) > f(Y) potom g(X) < g(Y').
Plati ze

cov(f(X) = f(Y),9(X) —g(Y))
= E[(f(X) = f(Y)) - (9(X) — g(
—E(f(X) = f(Y)) - E(
= EBl(f(X) = f(¥))- (9(X) = g(Y))] <0 (20)

)
)

Ne}
—
s
|
)~<
= =
=
S—
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2.1 Normalne rozdelené vynosy

2 KONZISTENTNOST PRISTUPOV

Nerovnost (20) dostavame pouzitim (19). Taktiez plati

cov(f(X) — f(Y),g9(X) —g(Y))
= cov(f(X),9(X)) — cov(f(X),g(Y))
—cov(g(X), f(Y)) + cov(g(Y), f(Y))
= 2-cov(f(X),g(X)) (21)

kde sme vyuzili ze X a Y st nezavislé a rovnako rozdelené. Skombinovanim (20) a (21)

dostavame pozadovani nerovnost.

Veta 2.5 (Uzito¢nost a minimalizacia variancie). Nech X ~ N(X,0?) je normdlne

rozdelend ndhodnd premennd a U(X) nech je konkdvna rastica funkcia. Zafixujme

stredni hodnotu premennej X. Potom strednd hodnota funkcie U(X), E(U(X)) klesd

s varianciou o>.

Dékaz. Derivujme E(U(X)) podla o*:

SE(U(X)) _

do?
K

502

- . 00?2 (
- 502( 27r02)

/mw(

:/U

1 —(z=%)?
e 202 dx
\/271'02
—<z—?)2
207 )dx
27r(72
—(z—X)?

—(z—X)?
———e 202 dx
V2mo?
—. —
z—X 1 —(z—X)
) e 202 dx

= S BUX) + 5B (U<X>- . )
= S BUX) + pegeon (U(X), oy )
1 (X — X)?
) (=
= T;cov (U(X), (X —Y)2) (22)
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2.1 Normalne rozdelené vynosy 2 KONZISTENTNOST PRISTUPOV

V poslednom kroku sme vyuzili fakt ze E(X — X)? je varianciou X, z ¢oho vyplyva Ze

E (“;#) = 1. Teraz dokdzeme Ze cov (U(X), (X — X)?) < 0.

Predpokladajme 7e X = 0. Nech k = U’(0). Z konkévnosti funkcie U(X) plati ze

51{52?() >kpre X <0a 5%?() < k pre X >0, z ¢oho vyplyva ze U(X) — U(0) < k- X.

Nech h(X) je taka funkcia, ze U(X) = k- X + h(X). Potom derivacia h(X) je kladna

pre X < 0, zaporna pre X > 0 a rovna nule pre X = 0, z ¢oho vyplyva 7e h(X) je

rastica na (—oo,0) a klesajtica na (0, 00). Potom plati:

cov (U(X), (X — X)) = cov (U(X), X?)
= cov (k- X + h(X),X?)
= k-cov (X, X?) + cov (h(X), X?) (23)
= cov (MX),X?) = cov (MX),X* — E(X?))
= E[MX)-(X* = E(X")] - BE(h(X)) B(X* - E(X?))
= E[h(X) (X* - B(X?))] (24)

V kroku (23) sme vyuzili Lemu 2.3, podla ktorej k - cov (X, X?) = 0.

Definujme si teraz funkcie hy(X), hao(X): h1(X) = h(X) pre zaporné X a hy(X) =
h(—X) pre nezaporné X . ho(X) = h(—X) pre zaporné X a ho(X) = h(X) pre neza-
porné X . Ozna¢me X2 — F(X?) ako Q(X) a the hustotu rozdelenia N (0, c?) ako f(x).
Vsimnime si ze Q(X) ako aj f(z) st parne funkcie. Podobne, hy(X) a ho(X) st parne,
preto platia rovnosti:

0

B(n(X)- Q) = [ m@Q@f@dr = 2- [ hn)Q@reds (29
E(a(X) QX)) = [ ha@Q)f@ds = 2. [ Hw)Q@)f@iz (20
B(WX) - (X = E(X) = E0(X)-QU) = [ hw)Q(e) (@

= [ hwews@+ [ Hwewi s
_ E(s(X):QUO) + E1a(): Q(X) o
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2.2 Kvadraticka funkcia uZitoénosti 2 KONZISTENTNOST PRISTUPOV

Z (27) vyplyva ze bud E(h1(X)-Q(X)) > E(h(X)-Q(X)) alebo E(hy(X)-Q(X)) >
E(h(X) - Q(X)). Bez ujmy na v8eobecnosti, predpokladajme Ze plati prva nerovnost.
Tiez plati, ze E(hi(X) - Q(X)) = cov(h1(X),Q(X)) (vdaka E(Q(X)) = 0) a funkcie
hi(X) a Q(X) spliiaji podmienky Lemy 2.4 podla ktorej cov(hy(X),Q(X)) < 0. Plati
teda,

RN _ L pn(x)- Qx) < B (X)-QU0) <0 @9

¢im je dokazana klesajucost E(U(X) v o2

V pripade Ze X # 0, urobime transformaciu Y = X — X a U*(Y) = U(Y + X) a
dokaz urobime pre Y, U*(Y). ]

2.2 Kvadraticka funkcia uzito¢énosti

Uvazujme kvadraticka funkciu uzito¢nosti so zapornym znamienkom pri kvadratickom
¢lene. Uvedomme si, 7e tato funkcia splita pozadovani vlastnost - rasttcost len na
istom intervale. Pri vhodnej volbe koeficientov to vSak nemusi byt na obtiaZ - interval
na ktorom bude splnené rastiucost bude dost velky nato, aby obsiahol va¢sinu moznych

VYNosov.

Konzistenia s mean-variance optimaliziciou

Ukézeme, 7e v pripade kvadratickej funkcie uzito¢nosti maximalizacia jej strednej hod-
noty nie je v spore s mean- variance optimalizaciou. Dokaz tohto tvrdenia preberame

zo [7].

Veta 2.6. Nech U(X) je kvadratickou funkciou so zdporngm koeficientom pri kvadra-

tickom clene. Nech X je ndhodnd premennd so strednou hodnotou X a varianciou o2,

pricom predpokladajme Ze X nadobida len hodnoty z intervalu na ktorom je U(X)

rastica. Potom strednd hodnota U(X), E(U(X)) rastie s X, a klesd so 0.

Dokaz. Napisme si funkciu U(X) v tvare Taylorovho polynému v bode X:
UX)=UX)+U (X)X -X)+ (1/2)U"(X)(X — X)?

Potom E(U(X)) mozme napisat ako

S
S
>
Il
=
=
_|_
—
~
B
.
S
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2.2 Kvadraticka funkcia uZitoénosti 2 KONZISTENTNOST PRISTUPOV

Z rasticosti U(X) vyplyva rastucost E(U(X)) v X a z konkdvnosti vyplyva zidpornost
U"(X) a teda klesajticost v o2, O

Kvadraticki funkcia uzito¢nosti reprezentujiica Markowitzov model

(Podla [9])Uvazujme kvadratickia funkciu uzito¢nosti v tvare U(W) = W — o - W?
(pricom W predstavuje budicu hodnotu investicie). Uvedomme si, ze predpoklad takéhoto
tvaru nie je obmedzujuci. Podla Tvrdenia 1.1 z Kapitoly 1 totiz plati, ze linearna
transformacia funkcie uzito¢nosti (ktorou mozme pozadovany tvar dostat) nemeni in-
vestorove preferencie. Maximalizujme investorov tizitok pri danom rozpoc¢tovom ohranicent,

tj rieSme ulohu:

max E(U(W)) = max{ E(W) — aE(W?)}
= max{E(W) —a(Var(W) + E(W)*)}
= max{z’7 — az’ Qz}

Pri poslednej aprave ucelovej funkcie sme pouzili znacenie z ¢asti 1.3 o Markowitzovom

jednoperiédovom modeli. Tato tloha je ekvivalentna s tlohou

min{—~ B(U(V))} = min{s" Qr - éa:TF}

Lagrangeova funkcia k tejto optimaliza¢nej tilohe ma tvar

1
L(z,\) = 27 Qx — =277 — A(2T1 — W) (31)
a

Derivovanim dostavame podmienky optimality

1
2Qr—M T = 0 (32)

271 —-Wiy = 0 (33)

Vgimnime si, ze podmienky (32), (33) su takmer totoZné s podmienkami (4), (5) z
Markowitzovho modelu (1.3). Jedinym rozdielom je, Ze v ststave rovnic (32), (33) sa
nevyskytuje premenné v , na jej mieste sa nachadza 1/«a. RieSenim ststavy rovnic (4),

(5), (6) vsak dostavame nielen optimale portfolio z pohladu Markowitzovho modelu,

23



2.2 Kvadraticka funkcia uZitoénosti 2 KONZISTENTNOST PRISTUPOV

ale aj Lagrangeove multiplikatory A a v. Ak teda vyberieme a také, aby platilo 1/a =
v, potom maximalizovanim strednej hodnoty kvadratickej funkcie uzitocnosti v tvare
U(W) =W —a-W?, dostavame rovnaké portfolio ako v pripade Markowitzovho modelu
s vopred ur¢enym pozadovanym vynosom.

Pripomenme si, Ze hodnotu v (11) pozname z ¢asti 1.3, Tahko teda dopoc¢itame

prislusni hodnotu a:

2AAW = BWi) _ AC — B?

T ac-p C T 2(AW — BW.) oY

Vysledok tyhto tivah mézme sformulovat ako tvrdenie:

Tvrdenie 2.7. Nech x je vektor investicii do jednotlivijch aktiv reprezentujici op-
timdlne portfolio vypocitané Markowitzovym modelom pri danej poZadovanej budicej
hodnote investicie W a rozpoctovom ohraniceni Wi,;. Potom x je takisto optimdl-

nym portféliom vypocitanym mazimaliziciou E(UW)), kde UW) = W —a-W? a

_ AC-B?
O = AW —BWny)
Doékaz. Dokaz vyplyva z predoslych uvah. O]

Vyjadrime z hodnoty o pozadovantu budiicu hodnotu investicie, ktora tato funkcia

uzito¢nosti implikuje:
|/|/ p— (8
A

(35)

Dosad'me tito hodnotu do optimélneho vektora investicii (12) z Markowitzovho modelu
z Kapitoly 1:
1 1 Wini — QB 1
e R L e e | 36
T =5 QT+ 1 Q (36)

Pouzitim Tvrdenia 2.7 dostavame, 7e (36) je rieSenim maximaliza¢nej tlohy (29).

24



3 VIACPERIODOVY MODEL

3 Viacperiédovy model

3.1 Vyznam viacperiédového modelu

V 1. Kapitole sme odvodili Markowitzov jednoperiodovy model, pomocou ktorého
volime portfolio s vopred uré¢enym vynosom a minimélnou varianciou. Tento model
predpokladé, Ze po zostaveni portfolia uz donho nezasahujeme, a po ¢ase T ho predame,
s ucelom utizit zisk. Predstavme si v8ak, 7ze sa cena aktiv v nasom portfoliu zacéne
vyvijat nepriaznivo, v dosledku ¢oho sa meni aj ocakavany vynos portfolia v case
T'. RieSenim by mohlo byt prerovnanie portfolia, tj. predaj a kupa aktiv, s cielom
aspofi C¢iastoCne zamedzit stratam. S touto moznostou vSak jednoperiddovy model
nepocita. Navyse, ak by sme vopred predpokladali, Zze portfélio budeme prerovnavat,
optiméalna voIba aktiv pre pozadvany vynos by zrejme vyzerala inak. Tieto problémy
rie$i Markowitzov viacperiédovy model. Vstupom je opét pozadovany vynos, pri ktorom
minimalizujeme jeho varianciu, pricom vSak predpokladame, ze portfélio budeme do

¢asu T' v pevne zvolenych periédach prerovnévat.

Je zrejmé, 7e ¢im viac bude peridéd na ktoré casovy tsek T’ rozdelime, tym menSiu
varianciu portfélia sa nam podari dosiahnut. Ak by mal byt totiz model s mensim
mnozstvom period lepsi, jednoducho v niektorych peridédach modelu s va¢sim mnozstvom
period prerovnavat nebudeme a dosiahneme to isté. Preco teda nezvolit peridd, v
ktorych budeme prerovnavat ¢o najviac? V praxi kazdy nakup ¢ predaj aktiva nesie
so sebou transakéné naklady, ¢o znamena, Ze nie kazdé prerovnanie, ktoré zvysi vynos-
nost ¢i znizi varianciu, musi byt vyhodné. Okrem transakénych nékladov sa v praxi
niekedy stretdvame aj s dalsim obmedzenim -zakazom kratkych pozicii. Znamené to, Ze
investorovi nie je dovolené predavat aktiva ktoré vopred nevlastni. Jednotlivé periody
nemusia slizit vyhradne na prerovnanie portfolia. Investor moze takisto niektoré aktiva
predat a utizené peniaze spotrebovat. Pre takéto spravanie vSak nie je Markowitzov
model vhodny. Posluzit ndAm moze tedria uzito¢nosti, ktord spotrebe investora v jed-
notlivych periodach priradi uzito¢nost, na zaklade ktorej sa mozno o velkosti spotreby

rozhodovat.
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3.2 Uvod do dynamického programovania 3 VIACPERIODOVY MODEL

My obmedzime naSe skiimanie na model bez spotreby, tj. budeme predpokladat, ze
v kazdej periode sa vSetok zisk preinvestuje. Takisto pre jednoduchost budeme pred-
pokladat nulové transkac¢né naklady a povolené kratke pozicie. Na odvodenie viacpe-
riodového modelu pouzijeme pristup dynamického programovania. Vyuzijeme pri tom
nase zavery o ekvivalencii Markowitzovho jednoperiddového modelu a Specialne zvole-

nej kvadratickej funkcie uzito¢nosti z Kapitoly 2.

3.2 Uvod do dynamického programovania

(Podla [2]) Uvazujme optimaliza¢ni tlohu, pri ktorej mame urobit sériu rozhodnuti tak,
aby sme maximalizovali uc¢elovi funkciu f(x). Aby sme dokazali tato tlohu efektivne

rieSit potrebujeme presnejsie popisat jej jednotlivé Casti:

e Uéelova funkcia f(z): Nasim cielom je maximalizovat hodnotu téelovej funkcie

f(z). Jej hodnotu ovplyviiujeme usporiadnou postupnostou rozhodnuti.

e Priestor stavov: Priestorom stavov (); nazyvame monozinu vSetkych stavov
wi,i € I (kde I je indexova mnozina), do ktorych sa mozeme v ¢ase ¢ dostat. Pod
stavom rozumieme subor vSetkych informaécii vplyvajicich na nase rozhodovanie.
Jednou z tychto informacii méze byt napriklad ako dany stav vplyva na hodnotu
tcelovej funkcie. O tom do akého stavu w! 1V Case t+1 sa dostaneme zo stavu wy,
rozhoduje naSe rozhodnutie v ¢ase t. Podla toho, aké informécie do jednotlivych
stavov zahfhame, moze byt stavov velké az nekonec¢né mnozstvo. Ak sa rozhod-
neme reprezentovat stavy diskrétne, mézme ich modelovat ako stromovy graf.
Poznamenajme eSte, ze priestor stavov by mal obsahovat pociato¢ny stav wy a

mnozinu koncovych stavov wk.

e Vektory kontrolnych premennych K}: Rozhodnutie v ¢ase ¢ v stave w! mode-
lujeme pomocou vektoru kontrolnych premennych K}, ktorych hodnotu mozme
v rdmci nejakého vopred daného rozsahu uréit. Od hodnoty kontrolnych premen-
nych zavisi, do akého stavu wf 41 sa dostaneme. Okrem kontrolnych premennych
potrebujeme poznat aj vztahy presne popisujice prechod do stavu v ¢ase t + 1

na zaklade hodnoty kontrolnej premenne;j.
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3.3 Odvodenie viacperiédového modelu 3 VIACPERIODOVY MODEL

Bellmanov princip

Uvazujme optimalizac¢ni tlohu, pri ktorej mame urobit sériu rozhodnuti tak, aby sme
maximalizovali t¢elovia funkciu f(z). Modelujme tato ilohu pomocou priestoru stavov,
kontrolnych premennych a prislusnych vztahov medzi nimi. Pristup cez dynamické
programovanie riesi takito tlohu rozloZzenim na viacero jednoduchsich podiloh, ktoré
mozme postupne vyrieSit. Ako to mozme dosiahnut, vysvetTuje Bellmanov princip

(podla [2]):

Tvrdenie 3.1 (Bellmanov princip). Pokial je séria T rozhodnuti vedica z pociatocného
stavu wo cez stav w! do niektorého z koncovijch stavov wi. optimdlna (v zmysle mai-
malizdcie ucelovej funkcie f(x)), potom je v tomto zmysle optimdlnych aj posledngch

T — t rozhodnuti pre ilohu s pociatocnym stavom wf.

Platnost Bellmanovho principu vyplyva z faktu, Ze stav je definovany ako subor
vSetkych informacii, na zdklade ktorych sa rozhodujeme, nepotrebujeme teda poznat

predoslé stavy.

ZACIATOCNY STAV

KONCOVE STAVY

Obr. 2: Ilustricia Bellmanovho principu. Pomocou vyberu cesty maximalizujeme hodnotu v
koncovom stave. Nech sa nachddzame v ktoromkol'vek stave, postiupenie (smerom nadol) do
stavu reprezentovaného "S8edym polickom"je optiméalne. Na zaciatku sme poznali len hodnoty

koncovych stavov, hodnoty skorSich stavov st doplnené na zaklade Bellmanovho principu.

3.3 Odvodenie viacperiédového modelu

V pripade optimalizacie vol'by portfolia pomocou dynamického programovania mozme

ako tcelova funkciu pouzit funkciu uzito¢nosti. Viacperiodovy model preto odvodime
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pouzitim tedrie uzito¢nosti, avSak poznatky z kapitoly 2 nam umoznia pozerat sa na

tento model ako na minimaliziciu variancie pri danom pozadovanom vynose.

Formulacia tlohy prostrednictvom dynamického programovania

Majme Casovy tisek pocas ktorého chceme zarobit investovanim do akcii, rozdeleny na
T period. Na zaciatku kazdej periody volime vahy jednotlivych aktiv tak, aby stredna
hodnota funkcie uzito¢nosti (za predpokladu nasho optimalneho rozhodovania v budiic-
nosti) bola na konci poslednej periody maximéalna. Formulujme tuto ulohu ako ulohu

dynamického programovania:

e Ako ucelova funkciu zvolme strednid hodnotu funkcie uzito¢nosti hodnoty investi-

cie v ¢ase T, E(U(Wr)). Pre nage ucely zvolme uzito¢nost v tvare

UW)=W —a-W? (37)

e Pod stavom w! budeme rozumief hodnotu investicie v ¢ase ¢, W;, informéciu o
¢ase t v ktorom sa nachadzame a informéaciu o rozdeleni vynosov jednotlivych ak-
tiv vo v8etkych nasledujicich periédach. Tato informéacia zrejme nebude presna,
mozeme ju odhadnut napriklad z historickych vynosov, alebo na zéklade eko-
nomickej analyzy. Vdaka nej pozname aj odhady matic Q, a ¢isla A,, B,, C,,

tak ako st definované v casti 1.3 pre t < s < T.

e Pod vektorom kontrolnych premennych K budeme rozumiet vektor financii z;
investovanych do jednotlivych aktiv v ¢ase ¢ v stave w!. Prechod do stavu wi 41
je potom urcéeny vyvojom ceny aktiv na trhu.

Odvodenie optimalneho rieSenia
(Podl'a [9]) Nagu ulohu mézme zapisat ako

max F(U(Wr))

Zo...-TT—1
= max E(max E(... max E(U(Wrp)|Wr_1)...|Wy)|Wp)
o 1 TT—1
$gl = W()
rh 1 =Wr, (38)
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3.3 Odvodenie viacperiédového modelu 3 VIACPERIODOVY MODEL

kde Wy oznacuje pociato¢né rozpoctové ohranicenie, Wr hodnotu investicie na konci
poslednej periody, a xq...x7_1 investiéné rozhodnutia na zaciatku jednotlivych period.
Vdaka Bellmanovmu principu méZzme najskor skiimat investi¢né rozhodnutie na konci
poslednej periody za predpokladu rozpoctového ohranicenia Wp_;, potom investicné

rozhodnutie v predposlednej periode, atd. :

HlaXE(U(WT)) == JT—l(WT—l)

TT—-1

I%:fll = WT_1 (39)
Teraz skimajme rozhodnutie v predposlednej periode:

max E(JT—l(WT—1)) = JT—Q(WT—2)

T -2

x%721 = WT,Q (40)
az postupne dostavame rozhodnutie v kazdej z T' peridéd ako x; rieSiace ulohu

max E(Ji1(Wen)) = Ji(Wr)
Vsimnime si ze hTadanie Jr_; (Wr_1) v tlohe (39) je vlastne maximalizaciou strednej

hodnoty funkcie uzito¢nosti E(U(Wr)) pre uzito¢nost v tvare (37). Vektor, ktory tuto
E(U(Wr)) maximalizuje, je vlastne (36) z ¢asti 2.2:

1 1 = Wr_y — BT; _
Tr_1 = EY QTier—l + Tf : QTill (42)

pricom spodny index T" — 1 oznacuje periodu v ktorej sa nachadzame. Aké je hodnota

Jr_1(Wrp_1) (v zavislosti od Wp_1)?
Jr 1(Wr_y) = E(UWr)) = EWVp — aW3) = o Fr oy —a- a0 Qrqor_;  (43)

kde sme vyuzili definiciu Q) z ¢asti 1.3. Plati

_ 1 B3_ Br_4
nger—l = ﬁ(CT_l — A;_i) AT_l WT_1 (44)
Wi_ 1 B3._
Tp Qroizr_y = A;,ll + E(CTA - A;,i) (45)
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3.4 Transformécia na Markowitzov model 3 VIACPERIODOVY MODEL

Riesme teraz tlohu (40) - hladajme optimélny vektor zr_o:

«
g;afE(JT—l(WT—l)) Iﬂ};aé(@(CT LA ) A 1WT 1 - AT_IWJ%A
£L'T 21 = WT 2 (47)

Ak bude z7_ rieSenim tejto tlohy, potom bude aj rieSsenim ekvivalentnej ulohy, ktoru

dostavame linearnou transformaciou:

max Wpr_; — a W%_l
TT-2 BT—l
1‘;_21 = WT_Q (48)

Vsimnime si, Ze tato iloha ma rovnaky tvar ako tiloha (39) z poslednej periody. Jedinym

«
Br_1

rozdielom je, Ze namiesto a tu mame o* = a indexy T'— 1 a T st nahradené

indexami T'— 2 a T'— 1. RieSenie tejto tlohy mozme teda dostat jednoduchou upravou
rieSenia (42):

Br_2Br_3
Wr o — ="

NN | 49
Qs (19)

1 1 -
Tr—g = 2 QTI—QTT—Q +

Analogicky k postupu v poslednej periode dostavame Jr_o(Wr_5), jedind zmena nas-
tane opat v indexoch a koeficiente o*. xr_3 bude zavisiet opét len na tvare Jp_o(Wr_s).
Tento postup mozme opakovat az po prva periddu. Dostavame teda optimalne in-

vestitné rozhodnutie v kazdom ¢ase t ako

w, 1= B,

1 -1
=g [ BT+ (5 =552 e (50)

3.4 Transformacia na Markowitzov viacperiédovy model

(Podla [9]) Pozrime sa, aka je ocakdvana hodnota investicie v ¢ase t v zavislosti od

hodnoty v ¢ase t — 1:
E(Wt) = Ty 4Ty

T-1 T
1 W,_ s—t—1 Bs _ _
- ( H BSQt 17"t 1+ ( - H —— ) 'Qt111> cTe—1

At 1 2044

I 1 Bt 1 H t— 1B Bt 1
- —TJ[B.C. Wy — 22=
2a 1:[ -1+ At 1 = ZCVAt,1
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3.4 Transformécia na Markowitzov model 3 VIACPERIODOVY MODEL

V poslednom kroku sme spravili substittciu

T—
1 1=}, BsBi 4
Gf - Bsci o s= t 1
= 200 g =l 20041
T-1
1 B?
- Bs C, o t—1
2c et ( =l Atl)
By
H_ , = 52
-1 . (52)

Ak W, je pociato¢na hodnota investicie, potom ocakavand hodnota investicie po prvej
periode bude E (W) = HoWy + Gy. Ocakavana hodnota investicie po druhej periode
bude E(Wy) = Hi(HoWy+ Go) + G1. Tymto postupom dostéavame ocakavani hodnotu

investicie na konci poslednej periody ako

W = E(Wr)
= Hp (Hp_o(... H{(HoWo + Go) + G1)... + Gr_2) + Gr_4

= HHtJrTZthHH

s=t+1
B2\ 14 B2
= WOH_+_Z<Ct_E> A, (53)
=0 s=t+1

Vo vyraze (53) sa nachadza parameter a.. Od jeho hodnoty zéavisi aj o¢akavana hodnota

investicie na konci poslednej periody. Vyjadrime si teda z (53) hodnotu a pre vopred
dané W: .
T-1 B2
(Ot t) Hs t+1 A,

9. (W WO T ﬁ—)

Vidime, Ze hodnotu o mozme zvolit podl'a toho, aku o¢akavani hodnotu investicie na

(54)

konci poslednej periody pozadujeme. Ak zvolime a v tvare (54), potom bude o¢akavana
hodnota investicie v poslednej periode W. Prechodom do nasledujtcej periody 1 viak
ziskavame dal$iu informéaciu -hodnotu investicie v ¢ase 1, W;. Téato hodnota nahradi
odhad E(W7), s ktorym sme vypocitali koeficient . To v8ak znamend, Ze nato aby
bol ot¢akavany vynos aj nadalej W, musime vypocitat novii hodnotu ay. KedZe nage
rozhodovanie nezavisi od predoslych period, hodnotu oy mozme vypocitat analogicky

ako v (54), so §tartovacim ¢asom t = 1. Podobne dopo¢itame « v kazdej periode:
T-1 B?
(Ck > Hs k+1 A,
T-1B
(7 W )

(55)

p =
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3.4 Transformécia na Markowitzov model 3 VIACPERIODOVY MODEL

Pre vektor investicii v ¢ase t potom staci, ak zmenime o na oy:

T-1 T—1
1 1 Wi 11.2, Bs _
B 1 Tt L=t TSN 11 56
H <At QOétAt ) Qt ( )

Ziskali sme teda sériu investi¢nych rozhodnuti x; uskuto¢nenych postupne perivdach
1..T'— 1 v tvare (56), pri¢om kazdé z nich zavisi len na momentalnej hodnote investi-
cie, jej pozadovanej hodnote na konci poslednej periody a odhadoch variancie a stred-
nej hodnoty vynosov pre nasledujice peridody. Oc¢akavana hodnota investicie na konci
poslednej periédy je v kazdej peridde rovné vopred zvolenému W. Vdaka Tvrdeniu 2.7
a faktu ze J;(W,) z Casti 3.3 je kvadratickou funkciou navy$e plati, Ze rozhodnutie v
kazdej peridde je mean-variance optimalne, v zmysle, Ze pri danej o¢akavanej hodnote
investicie v najblizSej peridde dosahuje minimalnu varianciu. M6zme teda opravnene

tento pristup nazvat Markowitzovym viacperidédovym modelom.

Dynamické spresiiovanie odhadnutych konstant

Doteraz sme pocitali s tym, ze na zaciatku prvej periody dostaneme ako vstup odhady
varian¢nych matic vynosov V; a oc¢akavanych vynosov r;, ktoré potom pouzijeme pri op-
timalizacif. Co ak viak pocas optimalizacie v niektorej peridde ziskame lepsie odhady?
Vdaka vlastnostiam dynamického programovania mozme tieto nové odhady pouzit
miesto predoslych. Stav (v ktorom sa nachadzame) je totiz siborom v8etkych informa-
cii na zaklade ktorych sa rozhodujeme, nezalezi teda ako (tj. s akymi odhadmi) sme
sa do tohoto stavu dostali. V naSom pripade to znamend, Ze v kazdej peridde mdzme
zobrat nové odhady pre vSetky nasledujuce periody, a rieSit zmenenu optimaliza¢nu
tlohu s po¢tom peridéd o jedna mensim. Tuto moznost sme uz v podstate vyuzili pri
vypocte novych a4, kde priblizntt hodnotu E(W;) nahradzame konkrétnou realizaciou
W, v case t.

V nasledujtcej kapitole si ukdzeme ako viacperiodovy model bezi na readlnych datach,

pricom pouzijeme nemenné, ako aj dynamicky sa meniace odhady.
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4 EXPERIMENTALNE VYSLEDKY

4 Experimentalne vysledky

V predchédzajicej kapitole sme odvodili Markowitzov viacpariédovy model, teraz si
ukdZeme jeho pouzitie na realnych datach. Odhady varian¢nej matice vynosov Vi, a
ocakévanych vynosov 7; budeme ziskavat z historickych dat. Pre maticu V; budeme
predpokladat, ze sa v Case nemeni, tj. V; =V, Vt 0 <t < T kde T je pocet period.
Hodnotu 7; budeme odhadovat dvoma metdédami: v jednej budi odhad nemenny od

spustenia programu, v druhej ho budeme dynamicky prisposobovat vyvoju ceny aktiv.

4.1 Data a meté6dy odhadovania
Data

Data sme ziskali zo stranky [4]. Rozhodli sme sa optimalizovat celkovo na troch sadach

dat:

e Akcie americkych spolo¢nosti OXY, IBM, MCD, BAC: Model spustime na
mesacnych datach z roku 1992, pricom budeme simulovat nakup akcii na za-
Ciatku janudra, prerovnanie na zaciatku kazdého dalSicho mesiaca, a (pokial
pozadovany zisk neutizime skorej) predaj na zaiatku decembra, ¢ize dokopy
11 period. Odhady vyrobime z podobnych mesa¢nych dat z roku 1991. Pocitat

budeme s close-cenami na zacéiatku mesiaca.

e Akciové indexy GDAXI, GSPC, FTSE, N225: Budeme optimalizovat vynos
v roku 2005, odhady urobime z dat v roku 2004. Pouzijeme analogicky postup

ako v predoslom pripade.

e Najlepsie sa vyvijajice akcie z decembra 2011 (podla [3])- NFLX, ORLY,
KLAC, BBBY, CELG, GMCR: Optimalizovat budeme v obdobi od 2.12.2011
po 15.12.2011, ¢o je dokopy 9 period, ak odratame dni v ktorych sa neob-
choduje. Portfélio budeme prerovnavat denne. Odhady vyrobime z dennych tida-
jov z obdobia 17.11.2011 - 1.12.2011. Poc¢itat budeme s close-cenami v jednotlivych
dnoch.

Kompletné sady dat sa nachadzaja v Prilohe B.

33



4.1 Déta a metédy odhadovania 4 EXPERIMENTALNE VYSLEDKY

Metoédy odhadovania

Celkovo budeme optimalizovat troma algoritmami. Prvy bude Markowitzov jednoperi6-
dovy model, dalsie dva budu zaloZené na viacperibdovom modeli, ligit sa od seba budu
v metode, ktorou budeme odhadovat hodnotu o¢akivanych vynosov. Varian¢éni maticu
vynosov budeme vo vSetkych troch metédach odhadovat pomocou vyberovych varian-
cii a kovariancii vektorov historickych vynosov jednotlivych aktiv. Pozrime sa teraz na

odhady ocakavanych vynosov v jednotlivych metodach a dalsie potrebné vypocty:

e Markowitzov jednoperi6édovy model: Ocakivany vynos aktiva ¢ pre celé ob-
dobie v ktorom budeme optimalizovat odhadneme ako pomer ceny v poslednej
periode z historickych dat k cene v prvej peridde z historickych dat:

_ b
=5

T (57)
e Viacperi6édovy model -Metéda 1: Ocakavany vynos aktiva ¢ v jednej pe-
riode odhadneme ako geometricky priemer pomeru ceny v poslednej peridde z

historickych dat k cene v prvej peridde z historickych dat:

—i =i Pi\T
Ty =T = (FZO;) (58)

S tymto vynosom budeme pocitat v kazdej periode. Potom plati, Ze vSetky hod-
noty Q;, A;, By, C; moézme nahradit hodnotami bez indexov @, A, B, C' platnymi

pre vSetky periody. Potom hodnotu a; (55) mozme vyjadrit zjednodusene ako

o(-(%)) -5+ (%)

ay = B2 — B2 T (59)
2 (1- (£)) (W - ()W)
Podobne mézme zjednodusit aj vzorec pre vypocet x;:
1 W, BT
— _— pgr-t-19-1x 4 Ttn-1q -4 60
o QO{t Q Tt A Q 2atAQ ( )

e Viacperi6édovy model -Metoéda 2: V peridde ¢ budeme ocakavany vynos
aktiv vo vSetkych nasledujicich periédach 7 odhadovat hodnotou skutocnych
vynosov aktiv z predoslej periody r,_;. V prvej periéde pouzijeme odhad (58).

Kedze v kazdej periode ziskame nové odhady 7, musime vypodcitat i nové hodnoty
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Q, A, B, C, charakterizujice nasledovné periédy. Vzorce pre a; resp. x; si potom
rovnaké ako v predoslej metode, musime v nich v8ak pouzit v kazdej periode

aktuélne hodnoty 7,Q, A, B, C.

4.2 Implementacia

Optimalizaéné metody popisané v ¢asti 4.1 sme naprogramovali v Octave (program
pouzivajuci syntax MATLABu). Markowitzov jednoperiddovy model je naprogramovany
ako funkcia markowitz1, viacperiddovy model s pouzitim odhadov Metédou 1 je napro-
gramovany ako funkcia multil a viacperiédovy model s pouzitim odhadov Metédou 2
sa nachadza vo funkcii multi2. Okrem tychto funkcii pouzivame este pomocnu funkciu
data, ktora spracuje zadané historické ceny aktiv do odhadov pre jednotlivé modely a
z cien aktiv v obdobi v ktorom chceme optimalizovat vyrobi skuto¢né vynosy pre dané
obdobie. Poslednou funkciou ktort pouzivame je funkcia vystup, ktora pri zadanych
pozadovanych vynosoch spusti vSetky 3 metody a vysledky zapiSe do prehladnej ta-
bulky. Kompletné zdrojové kody funkcii mozno najst v prilohe A, tu uvedieme aspon

vstupné a vystupné paramatre jednotlivych funkcii.

Funkcia markowitzl
VSTUP:

e V -varian¢no-kovarianc¢na matica jednotlivych aktiv.

r -vektor ocakavanych vynosov aktiv.

rr -vektor skuto¢nych vynosov aktiv, pomocou ktorého vypocitame hodnotu in-

vesticie na konci optimalizacie.

WO -rozpo¢tové ohrani¢enie (poc¢iatoéna hodnota investicie).

W1 -pozadovand hodnota investicie na konci.
VYSTUP:
e x -vysledny vektor investicii do jednotlivych aktiv.

e Wreal -skuto¢na hodnota investicie na konci.
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Funkcie multil a multi2

VSTUP:
e V -varian¢no-kovarian¢nd matica jednotlivych aktiv.

e r -vektor o¢akiavanych vynosov aktiv v priebehu jednej periody (v pripade multi2

len v priebehu prvej periody).

e R -matica skutoénych vynosov aktiv, v jednotlivych periodach (stIpce), pomocou

ktorych budeme pocitat vyvoj hodnoty investicie poc¢as optimalizécie.
e WO -rozpo¢tové ohranicenie (pociato¢na hodnota investicie).
e WT -pozadovana hodnota investicie na konci.
VYSTUP:
e x -matica investicii do jednotlivych aktiv v jednotlivych periédach (stlpce).

e WP -vektor, do ktorého ukladame pozadované hodnoty investicie v jednotlivych

periodach.

e W -vektor, do ktorého ukladame skuto¢né hodnoty investicie v jednotlivych per-

i6dach.

e t -perioda, v ktorej investicia nadobudne pozadovani hodnotu a funkcia skondci.
V pripade, zZe investicia pozadovanti hodnotu nenadobudne, t nadobtida hodnotu

poslednej periody, ked funkcia skondi.

Funkcia data

VSTUP:
e A -matica historickych cien aktiv, z ktorych budeme robit odhady.
e B -matica cien aktiv pre obdobie, v ktorom budeme optimalizovat.
VYSTUP:

e ql -ocakavany vynos pre funkciu markowitzl.
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e (2 -skuto¢ny vynos za obdobie optimalizacie pre funkciu markowitzl.

e rla -ocakidvany vynos za jednu peridodu pre funkcie multil, multi2 vypocitany

ako (¢l —1)/n+ 1 kde n je pocet period.

e rlb -ocakdvany vynos za jednu periédu pre funkcie multil, multi2 vypocitany

ako ¢1'/™ kde n je pocet period.
e R1 -matica historickych vynosov v jednotlivych periédach.

e 2 -matica skuto¢nych vynosov v jednotlivych peridédach pre obdobie v ktorom

budeme optimalizovat.

V -odhad varian¢no-kovarian¢nej matice jednotlivych aktiv.

Funkcia vystup

VSTUP:

e A -matica historickych cien aktiv, z ktorych budeme robit odhady.

e B -matica cien aktiv pre obdobie, v ktorom budeme optimalizovat.

e P -vektor pozadovnych vynosov, pre ktoré chceme zostrojit vystupnia tabulku.
VYSTUP:

e TAB -Tabulka porovnavajtca skuto¢né vynosy dosiahnuté pomocou funkecii markowitz1,

multil a multi2

4.3 Vystupy a vyhodnotenie
Vystupy pre jednotlivé sady dat

V tabul'kach uvadzame vystupy pre jednotilvé sady dat. Optimaliza¢né metody porovna-
vame pre pozadované vynosy 5% , 10%, 25% a 60 %. Poznamenajme, 7e v pripade Ze
algoritmus skoncil v dosledku nadobudnutia pozadovanej hodnoty skorej ako v posled-
nej periode, investor moze utfzené financie vybrat, alebo na zvysny ¢as preinvestovat

do bezrizikového aktiva (napr. ako vklad v banke).
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Tabul'ka 1: Akcie americkych spolo¢nosti OXY, IBM, MCD, BAC (11 period)

pozadovany | markowitzl multil multi2
Vynos Vynos koniec v periéde | vynos | koniec v peridde | vynos
5 -11.3918 3 7.7318 3 13.1489
10 -6.3933 4 11.9778 3 12.8062
25 8.6022 4 26.4142 9 35.1326
60 43.5918 4 60.0991 9 72.5693
Tabulka 2: Akciové indexy GDAXI, GSPC, FTSE, N225 (11 period)
pozadovany || markowitzl multil multi2
Vynos Vynos koniec v peridde | vynos | koniec v peridéde | vynos
5 20.03737 8 5.7683 10 15.7751
10 11.70317 11 9.4317 10 21.4374
25 -13.2994 11 -0.6566 10 38.4242
60 -71.63875 11 -24.1959 10 78.0510

Tabul'ka 3: Akcie NFLX, ORLY, KLAC, BBBY, CELG, GMCR (9 periéd)

pozadovany | markowitzl multil multi2
vynos Vynos koniec v periéde | vynos | koniec v peridde | vynos
5 1.7096 1 6.8955 1 6.8955
10 1.8907 1 11.1937 1 11.1937
25 2.4338 6 25.1982 9 31.4627
60 3.7011 9 61.981 9 68.7378
Vyhodnotenie

7 vysledkov optimalizacie vidno, ze viacperiédovy model sa k pozadovanému vynosu

priblizil zvicsa lepsie ako jednoperiddovy. Aby sme vedeli spravne interpretovat vysledky,

poznamenajme dve veci, ktoré nemusia byt intuitivne aplne jasné. Po prvé, ak model s

prislusnou metdédou odhadovania dosiahol vyrazne vyssi vynos ako bol pozadovany, ide

skor o nevyhodu. Algoritmus sa totiz snazil priblizit presne k pozadovanému vynosu,
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a odchylky nahor povazuje za rovnako neziaduce ako odchylky nadol. Inymi slovami,
tak ako bol dosiahnuty vyrazne vys$si vynos, mohol byt pri inom vyvoji dosiahnuty
vynos vyrazne niz8i. Po druhé, ak algoritmus skonéil (s vynosom aspofi na trovni
pozadovaného) skor ako v poslednej periode, tak isto nejde o vyhodu. Algoritmus
sa totiz snazil planovat investicie tak, aby skonéil s pozadovanou hodnotou v presne

poslednej peridde. To 7ze sa mu to podarilo uz skorej svedc¢i skor o nepresnom odhade.

Z vystupov vidime, Ze na prvej sade dat dosiahol najuspokojivejsie vysledky viacperio-
dovy model s metédou odhadov multil. Pri niz§ich hodnotach pozadovaného vynosu
sa aj na druhej sade dat javi najlepsi multil, pri vyssich hodnotéach vsak vedie k strate,
(hoci mensej nez jednoperiodovy model) a ako najlepsi sa javi algoritmus multi2. V pri-
pade tretej sady dat sa opéat viacperiddovy model ukazuje ako lep$i, pricom algoritmy

multil a multi2 si vpodstate porovnatelné.

Tabul'ka 4: Optimalizacia metoédou multi 1, pozadovany vynos 25%, vahy aktiv v jed-

notlivych periédach

akcia/perioda 1 2 3 4
OXY 118.213 | 178.657 | 127.48 | 54.593
IBM -219.271 | -388.262 | -244.736 | -40.456
MCD 269.543 | 414.472 | 291.707 | 116.882
BAC -68.485 | -119.178 | -76.134 | -14.868

Treba poznamenat, Ze hoci dve sady dat pochadzaju z kIudnych obdobi napredova-
nia ekonomiky a tretia sada st $pecidlne vybrané vykonné akcie, vysledky ktoré sme
dosiahli st aj tak az nadmieru dobré. Pripomenme si vSak, zZe sme nebrali do tuvahy
transakéné néklady. V pripade "divokého'"nakupovania a predavania akcii sa moze ich
cena vysplhat dost vysoko. O tom, Ze naSe algoritmy neobchoduju v tomto zmysle
zrovna najkludnejsie, sa moZno presvedcit pohladom na zmeny hodnot investicii do
jednotlivych aktiv medzi jednotlivymi periddami. V tabulke 4 si uvedené obnosy in-
vestované do aktiv OXY, IBM, MCD a BAC pocas jednotlivych period. Pouzili sme
viacperiddovy model, metodu odhadov multil, a pozadovany vynos 25 %, pri¢om sme

planovali optimalizovat pocas jedenéstich periéd. Algoritmus skoncil v §tvrtej periode
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Obr. 3: Vyvoj hodnoty investicie do akciovych indexov GDAXI, GSPC, FTSE, N225.

Pozadovany vynos 10%.

Obrazok 3 ilustruje vyvoj hodnoty investicie do aktiv z druhej sady dat pocas
jedného roka (11 period). Na optimalizaciu sme pouzili viacperiodovy model multil,
pricom sme poZzadovali vynos 10%. MoZeme si vSimnut, Ze hoci sme dosiahli vynos

velmi podobny pozadovanému, vyvoj hodnoty ¢asto nesiel podla predpokladov.
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Zaver

Hlavnym cielom préace bolo odvodit Markowitzov viacperiodovy model. To sa nam v
préaci aj podarilo, ziskali sme model pomocou ktorého volime vahy aktiv v jednotlivych
periddach tak, Ze pocas celého procesu optimalizacie dosahuje oc¢akavana cena investi-
cie v poslednej peridde pozadovani hodnotu. Naviac, investicné rozhodnutie v kazdej
periéde je mean-variance optimélne v tom zmysle, Ze pre dant ocakidvani hodnotu
investicie v najblizsej peridde dosahuje vynos minimalnu varianciu. Hlavnym zdrojom
z ktorého sme Cerpali je 9], v ktorom je viacperiédovy model pomocou dynamické-
ho programovania aj odvodeny. Odvodenie, ktoré sa v tomto zdroji nachédza, je vSak
stru¢né, vela krokov je preskocenych. Takisto sa tam nehovori o potrebe dynamického
spresiiovania koeficientu o, ktoré je doélezité, pokial chceme aby bola o¢akévanéa cena
investicie v poslednej periéde v kazdom case rovna pozadovanej hodnote. Nepochyb-
nym prinosom prace je preto podrobné odvodenie viacperibdového modelu. Okrem
tohoto viacperiddového modelu navyse kapitola 3 popisuje zédkladné principy dynamic-
kého programovania, pomocou ktorého sme tento model odvodili a ktoré moze byt aj
vhodnym néastrojom k rieSeniu inych podobnych problémov.

Zakladnou myslienkou odvodenia viacperiodového modelu bola maximalizacia stred-
nej hodnoty funkcie uzito¢nosti. Tato tloha vSak patri do oblasti tedrie uzito¢nosti,
na rozdiel od Markowitzovho modelu, ktory je prikladom mean-variance optimalizacie.
Aby sme mohli nase vysledky z maximalizacnej ilohy vyuzit k odvodeniu vysledkov pre
mean-variance optimalizaciu, museli sme popisat vztah ktory je medzi tymito dvoma
pristupmi. Tomuto problému sme sa podrobne venovali v druhej kapitole. Konzisten-
tnost oboch pristupov, ale aj presny vztah medzi rieSeniami mean-variance problému
a problému maximalizacie uzito¢nosti sme ukazali pre kvadraticki funkciu uzitocnosti,
pomocou ktorej viacperiddovy model aj odvidzame. Kvadraticka funkcia uzitoc¢nosti
vSak nie je jedinym pripadom, kedy uvedené pristupy nie st v spore. Konzistentnost
mean-variance optimalizdcie s maximalizaciou strednej hodnoty funkcie uzito¢nosti
plati aj v pripade normalne rozdelenych vynosov. Toto tvrdenie je pomerne zname,
a Casto uvadzané v literatire, avSak jeho dokaz sa ndm nepodarilo najst. Preto sme v
¢asti 2.1 toto tvrdenie dokazali. Dokaz tvrdenia moze byt tiez nametom k postdeniu

konzistentnosti pristupov pre iné rozdelenia vynosov.
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Fungovanie viacperiodového modelu ktory sme odvodili, sme testovali aj na realnych
datach. Za tymto ucelom sme naprogramovali funkcie, ktoré nidm umoznili simulo-
vat optimalizaciu pomocou viacperiodového modelu, ako aj funkciu, pomocou ktorej
ziskavame odhady ocakavanych vynosov a variancie jednotlivych aktiv z historickych
dat. Treba podotknit, Ze odhadovanie pomocou historickych dat, najméa v pripade
oCakavaného vynosu nemusi byt najStastnejsim rieSenim. O predpoklade, Zze firme sa
bude v buducnosti darit tak, ako sa jej darilo v minulosti, sa da I'ahko pochybovat. Pre
ziskanie vhodnejsich predikcii vynosov by bolo treba pouzit podrobnejsiu ekonomicku
analyzu, zahfhajicu vyvoj na trhu, dopyt po vyrobkoch ¢ sluzbach spolo¢nosti, jej
finan¢énu politiku a mnohé vonkajsie faktory. Mysliet treba aj na vplyv neznamych
faktorov a nahodu, ktorej dopad moze byt tazko kvantifikovatelny. Takato ekonomicka
analyza vSak nie je obsahom tejto prace, preto sme sa pre naSe ucely uspokojili s
odhadmi vyvoja na zaklade historickych dat. Aj v tomto pripade sa nam vSak naskyta
viacero moznosti, ako odhady pre jednotlivé periédy urobit. Dva takéto sposoby ktoré
pouzivame aj v naprogramovanych funkciach sme opisali v kapitole 4. V tejto casti
prace uvadzame aj vysledky optimalizicie, pricom sme testovali viacperiodovy model
s oboma roéznymi metédami odhadov, ako aj jednoperiédovy model na troch roznych
sadach dat. Vysledky, tak ako sme predpokladali, hovoria jasne v prospech viacperio-
dového modelu. Do tvahy v8ak treba zobrat, Ze sme nepocitali s transakénymi nak-
ladmi, ktoré by urobili cela tlohu ovela zlozitejSou.

Praca pontika jeden pristup k odvodeniu viacperiédového modelu. Iné pristupy, za-
hinajice stochastické programovanie alebo metody vnutorného bodu mozno néajst v
publikacii [9] ktora je vynikajucim zakladom pre skimanie problému viacperiodovej
optimalizacie volby portfolia. Dalsou mo#nostou vyskumu v tejto oblasti je zahrnutie
transakénych nakladov do modelu popisaného v tejto praci. Vyzvou moze byt aj za-
kézanie kratkych pozicii, alebo povinna diverzifikicia. Prinosom by bolo tiez zavedenie
nového pohladu na riziko. V pripade rizika reprezentovaného varianciou st totiz ako
neziaduce interpretované aj odchylky od oc¢akavaného vynosu smerom nahor, ktoré by

redlne Ziadnemu investorovi nevadili. Priestoru na inovacie je teda dostatok.
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Priloha A Zdrojové kédy naprogramovanych funkcii

Priloha A: Zdrojové kédy naprogramovanych funkcii

Zdrojové kody funkcii st pisané pre jazyk Octave, resp. Matlab.

Funkcia markowitz1:

function [x,Wreall=markowitz1(V, r, rr, WO, Wl)
#x -vysledny vektor investici do jednotlivych aktiv
#Wreal -skutocna hodnota investicie na konci
#V -variancno-kovariancna matica aktiv

#r -vektor ocakavanych vynosov aktiv
#rr-vektor skutocnych vynosov aktiv

#WO -rozpoctove ohranicenie

#W1l -pozadovana hodnota investicie na konci
n=length(r);

j=ones(n,1);

Q=V +rxr’;

Qi =inv(Q)

A=3°xQixj;

B=j’*Qix*r;

C=r’*Qi*r;

lam=2* (C*WO - B*W1)/(A*C-B~2);
gam=2x (AxW1 - BxW0)/(A*C-B~2);
x=0.5%(lam*Qi*j + gam*Qix*r);
Wreal=x’*rr

printf ("vektor investicii do jednotlivych aktiv: ")
X

printf ("Pozadovany vynos percentach: ")

(W1/WO0 -1)*100

printf ("Skutocny vynos v percentach: ")
(Wreal/W0-1)*100

end

Funkcia multil:

function [x,WP,W,tl=multil(V, r, R, WO, WT)

#x -matica vah-riadky=aktiva stlpce=casy

#WP -vektor do ktoreho budeme ukladat

# pozadovane hodnoty investicie v jednotlivych periodach
#W -vektor do ktoreho budeme budeme ukladat

#  skutocne hodnoty investicie v jednotlivych periodach

#t -perioda v ktorej algoritmus skonci

#V -variancna matica

#r- vektor ocakavaneho vynosu za mesiac
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#R -matica skutocnych vynosov v jednotlivych periodach
#WO -rozpoctove ohranicenie

#WT -pozadovana hodnota investicie na konci
[n,Tl=size(R); #n -pocet aktiv, T -pocet period
j=ones(n,1);

Q=V +rx*r’;

Qi =inv(Q);

A=j7Qixj;

B=j’*Qix*r;

C=r’*Qi*r;

ba=B/A;

b2a=B~2/4;

WP (1)=W0;

W(1)=W0;

for t=1:T

alfa=(Cx(1-b2a~(T+1-t))-b2a+b2a~(T+2-t)) /(2% (1-b2a)* (WT- W(t)*ba~(T+1-t)));
x(:,t)=1/(2%alfa)*B~ (T-t) *Qi*r+W(t) /A*xQixj-B~(T-t+1)/(2*alfaxA)*Qixj;
WP(t+1)=x(:,t) > *r;

W(t+1)=x(:,t)’*R(:,t);

if (W(t+1)>WT)

break;

end

end

printf ("koniec v periode: ")

t

printf ("pozadovane hodnoty investicie v jednotlivych periodach: ")

WP

printf ("skutocne hodnoty investicie v jednotlivych periodach: ")

W

printf ("investicie do jednotlivych aktiv (riadky) po periodach (stlpce): ")
X

printf ("Pozadovany celkovy vynos percentach: ")

(WT/WP(1) -1)*100

printf ("Skutocny celkovy vynos v percentach: ")

(W(t+1) /W(1)-1)*100

end

Funkcia multi2:

function [x,WP,W,t]l=multi2(V, r, R, WO, WT)

#x -matica vah-riadky=aktiva stlpce=casy

#WP -vektor do ktoreho budeme ukladat pozadovane

# hodnoty investicie v jednotlivych periodach

#W -vektor do ktoreho budeme budeme ukladat

#  skutocne hodnoty investicie v jednotlivych periodach
#t -perioda v ktorej algoritmus skonci
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#V -variancna matica

#r- vektor ocakavaneho vynosu za mesiac

#R -matica skutocnych vynosov v jednotlivych periodach
#WO0 -rozpoctove ohranicenie

#WT -pozadovana hodnota investicie na konci
[n,T]=size(R); #n -pocet aktiv, T -pocet period
j=ones(n,1);

WP (1)=WO0;

W(1)=W0;

for t=1:T

Q=V +rx*r’;

Qi =inv(Q) ;

A=j *Qixj;

B=j’*Qi%*r;

C=r’*Qix*r;

ba=B/A;

b2a=B~2/A;

alfa=(C*(1-b2a~ (T+1-t))-b2a+b2a~ (T+2-t) )/ (2x(1-b2a) * (WT-W(t) *ba~ (T+1-t)));
x(:,t)=1/(2xalfa)*B~(T-t)*Qi*r + W(t)/A*Qi*j-B~(T-t+1)/(2*alfa*xA)*Qix*j;
WP(t+1)=x(:,t) ’*r;

W(t+1)=x(:,t)’*R(:,t);

if (W(t+1)>WT)

break;

end

r=R(:,t);

end

printf ("koniec v periode: ")

t

printf ("pozadovane hodnoty investicie v jednotlivych periodach: ")
WP

printf ("skutocne hodnoty investicie v jednotlivych periodach: ")

W

printf("investicie do jednotlivych aktiv (riadky) po periodach (stlpce): ")
X

printf ("Pozadovany celkovy vynos percentach: ")

(WT/WP(1) -1)*100

printf ("Skutocny celkovy vynos v percentach: ")

(W(t+1) /W(1)-1)*100

end

Funkcia data:

function [ql, g2, rla, rib, R1, R2, V]=data(A, B)
#A -matica historickych cien,
# stlpce=aktiva, riadky=mesiace
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#B -matica cien pre obdobie optimalizacie,
#  stlpce=aktiva, riadky=mesiace

[tml, nl=size(A);

[tm2, nl=size(B);

#VYNOSY PRE JEDNOPERIODOVY MODEL

for k=1:n
ql(k,1)=(A(tml1,k)-A(1,k))/A(L,k) +1;
#odhad vynosu pre lperiodovy model
q2(k,1)=(B(tm2,k)-B(1,k))/B(1,k) +1;
#skutocny vynos jednoperiodoveho modelu

end

#VYNOSY PRE VIACPERIODOVY MODEL

for k=1:n

for h=1:tml-1;
Ri(k,h)=(A(h+1,k)-A(h,k))/A(h,k) +1;
end

for h=1:tm2-1;
R2(k,h)=(B(h+1,k)-B(h,k))/B(h,k) +1;
end

end

rla=(q1-1)/(tml-1) +1;

#priblizny odhad vynosu v jednej periode pre viacperiodovy model
rib=ql.~(1/(tm1-1));

#presnejsi odhad vynosu v jednej periode pre viacperiodovy model
V=cov(R1’);

end

Funkcia vystup:

function [TAB]=vystup(A, B, P)

#TAB -vystupova tabulka -1. stlpec: pozadovane vynosy v percentach,
# 2. stlpec: skutocne vynosy cez markowitzl,
# 3.stlpec perioda v ktorej skonci multil,

# 4.stlpec skutocny vynos multil,

# b.stlpec perioda v ktorej skonci multi2,

# 6. stlpec skutocny vynos multi2.

#A -matica historickych cien

#B -matica cien v obdobi ked optimalizujeme

#P -vektor pozadovanych vynosov

[ql, g2, rla, ri1b, R1, R2, Vl=data(A, B)

L=length(P)

for k=1:L

PP=P (k)

pvynos=(P(k)-1)*100

[x0,Wreal]l=markowitz1(V, ql1,q2, 100, 100%PP)

vynosO= (Wreal/100-1)%100

[x1,WP1,W1l,t1]=multil(V, rib, R2, 100, 100%PP)
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vynos1=(W1(t1+1)/W1(1)-1)*100
[x2,WP2,W2,t2]=multi2(V, rib, R2, 100, 100*PP)
vynos2=(W2(t2+1)/W2(1)-1)*100

TAB(k, :)=[pvynos, vynosO, tl, vynosl, t2, vynos2]
end

end
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Priloha B: Data pouzité pri optimalizacii

Vsetky data pochadzaji zo zdroja [4].

Prva sada dat:

Tabul'ka 5: OXY, IBM, MCD, BAC, 1991

datum / aktivum | OXY | IBM | MCD | BAC
1991-Jan-02 18.62 | 126.75 | 28.5 | 28.12
1991-Feb-01 20.12 | 128.75 | 31.62 | 29.25
1991-Mar-01 18.62 | 113.87 | 34.75 | 34.63
1991-Apr-01 18.87 | 103 33.5 | 36.88

1991-May-01 21 | 106.12 | 35 | 42.13
1991-Jun-03 21.37 | 97.12 | 32.88 | 35.75
1991-Jul-01 24 | 101.25 | 32.75 | 34.75

1991-Aug-01 24.75 | 96.87 | 32.63 | 38.63
1991-Sep-03 23.371103.62 | 35 | 35.63
1991-Oct-01 22.62 | 98.25 | 34.75 | 37.38
1991-Nov-01 19.25 | 925 | 33.63 | 34.38
1991-Dec-02 17.87 89 38 | 40.63

Tabul'ka 6: OXY, IBM, MCD, BAC, 1992

datum / aktivum | OXY | IBM | MCD | BAC
1992-Jan-02 19 90 43.5 | 43.88
1992-Feb-03 19.37 | 86.87 | 40.5 | 47.5
1992-Mar-02 19.25 | 83.5 | 39.88 | 45.5
1992-Apr-01 20.75 | 90.75 | 44.38 | 47.75

1992-May-01 22 190.75 | 46.88 | 46.5
1992-Jun-01 19.62 | 9787 | 46 | 47.63
1992-Jul-01 20.5 | 94.75 | 43.88 | 46

1992-Aug-03 19.87 | 86.62 | 42.5 | 42.88
1992-Sep-01 17.62 | 80.75 | 44.38 | 44.38

1992-Oct-01 17 ] 66.87 | 45.88 | 46.25
1992-Nov-02 178716825 | 49 | 50.38
1992-Dec-01 17 | 50.38 | 48.75 | 51.38
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Druha sada dat:

Tabul'ka 7: GDAXI, GSPC, FTSE, N225, 2004

datum / aktivum | GDAXI | GSPC | FTSE | N225
2004-Jan-01 4058.6 | 1131.13 | 4390.7 | 10783.61
2004-Feb-02 4018.16 | 1144.94 | 4492.2 | 11041.92
2004-Mar-01 3856.7 | 1126.21 | 4385.7 | 11715.39
2004-Apr-01 3985.21 | 1107.3 | 4489.7 | 11761.79
2004-May-03 3921.41 | 1120.68 | 4430.7 | 11236.37
2004-Jun-01 4052.73 | 1140.84 | 4464.1 | 11858.87
2004-Jul-01 3895.61 | 1101.72 | 4413.1 | 11325.78
2004-Aug-02 3785.21 | 1104.24 | 4459.3 | 11081.79

2004-Sep-01 3892.9 | 1114.58 | 4570.8 | 10823.57
2004-Oct-01 3960.25 | 1130.2 | 4624.2 | 10771.42
2004-Nov-01 4126 | 1173.82 | 4703.2 | 10899.25

2004-Dec-01 4256.08 | 1211.92 | 4814.3 | 11488.76

Tabulka 8: GDAXI, GSPC, FTSE, N225, 2005

datum / aktivum | GDAXI | GSPC | FTSE | N225
2005-Jan-03 4254.85 | 1181.27 | 4852.3 | 11387.59
2005-Feb-01 4350.49 | 1203.6 | 4968.5 | 11740.6
2005-Mar-01 4348.77 | 1180.59 | 4894.4 | 11668.95
2005-Apr-01 4184.84 | 1156.85 | 4801.7 | 11008.9
2005-May-02 4460.63 | 1191.5 | 4964 | 11276.59
2005-Jun-01 4586.28 | 1191.33 | 5113.2 | 11584.01
2005-Jul-01 4886.5 | 1234.18 | 5282.3 | 11899.6
2005-Aug-01 4829.69 | 1220.33 | 5296.9 | 12413.6
2005-Sep-01 0044.12 | 1228.81 | 5477.7 | 13574.3
2005-Oct-03 4929.07 | 1207.01 | 5317.3 | 13606.5
2005-Nov-01 5193.4 | 1249.48 | 5423.2 | 14872.15
2005-Dec-01 5408.26 | 1248.29 | 5618.8 | 16111.43
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Tretia sada dat:

Tabul'ka 9: NFLX, ORLY, KLAC, BBBY, CELG, GMCR, 17.11.2011-1.12.2011

datum / aktivum | NFLX | ORLY | KLAC | BBBY | CELG | GMCR
2011-Nov-17 76.46 | 76.05 | 45.49 | 60.17 | 64.66 | 51.69
2011-Nov-18 78.06 | 7547 | 44.39 | 59.99 | 63.04 | 50.45
2011-Nov-21 74.47 | 7578 | 44.26 59.2 61.32 | 5291
2011-Nov-22 70.45 | 75.36 | 43.31 | 58.62 | 61.69 | 50.35
2011-Nov-23 68.5 74.42 | 4251 | 58.19 | 60.43 | 50.13
2011-Nov-25 63.86 | 75.01 | 42.08 57.9 60.24 | 49.66
2011-Nov-28 69.95 | 75.73 | 43.52 29.5 62.05 | 50.99
2011-Nov-29 67.57 | 75.92 43.3 09.69 | 61.23 | 48.92
2011-Nov-30 64.53 | 77.24 46.1 60.51 | 63.08 | 52.43
2011-Dec-01 67.17 | 777 | 4723 | 60.11 | 62.76 | 53.92

Tabul'ka 10: NFLX, ORLY, KLAC, BBBY, CELG, GMCR, 2.12.2011-15.12.2011

datum / aktivum | NFLX | ORLY | KLAC | BBBY | CELG | GMCR
2011-Dec-02 66.37 | 77.03 | 46.95 | 60.81 | 61.21 | 56.32
2011-Dec-05 70.12 | 79.53 | 48.69 62.2 61.31 | 58.88
2011-Dec-06 68.14 | 79.54 | 49.15 | 61.88 | 62.21 | 56.98
2011-Dec-07 71.96 | 79.02 | 49.05 | 62.83 | 62.65 | 57.18
2011-Dec-08 69.42 | 7892 | 48.05 | 61.97 | 61.29 | 56.04
2011-Dec-09 70.89 | 81.04 49 63.22 | 63.58 | 58.44
2011-Dec-12 75.26 | 80.93 | 47.59 | 62.46 | 63.66 | 56.49
2011-Dec-13 72.11 | 7891 | 46.83 | 61.13 | 63.96 | 49.95
2011-Dec-14 71.04 | 7858 | 46.22 | 60.66 | 63.03 | 47.72
2011-Dec-15 69.72 | 7895 | 45.96 | 61.17 63.1 44.35
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