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Abstrakt

KOSSACZKÝ, Igor: Markowitzov viacperiódový model [Bakalárska práca], Univerzita

Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra apliko-

vanej matematiky a ²tatistiky; ²kolite©: doc. Mgr. Igor Melicher£ík, PhD., Bratislava,

2012, 51 s.

Markowitzov model tvorí jeden zo základov teórie portfólia. Jeho hlavnou my²lienkou

je minimalizácia variancie o£akávaného výnosu portfólia po£as jedného £asového ob-

dobia. Cie©om tejto práce je popísa´ optimálnu stratégiu rozhodovania, pokia© dané

£asové obdobie rozdelíme na viacero periód, po£as ktorých váhy aktív v portfóliu

prerovnávame. Na splnenie tejto úlohy sme pouºili Bellmanov princíp a dynamické

programovanie. Ako v práci ukáºeme, tento model je v istom zmysle mean-variance

optimálny, môºme teda o ¬om hovori´ ako o Markowitzovom viacperiódovom modeli.

Pri odvodzovaní modelu sme vyuºívali teóriu uºito£nosti a jej vz´ah k mean-variance

optimalizácií. Podarilo sa nám taktieº dokáza´ konzistentnos´ oboch prístupov za pred-

pokladu normálne rozdelených výnosov. V práci sme skúmali aj správanie viacperió-

dového modelu na reálnych dátach, pri£om sme pouºili dve rôzne metódy odhadova-

nia o£akávaných výnosov. Výsledky sme porovnali s Markowitzovým jednoperiódovým

modelom.

K©ú£ové slová: Markowitzov model, Viacperiódová optimalizácia, Teória

uºito£nosti, Dynamické programovanie



Abstract

KOSSACZKÝ, Igor: Markowitz multiperiod model [Bachelor Thesis], Comenius Uni-

versity in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department

of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. Mgr. Igor Melicher£ík, PhD.,

Bratislava, 2012, 51 p.

Markowitz model is one of the principles of portfolio theory. It's main idea is the

minimization of variance of given expected return of the portfolio during one period

of time. The aim of this work is to describe optimal decision strategy, if we divide the

time period into more periods, during which we re-arange the weights of actives. To

achieve this goal, we used Bellman principle and dynamic programing. As we will show

in the thesis, this model is mean-variance optimal in some sense, so we could re�er it

as Markowitz multi-period model. In the proces of deriving the model, we used utility

theory, and it's relationship to the mean-variance optimization. We also manage to

prove consistency of both approaches under the assumption of normally distributed

returns. In the thesis we also examine the behavior of the multi-period model on real

data, where we used two di�erent methods of estimating expected returns. We have

compared the results with Markowitz one-period model.

Keywords: Markowitz model, Multi-period optimization, Utility theory, Dynamic

programming
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ÚVOD ÚVOD

Úvod

Teória portfólia je oblas´ �nan£nej matematiky zaoberajúca sa optimálnou investíciou

�nancií do rôznych aktív, £i uº ide o akcie, indexy alebo deriváty. Prvou otázkou, ktorú

je nutné zodpoveda´ je, £o vlastne povaºujeme za optimálne. Prirodzenou odpove¤ou

by bolo, ºe optimálna je tá investícia, ktorá nám prinesie najvä£²í zisk. Problémom je,

ºe v £ase ke¤ o investícií rozhodujeme, zvä£²a presný zisk nepoznáme. Znamená to,

ºe v na²ich úvahách musíme zoh©ad¬ova´ aj riziko, ktoré so sebou jednotlivé investí-

cie priná²ajú. Potom je v²ak optimálna vo©ba investície úzko spätá s postojom ktorý

investor k riziku zaujme.

V priebehu vývoja teórie portfólia vzniklo viacero prístupov k vyjadreniu investorovho

postoja k riziku, v¤aka ktorým môºme ur£i´ optimálnu vo©bu portfólia. V roku 1944

von Neumann a Morgenstern [8] zaviedli axiómy charakterizujúce usporiadanie in-

vestorových preferencií. Na základe týchto axióm odvodili funkciu uºito£nosti, jadro

konceptu ktorý dnes nazývame teóriou uºito£nosti. V roku 1952 predstavuje Harry

Markowitz [6] model optimálnej vo©by portfólia zaloºený na minimalizácií rizika pri

�xnom poºadovanom výnose.

Pri Markowitzovom jednoperiódovom modeli sa sústredíme na minimalizáciu rizika

po£as jednej £asovej periódy, £i uº ide o týºde¬, mesiac alebo rok. Z tejto podmienky

plynú aj isté obmedzenia. Váhy jednotlivých aktív, zvolené Markowitzovým jednope-

riódovým modelom do konca daného £asového obdobia nemeníme. Táto skuto£nos´

môºe negatívne vplýva´ na kone£nú ve©kos´ zisku v prípade nepriaznivého vývoja cien

na burze. Túto nevýhodu sa snaºí odbúra´ viacperiódový Markowitzov model, ktorého

popísanie je aj hlavným cie©om tejto práce.

Markowitzov viacperiódový model je zov²eobecnením jednoperiódového modelu pre

£asové obdobie pozostávajúce z viacerých periód. Nespornou výhodou oproti jednope-

riódovému modelu je moºnos´ meni´ zloºenie a váhy akcií v portfóliu na konci kaºdej

periódy, £o znamená obmedzenie rizika ve©kej straty pri neo£akávanom nepriaznivom

vývoji na trhu. Da¬ou za moºnos´ meni´ váhy akcií po£as daného £asového obdobia sú

v²ak transak£né náklady.

V prvej kapitole uvedieme niektoré základné pojmy nevyhnutné pre pochopenie

problematiky. Predstavíme teóriu uºito£nosti, ako aj mean-variance prístup k vo©be

9



ÚVOD ÚVOD

portfólia a odvodíme Markowitzov jednoperiódový model. Cie©om druhej kapitoly bude

podrobne sa pozrie´ na vz´ah teórie uºito£nosti s mean-variance prístupom. Dokáºeme

tu niektoré tvrdenia o konzistentnosti oboch prístupov. Jadrom práce je tretia kapitola,

v ktorej (pod©a [9]) odvodíme Markowitzov viacperiódový model za pomoci dynamic-

kého programovania. V tejto £asti vyuºijeme tieº niektoré poznatky z druhej kapitoly.

V poslednej, ²tvrtej kapitole sa pozrieme ako beºí viacperiódový model na reálnych

dátach. Pouºijeme rôzne metódy odhadovania o£akávaných výnosov, a zhodnotíme

výsledky.

10



1 TEÓRIA PORTFÓLIA

1 Teória portfólia

1.1 Základné pojmy

Moderná teória portfólia predstavuje £as´ �nan£nej matematiky, zaoberajúcu sa opti-

málnym zloºením portfólia pri istých rozpo£tových ohrani£eniach. Otázkou je, £o presne

znamená optimálne. Zrejme môºme predpoklada´, ºe portfólio ktoré po roku prinesie

istý výnos 10 percent, je pre investora výhodnej²ie ako portfólio s istým ro£ným výno-

som 5 percent. Môºme poveda´, ºe istý výnos na úrovni 10 percent preferujeme pred

istým výnosom na úrovni 5 percent. Problém nastáva, ke¤ výnosy prestávajú by´ isté a

do hry sa dostáva riziko. V úvodnej £asti tejto práce si popí²eme dva postupy rie²enia

tohto problému, a uvedieme niektoré súvislosti medzi nimi. Najskôr v²ak e²te bliº²ie

pozrime £o je riziko, a aký postoj k nemu môºe investor zauja´.

De�nície základných pojmov

Aby sme mohli lep²ie popísa´ investorov vz´ah k riziku a výnosom, je potrebné formal-

izova´ niektoré pojmy (pod©a [7]).

• Totálny výnos de�nujeme ako r = W1

W0
kde W0 je hodnota investície na za-

£iatku periódy, a W1 je hodnota investície na konci periódy. Ke¤ºe W1 dopredu

nepoznáme, jeho hodnotu ako aj totálny výnos budeme modelova´ ako náhodnú

premennú. V tejto práci budeme totálny výnos pre jednoduchos´ ozna£ova´ len

ako výnos.

• O£akávaný výnos (o£akávaný zisk, expected value) de�nujeme ako strednú hod-

notu výnosu E(r). Zna£i´ ho budeme aj ako r.

• Varianciou výnosu V ar(r) budeme mera´ mieru rizika- £im je vä£²ia varian-

cia, tým vä£²ie budú zrejme odchýlky od výnosu ktorý o£akávame.

Investorov postoj k riziku

Ako sme uº vy²²ie uviedli, je prirodzené o£akáva´, ºe investor bude preferova´ vy²²í

o£akávaný výnos. V prípade rizika £i variancie nie je postoj investora aº taký jasný.

Investorov môºme pod©a postoja deli´ na tri skupiny: riziko-averzných (preferujúcich

11



1.2 Teória uºito£nosti 1 TEÓRIA PORTFÓLIA

isté zisky), riziko-neutrálnych a riziko-ob©ubujúcich. My budeme vä£²inou ¤alej pred-

poklada´ riziko-averzných investorov. Toto obmedzenie je pomerne prirodzené, ©udia

totiº preferujú ma´ veci pod kontrolou (aj ke¤ nejde o pravidlo).

1.2 Teória uºito£nosti

Jedným z prístupov k problému optimálnej vo©by portfólia je teória uºito£nosti. Táto

teória nám v²ak ponúka aj presnej²í opis investorovho vz´ahu k výnosu a riziku.

Funkcia uºito£nosti

Základom teórie uºito£nosti (pod©a [8]) je my²lienka, ºe rôzne hladiny bohatstva majú

pre investora rôznu uºito£nos´. Tá v²ak nemusí rás´ s ve©kos´ou bohatstva lineárne.

Napríklad, pre niekoho je dôleºitý zisk prvých sto tisíc eur, pretoºe mu zabezpe£í bý-

vanie. �al²ích stotisíc eur síce tieº prinesie úºitok, nie v²ak aº taký ve©ký -nie sú uº

ºivotne dôleºité. Za ú£elom takéhoto porovnávania uºito£nosti investície si de�nujeme

takzvanú funkciu uºito£nosti U(W ) : R→ R ktorá priradí kaºdej budúcej hodnote port-

fólia jej uºito£nos´. Prirodzene môºme o£akáva´, ºe funkcia uºito£nosti bude rastúca

-investor preferuje vä£²ie imanie.

S funkciou uºito£nosti sa porovnávanie portfólií stáva jednoduch²ím -porovnávame

strednú hodnotu funkcie uºito£nosti budúcej hodnoty portfólia. Tento prístup vedie k

optimaliza£nej úlohe

max
p
E(U(Wp))

kde Wp je budúca hodnota portfólia p.

Funkcia uºito£nosti a preferencie

Funkcia uºito£nosti priradí kaºdému portfóliu £íslo -uºito£nos´, v¤aka £omu môºe in-

vestor ©ubovo©nú mnoºinu portfólií usporiada´ (za predpokladu ºe pozná rozdelenie

ich výnosov) od najhor²ieho po najlep²ie. O tomto usporiadaní môºme hovori´ ako o

preferenciách, jednozna£ne popisujúcich investorovo správanie. Poloºme si otázku: je

pre kaºdého investora funkcia uºito£nosti jednozna£ne ur£ená? Ukazuje sa ºe nie, a

nasledujúce tvrdenie hovorí o tom ºe posunutie £i ²kálovanie funkcie uºito£nosti na

investorove rozhodnutia nevplýva.

12



1.3 Mean-variance optimalizácia 1 TEÓRIA PORTFÓLIA

Tvrdenie 1.1 (Lineárna transformácia funkcie uºito£nosti). Majme náhodné veli£iny

X, Y a rastúcu funkciu U(X). Platí, ºe ak E(U(X)) < E(U(Y )), potom E(a ·U(X) +

b) < E(a · U(Y ) + b) kde a ∈ R+, b ∈ R

Dôkaz. E(a · U(X) + b) = a · E(U(X)) + b < a · E(U(Y )) + b = E(a · U(Y ) + b)

Postoj k riziku a tvar funkcií uºito£nosti

V²imnime si, ºe porovnávame uº len stredné hodnoty uºito£nosti -investorov postoj k

riziku (variancii) je totiº skrytý priamo v tvare funkcie uºito£nosti (pod©a [7]):

• riziko-averzný investor ⇒ konkávna funkcia uºito£nosti. Z de�nície konkávnosti,

stredná hodnota uºito£nosti dvoch (potenciálnych) výnosov bude men²ia ako uºi-

to£nos´ ich priemerného (istého) výnosu.

• riziko-ob©ubujúci investor ⇒ konvexná funkcia uºito£nosti.

• riziko-neutrálny investor ⇒ lineárna funkcia uºito£nosti.

1.3 Mean-variance optimalizácia

Alternatívu k maximalizácii strednej hodnoty funkcie uºito£nosti predstavuje mean-

variance optimalizácia. Pri tomto prístupe vopred predpokladáme riziko-averzného in-

vestora. Na²ím cie©om sa potom jednoducho stáva maximalizova´ strednú hodnotu

výnosu a minimalizova´ jeho varianciu. Tieto dve úlohy (maximalizácia strednej hod-

noty a minimalizácia variancie) v²ak môºu stá´ proti sebe -ve©ký zisk sa dosahuje

s ve©kou varianciu. Preto je vhodné jednu z týchto veli£ín �xova´, a maximalizova´

(alebo minimalizova´) druhú. Pokia© za�xujeme o£akávaný výnos a minimalizujeme

varianciu, dostávame známy Markowitzov model.

Markowitzov jednoperiódový model

(Pod©a [6], [7], [9]) Majme n aktív, z ktorých kaºdé má nejaký o£akávaný výnos a

varianciu výnosu. Okrem toho, výnosy aktív môºu by´ korelované aj navzájom. Úlo-

hou Markowitzovho jednoperiódového modelu je minimalizova´ varianciu portfólia pri

13



1.3 Mean-variance optimalizácia 1 TEÓRIA PORTFÓLIA

danom poºadovanom výnose. Túto optimaliza£mú úlohu moºno zapísa´ nasledovne:

minxTV x

xT r = W

xT1 = Wini (1)

kde xi je objem �nancií investovaný do i-teho aktíva, ri je o£akávaný výnos i-teho

aktíva, V je varian£ná matica vektora výnosov aktív, Wini je hodnota investície na

za£iatku, W je poºadovana hodnota investície na konci periódy a 1 je vektor jednotiek

d¨ºky n. Pod©a [7] predpokladom existencie rie²enia je lineárna nezávislos´ výnosov. To

znamená, ºe matica V je regulárna. Druhým predpokladom je existencia dvoch aktív s

rôznymi výnosmi. De�nujme si teraz maticu Q = V + rrT . Za predpokladov (1) platí

xTQx = xTV x+W
2

(2)

kde W
2
je vopred nami ur£ená kon²tanta. Preto môºme v úlohe (1) nahradi´ ú£elovú

funkciu výrazom xTQx - táto úprava sa nám bude hodi´ neskôr. Optimálny vektor x

budeme h©ada´ metódou Lagrangeových multiplikátorov. Poznamenajme ºe vzh©adom

k tomu ºe matica Q je (pod©a [5]) symetrická a kladne de�nitná, sta£í overi´ podmienky

prvého rádu. Lagrangeova funkcia k na²ej úlohe má tvar

L(x, λ, γ) = xTQx− λ(xT1−Wini)− γ(xT r −W )−W 2
(3)

Derivovaním pod©a jednotlivých premenných dostávame podmienky optimality

2Qx− λ1− γr = 0 (4)

xT1−Wini = 0 (5)

xT r −W = 0 (6)

Vynásobením (4) z©ava maticou Q−1 dostávame

x = 1/2 · (λQ−11+ γQ−1r) (7)

Dosadením (7) do rovníc (5) a (6) dostávame

Wini = 1/2 · (λ1TQ−11+ γ1TQ−1r)

W = 1/2 · (λ1TQ−1r + γrTQ−1r) (8)

14



1.3 Mean-variance optimalizácia 1 TEÓRIA PORTFÓLIA

Zave¤me substitúciu

A = 1TQ−11

B = 1TQ−1r

C = rTQ−1r (9)

Sústavu (8) prepí²eme na

2 ·Wini = Aλ+Bγ

2 ·W = Bλ+ Cγ (10)

Sústava (10) má práve jedno rie²enie, ak je jej determinant AC − B2 kladný. Ako

je ukázané v [7], kladnos´ determinantu vyplýva z predpokladov modelu. Rie²ením

sústavy je potom

λ =
2(CWini −BW )

AC −B2

γ =
2(AW −BWini)

AC −B2
(11)

Po dosadení výsledkov (11) do (7) dostávame vektor x, ur£ujúci optimálne rozloºenie

investícií do aktív, £iºe také ktoré minimalizuje varianciu pri danom poºadovanom

o£akávanom výnose W a danom rozpo£tovom ohrani£ení Wini:

x =
(CWini −BW )

AC −B2
·Q−11+

(AW −BWini)

AC −B2
·Q−1r (12)

V¤aka rovnosti (2) môºme vyjadri´ varianciu ná²ho portfólia ako

σ2 = xTV x = xTQX −W =
CW 2

ini − 2BWWini + AW
2

AC −B2
−W 2

(13)

Efektívna hranica

V²imnime si, ºe optimálne rozloºenie investícií x môºme chápa´ ako lineárnu funkciu

premennej W , x = a+ bW . Potom pre varianciu výnosu platí aj

σ2 = xTV x = (a+ bW )TV (a+ bW ) (14)

kde V je kladne de�nitná matica, z £oho vyplýva, ºe vo variancia (vyjadrená ako (14))

je kvadratickou funkciou W a pri £lene W
2
je kladný koe�cient. Graf tejto funkcie sa

nazýva (pod©a [7]) efektívna hranica, a reprezentuje optimálne portfóliá.
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1.3 Mean-variance optimalizácia 1 TEÓRIA PORTFÓLIA

Obr. 1: Efektívna hranica

Na obrázku 1 vidíme graf variancie výnosu optimálneho portfólia v závislosti od

o£akávaného výnosu. Portfóliá, ktoré môºu by´ pre niektorého investora optimálne sa

nachádzajú v hornej £asti paraboly. Portfóliá v dolnej £asti paraboly nie sú výhodné,

pretoºe pri variancii, ktorú nadobúdajú moºno pri inom portfóliu dosiahnu´ aj vy²²í

o£akávaný výnos. Vo vnútri paraboly sa nachádzajú v²etky ostatné portfóliá, ako aj

jednotlivé aktíva. Napravo od paraboly sa uº ºiadne portfóliá nenachádzajú, také kom-

binácie variancie a o£akávaného výnosu nie je moºné dosiahnu´.
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2 KONZISTENTNOS� PRÍSTUPOV

2 Konzistentnos´ prístupov

V predo²lej kapitole sme sa oboznámili s dvoma najznámej²ími prístupmi k vo©be

portfólia, s teóriou uºito£nosti a mean-variance optimalizáciou. Pozrime sa teraz bliº²ie

na to, v akom vz´ahu sú tieto dva prístupy. Zaujíma´ nás môºe hne¤ nieko©ko otázok:

• Nie sú tieto dva prístupy v spore?

• Je niektorý z týchto dvoch prístupov v²eobecnej²í?

• Dá sa odvodi´ jeden prístup z druhého?

Ako si ukáºeme, mean-variance optimalizácia a teória uºito£nosti skuto£ne za istých

podmienok nie sú v spore. Podmienkou je kvadratická funkcia uºito£nosti, alebo nor-

málne rozdelené budúce hodnoty portfólia. Navy²e, ukáºeme, ºe pre kaºdý pevne ur£ený

o£akávaný výnos a príslu²né portfólio dopo£ítané Markowitzovým modelom existuje

kvadratická funkcia uºito£nosti, ktorej optimalizácia vedie k tomu istému portfóliu.

Tým bude s£asti zodpovedaná druhá a tretia otázka -prístup cez uºito£nos´ je v²eobec-

nej²í ako Markowitzov model, ktorý vieme z teórie uºito£nosti odvodi´.

2.1 Normálne rozdelené výnosy

Ukáºeme, ºe v prípade normálne rozdelených budúcich hodnôt investície a rastúcej

konkávnej funkcie uºito£nosti, nie je mean-variance prístup v spore s maximalizáciou

strednej hodnoty funkcie uºito£nosti. To znamená, ºe pri za�xovanej variancii maxi-

malizáciou strednej hodnoty investície v budúcnosti maximalizujeme strednú hodnotu

funkcie uºito£nosti (pre danú �xovanú varianciu). Pri za�xovanej strednej hodnote

investície v budúcnosti maximalizujeme strednú hodnotu funkcie uºito£nosti zase mi-

nimalizáciou variancie portfólia.

Uºito£nos´ a maximalizácia o£akávanej hodnoty investície

Lema 2.1. Nech X : Ω → R je náhodná premenná (nadobúdajúca aspo¬ 2 rôzne

hodnoty) a f, g : R→ R sú rastúce funkcie. Potom platí, ºe cov(f(X), g(X)) > 0.
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2.1 Normálne rozdelené výnosy 2 KONZISTENTNOS� PRÍSTUPOV

Dôkaz. (Pod©a [1]) Nech Y má rovnaké rozdelenie ako X a nech sú X a Y nezávislé.

Potom náhodné premenné f(X)− f(Y ) a g(X)− g(Y ) majú strednú hodnotu 0. Platí

cov(f(X)− f(Y ), g(X)− g(Y ))

= E[(f(X)− f(Y ))(g(X)− g(Y ))]

−E(f(X)− f(Y )) · E(g(X)− g(Y ))

= E[(f(X)− f(Y ))(g(X)− g(Y ))]− 0 > 0 (15)

Posledný výraz je vä£²í ako nula, pretoºe f a g sú rastúce. Naviac, platí, ºe

cov(f(X)− f(Y ), g(X)− g(Y ))

= cov(f(X), g(X))− cov(f(X), g(Y ))

−cov(g(X), f(Y )) + cov(g(Y ), f(Y ))

= 2 · cov(f(X), g(X)) (16)

kde sme vyuºili ºe X a Y sú nezávislé a rovnako rozdelené. Skombinovaním (15) a (16)

dostávame poºadovanú nerovnos´.

Veta 2.2 (Uºito£nos´ a maximalizácia o£akávaného výnosu). Nech X ∼ N(X, σ2) je

normálne rozdelená náhodná premenná a U(X) je rastúca funkcia. Za�xujme varianciu

X. Potom, platí ºe stredná hodnota funkcie U(X), E(U(X)) rastie spolu s X.

Dôkaz. Derivujme E(U(X)) pod©a X:

δE(U(X))

δX
=

=
δ

δX

∫ ∞
−∞

U(x) · 1√
2πσ2

e
−(x−X)2

2σ2 dx

=

∫ ∞
−∞

δ

δX

(
U(x) · 1√

2πσ2
e

−(x−X)2

2σ2

)
dx

=

∫ ∞
−∞

U(x) · (x−X)

σ2
· 1√

2πσ2
e

−(x−X)2

2σ2 dx

= E

(
U(X) · (X −X)

σ2

)
=

1

σ2

[
E(U(X) ·X)− E(U(X)) ·X

]
=

1

σ2
cov (X,U(X)) (17)

Pouºitím Lemy 2.1 na (17) dostávame poºadovaný výsledok.
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2.1 Normálne rozdelené výnosy 2 KONZISTENTNOS� PRÍSTUPOV

Uºito£nos´ a minimalizácia variancie

Lema 2.3. Nech X ∼ N(0, σ2) je normálne rozdelená náhodná premenná. Potom platí

ºe cov(X,X2) = 0

Dôkaz.

cov(X,X2) = E(X3)− E(X) · E(X2)

= E(X3) =

∫ ∞
−∞

x3 · 1√
2πσ2

e
−x2
2σ2 dx (18)

Funkcia vo vnútri integrálu je nepárna, z £oho vyplýva dokazované tvrdenie.

Lema 2.4. Nech X : Ω → R je náhodná premenná (nadobúdajúca aspo¬ 3 rôzne

hodnoty), f : R → R nech je párna spojitá funkcia rastúca na (−∞, 0) a klesajúca na

(0,∞) a g : R → R nech je párna spojitá funkcia klesajúca na (−∞, 0) a rastúca na

(0,∞). Potom platí ºe cov(f(X), g(X)) < 0.

Dôkaz. My²lienka dôkazu je podobná ako v prípade Lemy 2.1. Nech Y má rovnaké

rozdelenie ako X a nech X a Y sú nezávislé. Potom náhodné premenné f(X)− f(Y )

a g(X)− g(Y ) majú strednú hodnotu 0.

Ukáºeme, ºe

f(X) < f(Y )⇔ g(X) > g(Y ) (19)

Môºu nasta´ ²tyri prípady: X, Y ∈ (−∞, 0〉; X ∈ (−∞, 0〉, Y ∈ 〈0,∞); X, Y ∈ 〈0,∞)

a Y ∈ (−∞, 0〉, X ∈ 〈0,∞). Ak X, Y ∈ (−∞, 0〉 potom z f(X) < f(Y ) vyplýva ºe X <

Y a teda g(X) > g(Y ). Ak X ∈ (−∞, 0〉, Y ∈ 〈0,∞) potom f(X) < f(Y ) = f(−Y )

(z párnosti). Potom X < −Y a g(X) > g(−Y ) = g(Y ). V zvy²ných dvoch prípadoch

postupujeme analogicky. Tak isto platí aj ºe ak f(X) > f(Y ) potom g(X) < g(Y ).

Platí ºe

cov(f(X)− f(Y ), g(X)− g(Y ))

= E[(f(X)− f(Y )) · (g(X)− g(Y ))]

−E(f(X)− f(Y )) · E(g(X)− g(Y ))

= E[(f(X)− f(Y )) · (g(X)− g(Y ))] ≤ 0 (20)
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2.1 Normálne rozdelené výnosy 2 KONZISTENTNOS� PRÍSTUPOV

Nerovnos´ (20) dostávame pouºitím (19). Taktieº platí

cov(f(X)− f(Y ), g(X)− g(Y ))

= cov(f(X), g(X))− cov(f(X), g(Y ))

−cov(g(X), f(Y )) + cov(g(Y ), f(Y ))

= 2 · cov(f(X), g(X)) (21)

kde sme vyuºili ºe X a Y sú nezávislé a rovnako rozdelené. Skombinovaním (20) a (21)

dostávame poºadovanú nerovnos´.

Veta 2.5 (Uºito£nos´ a minimalizácia variancie). Nech X ∼ N(X, σ2) je normálne

rozdelená náhodná premenná a U(X) nech je konkávna rastúca funkcia. Za�xujme

strednú hodnotu premennej X. Potom stredná hodnota funkcie U(X), E(U(X)) klesá

s varianciou σ2.

Dôkaz. Derivujme E(U(X)) pod©a σ2:

δE(U(X))

δσ2
=

=
δ

δσ2

∫ ∞
−∞

U(x) · 1√
2πσ2

e
−(x−X)2

2σ2 dx

=

∫ ∞
−∞

δ

δσ2

(
U(x) · 1√

2πσ2
e

−(x−X)2

2σ2

)
dx

=

∫ ∞
−∞

δ

δσ2

(
1√

2πσ2

)
· U(x) · e

−(x−X)2

2σ2 dx

+

∫ ∞
−∞

1√
2πσ2

· δ

δσ2

(
U(x) · e

−(x−X)2

2σ2

)
dx

=

∫ ∞
−∞

U(x) · −1

2σ2
· 1√

2πσ2
· e

−(x−X)2

2σ2 dx

+

∫ ∞
−∞

U(x) · (x−X)2

2(σ2)2
· 1√

2πσ2
e

−(x−X)2

2σ2 dx

= − 1

2σ2
E(U(X)) +

1

2σ2
E

(
U(X) · (X −X)2

σ2

)
= − 1

2σ2
E(U(X)) +

1

2σ2
cov

(
U(X),

(X −X)2

σ2

)
+

1

2σ2
E (U(X)) · E

(
(X −X)2

σ2

)
=

1

2σ4
cov
(
U(X), (X −X)2

)
(22)
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2.1 Normálne rozdelené výnosy 2 KONZISTENTNOS� PRÍSTUPOV

V poslednom kroku sme vyuºili fakt ºe E(X −X)2 je varianciou X, z £oho vyplýva ºe

E
(

(X−X)2

σ2

)
= 1. Teraz dokáºeme ºe cov

(
U(X), (X −X)2

)
< 0.

Predpokladajme ºe X = 0. Nech k = U ′(0). Z konkávnosti funkcie U(X) platí ºe
δU(X)
δX

> k pre X < 0 a δU(X)
δX

< k pre X > 0, z £oho vyplýva ºe U(X)− U(0) ≤ k ·X.

Nech h(X) je taká funkcia, ºe U(X) = k ·X + h(X). Potom derivácia h(X) je kladná

pre X < 0, záporná pre X > 0 a rovná nule pre X = 0, z £oho vyplýva ºe h(X) je

rastúca na (−∞, 0) a klesajúca na (0,∞). Potom platí:

cov
(
U(X), (X −X)2

)
= cov

(
U(X), X2

)
= cov

(
k ·X + h(X), X2

)
= k · cov

(
X,X2

)
+ cov

(
h(X), X2

)
(23)

= cov
(
h(X), X2

)
= cov

(
h(X), X2 − E(X2)

)
= E

[
h(X) · (X2 − E(X2))

]
− E(h(X)) · E(X2 − E(X2))

= E
[
h(X) · (X2 − E(X2))

]
(24)

V kroku (23) sme vyuºili Lemu 2.3, pod©a ktorej k · cov (X,X2) = 0.

De�nujme si teraz funkcie h1(X), h2(X): h1(X) = h(X) pre záporné X a h1(X) =

h(−X) pre nezáporné X . h2(X) = h(−X) pre záporné X a h2(X) = h(X) pre nezá-

porné X . Ozna£me X2−E(X2) ako Q(X) a the hustotu rozdelenia N(0, σ2) ako f(x).

V²imnime si ºe Q(X) ako aj f(x) sú párne funkcie. Podobne, h1(X) a h2(X) sú párne,

preto platia rovnosti:

E(h1(X) ·Q(X)) =

∫ ∞
−∞

h1(x)Q(x)f(x)dx = 2 ·
∫ 0

−∞
h(x)Q(x)f(x)dx (25)

E(h2(X) ·Q(X)) =

∫ ∞
−∞

h2(x)Q(x)f(x)dx = 2 ·
∫ ∞
0

h(x)Q(x)f(x)dx (26)

E(h(X) · (X2 − E(X2))) = E(h(X) ·Q(X)) =

∫ ∞
−∞

h(x)Q(x)f(x)dx

=

∫ 0

−∞
h(x)Q(x)f(x) +

∫ ∞
0

h(x)Q(x)f(x)dx

=
E(h1(X) ·Q(X)) + E(h2(X) ·Q(X))

2
(27)
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Z (27) vyplýva ºe bu¤ E(h1(X) ·Q(X)) ≥ E(h(X) ·Q(X)) alebo E(h2(X) ·Q(X)) ≥

E(h(X) · Q(X)). Bez ujmy na v²eobecnosti, predpokladajme ºe platí prvá nerovnos´.

Tieº platí, ºe E(h1(X) · Q(X)) = cov(h1(X), Q(X)) (v¤aka E(Q(X)) = 0) a funkcie

h1(X) a Q(X) sp¨¬ajú podmienky Lemy 2.4 pod©a ktorej cov(h1(X), Q(X)) < 0. Platí

teda,
δE(U(X))

δσ2
=

1

2σ4
E(h(X) ·Q(X)) ≤ 1

2σ4
E(h1(X) ·Q(X)) < 0 (28)

£ím je dokázaná klesajúcos´ E(U(X) v σ2.

V prípade ºe X 6= 0, urobíme transformáciu Y = X − X a U∗(Y ) = U(Y + X) a

dôkaz urobíme pre Y, U∗(Y ).

2.2 Kvadratická funkcia uºito£nosti

Uvaºujme kvadratickú funkciu uºito£nosti so záporným znamienkom pri kvadratickom

£lene. Uvedomme si, ºe táto funkcia sp¨¬a poºadovanú vlastnos´ - rastúcos´ len na

istom intervale. Pri vhodnej vo©be koe�cientov to v²ak nemusí by´ na obtiaº - interval

na ktorom bude splnená rastúcos´ bude dos´ ve©ký nato, aby obsiahol vä£²inu moºných

výnosov.

Konzistenia s mean-variance optimalizáciou

Ukáºeme, ºe v prípade kvadratickej funkcie uºito£nosti maximalizácia jej strednej hod-

noty nie je v spore s mean- variance optimalizáciou. Dôkaz tohto tvrdenia preberáme

zo [7].

Veta 2.6. Nech U(X) je kvadratickou funkciou so záporným koe�cientom pri kvadra-

tickom £lene. Nech X je náhodná premenná so strednou hodnotou X a varianciou σ2,

pri£om predpokladajme ºe X nadobúda len hodnoty z intervalu na ktorom je U(X)

rastúca. Potom stredná hodnota U(X), E(U(X)) rastie s X, a klesá so σ2.

Dôkaz. Napí²me si funkciu U(X) v tvare Taylorovho polynómu v bode X:

U(X) = U(X) + U ′(X)(X −X) + (1/2)U ′′(X)(X −X)2

Potom E(U(X)) môºme napísa´ ako

E(U(X)) = U(X) + (1/2)U ′′(X)σ2
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Z rastúcosti U(X) vyplýva rastúcos´ E(U(X)) v X a z konkávnosti vyplýva zápornos´

U ′′(X) a teda klesajúcos´ v σ2.

Kvadratická funkcia uºito£nosti reprezentujúca Markowitzov model

(Pod©a [9])Uvaºujme kvadratickú funkciu uºito£nosti v tvare U(W ) = W − α · W 2

(pri£omW predstavuje budúcu hodnotu investície). Uvedomme si, ºe predpoklad takéhoto

tvaru nie je obmedzujúci. Pod©a Tvrdenia 1.1 z Kapitoly 1 totiº platí, ºe lineárna

transformácia funkcie uºito£nosti (ktorou môºme poºadovaný tvar dosta´) nemení in-

vestorove preferencie. Maximalizujme investorov úºitok pri danom rozpo£tovom ohrani£ení,

tj rie²me úlohu:

maxE(U(W )) = max{E(W )− αE(W 2)}

= max{E(W )− α(V ar(W ) + E(W )2)}

= max{xT r − αxTQx}

xT1 = Wini (29)

Pri poslednej úprave ú£elovej funkcie sme pouºili zna£enie z £asti 1.3 o Markowitzovom

jednoperiódovom modeli. Táto úloha je ekvivalentná s úlohou

min{− 1

α
E(U(W ))} = min{xTQx− 1

α
xT r}

xT1 = Wini (30)

Lagrangeova funkcia k tejto optimaliza£nej úlohe má tvar

L(x, λ) = xTQx− 1

α
xT r − λ(xT1−Wini) (31)

Derivovaním dostávame podmienky optimality

2Qx− λ1− 1

α
r = 0 (32)

xT1−Wini = 0 (33)

V²imnime si, ºe podmienky (32), (33) sú takmer totoºné s podmienkami (4), (5) z

Markowitzovho modelu (1.3). Jediným rozdielom je, ºe v sústave rovníc (32), (33) sa

nevyskytuje premenná γ , na jej mieste sa nachádza 1/α. Rie²ením sústavy rovníc (4),

(5), (6) v²ak dostávame nielen optimále portfólio z poh©adu Markowitzovho modelu,
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ale aj Lagrangeove multiplikátory λ a γ. Ak teda vyberieme α také, aby platilo 1/α =

γ, potom maximalizovaním strednej hodnoty kvadratickej funkcie uºito£nosti v tvare

U(W ) = W−α·W 2, dostávame rovnaké portfólio ako v prípade Markowitzovho modelu

s vopred ur£eným poºadovaným výnosom.

Pripome¬me si, ºe hodnotu γ (11) poznáme z £asti 1.3, ©ahko teda dopo£ítame

príslu²nú hodnotu α:

γ =
2(AW −BWini)

AC −B2
=⇒ α =

AC −B2

2(AW −BWini)
(34)

Výsledok týhto úvah môºme sformulova´ ako tvrdenie:

Tvrdenie 2.7. Nech x je vektor investícií do jednotlivých aktív reprezentujúci op-

timálne portfólio vypo£ítané Markowitzovým modelom pri danej poºadovanej budúcej

hodnote investície W a rozpo£tovom ohrani£ení Wini. Potom x je takisto optimál-

nym portfóliom vypo£ítaným maximalizáciou E(U(W )), kde U(W ) = W − α ·W 2 a

α = AC−B2

2(AW−BWini)
.

Dôkaz. Dôkaz vyplýva z predo²lých úvah.

Vyjadrime z hodnoty α poºadovanú budúcu hodnotu investície, ktorú táto funkcia

uºito£nosti implikuje:

W =
1
2α

(AC −B2)−BWini

A
(35)

Dosa¤me túto hodnotu do optimálneho vektora investícií (12) z Markowitzovho modelu

z Kapitoly 1:

x =
1

2α
·Q−1r +

Wini − B
2α

A
·Q−11 (36)

Pouºitím Tvrdenia 2.7 dostávame, ºe (36) je rie²ením maximaliza£nej úlohy (29).
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3 VIACPERIÓDOVÝ MODEL

3 Viacperiódový model

3.1 Význam viacperiódového modelu

V 1. Kapitole sme odvodili Markowitzov jednoperiódový model, pomocou ktorého

volíme portfólio s vopred ur£eným výnosom a minimálnou varianciou. Tento model

predpokladá, ºe po zostavení portfólia uº do¬ho nezasahujeme, a po £ase T ho predáme,

s ú£elom ut¯ºi´ zisk. Predstavme si v²ak, ºe sa cena aktív v na²om portfóliu za£ne

vyvíja´ nepriaznivo, v dôsledku £oho sa mení aj o£akávaný výnos portfólia v £ase

T . Rie²ením by mohlo by´ prerovnanie portfólia, tj. predaj a kúpa aktív, s cie©om

aspo¬ £iasto£ne zamedzi´ stratám. S touto moºnos´ou v²ak jednoperiódový model

nepo£íta. Navy²e, ak by sme vopred predpokladali, ºe portfólio budeme prerovnáva´,

optimálna vo©ba aktív pre poºadvaný výnos by zrejme vyzerala inak. Tieto problémy

rie²i Markowitzov viacperiódový model. Vstupom je opä´ poºadovaný výnos, pri ktorom

minimalizujeme jeho varianciu, pri£om v²ak predpokladáme, ºe portfólio budeme do

£asu T v pevne zvolených periódach prerovnáva´.

Je zrejmé, ºe £ím viac bude periód na ktoré £asový úsek T rozdelíme, tým men²iu

varianciu portfólia sa nám podarí dosiahnu´. Ak by mal by´ totiº model s men²ím

mnoºstvom periód lep²í, jednoducho v niektorých periódach modelu s vä£²ím mnoºstvom

periód prerovnáva´ nebudeme a dosiahneme to isté. Pre£o teda nezvoli´ periód, v

ktorých budeme prerovnáva´ £o najviac? V praxi kaºdý nákup £i predaj aktíva nesie

so sebou transak£né náklady, £o znamená, ºe nie kaºdé prerovnanie, ktoré zvý²i výnos-

nos´ £i zníºi varianciu, musí by´ výhodné. Okrem transak£ných nákladov sa v praxi

niekedy stretávame aj s ¤al²ím obmedzením -zákazom krátkych pozícií. Znamená to, ºe

investorovi nie je dovolené predáva´ aktíva ktoré vopred nevlastní. Jednotlivé periódy

nemusia slúºi´ výhradne na prerovnanie portfólia. Investor môºe takisto niektoré aktíva

preda´ a ut¯ºené peniaze spotrebova´. Pre takéto správanie v²ak nie je Markowitzov

model vhodný. Poslúºi´ nám môºe teória uºito£nosti, ktorá spotrebe investora v jed-

notlivých periódach priradí uºito£nos´, na základe ktorej sa moºno o ve©kosti spotreby

rozhodova´.
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My obmedzíme na²e skúmanie na model bez spotreby, tj. budeme predpoklada´, ºe

v kaºdej perióde sa v²etok zisk preinvestuje. Takisto pre jednoduchos´ budeme pred-

poklada´ nulové transka£né náklady a povolené krátke pozície. Na odvodenie viacpe-

riódového modelu pouºijeme prístup dynamického programovania. Vyuºijeme pri tom

na²e závery o ekvivalencii Markowitzovho jednoperiódového modelu a ²peciálne zvole-

nej kvadratickej funkcie uºito£nosti z Kapitoly 2.

3.2 Úvod do dynamického programovania

(Pod©a [2]) Uvaºujme optimaliza£nú úlohu, pri ktorej máme urobi´ sériu rozhodnutí tak,

aby sme maximalizovali ú£elovú funkciu f(x). Aby sme dokázali túto úlohu efektívne

rie²i´ potrebujeme presnej²ie popísa´ jej jednotlivé £asti:

• Ú£elová funkcia f(x): Na²ím cie©om je maximalizova´ hodnotu ú£elovej funkcie

f(x). Jej hodnotu ovplyv¬ujeme usporiadnou postupnos´ou rozhodnutí.

• Priestor stavov: Priestorom stavov Ωt nazývame monoºinu v²etkých stavov

ωit, i ∈ I (kde I je indexová mnoºina), do ktorých sa môºeme v £ase t dosta´. Pod

stavom rozumieme súbor v²etkých informácií vplývajúcich na na²e rozhodovanie.

Jednou z týchto informácií môºe by´ napríklad ako daný stav vplýva na hodnotu

ú£elovej funkcie. O tom do akého stavu ωjt+1 v £ase t+1 sa dostaneme zo stavu ωit,

rozhoduje na²e rozhodnutie v £ase t. Pod©a toho, aké informácie do jednotlivých

stavov zah¯¬ame, môºe by´ stavov ve©ké aº nekone£né mnoºstvo. Ak sa rozhod-

neme reprezentova´ stavy diskrétne, môºme ich modelova´ ako stromový graf.

Poznamenajme e²te, ºe priestor stavov by mal obsahova´ po£iato£ný stav ω0 a

mnoºinu koncových stavov ωiT .

• Vektory kontrolných premenných Ki
t : Rozhodnutie v £ase t v stave ω

i
t mode-

lujeme pomocou vektoru kontrolných premenných Ki
t , ktorých hodnotu môºme

v rámci nejakého vopred daného rozsahu ur£i´. Od hodnoty kontrolných premen-

ných závisí, do akého stavu ωjt+1 sa dostaneme. Okrem kontrolných premenných

potrebujeme pozna´ aj vz´ahy presne popisujúce prechod do stavu v £ase t + 1

na základe hodnoty kontrolnej premennej.
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Bellmanov princíp

Uvaºujme optimaliza£nú úlohu, pri ktorej máme urobi´ sériu rozhodnutí tak, aby sme

maximalizovali ú£elovú funkciu f(x). Modelujme túto úlohu pomocou priestoru stavov,

kontrolných premenných a príslu²ných vz´ahov medzi nimi. Prístup cez dynamické

programovanie rie²i takúto úlohu rozloºením na viacero jednoduch²ích podúloh, ktoré

môºme postupne vyrie²i´. Ako to môºme dosiahnu´, vysvet©uje Bellmanov princíp

(pod©a [2]):

Tvrdenie 3.1 (Bellmanov princíp). Pokia© je séria T rozhodnutí vedúca z po£iato£ného

stavu ω0 cez stav ωjt do niektorého z koncových stavov ωiT optimálna (v zmysle maxi-

malizácie ú£elovej funkcie f(x)), potom je v tomto zmysle optimálnych aj posledných

T − t rozhodnutí pre úlohu s po£iato£ným stavom ωjt .

Platnos´ Bellmanovho princípu vyplýva z faktu, ºe stav je de�novaný ako súbor

v²etkých informácií, na základe ktorých sa rozhodujeme, nepotrebujeme teda pozna´

predo²lé stavy.

Obr. 2: Ilustrácia Bellmanovho princípu. Pomocou výberu cesty maximalizujeme hodnotu v

koncovom stave. Nech sa nachádzame v ktoromko©vek stave, postúpenie (smerom nadol) do

stavu reprezentovaného "²edým polí£kom"je optimálne. Na za£iatku sme poznali len hodnoty

koncových stavov, hodnoty skor²ích stavov sú doplnené na základe Bellmanovho princípu.

3.3 Odvodenie viacperiódového modelu

V prípade optimalizácie vo©by portfólia pomocou dynamického programovania môºme

ako ú£elovú funkciu pouºi´ funkciu uºito£nosti. Viacperiódový model preto odvodíme
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pouºitím teórie uºito£nosti, av²ak poznatky z kapitoly 2 nám umoºnia pozera´ sa na

tento model ako na minimalizáciu variancie pri danom poºadovanom výnose.

Formulácia úlohy prostredníctvom dynamického programovania

Majme £asový úsek po£as ktorého chceme zarobi´ investovaním do akcií, rozdelený na

T periód. Na za£iatku kaºdej periódy volíme váhy jednotlivých aktív tak, aby stredná

hodnota funkcie uºito£nosti (za predpokladu ná²ho optimálneho rozhodovania v budúc-

nosti) bola na konci poslednej periódy maximálna. Formulujme túto úlohu ako úlohu

dynamického programovania:

• Ako ú£elovú funkciu zvo©me strednú hodnotu funkcie uºito£nosti hodnoty investí-

cie v £ase T , E(U(WT )). Pre na²e ú£ely zvo©me uºito£nos´ v tvare

U(W ) = W − α ·W 2 (37)

• Pod stavom ωit budeme rozumie´ hodnotu investície v £ase t, Wt, informáciu o

£ase t v ktorom sa nachádzame a informáciu o rozdelení výnosov jednotlivých ak-

tív vo v²etkých nasledujúcich periódach. Táto informácia zrejme nebude presná,

môºeme ju odhadnú´ napríklad z historických výnosov, alebo na základe eko-

nomickej analýzy. V¤aka nej poznáme aj odhady matíc Qs a £ísla As, Bs, Cs,

tak ako sú de�nované v £asti 1.3 pre t ≤ s < T .

• Pod vektorom kontrolných premenných Ki
t budeme rozumie´ vektor �nancií xt

investovaných do jednotlivých aktív v £ase t v stave ωit. Prechod do stavu ωjt+1

je potom ur£ený vývojom ceny aktív na trhu.

Odvodenie optimálneho rie²enia

(Pod©a [9]) Na²u úlohu môºme zapísa´ ako

max
x0...xT−1

E(U(WT ))

= max
x0

E(max
x1

E(...max
xT−1

E(U(WT )|WT−1)...|W1)|W0)

xT0 1 = W0

...

xTT−11 = WT−1 (38)
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kdeW0 ozna£uje po£iato£né rozpo£tové ohrani£enie,WT hodnotu investície na konci

poslednej periódy, a x0...xT−1 investi£né rozhodnutia na za£iatku jednotlivých periód.

V¤aka Bellmanovmu princípu môºme najskôr skúma´ investi£né rozhodnutie na konci

poslednej periódy za predpokladu rozpo£tového ohrani£enia WT−1, potom investi£né

rozhodnutie v predposlednej perióde, at¤. :

max
xT−1

E(U(WT )) = JT−1(WT−1)

xTT−11 = WT−1 (39)

Teraz skúmajme rozhodnutie v predposlednej perióde:

max
xT−2

E(JT−1(WT−1)) = JT−2(WT−2)

xTT−21 = WT−2 (40)

aº postupne dostávame rozhodnutie v kaºdej z T periód ako xt rie²iace úlohu

max
xt

E(Jt+1(Wt+1)) = Jt(Wt)

xTt 1 = Wt (41)

V²imnime si ºe h©adanie JT−1(WT−1) v úlohe (39) je vlastne maximalizáciou strednej

hodnoty funkcie uºito£nosti E(U(WT )) pre uºito£nos´ v tvare (37). Vektor, ktorý túto

E(U(WT )) maximalizuje, je vlastne (36) z £asti 2.2:

xT−1 =
1

2α
·Q−1T−1rT−1 +

WT−1 − BT−1

2α

AT−1
·Q−1T−11 (42)

pri£om spodný index T − 1 ozna£uje periódu v ktorej sa nachádzame. Aká je hodnota

JT−1(WT−1) (v závislosti od WT−1)?

JT−1(WT−1) = E(U(WT )) = E(WT − αW 2
T ) = xTT−1rT−1 − α · xTT−1QT−1xT−1 (43)

kde sme vyuºili de�níciu Q z £asti 1.3. Platí

xTT−1rT−1 =
1

2α
(CT−1 −

B2
T−1

AT−1
) +

BT−1

AT−1
WT−1 (44)

xTT−1QT−1xT−1 =
W 2
T−1

AT−1
+

1

4α2
(CT−1 −

B2
T−1

AT−1
) (45)

Dosadením (44) a (45) do (43) dostávame:

JT−1(WT−1) =
1

4α
(CT−1 −

B2
T−1

AT−1
) +

BT−1

AT−1
WT−1 −

α

AT−1
W 2
T−1 (46)
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Rie²me teraz úlohu (40) - h©adajme optimálny vektor xT−2:

max
xT−2

E(JT−1(WT−1)) = max
xT−2

1

4α
(CT−1 −

B2
T−1

AT−1
) +

BT−1

AT−1
WT−1 −

α

AT−1
W 2
T−1

xTT−21 = WT−2 (47)

Ak bude xT−2 rie²ením tejto úlohy, potom bude aj rie²ením ekvivalentnej úlohy, ktorú

dostávame lineárnou transformáciou:

max
xT−2

WT−1 −
α

BT−1
W 2
T−1

xTT−21 = WT−2 (48)

V²imnime si, ºe táto úloha má rovnaký tvar ako úloha (39) z poslednej periódy. Jediným

rozdielom je, ºe namiesto α tu máme α∗ = α
BT−1

a indexy T − 1 a T sú nahradené

indexami T − 2 a T − 1. Rie²enie tejto úlohy môºme teda dosta´ jednoduchou úpravou

rie²enia (42):

xT−2 =
1

2α
·Q−1T−2rT−2 +

WT−2 − BT−2BT−1

2α

AT−2
·Q−1T−21 (49)

Analogicky k postupu v poslednej perióde dostávame JT−2(WT−2), jediná zmena nas-

tane opä´ v indexoch a koe�ciente α∗. xT−3 bude závisie´ opä´ len na tvare JT−2(WT−2).

Tento postup môºme opakova´ aº po prvú periódu. Dostávame teda optimálne in-

vesti£né rozhodnutie v kaºdom £ase t ako

xt =
1

2α

T−1∏
s=t+1

BsQ
−1
t rt + (

Wt

At
−
∏T−1

s=t Bs

2αAt
) ·Q−1t 1 (50)

3.4 Transformácia na Markowitzov viacperiódový model

(Pod©a [9]) Pozrime sa, aká je o£akávaná hodnota investície v £ase t v závislosti od

hodnoty v £ase t− 1:

E(Wt) = xTt−1rt

=

(
1

2α

T−1∏
s=t

BsQ
−1
t−1rt−1 + (

Wt−1

At−1
−
∏T−1

s=t−1Bs

2αAt−1
) ·Q−1t−11

)T

· rt−1

=
1

2α

T−1∏
s=t

BsCt−1 +
Bt−1

At−1
Wt−1 −

∏T−1
s=t−1BsBt−1

2αAt−1

= Gt−1 +Ht−1 ·Wt−1 (51)
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V poslednom kroku sme spravili substitúciu

Gt−1 =
1

2α

T−1∏
s=t

BsCt−1 −
∏T−1

s=t−1BsBt−1

2αAt−1

=
1

2α

T−1∏
s=t

Bs

(
Ct−1 −

B2
t−1

At−1

)
Ht−1 =

Bt−1

At−1
(52)

Ak W0 je po£iato£ná hodnota investície, potom o£akávaná hodnota investície po prvej

perióde bude E(W1) = H0W0 + G0. O£akávaná hodnota investície po druhej perióde

bude E(W2) = H1(H0W0 +G0) +G1. Týmto postupom dostávame o£akávanú hodnotu

investície na konci poslednej periódy ako

W = E(WT )

= HT−1(HT−2(...H1(H0W0 +G0) +G1)...+GT−2) +GT−1

= W0 ·
T−1∏
t=0

Ht +
T−1∑
t=0

Gt

T−1∏
s=t+1

Hs

= W0

T−1∏
t=0

Bt

At
+

1

2α

T−1∑
t=0

(
Ct −

B2
t

At

) T−1∏
s=t+1

B2
s

As
(53)

Vo výraze (53) sa nachádza parameter α. Od jeho hodnoty závisí aj o£akávaná hodnota

investície na konci poslednej periódy. Vyjadrime si teda z (53) hodnotu α pre vopred

dané W :

α =

∑T−1
t=0

(
Ct − B2

t

At

)∏T−1
s=t+1

B2
s

As

2 ·
(
W −W0

∏T−1
t=0

Bt
At

) (54)

Vidíme, ºe hodnotu αmôºme zvoli´ pod©a toho, akú o£akávanú hodnotu investície na

konci poslednej periódy poºadujeme. Ak zvolíme α v tvare (54), potom bude o£akávaná

hodnota investície v poslednej perióde W . Prechodom do nasledujúcej periódy 1 v²ak

získavame ¤al²iu informáciu -hodnotu investície v £ase 1, W1. Táto hodnota nahradí

odhad E(W1), s ktorým sme vypo£ítali koe�cient α. To v²ak znamená, ºe nato aby

bol o£akávaný výnos aj na¤alej W , musíme vypo£íta´ novú hodnotu α1. Ke¤ºe na²e

rozhodovanie nezávisí od predo²lých periód, hodnotu α1 môºme vypo£íta´ analogicky

ako v (54), so ²tartovacím £asom t = 1. Podobne dopo£ítame α v kaºdej perióde:

αt =

∑T−1
k=t

(
Ck −

B2
k

Ak

)∏T−1
s=k+1

B2
s

As

2 ·
(
W −Wt

∏T−1
k=t

Bk
Ak

) (55)
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Pre vektor investícií v £ase t potom sta£í, ak zmeníme α na αt:

xt =
1

2αt

T−1∏
s=t+1

BsQ
−1
t rt + (

Wt

At
−
∏T−1

s=t Bs

2αtAt
) ·Q−1t 1 (56)

Získali sme teda sériu investi£ných rozhodnutí xt uskuto£nených postupne periódach

1...T − 1 v tvare (56), pri£om kaºdé z nich závisí len na momentálnej hodnote investí-

cie, jej poºadovanej hodnote na konci poslednej periódy a odhadoch variancie a stred-

nej hodnoty výnosov pre nasledujúce periódy. O£akávaná hodnota investície na konci

poslednej periódy je v kaºdej perióde rovná vopred zvolenému W . V¤aka Tvrdeniu 2.7

a faktu ºe Jt(Wt) z £asti 3.3 je kvadratickou funkciou navy²e platí, ºe rozhodnutie v

kaºdej perióde je mean-variance optimálne, v zmysle, ºe pri danej o£akávanej hodnote

investície v najbliº²ej perióde dosahuje minimálnu varianciu. Môºme teda oprávnene

tento prístup nazva´ Markowitzovým viacperiódovým modelom.

Dynamické spres¬ovanie odhadnutých kon²tánt

Doteraz sme po£ítali s tým, ºe na za£iatku prvej periódy dostaneme ako vstup odhady

varian£ných matíc výnosov Vt a o£akávaných výnosov rt, ktoré potom pouºijeme pri op-

timalizácií. �o ak v²ak po£as optimalizácie v niektorej perióde získame lep²ie odhady?

V¤aka vlastnostiam dynamického programovania môºme tieto nové odhady pouºi´

miesto predo²lých. Stav (v ktorom sa nachádzame) je totiº súborom v²etkých informá-

cií na základe ktorých sa rozhodujeme, nezáleºí teda ako (tj. s akými odhadmi) sme

sa do tohoto stavu dostali. V na²om prípade to znamená, ºe v kaºdej perióde môºme

zobra´ nové odhady pre v²etky nasledujúce periódy, a rie²i´ zmenenú optimaliza£nú

úlohu s po£tom periód o jedna men²ím. Túto moºnos´ sme uº v podstate vyuºili pri

výpo£te nových αt, kde pribliºnú hodnotu E(Wt) nahrádzame konkrétnou realizáciou

Wt v £ase t.

V nasledujúcej kapitole si ukáºeme ako viacperiódový model beºí na reálnych dátach,

pri£om pouºijeme nemenné, ako aj dynamicky sa meniace odhady.
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4 Experimentálne výsledky

V predchádzajúcej kapitole sme odvodili Markowitzov viacpariódový model, teraz si

ukáºeme jeho pouºitie na reálnych dátach. Odhady varian£nej matice výnosov Vt, a

o£akávaných výnosov rt budeme získava´ z historických dát. Pre maticu Vt budeme

predpoklada´, ºe sa v £ase nemení, tj. Vt = V , ∀t 0 ≤ t < T kde T je po£et periód.

Hodnotu rt budeme odhadova´ dvoma metódami: v jednej budú odhad nemenný od

spustenia programu, v druhej ho budeme dynamicky prispôsobova´ vývoju ceny aktív.

4.1 Dáta a metódy odhadovania

Dáta

Dáta sme získali zo stránky [4]. Rozhodli sme sa optimalizova´ celkovo na troch sadách

dát:

• Akcie amerických spolo£ností OXY, IBM, MCD, BAC: Model spustíme na

mesa£ných dátach z roku 1992, pri£om budeme simulova´ nákup akcií na za-

£iatku januára, prerovnanie na za£iatku kaºdého ¤al²ieho mesiaca, a (pokia©

poºadovaný zisk neut¯ºime skorej) predaj na za£iatku decembra, £iºe dokopy

11 periód. Odhady vyrobíme z podobných mesa£ných dát z roku 1991. Po£íta´

budeme s close-cenami na za£iatku mesiaca.

• Akciové indexy GDAXI, GSPC, FTSE, N225: Budeme optimalizova´ výnos

v roku 2005, odhady urobíme z dát v roku 2004. Pouºijeme analogický postup

ako v predo²lom prípade.

• Najlep²ie sa vyvíjajúce akcie z decembra 2011 (pod©a [3])- NFLX, ORLY,

KLAC, BBBY, CELG, GMCR: Optimalizova´ budeme v období od 2.12.2011

po 15.12.2011, £o je dokopy 9 periód, ak odrátame dni v ktorých sa neob-

choduje. Portfólio budeme prerovnáva´ denne. Odhady vyrobíme z denných úda-

jov z obdobia 17.11.2011 - 1.12.2011. Po£íta´ budeme s close-cenami v jednotlivých

d¬och.

Kompletné sady dát sa nachádzajú v Prílohe B.

33



4.1 Dáta a metódy odhadovania 4 EXPERIMENTÁLNE VÝSLEDKY

Metódy odhadovania

Celkovo budeme optimalizova´ troma algoritmami. Prvý bude Markowitzov jednoperió-

dový model, ¤al²ie dva budú zaloºené na viacperiódovom modeli, lí²i´ sa od seba budú

v metóde, ktorou budeme odhadova´ hodnotu o£akávaných výnosov. Varian£nú maticu

výnosov budeme vo v²etkých troch metódach odhadova´ pomocou výberových varian-

cií a kovariancií vektorov historických výnosov jednotlivých aktív. Pozrime sa teraz na

odhady o£akávaných výnosov v jednotlivých metódach a ¤al²ie potrebné výpo£ty:

• Markowitzov jednoperiódový model: O£akávaný výnos aktíva i pre celé ob-

dobie v ktorom budeme optimalizova´ odhadneme ako pomer ceny v poslednej

perióde z historických dát k cene v prvej perióde z historických dát:

ri =
P i
T

P i
0

(57)

• Viacperiódový model -Metóda 1: O£akávaný výnos aktíva i v jednej pe-

rióde odhadneme ako geometrický priemer pomeru ceny v poslednej perióde z

historických dát k cene v prvej perióde z historických dát:

rit = ri =

(
P i
T

P i
0

) 1
T

(58)

S týmto výnosom budeme po£íta´ v kaºdej perióde. Potom platí, ºe v²etky hod-

noty Qt, At, Bt, Ct môºme nahradi´ hodnotami bez indexov Q,A,B,C platnými

pre v²etky periódy. Potom hodnotu αt (55) môºme vyjadri´ zjednodu²ene ako

αt =

C

(
1−

(
B2

A

)T)
− B2

A
+
(
B2

A

)T+1

2 ·
(
1−

(
B2

A

)) (
W −

(
B2

A

)T
Wt

) (59)

Podobne môºme zjednodu²i´ aj vzorec pre výpo£et xt:

xt =
1

2αt
BT−t−1Q−1r +

Wt

A
Q−11− BT−t

2αtA
Q−11 (60)

• Viacperiódový model -Metóda 2: V perióde t budeme o£akávaný výnos

aktív vo v²etkých nasledujúcich periódach r odhadova´ hodnotou skuto£ných

výnosov aktív z predo²lej periódy rt−1. V prvej perióde pouºijeme odhad (58).

Ke¤ºe v kaºdej perióde získame nové odhady r, musíme vypo£íta´ i nové hodnoty
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Q,A,B,C, charakterizujúce nasledovné periódy. Vzorce pre αt resp. xt sú potom

rovnaké ako v predo²lej metóde, musíme v nich v²ak pouºi´ v kaºdej perióde

aktuálne hodnoty r,Q,A,B,C.

4.2 Implementácia

Optimaliza£né metódy popísané v £asti 4.1 sme naprogramovali v Octave (program

pouºívajúci syntax MATLABu). Markowitzov jednoperiódový model je naprogramovaný

ako funkcia markowitz1, viacperiódový model s pouºitím odhadov Metódou 1 je napro-

gramovaný ako funkcia multi1 a viacperiódový model s pouºitím odhadov Metódou 2

sa nachádza vo funkcii multi2. Okrem týchto funkcií pouºívame e²te pomocnú funkciu

data, ktorá spracuje zadané historické ceny aktív do odhadov pre jednotlivé modely a

z cien aktív v období v ktorom chceme optimalizova´ vyrobí skuto£né výnosy pre dané

obdobie. Poslednou funkciou ktorú pouºívame je funkcia vystup, ktorá pri zadaných

poºadovaných výnosoch spustí v²etky 3 metódy a výsledky zapí²e do preh©adnej ta-

bu©ky. Kompletné zdrojové kódy funkcií moºno nájs´ v prílohe A, tu uvedieme aspo¬

vstupné a výstupné paramatre jednotlivých funkcií.

Funkcia markowitz1

VSTUP:

• V -varian£no-kovarian£ná matica jednotlivých aktív.

• r -vektor o£akávaných výnosov aktív.

• rr -vektor skuto£ných výnosov aktív, pomocou ktorého vypo£ítame hodnotu in-

vestície na konci optimalizácie.

• W0 -rozpo£tové ohrani£enie (po£iato£ná hodnota investície).

• W1 -poºadovaná hodnota investície na konci.

VÝSTUP:

• x -výsledný vektor investícií do jednotlivých aktív.

• Wreal -skuto£ná hodnota investície na konci.
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Funkcie multi1 a multi2

VSTUP:

• V -varian£no-kovarian£ná matica jednotlivých aktív.

• r -vektor o£akávaných výnosov aktív v priebehu jednej periódy (v prípade multi2

len v priebehu prvej periódy).

• R -matica skuto£ných výnosov aktív, v jednotlivých periódach (st¨pce), pomocou

ktorých budeme po£íta´ vývoj hodnoty investície po£as optimalizácie.

• W0 -rozpo£tové ohrani£enie (po£iato£ná hodnota investície).

• WT -poºadovaná hodnota investície na konci.

VÝSTUP:

• x -matica investícií do jednotlivých aktív v jednotlivých periódach (st¨pce).

• WP -vektor, do ktorého ukladáme poºadované hodnoty investície v jednotlivých

periódach.

• W -vektor, do ktorého ukladáme skuto£né hodnoty investície v jednotlivých per-

iódach.

• t -perióda, v ktorej investícia nadobudne poºadovanú hodnotu a funkcia skon£í.

V prípade, ºe investícia poºadovanú hodnotu nenadobudne, t nadobúda hodnotu

poslednej periódy, ke¤ funkcia skon£í.

Funkcia data

VSTUP:

• A -matica historických cien aktív, z ktorých budeme robi´ odhady.

• B -matica cien aktív pre obdobie, v ktorom budeme optimalizova´.

VÝSTUP:

• q1 -o£akávaný výnos pre funkciu markowitz1.
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• q2 -skuto£ný výnos za obdobie optimalizácie pre funkciu markowitz1.

• r1a -o£akávaný výnos za jednu periódu pre funkcie multi1, multi2 vypo£ítaný

ako (q1− 1)/n+ 1 kde n je po£et periód.

• r1b -o£akávaný výnos za jednu periódu pre funkcie multi1, multi2 vypo£ítaný

ako q11/n kde n je po£et periód.

• R1 -matica historických výnosov v jednotlivých periódach.

• q2 -matica skuto£ných výnosov v jednotlivých periódach pre obdobie v ktorom

budeme optimalizova´.

• V -odhad varian£no-kovarian£nej matice jednotlivých aktív.

Funkcia vystup

VSTUP:

• A -matica historických cien aktív, z ktorých budeme robi´ odhady.

• B -matica cien aktív pre obdobie, v ktorom budeme optimalizova´.

• P -vektor poºadovných výnosov, pre ktoré chceme zostroji´ výstupnú tabu©ku.

VÝSTUP:

• TAB -Tabu©ka porovnávajúca skuto£né výnosy dosiahnuté pomocou funkcií markowitz1,

multi1 a multi2

4.3 Výstupy a vyhodnotenie

Výstupy pre jednotlivé sady dát

V tabu©kách uvádzame výstupy pre jednotilvé sady dát. Optimaliza£né metódy porovná-

vame pre poºadované výnosy 5% , 10%, 25% a 60 %. Poznamenajme, ºe v prípade ºe

algoritmus skon£il v dôsledku nadobudnutia poºadovanej hodnoty skorej ako v posled-

nej perióde, investor môºe ut¯ºené �nancie vybra´, alebo na zvy²ný £as preinvestova´

do bezrizikového aktíva (napr. ako vklad v banke).
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Tabu©ka 1: Akcie amerických spolo£ností OXY, IBM, MCD, BAC (11 periód)

poºadovaný markowitz1 multi1 multi2

výnos výnos koniec v perióde výnos koniec v perióde výnos

5 -11.3918 3 7.7318 3 13.1489

10 -6.3933 4 11.9778 3 12.8062

25 8.6022 4 26.4142 9 35.1326

60 43.5918 4 60.0991 9 72.5693

Tabu©ka 2: Akciové indexy GDAXI, GSPC, FTSE, N225 (11 periód)

poºadovaný markowitz1 multi1 multi2

výnos výnos koniec v perióde výnos koniec v perióde výnos

5 20.03737 8 5.7683 10 15.7751

10 11.70317 11 9.4317 10 21.4374

25 -13.2994 11 -0.6566 10 38.4242

60 -71.63875 11 -24.1959 10 78.0510

Tabu©ka 3: Akcie NFLX, ORLY, KLAC, BBBY, CELG, GMCR (9 periód)

poºadovaný markowitz1 multi1 multi2

výnos výnos koniec v perióde výnos koniec v perióde výnos

5 1.7096 1 6.8955 1 6.8955

10 1.8907 1 11.1937 1 11.1937

25 2.4338 6 25.1982 9 31.4627

60 3.7011 9 61.981 9 68.7378

Vyhodnotenie

Z výsledkov optimalizácie vidno, ºe viacperiódový model sa k poºadovanému výnosu

priblíºil zvä£²a lep²ie ako jednoperiódový. Aby sme vedeli správne interpretova´ výsledky,

poznamenajme dve veci, ktoré nemusia by´ intuitívne úplne jasné. Po prvé, ak model s

príslu²nou metódou odhadovania dosiahol výrazne vy²²í výnos ako bol poºadovaný, ide

skôr o nevýhodu. Algoritmus sa totiº snaºil priblíºi´ presne k poºadovanému výnosu,
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a odchýlky nahor povaºuje za rovnako neºiaduce ako odchýlky nadol. Inými slovami,

tak ako bol dosiahnutý výrazne vy²²í výnos, mohol by´ pri inom vývoji dosiahnutý

výnos výrazne niº²í. Po druhé, ak algoritmus skon£il (s výnosom aspo¬ na úrovni

poºadovaného) skôr ako v poslednej perióde, tak isto nejde o výhodu. Algoritmus

sa totiº snaºil plánova´ investície tak, aby skon£il s poºadovanou hodnotou v presne

poslednej perióde. To ºe sa mu to podarilo uº skorej sved£í skôr o nepresnom odhade.

Z výstupov vidíme, ºe na prvej sade dát dosiahol najuspokojivej²ie výsledky viacperió-

dový model s metódou odhadov multi1. Pri niº²ích hodnotách poºadovaného výnosu

sa aj na druhej sade dát javí najlep²í multi1, pri vy²²ích hodnotách v²ak vedie k strate,

(hoci men²ej neº jednoperiódový model) a ako najlep²í sa javí algoritmus multi2. V prí-

pade tretej sady dát sa opä´ viacperiódový model ukazuje ako lep²í, pri£om algoritmy

multi1 a multi2 sú vpodstate porovnate©né.

Tabu©ka 4: Optimalizácia metódou multi 1, poºadovaný výnos 25%, váhy aktív v jed-

notlivých periódach

akcia/perioda 1 2 3 4

OXY 118.213 178.657 127.48 54.593

IBM -219.271 -388.262 -244.736 -40.456

MCD 269.543 414.472 291.707 116.882

BAC -68.485 -119.178 -76.134 -14.868

Treba poznamena´, ºe hoci dve sady dát pochádzajú z k©udných období napredova-

nia ekonomiky a tretia sada sú ²peciálne vybrané výkonné akcie, výsledky ktoré sme

dosiahli sú aj tak aº nadmieru dobré. Pripome¬me si v²ak, ºe sme nebrali do úvahy

transak£né náklady. V prípade "divokého"nakupovania a predávania akcií sa môºe ich

cena vy²plha´ dos´ vysoko. O tom, ºe na²e algoritmy neobchodujú v tomto zmysle

zrovna najk©udnej²ie, sa moºno presved£i´ poh©adom na zmeny hodnôt investícií do

jednotlivých aktív medzi jednotlivými periódami. V tabu©ke 4 sú uvedené obnosy in-

vestované do aktív OXY, IBM, MCD a BAC po£as jednotlivých periód. Pouºili sme

viacperiódový model, metódu odhadov multi1, a poºadovaný výnos 25 %, pri£om sme

plánovali optimalizova´ po£as jedenástich periód. Algoritmus skon£il v ²tvrtej perióde
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s výnosom 26.4142%.

Obr. 3: Vývoj hodnoty investície do akciových indexov GDAXI, GSPC, FTSE, N225.

Poºadovaný výnos 10%.

Obrázok 3 ilustruje vývoj hodnoty investície do aktív z druhej sady dát po£as

jedného roka (11 periód). Na optimalizáciu sme pouºili viacperiódový model multi1,

pri£om sme poºadovali výnos 10%. Môºeme si v²imnú´, ºe hoci sme dosiahli výnos

ve©mi podobný poºadovanému, vývoj hodnoty £asto ne²iel pod©a predpokladov.
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Záver

Hlavným cie©om práce bolo odvodi´ Markowitzov viacperiódový model. To sa nám v

práci aj podarilo, získali sme model pomocou ktorého volíme váhy aktív v jednotlivých

periódach tak, ºe po£as celého procesu optimalizácie dosahuje o£akávaná cena investí-

cie v poslednej perióde poºadovanú hodnotu. Naviac, investi£né rozhodnutie v kaºdej

perióde je mean-variance optimálne v tom zmysle, ºe pre danú o£akávanú hodnotu

investície v najbliº²ej perióde dosahuje výnos minimálnu varianciu. Hlavným zdrojom

z ktorého sme £erpali je [9], v ktorom je viacperiódový model pomocou dynamické-

ho programovania aj odvodený. Odvodenie, ktoré sa v tomto zdroji nachádza, je v²ak

stru£né, ve©a krokov je presko£ených. Takisto sa tam nehovorí o potrebe dynamického

spres¬ovania koe�cientu α, ktoré je dôleºité, pokia© chceme aby bola o£akávaná cena

investície v poslednej perióde v kaºdom £ase rovná poºadovanej hodnote. Nepochyb-

ným prínosom práce je preto podrobné odvodenie viacperiódového modelu. Okrem

tohoto viacperiódového modelu navy²e kapitola 3 popisuje základné princípy dynamic-

kého programovania, pomocou ktorého sme tento model odvodili a ktoré môºe by´ aj

vhodným nástrojom k rie²eniu iných podobných problémov.

Základnou my²lienkou odvodenia viacperiódového modelu bola maximalizácia stred-

nej hodnoty funkcie uºito£nosti. Táto úloha v²ak patrí do oblasti teórie uºito£nosti,

na rozdiel od Markowitzovho modelu, ktorý je príkladom mean-variance optimalizácie.

Aby sme mohli na²e výsledky z maximaliza£nej úlohy vyuºi´ k odvodeniu výsledkov pre

mean-variance optimalizáciu, museli sme popísa´ vz´ah ktorý je medzi týmito dvoma

prístupmi. Tomuto problému sme sa podrobne venovali v druhej kapitole. Konzisten-

tnos´ oboch prístupov, ale aj presný vz´ah medzi rie²eniami mean-variance problému

a problému maximalizácie uºito£nosti sme ukázali pre kvadratickú funkciu uºito£nosti,

pomocou ktorej viacperiódový model aj odvádzame. Kvadratická funkcia uºito£nosti

v²ak nie je jediným prípadom, kedy uvedené prístupy nie sú v spore. Konzistentnos´

mean-variance optimalizácie s maximalizáciou strednej hodnoty funkcie uºito£nosti

platí aj v prípade normálne rozdelených výnosov. Toto tvrdenie je pomerne známe,

a £asto uvádzané v literatúre, av²ak jeho dôkaz sa nám nepodarilo nájs´. Preto sme v

£asti 2.1 toto tvrdenie dokázali. Dôkaz tvrdenia môºe by´ tieº námetom k posúdeniu

konzistentnosti prístupov pre iné rozdelenia výnosov.
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Fungovanie viacperiódového modelu ktorý sme odvodili, sme testovali aj na reálnych

dátach. Za týmto ú£elom sme naprogramovali funkcie, ktoré nám umoºnili simulo-

va´ optimalizáciu pomocou viacperiódového modelu, ako aj funkciu, pomocou ktorej

získavame odhady o£akávaných výnosov a variancie jednotlivých aktív z historických

dát. Treba podotknú´, ºe odhadovanie pomocou historických dát, najmä v prípade

o£akávaného výnosu nemusí by´ naj²´astnej²ím rie²ením. O predpoklade, ºe �rme sa

bude v budúcnosti dari´ tak, ako sa jej darilo v minulosti, sa dá ©ahko pochybova´. Pre

získanie vhodnej²ích predikcií výnosov by bolo treba pouºi´ podrobnej²iu ekonomickú

analýzu, zah¯¬ajúcu vývoj na trhu, dopyt po výrobkoch £i sluºbách spolo£nosti, jej

�nan£nú politiku a mnohé vonkaj²ie faktory. Myslie´ treba aj na vplyv neznámych

faktorov a náhodu, ktorej dopad môºe by´ ´aºko kvanti�kovate©ný. Takáto ekonomická

analýza v²ak nie je obsahom tejto práce, preto sme sa pre na²e ú£ely uspokojili s

odhadmi vývoja na základe historických dát. Aj v tomto prípade sa nám v²ak naskytá

viacero moºností, ako odhady pre jednotlivé periódy urobi´. Dva takéto spôsoby ktoré

pouºívame aj v naprogramovaných funkciách sme opísali v kapitole 4. V tejto £asti

práce uvádzame aj výsledky optimalizácie, pri£om sme testovali viacperiódový model

s oboma rôznymi metódami odhadov, ako aj jednoperiódový model na troch rôznych

sadách dát. Výsledky, tak ako sme predpokladali, hovoria jasne v prospech viacperió-

dového modelu. Do úvahy v²ak treba zobra´, ºe sme nepo£ítali s transak£nými nák-

ladmi, ktoré by urobili celú úlohu ove©a zloºitej²ou.

Práca ponúka jeden prístup k odvodeniu viacperiódového modelu. Iné prístupy, za-

h¯¬ajúce stochastické programovanie alebo metódy vnútorného bodu moºno nájs´ v

publikácií [9] ktorá je vynikajúcim základom pre skúmanie problému viacperiódovej

optimalizácie vo©by portfólia. �al²ou moºnos´ou výskumu v tejto oblasti je zahrnutie

transak£ných nákladov do modelu popísaného v tejto práci. Výzvou môºe by´ aj za-

kázanie krátkych pozícií, alebo povinná diverzi�kácia. Prínosom by bolo tieº zavedenie

nového poh©adu na riziko. V prípade rizika reprezentovaného varianciou sú totiº ako

neºiaduce interpretované aj odchýlky od o£akávaného výnosu smerom nahor, ktoré by

reálne ºiadnemu investorovi nevadili. Priestoru na inovácie je teda dostatok.
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Príloha A: Zdrojové kódy naprogramovaných funkcií

Zdrojové kódy funkcií sú písané pre jazyk Octave, resp. Matlab.

Funkcia markowitz1:

function [x,Wreal]=markowitz1(V, r, rr, W0, W1)

#x -vysledny vektor investici do jednotlivych aktiv

#Wreal -skutocna hodnota investicie na konci

#V -variancno-kovariancna matica aktiv

#r -vektor ocakavanych vynosov aktiv

#rr-vektor skutocnych vynosov aktiv

#W0 -rozpoctove ohranicenie

#W1 -pozadovana hodnota investicie na konci

n=length(r);

j=ones(n,1);

Q=V +r*r';

Qi =inv(Q)

A=j'*Qi*j;

B=j'*Qi*r;

C=r'*Qi*r;

lam=2*(C*W0 - B*W1)/(A*C-B^2);

gam=2*(A*W1 - B*W0)/(A*C-B^2);

x=0.5*(lam*Qi*j + gam*Qi*r);

Wreal=x'*rr

printf("vektor investicii do jednotlivych aktiv: ")

x

printf("Pozadovany vynos percentach: ")

(W1/W0 -1)*100

printf("Skutocny vynos v percentach: ")

(Wreal/W0-1)*100

end

Funkcia multi1:

function [x,WP,W,t]=multi1(V, r, R, W0, WT)

#x -matica vah-riadky=aktiva stlpce=casy

#WP -vektor do ktoreho budeme ukladat

# pozadovane hodnoty investicie v jednotlivych periodach

#W -vektor do ktoreho budeme budeme ukladat

# skutocne hodnoty investicie v jednotlivych periodach

#t -perioda v ktorej algoritmus skonci

#V -variancna matica

#r- vektor ocakavaneho vynosu za mesiac
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#R -matica skutocnych vynosov v jednotlivych periodach

#W0 -rozpoctove ohranicenie

#WT -pozadovana hodnota investicie na konci

[n,T]=size(R); #n -pocet aktiv, T -pocet period

j=ones(n,1);

Q=V +r*r';

Qi =inv(Q);

A=j'*Qi*j;

B=j'*Qi*r;

C=r'*Qi*r;

ba=B/A;

b2a=B^2/A;

WP(1)=W0;

W(1)=W0;

for t=1:T

alfa=(C*(1-b2a^(T+1-t))-b2a+b2a^(T+2-t))/(2*(1-b2a)*(WT- W(t)*ba^(T+1-t)));

x(:,t)=1/(2*alfa)*B^(T-t)*Qi*r+W(t)/A*Qi*j-B^(T-t+1)/(2*alfa*A)*Qi*j;

WP(t+1)=x(:,t)'*r;

W(t+1)=x(:,t)'*R(:,t);

if (W(t+1)>WT)

break;

end

end

printf("koniec v periode: ")

t

printf("pozadovane hodnoty investicie v jednotlivych periodach: ")

WP

printf("skutocne hodnoty investicie v jednotlivych periodach: ")

W

printf("investicie do jednotlivych aktiv (riadky) po periodach (stlpce): ")

x

printf("Pozadovany celkovy vynos percentach: ")

(WT/WP(1) -1)*100

printf("Skutocny celkovy vynos v percentach: ")

(W(t+1)/W(1)-1)*100

end

Funkcia multi2:

function [x,WP,W,t]=multi2(V, r, R, W0, WT)

#x -matica vah-riadky=aktiva stlpce=casy

#WP -vektor do ktoreho budeme ukladat pozadovane

# hodnoty investicie v jednotlivych periodach

#W -vektor do ktoreho budeme budeme ukladat

# skutocne hodnoty investicie v jednotlivych periodach

#t -perioda v ktorej algoritmus skonci
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#V -variancna matica

#r- vektor ocakavaneho vynosu za mesiac

#R -matica skutocnych vynosov v jednotlivych periodach

#W0 -rozpoctove ohranicenie

#WT -pozadovana hodnota investicie na konci

[n,T]=size(R); #n -pocet aktiv, T -pocet period

j=ones(n,1);

WP(1)=W0;

W(1)=W0;

for t=1:T

Q=V +r*r';

Qi =inv(Q);

A=j'*Qi*j;

B=j'*Qi*r;

C=r'*Qi*r;

ba=B/A;

b2a=B^2/A;

alfa=(C*(1-b2a^(T+1-t))-b2a+b2a^(T+2-t))/(2*(1-b2a)*(WT-W(t)*ba^(T+1-t)));

x(:,t)=1/(2*alfa)*B^(T-t)*Qi*r + W(t)/A*Qi*j-B^(T-t+1)/(2*alfa*A)*Qi*j;

WP(t+1)=x(:,t)'*r;

W(t+1)=x(:,t)'*R(:,t);

if (W(t+1)>WT)

break;

end

r=R(:,t);

end

printf("koniec v periode: ")

t

printf("pozadovane hodnoty investicie v jednotlivych periodach: ")

WP

printf("skutocne hodnoty investicie v jednotlivych periodach: ")

W

printf("investicie do jednotlivych aktiv (riadky) po periodach (stlpce): ")

x

printf("Pozadovany celkovy vynos percentach: ")

(WT/WP(1) -1)*100

printf("Skutocny celkovy vynos v percentach: ")

(W(t+1)/W(1)-1)*100

end

Funkcia data:

function [q1, q2, r1a, r1b, R1, R2, V]=data(A, B)

#A -matica historickych cien,

# stlpce=aktiva, riadky=mesiace
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#B -matica cien pre obdobie optimalizacie,

# stlpce=aktiva, riadky=mesiace

[tm1, n]=size(A);

[tm2, n]=size(B);

#VYNOSY PRE JEDNOPERIODOVY MODEL

for k=1:n

q1(k,1)=(A(tm1,k)-A(1,k))/A(1,k) +1;

#odhad vynosu pre 1periodovy model

q2(k,1)=(B(tm2,k)-B(1,k))/B(1,k) +1;

#skutocny vynos jednoperiodoveho modelu

end

#VYNOSY PRE VIACPERIODOVY MODEL

for k=1:n

for h=1:tm1-1;

R1(k,h)=(A(h+1,k)-A(h,k))/A(h,k) +1;

end

for h=1:tm2-1;

R2(k,h)=(B(h+1,k)-B(h,k))/B(h,k) +1;

end

end

r1a=(q1-1)/(tm1-1) +1;

#priblizny odhad vynosu v jednej periode pre viacperiodovy model

r1b=q1.^(1/(tm1-1));

#presnejsi odhad vynosu v jednej periode pre viacperiodovy model

V=cov(R1');

end

Funkcia vystup:

function [TAB]=vystup(A, B, P)

#TAB -vystupova tabulka -1. stlpec: pozadovane vynosy v percentach,

# 2. stlpec: skutocne vynosy cez markowitz1,

# 3.stlpec perioda v ktorej skonci multi1,

# 4.stlpec skutocny vynos multi1,

# 5.stlpec perioda v ktorej skonci multi2,

# 6. stlpec skutocny vynos multi2.

#A -matica historickych cien

#B -matica cien v obdobi ked optimalizujeme

#P -vektor pozadovanych vynosov

[q1, q2, r1a, r1b, R1, R2, V]=data(A, B)

L=length(P)

for k=1:L

PP=P(k)

pvynos=(P(k)-1)*100

[x0,Wreal]=markowitz1(V, q1,q2, 100, 100*PP)

vynos0= (Wreal/100-1)*100

[x1,WP1,W1,t1]=multi1(V, r1b, R2, 100, 100*PP)
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vynos1=(W1(t1+1)/W1(1)-1)*100

[x2,WP2,W2,t2]=multi2(V, r1b, R2, 100, 100*PP)

vynos2=(W2(t2+1)/W2(1)-1)*100

TAB(k,:)=[pvynos, vynos0, t1, vynos1, t2, vynos2]

end

end
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Príloha B: Dáta pouºité pri optimalizácií

V²etky dáta pochádzajú zo zdroja [4].

Prvá sada dát:

Tabu©ka 5: OXY, IBM, MCD, BAC, 1991

dátum / aktívum OXY IBM MCD BAC
1991-Jan-02 18.62 126.75 28.5 28.12
1991-Feb-01 20.12 128.75 31.62 29.25
1991-Mar-01 18.62 113.87 34.75 34.63
1991-Apr-01 18.87 103 33.5 36.88
1991-May-01 21 106.12 35 42.13
1991-Jun-03 21.37 97.12 32.88 35.75
1991-Jul-01 24 101.25 32.75 34.75
1991-Aug-01 24.75 96.87 32.63 38.63
1991-Sep-03 23.37 103.62 35 35.63
1991-Oct-01 22.62 98.25 34.75 37.38
1991-Nov-01 19.25 92.5 33.63 34.38
1991-Dec-02 17.87 89 38 40.63

Tabu©ka 6: OXY, IBM, MCD, BAC, 1992

dátum / aktívum OXY IBM MCD BAC
1992-Jan-02 19 90 43.5 43.88
1992-Feb-03 19.37 86.87 40.5 47.5
1992-Mar-02 19.25 83.5 39.88 45.5
1992-Apr-01 20.75 90.75 44.38 47.75
1992-May-01 22 90.75 46.88 46.5
1992-Jun-01 19.62 97.87 46 47.63
1992-Jul-01 20.5 94.75 43.88 46
1992-Aug-03 19.87 86.62 42.5 42.88
1992-Sep-01 17.62 80.75 44.38 44.38
1992-Oct-01 17 66.87 45.88 46.25
1992-Nov-02 17.87 68.25 49 50.38
1992-Dec-01 17 50.38 48.75 51.38
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Druhá sada dát:

Tabu©ka 7: GDAXI, GSPC, FTSE, N225, 2004

dátum / aktívum GDAXI GSPC FTSE N225
2004-Jan-01 4058.6 1131.13 4390.7 10783.61
2004-Feb-02 4018.16 1144.94 4492.2 11041.92
2004-Mar-01 3856.7 1126.21 4385.7 11715.39
2004-Apr-01 3985.21 1107.3 4489.7 11761.79
2004-May-03 3921.41 1120.68 4430.7 11236.37
2004-Jun-01 4052.73 1140.84 4464.1 11858.87
2004-Jul-01 3895.61 1101.72 4413.1 11325.78
2004-Aug-02 3785.21 1104.24 4459.3 11081.79
2004-Sep-01 3892.9 1114.58 4570.8 10823.57
2004-Oct-01 3960.25 1130.2 4624.2 10771.42
2004-Nov-01 4126 1173.82 4703.2 10899.25
2004-Dec-01 4256.08 1211.92 4814.3 11488.76

Tabu©ka 8: GDAXI, GSPC, FTSE, N225, 2005

dátum / aktívum GDAXI GSPC FTSE N225
2005-Jan-03 4254.85 1181.27 4852.3 11387.59
2005-Feb-01 4350.49 1203.6 4968.5 11740.6
2005-Mar-01 4348.77 1180.59 4894.4 11668.95
2005-Apr-01 4184.84 1156.85 4801.7 11008.9
2005-May-02 4460.63 1191.5 4964 11276.59
2005-Jun-01 4586.28 1191.33 5113.2 11584.01
2005-Jul-01 4886.5 1234.18 5282.3 11899.6
2005-Aug-01 4829.69 1220.33 5296.9 12413.6
2005-Sep-01 5044.12 1228.81 5477.7 13574.3
2005-Oct-03 4929.07 1207.01 5317.3 13606.5
2005-Nov-01 5193.4 1249.48 5423.2 14872.15
2005-Dec-01 5408.26 1248.29 5618.8 16111.43
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Tretia sada dát:

Tabu©ka 9: NFLX, ORLY, KLAC, BBBY, CELG, GMCR, 17.11.2011-1.12.2011

dátum / aktívum NFLX ORLY KLAC BBBY CELG GMCR
2011-Nov-17 76.46 76.05 45.49 60.17 64.66 51.69
2011-Nov-18 78.06 75.47 44.39 59.99 63.04 50.45
2011-Nov-21 74.47 75.78 44.26 59.2 61.32 52.91
2011-Nov-22 70.45 75.36 43.31 58.62 61.69 50.35
2011-Nov-23 68.5 74.42 42.51 58.19 60.43 50.13
2011-Nov-25 63.86 75.51 42.08 57.9 60.24 49.66
2011-Nov-28 69.95 75.73 43.52 59.5 62.05 50.99
2011-Nov-29 67.57 75.92 43.3 59.69 61.23 48.92
2011-Nov-30 64.53 77.24 46.1 60.51 63.08 52.43
2011-Dec-01 67.17 77.7 47.23 60.11 62.76 53.92

Tabu©ka 10: NFLX, ORLY, KLAC, BBBY, CELG, GMCR, 2.12.2011-15.12.2011

dátum / aktívum NFLX ORLY KLAC BBBY CELG GMCR
2011-Dec-02 66.37 77.03 46.95 60.81 61.21 56.32
2011-Dec-05 70.12 79.53 48.69 62.2 61.31 58.88
2011-Dec-06 68.14 79.54 49.15 61.88 62.21 56.98
2011-Dec-07 71.96 79.02 49.05 62.83 62.65 57.18
2011-Dec-08 69.42 78.92 48.05 61.97 61.29 56.04
2011-Dec-09 70.89 81.04 49 63.22 63.58 58.44
2011-Dec-12 75.26 80.93 47.59 62.46 63.66 56.49
2011-Dec-13 72.11 78.91 46.83 61.13 63.96 49.95
2011-Dec-14 71.04 78.58 46.22 60.66 63.03 47.72
2011-Dec-15 69.72 78.95 45.96 61.17 63.1 44.35
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