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Abstrakt v ²tátnom jazyku

KOVÁCS, Jakub: Úlohy konvexného programovania a modelovací systém CVX

[Bakalárska práca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky

a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky; ²kolite©: RNDr. Mária

Trnovská, PhD., Bratislava, 2012, 48s.

CVX ako nadstavba Matlabu, je modelovací systém na konvexnú optimalizáciu.

Zámerom tejto práce je vytvori´ praktickú príru£ku pre úlohy konvexného

programovania a poukáza´ na moºnos´ ²irokého pouºitia systému. Na splnenie

úlohy sme prerie²ili osem príkladov. Problémy sa týkajú rôznych pracovných oblastí

dôleºitých pre spolo£nos´ a ºivot £loveka, ako sú �nancie, numerika, medicína,

inºinierstvo. Ako v práci ukáºeme, modelovací systém CVX vie rýchlo a jednoducho

vyrie²i´ aj zloºitej²ie optimaliza£né úlohy. Na jeho pouºitie je v²ak nutné správne

naformulova´ problém pomocou Matlabovskej syntaxe. V práci sa zoznámime so

základnou skladbou ²peci�ckého syntaxu, ktoré následne rozvinieme pri príkladoch.

Pri vä£²ine z nich je nutná aj teoretická analýza úlohy a jej následná úprava.

K©ú£ové slová: Modelovací systém CVX, Matlab, Konvexná optimalizácia,

Interpolácia funkcie



Abstract

KOVÁCS, Jakub: Convex optimization problems and modeling system CVX [Bachelor

Thesis], Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and

Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: RNDr.

Mária Trnovská, PhD., Bratislava, 2012, 48p.

CVX is Matlab based modeling system for convex optimization. Intention of this

work is to create a practical guide for convex optimization problems and point to

possibility of wide-spread usage of the system. To ful�l the task, we solved eight

problems. These problems are related to di�erent �elds of study important for society

and human life, like �nance, numerical analysis, medicine, engineering. In the thesis

we will show, how simply and quickly can CVX solve even more complex optimization

problems. However it is necessary , to formulate problem in the right syntax. The paper

explains base composition of speci�c syntax, which will expand with solved problems.

In most of them theoretical analysis and modi�cation is required.

Keywords: Modeling system CVX, Matlab, Convex Optimization, Interpolation
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ÚVOD ÚVOD

Úvod

Konvexné programovanie je podtrieda nelineárneho programovania, ktoré zjednocuje

a zov²eobec¬uje metódu najmen²ích ²tvorcov, lineárne programovanie a kvadratické

programovanie. Numerické algoritmy, ktoré rie²ia konvexné úlohy, poskytujú £oraz

vä£²iu spo©ahlivos´, presnos´ a efektivitu.

�túdiu matematiky schovanej za konvexným programovaním a algoritmov na rie²enie

sa ©udia venujú pribliºne uº storo£ie, ale v nedávnej dobe stúpla popularita tohoto

odvetvia. Zaslúºil sa o to hlavne Narendra Karmarkar, ke¤ v roku 1984 publikoval jeho

metódu vnútorného bodu na rie²enie problémov lineárneho programovania. Ako sa

neskôr zistilo, táto nová metóda sa dá pouºi´ aj na rie²enie problémov konvexného

programovania, a teda problémy programovania nad kuºelmi druhého rádu, alebo

semide�nitné programy moºno rie²i´ takmer tak jednoducho ako lineárne programy.

�a©²ím £inite©om bol objav vä£²ej miery prítomnosti konvexných optimaliza£ných

problémov v praxi, ako sa pôvodne o£akávalo. Odvtedy sa objavilo ve©ké mnoºstvo

aplikácií v oblastiach ako automatizované kontrolné systémy, komunikácie a siete,

design elektrických obvodov, analýza dát a modelovanie, ²tatistika a �nancie. Verím,

ºe e²te mnoho ¤a©²ích aplikácií konvexného programovania stále £aká na objavenie.

Pre ²iroké pouºitie konvexného programovania, tu stále zostáva jedna prekáºka,

a to nutnos´ odborných poznatkov potrebných na pouºitie. S relatívne vyspelými

algoritmami pri lineárnom alebo kvadratickom programovaní môºe by´ problém

²peci�kovaný a vyrie²ený s men²ím úsilím £i so základnými vedomos´ami prítomných

operácií. Pri v²eobecnom konvexnom programovaní, to uº nie je také jednoduché a pre

transformáciu problému do jedného z mnohých limitovaných foriem je potrebné hlb²ie

poznanie problematiky. �udia, ktorých zameranie je aplikácia v praxi, môºe by´ tento

proces prekáºkou.

O prekonanie tejto prekáºky sa ©udia snaºia vytvorením modelovacích jazykov. Do

jedného z nich sa pokúsime nahliadnu´ pomocou rie²enia viacerých úloh a ukáºkou

jeho univerzálnosti a relatívnej jednoduchosti roz²íri´ popularitu konvexného

programovania.
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ÚVOD ÚVOD

Zadania úloh pochádzajú z [6]. K ich rie²eniu nám dopomáhala teória [7] a

pouºívate©ský manuál [2]. Modelovací jazyk cvx je vybudovaný na základe ²peci�ckého

jazyka, ktorý umoºnuje zápis problému v matematickej forme a ponúka ich overenie,

konverziu do rie²ite©nej podoby a následné numerické rie²enie. Autori cvx neustále

zdokona©ujú.
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1 TEÓRIA KONVEXNÉHO PROGRAMOVANIA

1 Teória konvexného programovania

1.1 Optimalizácia

Úloha matematického programovania, alebo len optimaliza£ný problém má formu

min f0(x)

fi(x) ≤ bi, i = 1, · · · ,m.
(1)

Kde vektor x = x1, · · · , xn je optimaliza£ná premenná problému, funkcia

f0 : Rn −→ R je ú£elová funkcia, funkcie fi : Rn −→ R, i = 1, · · · ,m sú funkcie

ohrani£ení a kon²tanty bi, i = 1, · · · ,m sú ohrani£enia pre tieto funkcie. Vektor

x∗ nazývame optimálnym rie²ením ak pre zadanú úlohu dáva najmen²iu moºnú

hodnotu zo v²etkých moºných vektorov, ktoré sp¨¬ajú ohrani£enia: pre akýko©vek

vektor z ktorý sp¨¬a nerovnosti fi ≤ bi, i = 1, · · · ,m platí f0(z) ≥ f0(x
∗).

Úlohy programovania rozde©ujeme do viacerých kategórií pod©a vlastností ú£elovej

funkcie a funkcií ohrani£enia. Ak v²etky zú£astnené funkcie sú afínne, tak (1) nazývame

úlohou lineárneho programovania. Ke¤ problém nie je lineárny, nazývame ho úlohou

nelineárneho programovania. [7]

1.2 Konvexná optimalizácia

Modelovací systém cvx vznikol hlavne na rie²enie konvexných optimaliza£ných

problémov. Sú to také, kde ú£elová funkcia aj funkcie ohrani£enia sú konvexné, teda

funkcie f0, · · · , fm sp¨najú nerovnos´

fi(αx+ (1− α)y) ≤ αfi(x) + (1− α)fi(y) (2)

pre v²etky x, y ∈ Rn, α ∈ R, kde 0 ≤ α ≤ 1.

Ako si môºeme v²imnú´, podmienka konvexnosti je v²eobecnej²ia ako podmienka

linearity. Ke¤ºe akýko©vek lineárny problém je zárove¬ aj konvexným problémom,

konvexnú optimalizáciu môºme povaºova´ za zov²eobecnenie lineárneho programovania.

Intuitívne, ke¤ si vyberieme 2 rôzne body na grafe konvexnej funkcie, a nakreslíme

medzi nimi rovnú £iaru, £as´ funkcie medzi týmito bodmi zostane leºa´ pod £iarou.

(Obr. 1)
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1.3 Lagrangeova dualita
a podmienky optimality 1 TEÓRIA KONVEXNÉHO PROGRAMOVANIA

Funkciu nazývame rýdzo konvexnú ak (2) platí s ostrou nerovnos´ou pre x 6= y a

0 < α < 1. Funkciu f nazývame konkávnu ak funkcia −f je konvexná. [7]

Obr. 1: Graf konvexnej funkcie

Príklady konvexných funkcí:

• Exponenxiálna funkcia. f(x) = eax, a ∈ R.

• Mocninové funkcie. f(x) = xa, x ∈ R++, a ≥ 1 alebo a ≤ 0.

• Záporný logaritmus. f(x) = − log x, x ∈ R++.

• Afínne funkcie. f(x) = aTx + b, a ∈ Rn, b ∈ R. Funkcie takejto formy sú

konvexné aj konkávne zárove¬.

• Kvadratické funkcie. f(x) =
1

2
xTAx + bTx + c pre symetrickú maticu A ∈

Sn, b ∈ Rn, c ∈ R. Ak je A kladná semide�nitná matica, f(x) je konvexné (ak

je A kladne de�nitná, f(x) je rýdzo konvexná).

• Normy. ‖x‖p = (
∑n

i=1 |x|p)1/p pre p ≥ 1; ‖x‖∞ = maxk|xk|.

1.3 Lagrangeova dualita a podmienky optimality

Uvaºujme o v²eobecnej úlohe matematického programovania(nemusí by´ konvexná) [7]

min f0(x)

fi(x) ≤ 0, i = 1, · · · ,m

hi(x) = 0, i = 1, · · · , p

(3)

kde x ∈ R je premenná, úloha má neprázdny de�ni£ný obor D a optimálne rie²enie p∗.

Následne de�nujeme Lagrangeovu funkciu L : Rn × Rm
+ × Rp −→ R

13



1.3 Lagrangeova dualita
a podmienky optimality 1 TEÓRIA KONVEXNÉHO PROGRAMOVANIA

L(x, λ, ν) = f0(x) +
m∑
i=1

λifi(x) +

p∑
i=1

νihi(x)

kde λi je Lagrangeov multiplikátor pridruºený ku fi(x) ≤ 0 a νi je Lagrangeov

multiplikátor pridruºený ku hi(x) = 0. Vektory λ a ν sa nazývajú duálne premenné

problému. [7]

Lagrangeovu duálnu funkciu g : Rm × Rp −→ R de�nujeme ako najmen²iu

hodnotu Lagrangeovej funkcie pod©a x pre λ ∈ Rm, ν ∈ Rp

g(λ, ν) = inf
x∈D

L(x, λ, ν) = inf
x∈D

(
f0(x) +

m∑
i=1

λifi(x) +

p∑
i=1

νihi(x)

)
Ak by teda bola Lagrangeova funkcia L zdola neohrani£ená v premennej x, duálna

funkcia g by nadobudla hodnotu −∞. Duálna funkcia g je konkávna, aj ke¤ pôvodná

úloha nie je konvexná.

Lagrangeova duálna úloha má formu

max g(λ, ν)

λ � 0

Kuhn-Tuckerove podmienky optimality (autori Harold W. Kuhn a Albert W.

Tucker):

• optimality(stacionarity)

∇f(x∗) +
m∑
i=1

λi∇fi(x∗) +

p∑
i=1

νi∇hi(x∗) = 0

• prípustnosti

fi(x
∗) ≤ 0, i = 1, · · · ,m

hi(x
∗) = 0, i = 1, · · · , p

• duality

λi ≥ 0, i = 1, · · · ,m

• komplementarity

λifi(x
∗) = 0 i = 1, · · · ,m

14



1.3 Lagrangeova dualita
a podmienky optimality 1 TEÓRIA KONVEXNÉHO PROGRAMOVANIA

Za predpokladu Slaterovej regularity sú Kuhn-Tuckerove(KT) podmienky nutnými

podmienkami optimality pre v²eobecnú úlohu (3).

Ke¤ je primárna úloha konvexná (fi sú konvexné a hi sú afínne), sú KT podmienky

zárove¬ aj posta£ujúcimi. Ak x∗, λ∗, ν∗ sp¨¬ajú KT podmienky, x∗ a (λ∗, ν∗) sú

primárne a duálne optimálne rie²enia úlohy. [7]
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2 ZA�ÍNAME

2 Za£íname

Nadstavba Matlabu cvx je modelovací systém pre problémy konvexného

programovania. Jeho autorom je Michael C. Grant, Ph.D. Cvx vie rie²i´ problémy

lineárneho programovania, kvadratického programovania, programovania nad kuºelmi

druhého rádu, £i úlohy semide�nitného programovania [3].

In²taláciou cvx, premeníte Matlab na silný modelovací jazyk optimalizácií. Môºete

ho pouºíva´ v skripte, funkcii alebo priamo v príkazovom riadku. Dôleºité v²ak je odlí²i´

príkazy ur£ené pre cvx od ostatného kódu. Tieto ²peci�cké príkazy za£neme písa´ aº

za cvx_begin, £o je znak ktorý dá Matlabu vedie´, ºe rie²enie má prenecha´ systému

cvx. Súbor príkazov zakon£íme povelom cvx_end.

Kód pre cvx môºe obsahova´ okrem vlastných ²peciálnych príkazov aj príkazy

oby£ajné, známe i Matlabu. V rámci rie²enia sady ur£enej pre cvx, sa v premenných

nenachádza £íselná hodnota. Vyskytujú sa tu v²ak ako ²peciálne matlabovské objekty

pomocou ktorých sa skladá ²truktúra optimaliza£nej úlohy. Pokia© sa po£as procesu

rie²enia vyskytne chyba, systém nám ju zobrazí. Po dosiahnutí koncového príkazu

cvx_end sa úloha vyrie²i a do premenných sa uloºí výsledok uº v normálnej £íselnej

forme.

2.1 Metóda najmen²ích ²tvorcov

Ukáºme si rie²enie konvexnej optimaliza£nej úlohy, ktorá je povaºovaná za

najzákladnej²iu. Takou úlohou je metóda najmen²ích ²tvorcov v ktorej h©adáme x ∈ Rn

ktorý minimalizuje ‖Ax - b‖2, kde A ∈ Rm×n má plnú hodnos´ a m ≥ n, tak hodnos´

matice h(A)= n.

Vytvorme si teda základné dáta m, n, A, b v Matlabe:

1 m = 16; n = 8;

2 A = randn(m,n);

3 b = randn(m,1);

�tandardne moºno rie²enie x = (ATA)−1AT b získa´ pomocou opa£nej lomky:

4 xls = A\b;

16



2.1 Metóda najmen²ích ²tvorcov 2 ZA�ÍNAME

pouºitím cvx úlohu vyrie²ime nasledovne:

5 cvx_begin

6 variable x(n);

7 minimize( norm(A*x-b) );

8 cvx_end

• riadok £. 5 oznamuje Matlabu za£iatok sekcie s pouºitím príkazov ²peci�ckých

pre systém cvx

• riadok £. 6 deklaruje x ako premennú s dimenziou n (takto je nutné zadeklarova´

v²etky premenné ktoré sa budú pouºíva´ pri rie²ení úlohy)

• riadok £. 7 ²peci�kuje funkciu na minimalizovanie (prípadne maximalizovanie),

tu konkrétne ‖Ax - b‖2

• riadok £. 8 ukon£uje súbor príkazov ur£ených pre cvx a dáva signál na vyrie²enie

úlohy.

Ak by sme sa skúsili nazrie´ do neznámeho vektora x po riadku £. 5 no pred riadkom

£. 8, nezískali by sme ºiadnu £íselnú hodnotu, len údaj o ²peciálnej premennej:

x = cvx affine expression (8x1 vector)

V podobnom tvare sa nachádzajú v²etky premenné, £i funkcie ktoré chceme

vypo£íta´. Je to v²ak vºdy tvar nenumerického objektu v Matlabe. Pokúsme sa urobi´

chybu v deklarovaní funkcie a zame¬me riadok £.7 za

maximize( norm(A*x-b) );

a získame chybu, ktorá nás upozorní na chýbajúcu konkávnos´ pri funkcii ktorú

chceme zmaximalizova´.

Môºe sa v²ak sta´, ºe matica A ∈ Rm×n nebude ma´ plnú hodnos´, t.j. h(A)= r, kde

r < n a r < m. V takomto prípade je nutné rozdeli´ maticu A = UΣV T . Potom sa dá

táto úloha vyrie²i´ pomocou pseudo-inverznej matice A† = V Σ−1UT ∈ Rn×m.

17



2.1 Metóda najmen²ích ²tvorcov 2 ZA�ÍNAME

Ak te teda hodnos´ matice h(A)= n, tak A† = (ATA)−1AT . Ak h(A)= m, A† =

AT (AAT )−1. Pri ²tvorcovej, nesingulárnej je to potom A† = A−1.

Vytvorme si teda príklad:

9 A = magic(8); A = A(:,1:6);

10 b = 260*ones(8,1);

Vytvorili sme maticu A8×6 ktorá v²ak má hodnos´ h(A)= 3. Vo vektore b, 260

zodpovedá sú£tu riadku(alebo st¨pca) 8×8 magickej matice. Ak by sme jej neodobrali

dva st¨pce, rie²ením by bol jednotkový vektor. Úloha je ale stále rie²ite©ná, no má viac

rie²ení. Ak teda chceme získa´ výsledok x = A† ∗ b, treba pouºi´ príkaz:

11 cvx_begin

12 variable x(6);

13 minimize( norm(A*x-b)+norm(x) );

14 cvx_end

£o nám ponúkne rie²enie:

x = [1.15 1.46 1.38 1.38 1.46 1.15]′

Rovnaké rie²enie sa dá získa´ aj Matlabovým príkazom

15 x=pinv(A)*b

Toto rie²enie je v²ak unikátne, pretoºe norma x (‖x‖2) je men²ia ako norma

ktoréhoko©vek iného rie²enia, preto bolo nutné túto podmienku prida´ do (13).

Ak by sme pouºili len postup ako v (7), získali by sme výsledok len s 3-mi nenulovými

£lenmi(pre toto rie²enie cvx dosiahol najmen²iu moºnú hodnotu ):

x = [4 8 − 4 0 0 0]′

Aj tu by sa dal pouºi´ príkaz s opa£nou lomkou xls = A\b; £o nám pri varovnom

vyhlásení, Warning: Rank deficient, rank = 3, ponúkne ¤a©²ie moºné rie²enie

x = [4 5 0 0 0 − 1]′.
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2.2 Ohrani£enia 2 ZA�ÍNAME

2.2 Ohrani£enia

Predpokladajme, ºe do úlohy chceme prida´ nejaké ohrani£enia l � x � u, kde l � x

znamená, ºe vektor l je po zloºkách men²í ako vektor x t.j. li 5 xi pre v²etky i. Takúto

úlohu uº v²ak pomocou lomky rie²i´ nejde. Zapl¬me si teda vektory l a u £íselnými

hodnotami:

ohr = randn(n, 2);

l = min( ohr, [], 2);

u = max( ohr, [], 2);

tu funkcia min( ohr, [] , 2 ) vyberie najmen²ie prvky z druhej dimenzie matice ohr. []

tu predstavuje ºiadnu maticu.

S týmito údajmi, nám sta£í riadky £.5 aº 8 pozmeni´ na:

18 cvx_begin

19 variable x(n);

20 minimize ( norm(A*x-b) );

21 subject to

22 l <= x <= u;

23 cvx_end

• riadok £. 21 nemá ºiaden vplyv na chod ani výpo£et minima. Vloºenie takéhoto

riadku do kódu je dobrovo©né a slúºi £isto na lep²iu £itate©nos´.

• riadok £. 22 predstavuje na²e ohrani£enie l � x � u.

Ako ohrani£enie môºeme chápa´ akúko©vek podmienku. Napr. Cx = d, kde C

je matica s rozmerom (k,n) a d je vektor s d¨ºkou k. Dvojité rovná sa predstavuje

priradenie podmienky a neudáva pravdivostnú hodnotu, ako by tomu bolo mimo cvx.
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2.3 Výhody

Jedna z najvä£²ích výhod pouºívania cvx, je preh©adnos´. Nech máme akoko©vek

jednoduchý, alebo zloºitý optimaliza£ný problém, zápis pre cvx sa ve©mi nemení. Tento

spôsob je teda stále rovnako preh©adný

• Deklarované premenné sa vºdy nachádzajú pri príkaze variable a môºu by´ reálne

alebo komplexné. Kaºdej jednej sa musí priradi´ ich ve©kos´ (£i je to skalár, vektor,

matica alebo rad). Premenným maticiam sa dá ²peci�kova´ ²truktúra, £o nám

u©ah£uje prácu a zvy²uje efektivitu. Príkazmi

variable x(20) complex;

variable Y(20,5);

variable Z(20,20) symetric;

vznikne komplexný 20 £lenný vektor x, reálna 20×5matica Y , symetrická 20×20

matica Z.

�a©²ie podporované ²peci�kácie sú [2]:

� banded(lb,ub) hovorí o "pruhovanosti"matice. Ak je lb = lu = 0 vznikne

diagonálna matica(dosiahnute©é aj s diagonal), v prípade lb = lu = 1 je to

trojdiagonálna matica (rovnako s tridiagonal).

banded(1,2) vytvára maticu s jedným pruhom pod diagonálou a dvomi

pruhmi nad 
a b c 0

d e f g

0 h i j

0 0 k l


� toeplitz deklaruje maticu ktorá má rovnaké hodnoty na diagonálach

(medzi diagonálami sa môºu lí²i´)

� hankel je podobná ako toeplitz, no rovnaké hodnoty sa nachádzajú na

antidiagonálach

� scaled_identity deklaruje rovnakú maticu ako diagonal a toeplitz

spolu.
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� Ostatné moºné príkazy:

hermitian lower_bidiagonal lower_hessenberg

lower_triangular skew_symmetric upper_bidiagonal

upper_hankel upper_hessenberg upper_triangular

• �ahko vidite©ná ú£elová funkcia a jej podmienky

Pri rie²ení akéhoko©vek problému, sa sta£í sústredi´ hlavne na samotné teoretické

rie²enie, namiesto tvorenia kódu na výpo£et úlohy.
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3 Príklady a rie²enia

V tejto kapitole si ukáºeme vyuºitie cvx pri rie²ení praktických úloh.

3.1 Výmenná krivka(Trade-o� curve)

Toto je ve©mi £astá úloha, ktorej princíp spo£íva v h©adaní Paretovho optima. Toto

optimum predstavuje napríklad stav ekonomiky, ke¤ uº ziaden obyvate© nedokáºe

zvý²i´ svoje bohatstvo, bez toho aby niekto iný nezchudobnel. Týchto optím je vä£²inou

viac ako len jedno.

Predstavme si príklad, kde bod x je Paretovo optimum pre ciele F1(x) a F2(x). Na²a

otázka teraz znie, o ko©ko by sme mali zvý²i´ F2(y), aby sme získali prijate©ný bod

y s F1(y) ≤ F1(x) - a kde kon²tanta a>0. Pýtame sa teda ko©ko musíme zaplati´ v

druhom cieli F2 aby sme dosiahli vylep²enie o a v prvom cieli F1. Ak musíme akceptova´

ve©ký nárast v F2 pre malý pokles v F1, voláme to silnou výmenou medzi cie©mi pri

Paretovom optime. Naopak, ak vieme získa´ ve©ký pokles v F1 pri malom náraste F2,

voláme túto výmenu slabou

Vo v²eobecnosti, môºme ma´ viac ako iba dva ciele ktoré chceme naplni´. Vtedy

sa mnoºina Paretových optím nazýva optimálna výmenná plocha. Pri dvoch cie©och sa

klasicky pouºíva výraz optimálna výmenná krivka.

3.1.1 Príklad: Zmena rizika a výnosu v optimalizácii portfólia [6(13.2)]

Majme portfólio s dátami:

p̄ =


0.12

0.10

0.07

0.03

 , Σ =


0.0064 0.0008 −0.0011 0

0.0008 0.0025 0 0

−0.0011 0 0.0004 0

0 0 0 0

,

kde p̄ je priemerný výnos aktíva a Σ je varian£ná matica aktív.
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vyrie²ime úlohu:

min − p̄Tx+ µxTΣx

1Tx = 1, x � 0

pre ve©ké mnoºstvo kladných £isel µ (napríklad 100 logaritmicky rozdelených

hodnôt od 1 po 107). Potom nakreslíme optimálne hodnoty o£akávaného výnosu p̄Tx

od ²tandardnej odchýlky (xTΣx)1/2, a optimálne hodnoty x od ²tandardnej odchýlky

(xTΣx)1/2.

Treba si uvedomi´, ºe premennou µ ur£ujeme svoj pomer preferencií ku priemernému

alebo náhodnému výnosu, . Ak by sme teda zvolili µ→ 0, portfólio koncentrujeme ku

aktívu s najvy²²ím priemerným ziskom. (Zva£²ovaním hodnoty µ, prená²ame váhu na

menej rizikové aktíva, £ím zvy²ujeme ich podiel v portfóliu, t.j. zniºujem varianciu

portfólia).

24 p=[0.12; 0.1; 0.07; 0.03];

25 SIG=[0.0064 0.0008 -0.0011 0; 0.0008 0.0025 0 0; -0.0011 0 0.0004 0; 0 0 0 0];

26 mik=logspace(0,7,100);

27 for i=1:length(mik)

28 cvx_begin quiet

29 variable x(4);

30 minimize(-p'*x+mik(i)*quad_form(x,SIG))

31 subject to

32 sum(x)==1;

33 0<=x;

34 cvx_end

35 Rpx(i)=p'*x;

36 Rx(:,i)=x;

37 RSIG(i)=sqrt(x'*SIG*x);

38 end

39 plot(RSIG, Rpx)

40 plot(RSIG, Rx(1,:), RSIG, Rx(2,:), RSIG, Rx(3,:), RSIG, Rx(4,:))
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• funkcia logspace(a, b, n) vytvorí logaritmicky rozloºený vektor ve©kosti n s

hranicami [10a, 10b] (26).

• pri nieko©konásobnom spú²´aní cvx, by v²etky výstupy procesov pôsobili ru²ivo.

pouºitím quiet zru²íme toto vypisovanie (28).

• funkcia quad_form(x, SIG) nám slúºi ako náhrada za x′SIGx. Tento príkaz

umoº¬uje cvx-u priamo rozpozna´ kvadratickú formu. (ak cvx nájde zápis

x′SIGx, najprv zistí jeho kokávnos´ £i konvexnos´ a následne ho preloºí do

ekvivalentného volania funkcie quad_form(x, SIG)). (30).

• po kaºdej optimalizácií si hodnotu priemerného výnosu uloºíme do Rpx a

rozloºenie aktív v portfóliu do Rx. Odchýlky výnosu sa nachádzajú v RSIG.

Obr. 2: priemerný výnos od ²tandardnej odchýlky
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Obr. 3: prerozdelenie zloºiek portfólia pod©a odchýlky

Ako môºeme vide´ z (Obr. 1) na²a výmenná krivka sa za£ína na hodnote výnosu 3%

s odchýlkou 0%. Rozdelenie aktív do tohoto bezrizikového portfólia získame pozretím sa

na (Obr. 2). Ke¤ zvy²ujeme svoj záujem o dodato£ný náhodný zisk, úloha bezrizikového

aktíva klesá v portfóliu, aº ho po ur£itom £ase nevyuºívame. Zamenili sme vy²²ie riziko,

za moºný vy²²í zisk.

3.2 Aproximácia a interpolácia funkcí

Interpolácia je metóda pomocou ktorej sa vytvára nový súbor dát(vä£²inou v podobe

funkcie) na ur£itom intervale z uº známych dátových bodov.

V inºinierstve a vo vede, sa vä£²inou získa mnoºstvo údajov pozorovaním £i

testovaním. Tieto údaje sú reprezentáciou hodnôt funkcie pre ur£itý po£et nezávyslej

premennej. Tu sa potom odhadujú (interpolujú) da©²ie body z rovnakej, no neznámej

funkcie.
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Ve©mi blízky problém k interpolácii, je aproximácia zloºitých funkcií pomocou

jednoduch²ích. Predpokladajme, ºe poznáme predpis funkcie, ktorá je v²ak príli²

zloºitá na efektívne vyhodnotenie. Môºme si v²ak vybra´ nieko©ko známych bodov

z tejto funkcie a následne pomocou interpolácie vytvori´ jednoduch²iu funkciu. Z

tejto vytvorenej funkcie pravdaºe nezískame úplne rovnaké výsledky, no zameranie

problému £i typ pouºitej interpola£nej metódy môºu vykompenzova´ vzniknutú chybu.

Aproximáciou a interpoláciou funkcií sa zaoberá numerická analýza.

3.2.1 Príklad: Aproximácia(�tovanie) k polynómu [7(6.7)]

Majme dáta x1, ..., xm ∈ R a y1, ..., ym ∈ R.

Tieto dáta chceme aproximova´ do podoby

p(x) = a1 + a2x+ a3x
2 + ...+ anx

n−1

Pre kaºdé a si vytvoríme vektor chýb

e = (p(x1)− y1, ..., p(xm)− ym).

Pre nájdenie polynómu, £o minimalizuje normu chýb, nám sta£í vyrie²i´ úlohu

min ‖e‖ = ‖Xa− y‖

s premennou a ∈ Rn, kde Xij = xj−1i ; i = 1, ...,m; j = 1, ..., n.

41 n=8; m=50; randn('state',0);

42 x = linspace(-1, 1, m);

43 y = 1./(10+80*x.^2) + 0.1*x.^3 - 0.3*x.^5 + 0.015*randn(1,m);

44 X = vander(x');

45 X=X(:,m-n+[1:n]);

46 cvx_begin quiet

47 variable a(n)

48 minimize (norm(X*a - y'))

49 cvx_end
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50 cvx_begin quiet

51 variable ai(n)

52 minimize (norm(X*ai - y', inf))

53 cvx_end

54 x2 = linspace(-1.1, 1.1, 1000);

55 yp = a(1)*ones(1,1000);

56 ypi = ai(1)*ones(1,1000);

57 for i = 2:n

58 yp = yp.*x2 + a(i);

59 ypi = ypi.*x2 + ai(i);

60 end;

61 plot(x,y,'*' ,x2,yp,'-', x2, ypi,'--')

Obr. 4: vygenerované body [x, y] a aproximované funkcie L2 a L∞ normou
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• zadeklarujeme si stupe¬ polynómu (n − 1), po£et interpola£ných bodov a

nastavíme si stav generátora na po£iatok. Tak môºeme pri kaºdom spustení

pozorova´ rovnaké vygenerované body. (41).

• funkcia linspace(−1, 1, m) vytvorí lineárne rozloºený vektor x ve©kosti m s

hranicami [a, b] (42), z ktorého si následne vytvoríme body y pod©a nejakej

funkcie, aby sme mali £o aproximova´(funkcia je vymyslená tak aby medzi bodmi

neboli ve©ké vzdialenosti)(43). Ku funkcii si je vhodné prida´ náhodnú odchýlku,

aby sme mohli pozorova´ rozdiel medzi dvomi typmi �tovania.

• funkciaX = vander(x) vytvorí Vandermondovu maticu, ktorej st¨pce sú mocniny

vektora x (Xij = xm−ji kde m je d¨ºka vektora x). (44)

• Vezmeme si len podsledných n potrebných st¨pcov. Riadky matice X, teda budú

vyzera´ takto: [xn−1i , ..., xi, 1], pri£om vyrie²ené vektory a a ai budú ma´

usporiadanie [an, ..., a2, a1] (45).

• Následne vykreslíme obe aproximované funkcie spolu s vygenerovanými bodmi.

Na toto vykreslenie si vytvoríme nový set x2 1000 bodov, ktorých funk£né yp a

ypi vypo£ítame Hornerovou metódou.

3.2.2 Príklad: Prispôsobenie racionálnej funkcie k exponenciálnej funkcii

[6(5.2)]

Uvaºujme o probléme s dátami:

ti = −3 + 6
i− 1

k − 1
, yi =ti , i = 1, 2, ..., k,

kde k = 201. Inak povedané, body nám uniformne opisujú exponenciálnu funkciu na

intervale [−3, 3].

Pokúsime sa nájs´ funkciu:

f(t) =
a0 + a1t+ a2t

2

1 + b1t+ b2t2

ktorá minimalizuje maxi=1,...,k |f(ti) − yi|. Poºadujeme podmienku (1 + b1t + b2t
2) >

0 pre i = 1, 2, ..., k. Dopo£ítame optimálne hodnoty a0, a1, a2, b1, b2 s presnos´ou

0,001.
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Nakoniec vykreslíme opisujúce body a výslednú optimálnu funkciu a na ¤a©²í

obrázok odchýlky f(ti)− yi.

Funkcia v zadanej úlohe nie je konvexná ale kvázikonvexná na zadanom de�ni£nom

obore [−3, 3]. Na²a úloha maxi=1,...,k |f(ti)− yi| ≤ α platí práve vtedy ke¤∣∣∣∣a0 + a1ti + a2t
2
i

1 + b1ti + b2t2i
− yi

∣∣∣∣ ≤ α, i = 1, 2, ..., k.

V¤aka kladnému menovate©ovi moºno úlohu upravi´ na

∣∣a0 + a1ti + a2t
2
i − yi(1 + b1ti + b2t

2
i )
∣∣ ≤ α(1 + b1ti + b2t

2
i ), i = 1, , ..., k,

£o je súbor 2k lineárnych nerovníc s premennými a a b pre jednu hodnotu α.

Na vyrie²enie môºeme pouºi´ metódu bisekcie, pokia© rozdiel hornej u a dolnej hranice

l nebude men²í ako α. Výsledok získame príslu²ným kódom

62 k=201;

63 t=(-3:6/(k-1):3)';

64 y=exp(t);

65 T=[ones(k,1) t t.^2];

66 u=exp(3); l=0;

67 alpha=0.001;

68 while u-l>= alpha

69 al2=(l+u)/2;

70 cvx_begin quiet

71 variables a(3) b(2);

72 subject~to

73 abs(T*a-y.*(T*[1;b])) <= al2*T*[1;b];

74 cvx_end

75 if strcmp(cvx_status,'Solved')

76 u=al2;

77 aopt=a; bopt=b;
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78 else

79 l=al2;

80 end

81 end

82 yf=T*aopt./(T*[1;bopt]);

83 figure(1);

84 P=plot(t, y, 'g', t, yf, 'r.');

85 set(P,'LineWidth',5,'MarkerSize', 5);

86 xlabel('t'); ylabel('y');

87 figure(2);

88 plot(t, yf-y);

89 xlabel('t'); ylabel('odchylka');

Obr. 5: odchýlky funk£ných hodnôt aproximovanej racionálnej od exponenciálnej funkcie

• Vytvoríme si poºadované body [t, y]. (63).

• Pre zjednodu²enie ¤a©²ieho zápisu, si vytvoríme maticu T do ktorej uloºíme

poºadované mocniny vektora t. (65).

30



3.2 Aproximácia a interpolácia funkcí 3 PRÍKLADY A RIE�ENIA

Obr. 6: exponenciálna funkcia(zelenou) a body z aproximovanej funkcie(£ervenou)

• Naprogramujeme cyklus, kde budeme metódou bisekcie postupne zmen²ova´

hornú u a dolnú l hranicu, aº kým ich rozdiel nebude men²í ako poºadovaná

chyba α

• Treba v²ak vºdy sledova´, £i cvx dokázal nájs´ prípustné rie²enie, a ke¤ áno,

uloºíme si ho ved©a. (75).

• Optimálne hodnoty:

a1 = 1.0098, a2 = 0.6119, a3 = 0.1135, b1 = −0.4146, b2 = 0.0485.
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3.3 Dualita

Vä£²inou optimálna hodnota duálnej funkcie d∗ má niº²iu hodnotu ako optimálna

hodnota p∗ primárnej funkcie, t.j. d∗ ≤ p∗(Slabá veta o dualite, ktorá platí vºdy).

Ak je primárna úloha konvexná (vo v²eobecnosti sta£í platnos´ Slaterovej regularity),

optimálne hodnoty primárnej a duálnej úlohy sa rovnajú d∗ = p∗(Silná veta o dualite).

3.3.1 Príklad: Numerická analýza ruchu [6(4.1)]

Máme kvadratický problém

min x21 + 2x22 − x1x2 − x1

x1 + x2 ≤ u1

x1 − 4x2 ≤ u2

5x1 + 76x2 ≤ 1

s premennými x1, x2 a parametrami u1, u2.

(a) Vyrie²ime tento problém s hodnotou parametrov u1 = −2, u2 = −3 a

nájdeme optimálne hodnoty primárnych premenných x∗1 a x∗2 a duálnych

premenných λ∗1, λ
∗
2 a λ

∗
3. Nech p

∗ predstavuje optimálnu hodnotu ú£elovej funkcie.

Overíme platnos´ Kuhn-Tuckerových podmienok pre nájdené optimálne hodnoty

primárnych a duálnych premenných (pri rozumnej presnosti).

(b) Následne vyrie²ime rozru²enú verziu tohoto problému:

u1 = −2 + δ1 u2 = −3 + δ2

kde δ1 a δ2 nadobúdajú hodnoty z {−0.1, 0, 0.1}. (Spolu je tu teda 9 kombinácií,

vrátane pôvodného problému pri δ1 = δ2 = 0). Pre kaºdú kombináciu δ1 a

δ2 vytvoríme predpove¤ p∗pred optimálnej hodnoty rozru²eného kvadratického

problému. Túto hodnotu porovnáme s p∗exact, presnou optimálnou hodnotou

rozru²eného KP a Vytvoríme tabu©ku s výsledkami. Ukáºeme, ºe nerovnos´

p∗pred ≤ p∗exact platí.
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(a)

90 Q = [1 -1/2; -1/2 2];

91 h = [-1; 0];

92 A = [1 2; 1 -4; 5 76];

93 b = [-2; -3; 1];

94 cvx_begin quiet

95 variable x(2)

96 dual variable lambda

97 minimize(quad_form(x,Q)+h'*x)

98 subject to

99 lambda: A*x <= b

100 cvx_end

101 phv = cvx_optval;

• Deklarácia v (96) hovorí cvx, ºe lambda bude reprezentova´ duálnu premennú.

• Príkaz v (99) spája túto premennú s ohrani£eniami. Rozmer premennej lambda

nedeklarujeme, je jej totiº automaticky priradený v tomto príkaze.

• Pri dosiahnutí cvx_end sa dopo£ítajú optimálne hodnoty primárnych aj duálnych

premenných x, λ .

• Po spustení, zistíme optimálne hodnoty, pri£om optimálne hodnoty x∗1 a x∗2 sú

v¤aka striktne konvexnej ú£elovej funkcií unikátne.

p∗ = 8.22, x∗1 = −2.33, x∗2 = 0.17

λ∗1 = 1.61, λ∗2 = 3.67, λ∗3 = 0.11

Kuhn-Tuckerove podmienky:

x∗1 + 2x∗2 − u1 ≤ 0, x∗1 − 4x∗2 − u2 ≤ 0, 5x∗1 + 76x∗2 − 1 ≤ 0 (4)

λ∗1 ≥ 0, λ∗2 ≥ 0, λ∗3 ≥ 0 (5)

λ∗1(x
∗
1 + 2x∗2 − u1) = 0, λ∗2(x

∗
1 − 4x∗2 − u2) = 0, λ∗3(5x

∗
1 + 76x∗2 − 1) = 0 (6)

2x∗1 − x∗2 − 1 + λ∗1 + λ∗2 + 5λ∗3 = 0, (7)

4x∗2 − x∗1 + 2λ∗1 − 4λ∗2 + 76λ∗3 = 0 (8)
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• (4) sú podmienky prípustnosti. Overíme ich príkazom

A*x-b

• (5) sú podmienky duality. Ich platnos´ je vidno z výsledku.

• (6) sú podmienky komplementarity. Overíme ich príkazom

lambda.*(A*x-b)

• (7) a (8) sú podmienky optimality(stacionarity).

Overíme ich príkazom

2*Q*x+f+A'*lambda

V²etky podmienky môºeme vyhlási´ za splnené, ke¤ºe overované hodnoty sú ve©mi

malé.

(b) Predpokladáme platnos´ vety o silnej dualite a λ∗1, λ∗2 sú optimálne duálne

premenné pre nerozru²ený problém. Pouºitím vety o slabej dualite, vieme

optimálnu hodnotu rozru²eného problému predpoveda´ [8]:

p∗pred ≥ g(λ∗1, λ
∗
2)− λ∗1δ1 − λ∗2δ2

p∗pred = p∗ − λ∗1δ1 − λ∗2δ2

a v²etky hodnoty získame pomocou kódu:

102 delta = [0 -0.1 0.1];

103 tab = [];

104 for i = delta

105 for j = delta

106 pp = phv - [lambda(1) lambda(2)]*[i; j];

107 cvx_begin quiet

108 variable x(2)

109 minimize(quad_form(x,Q)+h'*x)

110 subject to

111 A*x <= b+[i;j;0]
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112 cvx_end

113 tab = [tab; i j pp cvx_optval];

114 end

115 end

116 tab

δ1 δ2 p∗pred p∗exact

0 0 8.22 8.22

0 -0.1 8.58 8.71

0 0.1 7.86 7.98

-0.1 0 8.38 8.57

-0.1 -0.1 8.75 8.82

-0.1 0.1 7.02 8.32

0.1 0 8.06 8.22

0.1 -0.1 8.43 8.71

0.1 0.1 7.70 7.75

Tabu©ka 1: Predpokladané a dopo£ítané optimálne hodnoty rozru²eného KP

• Vytvoríme si vektor poºadovaných zmien (102) a prázdnu maticu pre uloºenie

výsledkov (103).

• (113) Pre kaºdú hodnotu delta dopo£ítame predpokladanú optimálnu hodnotu

p∗pred a presnú optimálnu hodnotu p∗exact.

• V kaºdom jednom prípade platí nerovnos´ p∗pred ≤ p∗exact.

3.4 Rôzne aplikácie

3.4.1 Príklad: Plánovanie rádioterapie (lie£by oºarovaním) [6(17.2)]

Pri lie£be oºarovaním, je pacient oºarovaný za cie©om zni£i´ bunky tumoru, av²ak

pri snahe £o najmenej po²kodi´ okolité tkanivo. �iarenie sa tkanivu dodáva v lú£och
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pod©a známeho vzoru, pri£om dávka ºiarenia v lú£i sa dá meni´. (Vä£²inou sa oºaruje

viacerými lú£mi naraz. Celá lie£ba potom pozostáva z nieko©ých takýchto sérií).

Nech teda bj predstavuje dávku ºiarenia v lú£i j, kde j = 1, ..., n. Toto musí sp¨¬a´

0 ≤ bj ≤ Bmax, kde Bmax je maximálna moºná úrove¬ nastavenia jedného lú£a.

Oºiarená oblas´ je rozdelená na m voxelov 1, s ozna£ením i = 1, ...,m. Dávka di ktorú

dostane voxel i je lineárne závyslá od úrovne lú£a, t.j. di =
∑n

j=1Aijbj, A ∈ Rm×n
+ .

Matica A je známa a charakterizuje vzor lú£ov.

Známa podmoºina voxelov, τ ⊂ {1, ...,m}, predstavuje tumor alebo cie©ovú oblas´.

Kaºdý nádorový voxel chceme oºiari´ minimálnou dávkou Dtarget, t.j. di ≥ Dtarget

pre i ∈ τ . V²etky ostatné voxely chceme oºiari´ £o najmenej, teda di ≤ Dother, kde

Dother je maximálna chcená dávka pre necielené voxely. Toto je v²ak vo v²eobecnosti

neuskuto£nite©né, a preto budeme rie²i´ problém minimalizovaním nadbyto£ného

oºiarenia

E =
∑
i/∈τ

((di −Dother)+)2,

kde (.)+ predstavuje nezápornú £as´. E sa teda dá vyloºi´ ako sú£e´ ²tvorcov

nadbyto£ného oºiarenia aplikované na necielené tkanivo.

Vyrie²ime problém pre dáta [A1]:

117 rand('state', 0);

118 n = 200; %po£et lú£ov

119 mtarget = 100; %po£et cie©ených voxelov

120 mother = 400; %po£et ostatných voxelov

121 Atarget = sprand(mtarget, n, 0.2);

122 Atarget = Atarget + [5*sprand(mtarget,mtarget,0.2) zeros(mtarget,n-mtarget)];

123 Aother= sprand(mother, n, 0.2);

124 Bmax = 10;

125 Dtarget = 1;

126 Dother = 0.2;

1Zloºenie anglických slov volumetric (objemový) a pixel. Voxel je teda £astica objemu,

predstavujúca hodnotu v pravidelnej mrieºke trojdimenzionálneho priestoru po£íta£ovej gra�ky.

Voxely sa pouºívajú naj£astej²ie pri vizualizácií a analýze lekárskych a vedeckých dát.
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Tu máme maticu A rozdelenú na Atarget, ktorá obsahuje riadky zodpovedajúce

voxelom s nechceným tkanivom, a Aother, obsahujúca riadky predstavujúcim ostatným

voxelom. 2

Získame optimálne rie²enie, vykresl9me dávky histogramom pre mierené i pre

ostatné voxely.

127 cvx_begin quiet

128 variable b(n)

129 minimize(sum_square_pos(Aother*b-Dother))

130 subject to

131 Atarget*b>=Dtarget

132 0<=b<=Bmax

133 cvx_end

134 cvx_optval

135 figure(1)

136 hist(Atarget*b,[min(Atarget*b):0.05:max(Atarget*b)])

137 xlabel('ve©kost davky');

138 ylabel('po£et voxelov');

139 figure(2)

140 hist(Aother*b,[min(Aother*b):0.01:max(Aother*b)])

141 xlabel('ve©kost dávky');

142 ylabel('po£et voxelov');

• Príkaz sum_square_pos(x) (129) sa dá zameni´ za funkciu

sum(square_pos(x)). Kde square_pos(x) = max{x, 0}2, x ∈ R. Znamená

to, ºe automaticky získame sú£et ²tvorcov iba kladných £lenov vektora x. (v

na²om prípade Aother ∗ b−Dother).

• Optimálna hodnota dosahuje 0.31, £o ukazuje, ºe okolité tkanivo je oºiarené viac

ako by sme chceli.
2Obe matice sa generujú príkazom sprand(m,n, hustota) ktorý vytvorí náhodnú m × n riedku

maticu s po£tom nenulových prvkov pribliºne hustota ∗m ∗ n, kde 0 ≤ hustota ≤ 1. Vzorová matica

pre lú£e je tu síce náhodne vygenerovaná, no podobné výsledky by sa dali získa´ reálnymi dátami.

37



3.4 Rôzne aplikácie 3 PRÍKLADY A RIE�ENIA

Obr. 7: Histogram ve©kosti dávok dodané chorým voxelom

Obr. 8: Histogram ve©kosti dávok dodané ostatným voxelom

(svetlej²ie st¨pce predstavujú hodnotu Aother ∗ b ≥ Dother)
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• Z (Obr. 7) je vidno, ºe takmer polovica voxelov s tumorom dostane minimálne

chcené ºiarenie Dtarget = 1. Zbytok je potom priblizne rovnomerne rozdelený v

hraniciach 〈1.1, 1.8〉

• Na (Obr. 8) môºme pozorova´ nadbyto£né oºarovanie okolitého tkaniva, kde

znova nie£o okolo polovice voxelov dostane prijate©né ºiarenie. Tesne nad limit je

ich po£et e²te dos´ vysoký no následne rapídne klesá. Nieko©ko voxelov je v²ak

oºiarených takmer dvojnásobnou dávkou.

• Predpokladám, ºe tumor by bol zlikvidovaný, no za obe´ by padlo aj nejaké

tkanivo naviac.

3.4.2 Príklad: Maximalizácia zisku v hazarde

a hypotetická pravdepodobnos´ [6(13.9)]

Máme n ú£astníkov, ktorí vsádzajú na m moºných výsledkov. Ú£astník i vytvorí

ponuku na kúpu maximálne qi > 0 hazardných lístkov za cenu pi > 0 s ur£itým

súborom moºných výsledkov Si ⊂ {1, ...,m}. Kancelária potom ú£astníkovi predá

xi (0 ≤ xi ≤ qi) lístkov. Ak potom nastane udalos´ j a pritom sa táto moºnos´

nachádza v Si, potom ú£astník i dostane vyplatené 1e za kaºdý lístok. V opa£nom

prípade nedostane ni£. Kancelária pozbiera dokopy x1p1 + ... + xnpn a vyplatí pod©a

udalosti j: ∑
i: j∈Si

xi.

Rozdiel medi týmito hodnotami, je zisk kancelárie.

(a) Optimálna stratégia. Ako by mala kancelária ur£i´ x tak, aby maximalizovala

svoj zisk pri najhor²om moºnom scenári? (Kancelária ur£uje x aº po prezkúmaní

v²etkých ponúk.)

(b) Hypotetická pravdepodobnos´. Predpokladajme, ºe x∗ maximalizuje zisk kancelárie

pri najhor²om moºnom výsledku. Ukáºeme, ºe existuje vektor pravdepodobností

π (π ∈ Rm
+ ,1

Tπ = 1), pre ktoré x∗ maximalizuje aj predpokladaný zisk kancelárie.

Poznámka. Naformulujeme úlohu ako problém lineárneho programovania, potom

sa π dá zostavi´ z optimálnych duálnych premenných.
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Poznámka. Pri známom π, vieme ur£i´ "férovú"cenu ponuky i ako pferi =∑
j∈Si

πj. V²etky ponuky s pi > pferi budú kompletne prijaté (xi = qi). v²etky

ponuky s pi < pferi budú odmietnuté (xi = 0).

Poznámka. Táto úloha ukazuje ako moºno odhadova´ výsledky (napr. volieb) z

ponúk hrá£ov.

(c) �íselný príklad. Vytvorenú metódu pouºijeme na jednoduchom príklade s n = 5

ú£astníkmi, m = 5 moºných výsledkov a ponukami ú£astníkov

ú£astník i pi qi Si

1 0.5 10 {1, 2}

2 0.6 5 {4}

3 0.6 5 {1, 4, 5}

4 0.6 20 {2, 5}

5 0.2 10 {3}

Porovnáme aj optimálny najhor²í scenár, s najhor²ím scenárom pri prijatí

v²etkých ponúk (xi = qi)a nájdeme pravdepodobnosti.

(a) Zisk kancelárie je

pTx−
∑

i: j∈Si

xi.

V najhor²om moºnom prípade má kancelária zisk

pTx− max
j=1,...,m

∑
i:j∈Si

xi.

Ak teda chceme maximalizova´ zisk v takejto situácií, musíme rie²i´ problém:

max pTx−max(Ax)

0 � x � q

kde x je premenná a matica A je de�novaná takto:

Aji =

1 j ∈ Si,

0 inak.
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(b) Tento problém môºeme prepísa´ do tvaru

max pTx− b

b1 � Ax (P1)

0 � x � q,

kde b je nová skalárna veli£ina, ktorá pri rie²ení nadobudne hodnotu blízku

hodnote maximálneho prvku vektoru Ax. Z úlohy vieme vytvori´ Lagrangeovu

funkciu:

L(x, b, λ1, λ2, λ3) = b− pTx+ λT1 (Ax− b1)− λT2 x+ λT3 (x− q),

z ktorého získavame podmienky ku duálnemu problému

max − qTλ3

1Tλ1 = 1

ATλ1 − λ2 + λ3 = p

λ1 � 0, λ2 � 0, λ3 � 0,

kde λ1, λ2, λ3 sú premenné. Ak sa pozrieme na podmienky ktoré musí sp¨¬a´ λ1,

t.j. 1Tλ1 = 1 a λ1 � 0, zistíme, ºe λ1 predstavuje pravdepodobnostné rozdelenie.

Rie²ením prbolému získame optimálne primálne a duálne hodnoty x∗, b∗, λ∗1, λ
∗
2

a λ∗3, pri£om si môºeme poveda´ π = λ∗1.

Ak teraz chceme maximalizova´ predpokladaný zisk, musíme vyrie²i´ problém

max pTx− πTAx (P2)

0 � x � q,

z ktorého získame optimálnu hodnotu x∗2. Ozna£me si riadky matice A ako

aT1 , ..., a
T
n , potom vieme jednoducho zapísa´ férovú cenu pre kaºdého hrá£a ako

aTi π.
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• ak pi − aTi π > 0, potom x∗2i = qi. (kancelária predá v²etky moºné lístky)

• ak pi − aTi π = 0, potom 0 � x∗2i � qi. (kancelária predá nejaké lístky)

• ak pi − aTi π < 0, potom x∗2i = 0. (kancelária nepredá ºiadne lístky)

Na ukázanie rovnosti x∗ = x∗2 sa pozrime na Kuhn-Tuckerovu podmienku z

problému (P1)

ATλ1 − λ2 + λ3 = p,

ktorú vieme upravi´ na

p− ATπ = λ∗3 − λ∗2

• ak pi−aTi π > 0, potom z podmienky komplementarity λ∗3i(x
∗
i−qi), získavame

x∗i = qi, ke¤ºe λ∗3i > 0. Okrem toho z −λ∗2ix∗i = 0 získame λ∗2i = 0.

• ak pi − aTi π = 0, potom λ∗2i = 0, λ∗3i = 0 a 0 � x∗i � qi.

• ak pi − aTi π < 0, potom λ∗2i > 0, λ∗3i = 0 a x∗i = 0.

(c) Nasledujúcim kódom vyrie²ime úlohu

143 A = [1 0 1 0 0; 1 0 0 1 0; 0 0 0 0 1; 0 1 1 0 0; 0 0 1 1 0];

144 p = [0.5; 0.6; 0.6; 0.6; 0.2];

145 q = [10; 5; 5; 20; 10];

146 n = 5; m = 5;

147 cvx_begin quiet

148 variables x(n) t

149 dual variable pie

150 maximize (p'*x-t)

151 subject to

152 pie: A*x <= t

153 0 <= x <= q

154 cvx_end

155 najhorz = cvx_optval

156 najhorz2 = p'*q-max(A*q)
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157 pie

158 pfer = A'*pie

159 xopt = x

• najhorz = 3.5 predstavuje optimálny zisk pri najhor²om moºnom výsledku.

• najhorz2 = −5 predstavuje zisk ak by kancelária prijala v²etky

ponuky(predala by v²etky lístky a skon£ila by v strate).

• pie sú pravdepodobnosti nastania udalosti j, pod©a ú£astníkov.

π = (0.1124, 0.3876, 0.1202, 0.1674, 0.2124)

• pfer sú férové ceny ponúk.

• xopt sú optimálne mnoºstvá lístkov.

ú£astník i pi pferi qi xi Si

1 0.5 0.5 10 5 {1, 2}

2 0.6 0.1674 5 5 {4}

3 0.6 0.4923 5 5 {1, 4, 5}

4 0.6 0.6 20 5 {2, 5}

5 0.2 0.1202 10 10 {3}

3.4.3 Príklad: Minimalizácia spotreby paliva [6(3.17)]

Majme lineárny dynamický systém so stavom x(t) ∈ Rn, t = 0, , , , , N a pohon alebo

vstupný signál u(t) ∈ R, t = 0, , , , , N − 1. Dynamika systému je daná lineárnou

rekurziou

x(t+ 1) = Ax(t) + bu(t), t = 0, ..., N − 1,

kde A ∈ Rn×n a b ∈ Rn sú známe, pri£om x(0) = 0.

Ná²ou úlohou je vybra´ vhodné vstupy u(0), ..., u(N−1) tak aby sme minimalizovali

spotrebu paliva danú ako

F =
N−1∑
t=0

f(u(t)).
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Ohrani£ením je nám zadaný koncový stav x(N) = xdes, kde xdes ∈ Rn a N je daný

£asový horizont. Funkcia f : R −→ R predstavuje spotrebu paliva pohonom ako funkciu

amplitúdy signálu pohonu. Tu pouºijeme

f(α) =

|α| |α| ≤ 1,

2 |α| − 1 |α| > 1.

Toto znamená ºe spotreba paliva je úmerná absolútnej hodnote signálu pohonu, pre

signál v rozmedzí < −1, 1 >. Pri vy²²ej amplitúde signálu je ú£innos´ pohonu pribliºne

polovica.

Sformulujeme problém ako úlohu lineárneho programovania a vyrie²ime pre dáta

A =


−1 0.4 0.8

1 0 0

0 1 0

 , b =


1

0

0.3

 , xdes =


7

2

−6

 , N = 30.

Rie²enie:

Ná² systém si vieme prepísa´ ako:

x(0) = 0

x(1) = bu(0)

x(2) = Abu(0) + bu(1)

x(3) = A2bu(0) + Abu(1) + bu(2)

...

x(N) = AN−1bu(0) + AN−2bu(1) + · · ·+ Abu(N − 2) + bu(N − 1) = xdes

Pod©a posledného riadku si zade�nujem

maticu C =
[
AN−1b AN−2b · · · Ab b

]
a vektor uT =

[
u(0) u(1) · · · u(N − 1)

]
.

a teda Cu = xdes

Pridaním jednej premennej t vieme f zmeni´ na lineárne obmedzenie

|α| ≤ t

2 |α| − 1 ≤ t
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Lineárny problém znie:

min 1T t

− t ≤ u ≤ t

− t ≤ 2u− 1 ≤ t

Cu = xdes,

kde u a t sú premenné.

Nasledujúci kód rie²i úlohu

160 A=[-1 0.4 0.8; 1 0 0; 0 1 0];

161 b=[1;0;0.3];

162 xdes=[7; 2; -6];

163 N=30; C=[];

164 for i=0:N-1

165 C=[A^i*b C];

166 end

167 cvx_begin quiet

168 variables t(N) u(N)

169 minimize ones(1,N)*t

170 subject to

171 -t<=u<=t

172 -t-ones(N,1)<=2*u<=t+ones(N,1)

173 C*u==xdes

174 cvx_end

175 F=cvx_optval

Optimálna hodnota spotreby paliva je F = 17.3,
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Záver

Hlavným cie©om práce bolo vytvori´ praktickú príru£ku k modelovaciemu systému

cvx. Pre lep²ie pochopenie problematiky, sme v kapitole £. 1 stru£ne vysvetlili základ

matematického a konvexného programovania, t.j. akú má daný problém formu a aké

musí sp¨¬a´ podmienky. Hlavný zdroj, ktorý nám dopomáhal k efektívnemu zhrnutiu

dôleºitých faktov bol [7] a [8].

Podobne sme pokra£ovali v kapitole £.2 objasnením fundamentálnej stavby príkazov

[2], ktoré sme pouºili na vyrie²enie dvoch najzákladnej²ích problémov konvexného

programovania. Sú to úlohy minimalizácie normy Ax − b pre maticu A s plnou

hodnos´ou (5-8) a bez nej (9-14). Pri kaºdej z moºností sme výsledky cvx porovnali

rie²ením z Matlabu (4) a (15).

Následne sme rie²ili nieko©ko praktických úloh z rôznych oblastí ºivota. Vä£²ina úloh

si vyºadovala odli²ný spôsob rie²enia a nutnos´ pouºi´ inú schopnos´ systému cvx.

I ke¤ sa to moºno nezdá, cvx je vytvorený tak, aby zvládol aj omnoho náro£nej²ie úlohy,

ako tie, na ktorých sme vysvet©ovali jeho fungovanie. Som si v²ak istý, ºe táto práca

dokáºe zauja´ kaºdodennou tématikou úloh, a poskytnú´ poznatky ku konvexnému

programovaniu a podnieti´ k ich rie²eniu pomocou cvx. Je to totiº systém ktorý dokáºe

efektívne a rýchlo vyrie²i´ zadaný konvexný problém a u²etri´ £as vo vede £i vo výu£be.
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