UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

ULOHY KONVEXNEHO PROGRAMOVANIA A
MODELOVACI SYSTEM CVX

BAKALARSKA PRACA

2012 Jakub KOVACS



UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

ULOHY KONVEXNEHO PROGRAMOVANIA A
MODELOVACI SYSTEM CVX

BAKALARSKA PRACA

étudijny’ program: Ekonomické a finanéna matematika
Studijny odbor: 1114 Aplikovani matematika
Skoliace pracovisko: Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky

Vedtci prace: RNDr. Maria Trnovska, PhD.

Bratislava 2012 Jakub KOVACS



83711905

Univerzita Komenského v Bratislave
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

ZADANIE ZAVERECNEJ PRACE

Meno a priezvisko Studenta: Jakub Kovécs

§tudij ny program: ckonomicka a finan¢nd matematika (Jednoodborové stadium,
bakalarsky I. st., denna forma)

Studijny odbor: 1114 aplikovana matematika

Typ zaverefnej prace: bakalarska

Jazyk zaverefnej prace: slovensky

Nazov: Ulohy konvexného programovania a modelovaci systém CVX

Ciel’: Vytvorenie praktickej prirucky modelovacieho systému CVX pre ulohy

konvexného programovania.
Veduci: RNDr. Maria Trnovska, PhD.

Datum zadania: 16.10.2011

Datum schvalenia: 27.10.2011 doc. RNDr. Margaréta Halicka, CSc.

garant Studijného programu

§tudent veduci



Pod’akovanie Touto cestou by som sa chcel podakovat svojej skolitelTke RNDr. Marie
Trnovskej, PhD. za ochotu, pomoc a podnetné rady pri konzultacidch. Taktiez dakujem
aj ostatnym ucitelom za vedomosti nadobudnuté pocas studia a rodine za trpezlivost

a podporu.



Abstrakt v statnom jazyku

KOVACS, Jakub: Ulohy konvexného programovania a modelovaci systém CVX
[Bakalarska pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky
a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: RNDr. Méria
Trnovska, PhD., Bratislava, 2012, 48s.

CVX ako nadstavba Matlabu, je modelovaci systém na konvexniui optimalizaciu.
Zamerom tejto prace je vytvorit praktickd prirucku pre tulohy konvexného
programovania a poukizat na moznost Sirokého pouzitia systému. Na splnenie
tlohy sme preriesili osem prikladov. Problémy sa tykaji roznych pracovnych oblasti
dolezitych pre spolocnost a zivot ¢loveka, ako st financie, numerika, medicina,
inzinierstvo. Ako v préci ukdzeme, modelovaci systém CVX vie rychlo a jednoducho
vyrieSit aj zlozitejSie optimaliza¢né tlohy. Na jeho pouzitie je vSak nutné spravne
naformulovat problém pomocou Matlabovskej syntaxe. V praci sa zozniamime so
zakladnou skladbou Specifického syntaxu, ktoré nésledne rozvinieme pri prikladoch.

Pri vicsine z nich je nutné aj teoretickd analyza tlohy a jej nasledna dprava.

Krladové slova: Modelovaci systém CVX, Matlab, Konvexné optimalizacia,

Interpolacia funkcie



Abstract

KOVACS, Jakub: Convex optimization problems and modeling system CVX [Bachelor
Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and
Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: RNDr.
Maria Trnovska, PhD., Bratislava, 2012, 48p.

CVX is Matlab based modeling system for convex optimization. Intention of this
work is to create a practical guide for convex optimization problems and point to
possibility of wide-spread usage of the system. To fulfil the task, we solved eight
problems. These problems are related to different fields of study important for society
and human life, like finance, numerical analysis, medicine, engineering. In the thesis
we will show, how simply and quickly can CVX solve even more complex optimization
problems. However it is necessary , to formulate problem in the right syntax. The paper
explains base composition of specific syntax, which will expand with solved problem:s.

In most of them theoretical analysis and modification is required.

Keywords: Modeling system CVX, Matlab, Convex Optimization, Interpolation
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UVOD UVOD

Uvod

Konvexné programovanie je podtrieda nelinearneho programovania, ktoré zjednocuje
a zovseobeciiuje metédu najmensich Stvorcov, linedrne programovanie a kvadratické
programovanie. Numerické algoritmy, ktoré riesia konvexné tlohy, poskytuji coraz
vacgiu spolahlivost, presnost a efektivitu.

Stadiu matematiky schovanej za konvexnym programovanim a algoritmov na rieSenie
sa Tudia venuju priblizne uz storocie, ale v nedavnej dobe stipla popularita tohoto
odvetvia. Zaslizil sa o to hlavne Narendra Karmarkar, ked v roku 1984 publikoval jeho
metédu vnatorného bodu na rieSenie problémov linedrneho programovania. Ako sa
neskor zistilo, tadto novd metoda sa da pouzit aj na rieSenie problémov konvexného
programovania, a teda problémy programovania nad kuzelmi druhého radu, alebo
semidefinitné programy mozno riesit takmer tak jednoducho ako linedrne programy.

Dal&im €nitelom bol objav vi¢Sej miery pritomnosti konvexnych optimaliza¢nych
problémov v praxi, ako sa povodne ocakéavalo. Odvtedy sa objavilo velké mnozstvo
aplikacii v oblastiach ako automatizované kontrolné systémy, komunikacie a siete,
design elektrickych obvodov, analyza dat a modelovanie, Statistika a financie. Verim,
7e eSte mnoho dalsich aplikacii konvexného programovania stéle ¢aka na objavenie.

Pre giroké pouzitie konvexného programovania, tu stale zostéva jedna prekazka,
a to nutnost odbornych poznatkov potrebnych na pouzitie. S relativne vyspelymi
algoritmami pri linearnom alebo kvadratickom programovani moéze byt problém
Specifikovany a vyrieSeny s mensim usilim ¢i so zakladnymi vedomostami pritomnych
operéacii. Pri vSeobecnom konvexnom programovani, to uz nie je také jednoduché a pre
transforméciu problému do jedného z mnohych limitovanych foriem je potrebné hlbgie
poznanie problematiky. Ludia, ktorych zameranie je aplikicia v praxi, moZze byt tento
proces prekazkou.

O prekonanie tejto prekazky sa I'udia snazia vytvorenim modelovacich jazykov. Do
jedného z nich sa pokisime nahliadnut pomocou rieSenia viacerych tloh a ukazkou
jeho univerzalnosti a relativnej jednoduchosti rozsirit popularitu konvexného

programovania.
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UVOD UVOD

Zadania tloh pochédzaju z [6]. K ich rieSeniu ndm dopomahala tedria [7] a
pouzivatel'sky manudl [2]. Modelovaci jazyk cvx je vybudovany na zaklade $pecifického
jazyka, ktory umoznuje zapis problému v matematickej forme a ponitka ich overenie,

konverziu do rieSitelnej podoby a nasledné numerické rieSenie. Autori cvx neustéle

zdokonaluju.
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1 TEORIA KONVEXNEHO PROGRAMOVANIA

1 Teoéria konvexného programovania

1.1 Optimalizacia
Uloha matematického programovania, alebo len optimalizaény problém mé formu

min folz
() )

Kde vektor x = z,--- , x, je optimaliza¢nad premennd problému, funkcia
fo : R" — R je tcéelova funkcia, funkcie f; : R* — R, ¢ = 1,--- ,m su funkcie
ohranic¢eni a konStanty b;, ¢ = 1,---,m st ohraniCenia pre tieto funkcie. Vektor

x* nazyvame optimalnym rieSenim ak pre zadand tlohu dava najmensiu mozni
hodnotu zo vetkych moznych vektorov, ktoré spliiajiu ohranic¢enia: pre akykolvek
vektor z ktory splia nerovnosti f; < b;, i = 1,--- ,m plati fo(2) > fo(z*).

Ulohy programovania rozdelujeme do viacerych kategorii podla vlastnosti tcelovej
funkcie a funkcii ohrani¢enia. Ak vSetky zucastnené funkcie sa afinne, tak (1) nazyvame
ulohou linearneho programovania. Ked problém nie je linearny, nazyvame ho tulohou

nelinedrneho programovania. |7|

1.2 Konvexna optimalizacia

Modelovaci systém cvx vznikol hlavne na rieSenie konvexnych optimaliza¢nych
problémov. Su to také, kde ucelova funkcia aj funkcie ohranicenia su konvexné, teda

funkcie fy,- -, f splnaji nerovnost

filax + (1 = a)y) < afi(z) + (1 - a) fi(y) (2)

pre vSetky x, y € R", a € R, kde 0 < a < 1.

Ako si mézeme vSimnut, podmienka konvexnosti je vSeobecnejSia ako podmienka
linearity. KedZe akykolvek linedrny problém je zaroven aj konvexnym problémom,
konvexnii optimalizaciu m6zme povazovat za zovSeobecnenie linearneho programovania.

Intuitivne, ked si vyberieme 2 rézne body na grafe konvexnej funkcie, a nakreslime

medzi nimi rovnu ¢iaru, ¢ast funkcie medzi tymito bodmi zostane lezat pod ¢iarou.

(Obr. 1)

12



1.3 Lagrangeova dualita
a podmienky optimality =~ 1 TEORIA KONVEXNEHO PROGRAMOVANIA

Funkciu nazgyvame rydzo konvexni ak (2) plati s ostrou nerovnostou pre z # y a

0 < a < 1. Funkciu f nazyvame konkavnu ak funkcia —f je konvexna. [7]

Obr. 1: Graf konvexnej funkcie

Priklady konvexnych funkei:

e Exponenxialna funkcia. f(z) = e*, a € R.

e Mocninové funkcie. f(z) =z x € Ry, a > 1 alebo a <0.
e Zaporny logaritmus. f(z) = —logz, z € R, ..

e Afinne funkcie. f(z) = a’z + b, a € R", b € R. Funkcie takejto formy st

konvexné aj konkavne zaroven.

1
e Kvadratické funkcie. f(z) = §I‘TA.%' + bTz + ¢ pre symetrickti maticu A €
S*, b € R, ¢ € R. Ak je A kladné semidefinitna matica, f(z) je konvexné (ak

je A kladne definitné, f(z) je rydzo konvexna).

o Normy. [z, = (32, [2[)'/7 pre p > 1; [[zlo = mazy|zy|.

1.3 Lagrangeova dualita a podmienky optimality

UvaZujme o vieobecnej ulohe matematického programovania(nemusi byt konvexna) |7]

min fo()

fi(z) <0, i=1,---,m (3)

kde x € R je premennd, uloha ma neprazdny definiény obor D a optimélne rieSenie p*.

Nésledne definujeme Lagrangeovu funkciu L : R” x R x R? — R

13



1.3 Lagrangeova dualita
a podmienky optimality =~ 1 TEORIA KONVEXNEHO PROGRAMOVANIA

L(x, \v) = fo(z) + Z Aifi(x) + Z vihi(z)

kde ); je Lagrangeov multiplikitor pridruzeny ku f;(z) < 0 a 1; je Lagrangeov
multiplikdtor pridruzeny ku h;(x) = 0. Vektory A a v sa nazyvaji dualne premenné
problému. |7

Lagrangeovu duilnu funkciu g : R” x R? — R definujeme ako najmensiu

hodnotu Lagrangeovej funkcie podla x pre A € R™, v € R?

Ak by teda bola Lagrangeova funkcia L zdola neohrani¢end v premennej x, dualna
funkcia ¢ by nadobudla hodnotu —oo. Duélna funkcia ¢ je konkévna, aj ked povodnéa
iloha nie je konvexna.

Lagrangeova dualna tloha ma formu

max  g(\v)
A=0

Kuhn-Tuckerove podmienky optimality (autori Harold W. Kuhn a Albert W.
Tucker):

e optimality(stacionarity)
m p
i=1 i=1

e pripustnosti

fl(x*)goa izla"')m

hi(z*) =0, i=1,---,p

e duality

e komplementarity

14



1.3 Lagrangeova dualita
a podmienky optimality =~ 1 TEORIA KONVEXNEHO PROGRAMOVANIA

Za predpokladu Slaterovej regularity s Kuhn-Tuckerove(KKT) podmienky nutnymi
podmienkami optimality pre vSeobecnu tlohu (3).

Ked je priméarna tloha konvexna (f; st konvexné a h; st afinne), si KT podmienky
zaroveil aj postacujicimi. Ak z*, \*, v* spliaji KT podmienky, z* a (\*, v*) st

priméarne a duilne optimalne riesenia tlohy. 7]

15



2 ZACINAME

2 Zac¢iname

Nadstavba Matlabu cvx je modelovaci systém pre problémy konvexného
programovania. Jeho autorom je Michael C. Grant, Ph.D. Cvx vie riesit problémy
linedrneho programovania, kvadratického programovania, programovania nad kuzelmi
druhého radu, & tlohy semidefinitného programovania [3].

Instalaciou cvx, premenite Matlab na silny modelovaci jazyk optimalizacii. Mozete
ho pouzivat v skripte, funkcii alebo priamo v prikazovom riadku. Dolezité vSak je odlisit
prikazy urcené pre cvx od ostatného kodu. Tieto Specifické prikazy za¢neme pisat az
za cvx_begin, ¢o je znak ktory da Matlabu vediet, Zze rieSenie mé prenechat systému
cvx. Stubor prikazov zakonc¢ime povelom cvx  end.

Kod pre cvx moze obsahovat okrem vlastnych Specidlnych prikazov aj prikazy
obycajné, zname i Matlabu. V ramci rieSenia sady urCenej pre cvx, sa v premennych
nenachadza c¢iselnd hodnota. Vyskytuju sa tu vSak ako Specialne matlabovské objekty
pomocou ktorych sa sklada $truktura optimaliza¢nej ulohy. Pokial sa pocas procesu
rieSenia vyskytne chyba, systém nam ju zobrazi. Po dosiahnuti koncového prikazu
cvx__end sa tloha vyriesi a do premennych sa ulozi vysledok uz v normélnej ¢iselnej

forme.

2.1 Metoda najmensich Stvorcov

Ukazme si rieSenie konvexnej optimalizacnej tlohy, ktord je povazovand za
najzakladnejsiu. Takou tlohou je metoda najmens$ich Stvorcov v ktorej hfadame z € R"
ktory minimalizuje ||Az - b||2, kde A € R™*" ma plna hodnost a m > n, tak hodnost
matice h(A)= n.

Vytvorme si teda zédkladné didta m, n, A, b v Matlabe:

m=16; n = 8;
A = randn(m,n) ;
b = randn(m,1);

Standardne mozno riesenie z = (A" A)7' ATb ziskat pomocou opacnej lomky:

xls = A\b;

16



2.1 Metéda najmensich stvorcov 2 ZACINAME

pouzitim cvx tdlohu vyrieSsime nasledovne:

cvx_begin
variable x(n);
minimize( norm(A*x-b) );

cvx_end

e riadok ¢. 5 oznamuje Matlabu zaciatok sekcie s pouzitim prikazov Specifickych

pre systém cvx

e riadok ¢. 6 deklaruje x ako premennt s dimenziou n (takto je nutné zadeklarovat

v8etky premenné ktoré sa budt pouzivat pri rieSeni tlohy)

e riadok ¢. 7 Specifikuje funkciu na minimalizovanie (pripadne maximalizovanie),

tu konkrétne || Az - b5

e riadok ¢. 8 ukoncuje sibor prikazov urcenych pre cvx a dava signél na vyrieSenie

ulohy.

Ak by sme sa skusili nazriet do neznameho vektora x po riadku ¢. 5 no pred riadkom

¢. 8, neziskali by sme ziadnu ¢iselnti hodnotu, len idaj o Specidlnej premenne;j:
x = cvx affine expression (8x1 vector)

V podobnom tvare sa nachidzaji vSetky premenné, ¢i funkcie ktoré chceme
vypocitat. Je to vSak vzdy tvar nenumerického objektu v Matlabe. Pokiisme sa urobit

chybu v deklarovani funkcie a zamenime riadok ¢.7 za
maximize ( norm(A*x-b) );

a ziskame chybu, ktord nas upozorni na chybajicu konkévnost pri funkcii ktoru

chceme zmaximalizovat.

Moze sa vsak stat, Ze matica A € R™*" nebude mat plnta hodnost, t.j. h(A)= r, kde
r<nar<m.V takomto pripade je nutné rozdelif maticu A = ULV, Potom sa da

tato tloha vyriegit pomocou pseudo-inverznej matice AT = VY ~1UT € R™™,

17
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2.1 Metéda najmensich stvorcov 2 ZACINAME

Ak te teda hodnost matice h(A)= n, tak AT = (ATA)"'AT. Ak h(A)= m, AT =
AT(AAT)=L. Pri stvorcovej, nesingulérnej je to potom AT = A~L.

Vytvorme si teda priklad:

=
Il

magic(8); A = A(:,1:6);

o
1l

260*ones(8,1) ;

Vytvorili sme maticu Agyg ktord vSak ma hodnost h(A)= 3. Vo vektore b, 260
zodpoveda stcétu riadku(alebo stipca) 8x8 magickej matice. Ak by sme jej neodobrali
dva stipce, riesenim by bol jednotkovy vektor. Uloha je ale stéle rieitelna, no ma viac

rieSeni. Ak teda chceme ziskat vysledok = A" x b, treba pouzit prikaz:

cvx_begin
variable x(6);
minimize ( norm(A*x-b)+norm(x) );

cvx_end
¢o nam pontkne rieSenie:

r=[1.15 1.46 1.38 1.38 1.46 1.15)
Rovnaké riesenie sa da ziskat aj Matlabovym prikazom
x=pinv(A)*b

Toto rieSenie je v8ak unikatne, pretoze norma z (||x|l2) je mensia ako norma
ktoréhokol'vek iného riegenia, preto bolo nutné tito podmienku pridat do (13).
Ak by sme pouzili len postup ako v (7), ziskali by sme vysledok len s 3-mi nenulovymi

¢lenmi(pre toto rieSenie cvx dosiahol najmensiu mozna hodnotu ):
r=[48 —400 0

Aj tu by sa dal pouzit prikaz s opa¢nou lomkou x1s = A\b; ¢o ndm pri varovnom

vyhlaseni, Warning: Rank deficient, rank = 3, ponikne dalSie mozné rieSenie

x=[45000 —1].

18



2.2 Ohranicenia 2 ZACINAME

2.2 Ohranicenia

Predpokladajme, Ze do tlohy chceme pridat nejaké ohranicenia [ < z < u, kde [ < z
znamenad, ze vektor [ je po zlozkadch mensi ako vektor z t.j. [; < z; pre vSetky . Takuto
ulohu uz v8ak pomocou lomky riesit nejde. Zaplime si teda vektory [ a u ¢iselnymi

hodnotami:

ohr = randn(n, 2);

1 = min( ohr, [1, 2);
u = max( ohr, [1, 2);
tu funkcia min( ohr, [] , 2 ) vyberie najmensie prvky z druhej dimenzie matice ohr. ||

tu predstavuje Ziadnu maticu.

S tymito idajmi, nam staci riadky ¢.5 az 8 pozmenit na:

cvx_begin
variable x(n);
minimize ( norm(A*x-b) );
subject to
1 <= x <= u;

cvx_end

e riadok ¢. 21 nema ziaden vplyv na chod ani vypocet minima. VloZenie takéhoto

riadku do kodu je dobrovolné a sliZi ¢isto na lep8iu ¢itatelnost.

e riadok ¢. 22 predstavuje naSe ohranicenie [ < z < u.

Ako ohranic¢enie mozeme chapat aktukolvek podmienku. Napr. Cx = d, kde C
je matica s rozmerom (k,n) a d je vektor s dizkou k. Dvojité rovna sa predstavuje

priradenie podmienky a neudava pravdivostnt hodnotu, ako by tomu bolo mimo cvx.

19



2.3 Vyhody 2 ZACINAME

2.3 Vyhody

Jedna z najvacsich vyhod pouzivania cvx, je prehladnost. Nech mame akokolvek
jednoduchy, alebo zlozity optimaliza¢ny problém, zapis pre cvx sa velmi nemeni. Tento

sposob je teda stale rovnako prehladny

e Deklarované premenné sa vzdy nachadzaja pri prikaze variable a moézu byt redlne
alebo komplexné. Kazdej jednej sa musi priradit ich vel'kost (¢ je to skalar, vektor,
matica alebo rad). Premennym maticiam sa da $pecifikovat struktira, ¢o nam

ulahc¢uje pracu a zvysSuje efektivitu. Prikazmi

variable x(20) complex;
variable Y(20,5);

variable Z(20,20) symetric;

vznikne komplexny 20 ¢lenny vektor z, redlna 20 X bmatica Y, symetricka 20 x 20

matica 7.

Dalsie podporované gpecifikacie st [2]:

— banded(1b,ub) hovori o "pruhovanosti"matice. Ak je [b = lu = 0 vznikne
diagonalna matica(dosiahnutelé aj s diagonal), v pripade Ib = lu = 1 je to
trojdiagonalna matica (rovnako s tridiagonal).

banded(1,2) vytvara maticu s jednym pruhom pod diagonélou a dvomi

pruhmi nad

0 b ¢ 0
de [ g
0 h i j
00 k1

— toeplitz deklaruje maticu ktordA ma rovnaké hodnoty na diagondlach
(medzi diagonalami sa mozu ligit)

— hankel je podobna ako toeplitz, no rovnaké hodnoty sa nachidzaji na
antidiagonalach

— scaled_identity deklaruje rovnakd maticu ako diagonal a toeplitz

spolu.
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2.3 Vyhody 2 ZACINAME

— Ostatné mozné prikazy:

hermitian  lower_bidiagonal lower_hessenberg
lower_triangular skew_symmetric upper_bidiagonal

upper_hankel  upper_hessenberg upper_triangular
e TLahko viditeln4a ucelova funkcia a jej podmienky

Pri rieseni akéhokolvek problému, sa staci sistredit hlavne na samotné teoretické

rieSenie, namiesto tvorenia kodu na vypocet tlohy.
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3 PRIKLADY A RIESENIA

3 Priklady a rieSenia

V tejto kapitole si ukdzeme vyuzitie cvx pri rieSeni praktickych dloh.

3.1 Vymenna krivka(Trade-off curve)

Toto je velmi ¢asta uloha, ktorej princip spoc¢iva v hladani Paretovho optima. Toto
optimum predstavuje napriklad stav ekonomiky, ked uz ziaden obyvatel nedokaze
zvy$it svoje bohatstvo, bez toho aby niekto iny nezchudobnel. Tychto optim je vac¢sinou
viac ako len jedno.

Predstavme si priklad, kde bod z je Paretovo optimum pre ciele F; (z) a Fy(z). Nasa
otazka teraz znie, o kolko by sme mali zvy8it Fy(y), aby sme ziskali prijatelny bod
ys Fi(y) < Fi(z) - a kde konstanta a>0. Pytame sa teda kolko musime zaplatit v
druhom cieli ¥, aby sme dosiahli vylepSenie o ¢ v prvom cieli Fy. Ak musime akceptovat
velky narast v Fy pre maly pokles v F;, volame to silnou viimenou medzi cielmi pri
Paretovom optime. Naopak, ak vieme ziskat velky pokles v F; pri malom néaraste Fy,
volame tato vymenu slabou

Vo vseobecnosti, mézme mat viac ako iba dva ciele ktoré chceme naplnit. Vtedy
sa mnozina Paretovych optim nazyva optimdlna vijmennd plocha. Pri dvoch cieloch sa

klasicky pouziva vyraz optimdlna vymennd krivka.

3.1.1 Priklad: Zmena rizika a vynosu v optimalizicii portfélia [6(13.2)]

Majme portfolio s datami:

0.12 0.0064 0.0008 —0.0011 O
0.10 0.0008  0.0025 0 0
p= ; X= ;
0.07 —0.0011 0 0.0004 O
0.03 0 0 0 0

kde p je priemerny vynos aktiva a X je varian¢na matica aktiv.
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3.1 Vymenné krivka(Trade-off curve) 3 PRIKLADY A RIESENIA

vyrieSime tlohu:

min —plx + pa’ N
1"z2=1, 2 <0

pre velké mnozstvo kladnych ¢&isel p (napriklad 100 logaritmicky rozdelenych
hodnét od 1 po 107). Potom nakreslime optimélne hodnoty ofakavaného vynosu p’z
od standardnej odchylky (z7¥x)/2, a optimalne hodnoty x od §tandardnej odchylky
(zTSx)1/2,

Treba si uvedomit, ze premennou p ur¢ujeme svoj pomer preferencii ku priemernému
alebo ndhodnému vynosu, . Ak by sme teda zvolili u — 0, portfélio koncentrujeme ku
aktivu s najvy$sim priemernym ziskom. (Zva¢Sovanim hodnoty p, prenaSame vahu na
menej rizikové aktiva, ¢im zvySujeme ich podiel v portféliu, t.j. znizujem varianciu

portfolia).

p=[0.12; 0.1; 0.07; 0.03];
SIG=[0.0064 0.0008 -0.0011 0; 0.0008 0.0025 0 0; -0.0011 O 0.0004 0; 0 0 0 0];
mik=1logspace(0,7,100) ;
for i=1:length(mik)
cvx_begin quiet
variable x(4);
minimize (-p’*x+mik (i) *quad_form(x,SIG))
subject to
sum(x)==1;
0<=x;
cvx_end
Rpx (i) =p’*x;
Rx(:,1)=x;
RSIG(i)=sqrt (x’*SIG*x) ;
end
plot (RSIG, Rpx)
plot (RSIG, Rx(1,:), RSIG, Rx(2,:), RSIG, Rx(3,:), RSIG, Rx(4,:))
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priemerny vynos

3.1

Vymennd krivka(Trade-off curve) 3 PRIKLADY A RIESENIA

012

funkcia logspace(a,b,n) vytvori logaritmicky rozloZeny vektor velkosti n s

hranicami [10%, 10°] (26).

pri niekolkonasobnom spustani cvx, by vSetky vystupy procesov posobili rusivo.

pouzitim quiet zru$ime toto vypisovanie (28).

funkcia quad_form(z, SIG) nam sluzi ako nahrada za x’SIGz. Tento prikaz
umoziuje cvx-u priamo rozpoznatf kvadratickia formu. (ak cvx najde zapis
2'SIGz, najprv zisti jeho kokdvnost ¢ konvexnost a néasledne ho prelozi do

ekvivalentného volania funkcie quad_ form(z, SIG)). (30).

po kazdej optimalizacii si hodnotu priemerného vynosu ulozime do Rpx a

rozlozenie aktiv v portfoliu do Rx. Odchylky vynosu sa nachadzaji v RSIG.

0.1

01

0.09

D.08

0.0v

0.06

0.05

0.04

0.03

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

odchylka vynosu

Obr. 2: priemerny vynos od $tandardnej odchylky
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3.2 Aproximaécia a interpolacia funkci 3 PRIKLADY A RIESENIA

09 i

0.8 .

06 i

0.5 .

04} —

0.2 .

01 .

U 1 | | | | | |
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

odchylka vynosu

Obr. 3: prerozdelenie zloziek portfolia podla odchylky

Ako mozeme videt z (Obr. 1) naSa vymenna krivka sa za¢ina na hodnote vynosu 3%
s odchylkou 0%. Rozdelenie aktiv do tohoto bezrizikového portfolia ziskame pozretim sa
na (Obr. 2). Ked zvySujeme svoj zaujem o dodato¢ny nahodny zisk, aloha bezrizikového
aktiva klesa v portfoliu, az ho po urc¢itom ¢ase nevyuzivame. Zamenili sme vyssie riziko,

za mozny vyssi zisk.

3.2 Aproximacia a interpolacia funkci

Interpolacia je metdéda pomocou ktorej sa vytvara novy sibor dat(vi¢sinou v podobe

funkcie) na ur¢itom intervale z uz znamych datovych bodov.

V inzinierstve a vo vede, sa vac¢Sinou ziska mnozstvo tudajov pozorovanim c¢i
testovanim. Tieto idaje st reprezentaciou hodnot funkcie pre urcity pocet nezavyslej
premennej. Tu sa potom odhaduji (interpoluji) dalsie body z rovnakej, no nezniamej

funkcie.
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3.2 Aproximaécia a interpolacia funkci 3 PRIKLADY A RIESENIA

Velmi blizky problém k interpolacii, je aproximacia zloZitych funkcii pomocou

jednoduchsich. Predpokladajme, Ze pozname predpis funkcie, ktord je vSak prilis

zlozitd na efektivne vyhodnotenie. MéZme si vSak vybrat niekolko znamych bodov
z tejto funkcie a nésledne pomocou interpolacie vytvorit jednoduchgiu funkciu. Z
tejto vytvorenej funkcie pravdaze neziskame tdplne rovnaké vysledky, no zameranie
problému ¢i typ pouzitej interpola¢nej metody mézu vykompenzovat vzniknuta chybu.

Aproximéciou a interpoléciou funkcii sa zaobera numericka analyza.

3.2.1 Priklad: Aproximaécia(fitovanie) k polynému [7(6.7)]

Majme data z1,...,x,, € Rayy,...,ym € R.

Tieto data chceme aproximovat do podoby

p(z) = ay + apr + azx® + ... + a,a" !

Pre kazdé a si vytvorime vektor chyb

e = (p(x1) = Y1, -, P(Tm) = Ym)-
Pre najdenie polynému, ¢o minimalizuje normu chyb, nam staci vyriesit tlohu
min - [le]| = [[Xa —y]

j—1

s premennou ¢ € R", kde X;; =] ", i=1,..m; j=1,...,n.

n=8; m=50; randn(’state’,0);

x = linspace(-1, 1, m);
y = 1./(10+80%x.72) + 0.1*x."3 - 0.3%x.75 + 0.016%randn(1l,m);
X = vander(x’);

X=X(:,m-n+[1:n]);
cvx_begin quiet
variable a(n)
minimize (norm(X*a - y?))

cvx_end
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cvx_begin quiet

variable ai(n)

minimize (norm(X*ai - y’, inf))

cvx_end

x2

yp

ypi

linspace(-1.1, 1.1, 1000);
a(1)*ones(1,1000);
= ai(1)*ones(1,1000);

for 1 = 2:n

end;

plot(x,y,’*’ ,x2,yp,’-’, x2, ypi,’--?)

yp = yp.*x2 + a(i);
ypi = ypi.*x2 + ai(i);

04

03

0.2

01+

-0.5

+  body
L2 norma

— — L norma

-1.58

Obr. 4: vygenerované body [z, y| a aproximované funkcie Lo a Lo normou
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3.2 Aproximaécia a interpolacia funkci 3 PRIKLADY A RIESENIA

e zadeklarujeme si stupen polynému (n — 1), pocet interpola¢nych bodov a
nastavime si stav generdtora na pociatok. Tak moézeme pri kazdom spusteni

pozorovat rovnaké vygenerované body. (41).

e funkcia linspace(—1, 1, m) vytvori linearne rozlozeny vektor x velkosti m s
hranicami [a, b] (42), z ktorého si nésledne vytvorime body y podla nejake;
funkcie, aby sme mali ¢o aproximovat(funkcia je vymyslené tak aby medzi bodmi
neboli velké vzdialenosti)(43). Ku funkeii si je vhodné pridat ndhodnu odchylku,

aby sme mohli pozorovat rozdiel medzi dvomi typmi fitovania.

e funkcia X = vander(z) vytvori Vandermondovu maticu, ktorej stipce st mocniny

vektora x (X;; = 21" kde m je dl7ka vektora x). (44)

e Vezmeme si len podslednych n potrebnych stipcov. Riadky matice X, teda budu

n—1
7 )

vyzerat takto: [z ., x;, 1], pricom vyrieSené vektory a a ai budi mat

usporiadanie [a,, ..., ag, a1] (45).

e Nasledne vykreslime obe aproximované funkcie spolu s vygenerovanymi bodmi.
Na toto vykreslenie si vytvorime novy set x2 1000 bodov, ktorych funkéné yp a

ypi vypocitame Hornerovou metodou.

3.2.2 Priklad: Prispdsobenie racionalnej funkcie k exponenciilnej funkcii
[6(5.2)]
Uvazujme o probléme s datami:

1—1
ti=—-3+6———, ; =", =1, 2,..., k,
+ 1 v 7

kde k = 201. Inak povedané, body nam uniformne opisuji exponenciilnu funkciu na
intervale [—3, 3].
Pokusime sa najst funkciu:

Qo —|— alt —|— a2t2
1+ byt + bot?

ft) =

ktord minimalizuje maz;—1__x |f(t;) — yi|. Pozadujeme podmienku (1 + byt + bot?) >
0prei=1, 2,..., k. Dopoc¢itame optimalne hodnoty ag, a1, as, by, by s presnostou

0,001.
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3.2 Aproximaécia a interpolacia funkci 3 PRIKLADY A RIESENIA

Nakoniec vykreslime opisujice body a vysledni optimalnu funkciu a na dalsi
obrazok odchylky f(t;) — y;.

Funkcia v zadanej tlohe nie je konvexna ale kvazikonvexné na zadanom defini¢nom
obore [—3, 3]. Na$a tuloha maz,—1__ |f(t;)) — yi| < « plati prave vtedy ked

ap + art; + ast?
1+ byt; + bot?

-yl < a, 1=1, 2,..., k.

Vdaka kladnému menovatelovi moZno ulohu upravit na

|ao + art; + ast? — yi(1 + bty + bot?)| < (1 + bit; + bat?), i=1,,.., k

¢o je stibor 2k linedrnych nerovnic s premennymi a a b pre jednu hodnotu a.
Na vyrieSenie mozeme pouZzit metodu bisekcie, pokial rozdiel hornej u a dolnej hranice

[ nebude mensi ako a.. Vysledok ziskame prislusnym kédom

k=201;
t=(-3:6/(k-1):3);
y=exp(t);
T=[ones(k,1) t t.~2];
u=exp(3); 1=0;
alpha=0.001;
while u-1>= alpha
al2=(1+u)/2;
cvx_begin quiet
variables a(3) b(2);
subject™to
abs (Txa-y.*(Tx[1;b])) <= al2xT*[1;b];
cvx_end
if strcmp(cvx_status,’Solved’)
u=al2;

aopt=a; bopt=b;
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else
1=al12;

end

end

yf=T*aopt./(T*[1;bopt]);

figure(1);

P=plot(t, y, ’g’, t, yf, ’r.”);

set (P, ’LineWidth’,5, MarkerSize’, 5);

xlabel(’t’); ylabel(’y’);

figure(2);

odchylka

plot(t, yf-y);
xlabel(’t?); ylabel(’odchylka’);

0.025 T

0.02

0.015

0.0

0.005

0

-0.005

-0.01

-0.015

-0.02

0.025 ] ] ] ] 1

Obr. 5: odchylky funkénych hodno6t aproximovanej racionalnej od exponencidlnej funkcie

e Vytvorime si pozadované body [t,y]. (63).

e Pre zjednodusenie dalSieho zépisu, si vytvorime maticu T do ktorej ulozime

pozadované mocniny vektora t. (65).
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15+

10+

d’o"‘*’
i
M"
-
M | |
2 -1 0 1 2
t

Obr. 6: exponencidlna funkcia(zelenou) a body z aproximovanej funkcie(¢ervenou)

e Naprogramujeme cyklus, kde budeme metédou bisekcie postupne zmensovat
hornti v a dolnt [ hranicu, az kym ich rozdiel nebude mensi ako pozadované

chyba «

e Treba vSak vidy sledovat, ¢i cvx dokdzal néjst pripustné rieSenie, a ked &ano,

ulozime si ho vedla. (75).

e Optimélne hodnoty:

a; = 1.0098, ay = 0.6119, a3 = 0.1135, b, = —0.4146, by = 0.0485.
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3.3

Dualita

Vicsinou optimalna hodnota dudlnej funkcie d* mé nizSiu hodnotu ako optimalna

hodnota p* primarnej funkcie, t.j. d* < p*(Slaba veta o dualite, ktora plati vzdy).

Ak je primarna uloha konvexna (vo vSeobecnosti sta¢i platnost Slaterovej regularity),

optimalne hodnoty priméarnej a duélnej tlohy sa rovnaja d* = p*(Silna veta o dualite).

3.3.1 Priklad: Numericka analyza ruchu [6(4.1)]

Méame kvadraticky problém

min xf + 21’3 — 1Ty — X1
T+ X2 S Uur
T, — 41’2 S U9

dx1 + 7622 < 1

S premennymi x;, Ts a parametrami uy, Us.

()

(b)

VyrieSime tento problém s hodnotou parametrov uw; = —2, up, = —3 a
najdeme optimalne hodnoty primarnych premennych 27 a 25 a dudlnych
premennych A}, A\ a Aj. Nech p* predstavuje optimalnu hodnotu ticelovej funkcie.
Overime platnost Kuhn-Tuckerovych podmienok pre ndjdené optimélne hodnoty

primarnych a dudlnych premennych (pri rozumnej presnosti).

Nésledne vyrieSime rozruSend verziu tohoto problému:
U1:—2+51 U2:—3+(52

kde 0; a d5 nadobudaja hodnoty z {—0.1, 0, 0.1}. (Spolu je tu teda 9 kombinécii,
vratane povodného problému pri §; = d; = 0). Pre kazda kombinaciu d; a
09 vytvorime predpoved Pprea OPtimalnej hodnoty rozruseného kvadratického
problému. Tato hodnotu porovname s p?, .., presnou optimalnou hodnotou

rozru$eného KP a Vytvorime tabulku s vysledkami. UkaZeme, Ze nerovnost

p;red S p:acact plati

32



3.3 Dualita

3 PRIKLADY A RIESENIA

(a)

(1 -1/2; -1/2 2];

90

[-1; 0];

92

[12;1-4; 5 76];

Q
or h
A
b

[-2; -3; 1];

93

o4 CVX_begin quiet

95 variable x(2)

96 dual variable lambda

o7 minimize (quad_form(x,Q)+h’*x)
08 subject to

99 lambda: A*x <= b

100 cvx_end

o1 phv = cvx_optval;

e Deklaracia v (96) hovori cvx, Ze lambda bude reprezentovat dudlnu premenni.

e Prikaz v (99) spaja ttito premennt s ohrani¢eniami. Rozmer premennej lambda

nedeklarujeme, je jej totiz automaticky priradeny v tomto prikaze.

e Pridosiahnuti cvx _end sa dopocitaji optimalne hodnoty primarnych aj dualnych

premennych x, A .

e Po spusteni, zistime optimalne hodnoty, pricom optimalne hodnoty x] a z3 si

vdaka striktne konvexnej ucelovej funkcii unikatne.

pt = 8.22 x] = —233, x; =0.17
Al =1.61, A = 3.67, A} =0.11
Kuhn-Tuckerove podmienky:
]+ 225 —up <0, x] —4xs —ug <0, bx] 4 T6x5 —1 <0
A1 >0, A5 >0, A5 >0
Al(z] + 225 —uy) =0, Ay (2] —4xy —ug) =0, A;(ba + 7625 —1) =0

207 — x5 — 14+ AT+ A+ 5)A; =0,

Al — 25 4+ 2N — AN, + 76N, = 0
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e (4) st podmienky pripustnosti. Overime ich prikazom

Axx-b

e (5) stt podmienky duality. Ich platnost je vidno z vysledku.

e (6) st podmienky komplementarity. Overime ich prikazom

lambda. * (A*x-b)

e (7) a (8) st podmienky optimality(stacionarity).

Overime ich prikazom

2*Qxx+f+A’*lambda

Vietky podmienky mozeme vyhlasit za splnené, kedZe overované hodnoty su velmi

malé.

(b) Predpokladame platnost vety o silnej dualite a i, A} st optimélne duélne

premenné pre nerozruSeny problém. Pouzitim vety o slabej dualite, vieme

optimalnu hodnotu rozruseného problému predpovedat [8]:

p;red > g()‘; A;) - AT(SI - )\352

Pprea = D" — AJ01 — A302

a vsetky hodnoty ziskame pomocou koédu:

delta
tab =

for i

= [0 -0.1 0.1];
1;
= delta

for j = delta

pp = phv - [lambda(l) lambda(2)1x*[i; jI;
cvx_begin quiet
variable x(2)
minimize (quad_form(x,Q)+h’*x)
subject to

Axx <= b+[i;j;0]
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cvx_end
tab = [tab; i j pp cvx_optvall;
end
end

tab

* *
61 52 ppred Pezact

0 0 8.22 8.22
0 -0.1 8.58 8.71
0 0.1 7.86 7.98

-0.1 0 8.38 8.57
-0.1 -0.1 8.75 8.82
-0.1 0.1 7.02 8.32
0.1 0 8.06 8.22
0.1 -0.1 8.43 8.71
0.1 0.1 7.70 7.75

Tabul'ka 1: Predpokladané a dopoditané optimélne hodnoty rozruseného KP

e Vytvorime si vektor pozadovanych zmien (102) a prazdnu maticu pre uloZenie

vysledkov (103).

e (113) Pre kazda hodnotu delta dopoé¢itame predpokladant optimalnu hodnotu

* 3 . 2 *
Pprea @ Dresnt optimalnu hodnotu p, .-

e V kazdom jednom pripade plati nerovnost py, ., < Dl e

3.4 Rozne aplikacie
3.4.1 Priklad: Planovanie radioterapie (lie¢by oZarovanim) [6(17.2)]

Pri lie¢be oZzarovanim, je pacient ozarovany za ciefom zni¢it bunky tumoru, avsak

pri snahe ¢o najmenej poSkodit okolité tkanivo. Ziarenie sa tkanivu dodéva v la¢och
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podla zndmeho vzoru, pricom davka Ziarenia v lu¢i sa da menit. (VA¢Sinou sa oZaruje
viacerymi lu¢mi naraz. Cela lie¢ba potom pozostava z niekol'ych takychto sérii).

Nech teda b; predstavuje davku Ziarenia v laci j, kde j = 1,...,n. Toto musi spliat
0 < b; < B™?* kde B™ je maximélna moZné trovell nastavenia jedného luca.
Oziaren4 oblast je rozdelen4 na m voxelov !, s oznacenim ¢ = 1, ...,m. Davka d; ktort
dostane voxel 7 je linearne zavysla od drovne laca, t.j. d; = }:?:114”bj,14 e R
Matica A je zndma a charakterizuje vzor lacov.

Znédma podmozina voxelov, T C {1,...,m}, predstavuje tumor alebo cielovii oblast.
Kazdy nadorovy voxel chceme oZiarif minimalnou davkou D9t tj. d; > Dterset
pre i € 7. Vietky ostatné voxely chceme oZiarit ¢o najmenej, teda d; < D°"¢" kde
Deter je maximalna chcena davka pre necielené voxely. Toto je viak vo vieobecnosti
neuskuto¢nitelné, a preto budeme riefit problém minimalizovanim nadbyto¢ného
oZiarenia

E = S((d: = D). )2
i¢T
kde (.); predstavuje nezapornu ¢ast. E sa teda da vylozit ako sucet Stvorcov
nadbyto¢ného oziarenia aplikované na necielené tkanivo.

Vyriesime problém pre data [Al]:

rand(’state’, 0);

n = 200; hpoet lacov
mtarget = 100; hpoCet cielenjch voxelov
mother = 400; hpoet ostatnjch voxelov

Atarget = sprand(mtarget, n, 0.2);

Atarget
Aother= sprand(mother, n, 0.2);
Bmax = 10;

Dtarget = 1;

Dother = 0.2;

1Zlozenie anglickych slov wvolumetric (objemovy) a pizel. Voxel je teda Castica objemu,
predstavujica hodnotu v pravidelnej mriezke trojdimenzionalneho priestoru pocitacovej grafiky.

Voxely sa pouzivaju najcastejsie pri vizualizacii a analyze lekarskych a vedeckych dat.
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Tu méame maticu A rozdelenti na Atarget, ktord obsahuje riadky zodpovedajuce
voxelom s nechcenym tkanivom, a Aother, obsahujica riadky predstavujicim ostatnym
voxelom. 2

Ziskame optimalne rieSenie, vykresl9me davky histogramom pre mierené i pre

ostatné voxely.

cvx_begin quiet
variable b(n)
minimize (sum_square_pos (Aother*b-Dother))
subject to
Atarget*b>=Dtarget
0<=b<=Bmax
cvx_end
cvx_optval
figure(1)
hist(Atarget*b, [min(Atarget#*b) :0.05:max(Atarget*b)])
xlabel(’velkost davky’);
ylabel (’poclet voxelov’);
figure(2)
hist (Aother*b, [min(Aother*b) :0.01:max(Aother*b)])
xlabel (’velkost davky’);

ylabel (’polet voxelov’);

e Prikaz  sum_square_pos(x) (129) sa da& zamenif za  funkciu
sum(square_pos(x)). Kde square pos(z) = maz{r,0}*,x € R. Znamena
to, ze automaticky ziskame sucet §tvorcov iba kladnych ¢lenov vektora z. (v

nasom pripade Aother x b — Dother).

e Optiméalna hodnota dosahuje 0.31, ¢o ukazuje, zZe okolité tkanivo je oziarené viac

ako by sme chceli.

20Obe matice sa generuji prikazom sprand(m,n, hustota) ktory vytvori ndhodnt m x n riedku
maticu s po¢tom nenulovych prvkov priblizne hustota x m x n, kde 0 < hustota < 1. Vzorova matica

pre lace je tu sice ndhodne vygenerované, no podobné vysledky by sa dali ziskat redlnymi datami.
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20

pocet voxelov
5

0.9 1 1.1 1.2 1.3 14 1.5 16 1.7 1.8

velkost davky

Obr. 7: Histogram velkosti ddvok dodané chorym voxelom

30

pocet voxelov
- .

-
=

0 0.05 01 015 0.2 0.25 0.3 0.35

velkost davky

Obr. 8: Histogram velkosti ddvok dodané ostatnym voxelom

(svetlejgie stipce predstavuju hodnotu Aother * b > Dother)
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e Z (Obr. 7) je vidno, Ze takmer polovica voxelov s tumorom dostane minimélne
chcené Ziarenie D9t = 1. Zbytok je potom priblizne rovnomerne rozdeleny v

hraniciach (1.1, 1.8)

e Na (Obr. 8) mozme pozorovat nadbyto¢né ozarovanie okolitého tkaniva, kde
znova nieco okolo polovice voxelov dostane prijatelné Ziarenie. Tesne nad limit je
ich pocet ete dost vysoky no nésledne rapidne klesa. Niekolko voxelov je v8ak

oziarenych takmer dvojnasobnou davkou.

e Predpokladam, 7e tumor by bol zlikvidovany, no za obet by padlo aj nejaké

tkanivo naviac.

3.4.2 Priklad: Maximalizacia zisku v hazarde

a hypotetickd pravdepodobnost [6(13.9)]

Mame n ucastnikov, ktori vsadzaja na m moznych vysledkov. U€astnik i vytvori
ponuku na kipu maximélne ¢; > 0 hazardnych listkov za cenu p; > 0 s urcitym
siborom moznych vysledkov S; C {1,...,m}. Kancelaria potom ucastnikovi preda
z; (0 < x; < ¢) listkov. Ak potom nastane udalost j a pritom sa tato moznost
nachidza v S;, potom tucastnik ¢ dostane vyplatené 1€ za kazdy listok. V opac¢nom
pripade nedostane ni¢. Kancelaria pozbiera dokopy x1p; + ... + z,p, a vyplati podla
udalosti j:
i jES;

Rozdiel medi tymito hodnotami, je zisk kancelarie.

(a) Optimdlna stratégia. Ako by mala kancelaria ur¢it x tak, aby maximalizovala
svoj zisk pri najhorsom moznom scenari? (Kancelaria urcuje x az po prezkimani

v8etkych pontk.)

(b) Hypotetickd pravdepodobnost. Predpokladajme, Ze x* maximalizuje zisk kancelarie
pri najhorsom moznom vysledku. Ukazeme, ze existuje vektor pravdepodobnosti

7 (m € R, 177 = 1), pre ktoré 2* maximalizuje aj predpokladany zisk kancelarie.

Pozndmka. Naformulujeme tlohu ako problém linearneho programovania, potom

sa w da zostavit z optimalnych dualnych premennych.
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(c)

()

Pozndmka. Pri znamom m, vieme ur¢it "férovi'"cenu ponuky i ako p/“ =
> jes, Tj- Vsetky ponuky s p; > p!" buda kompletne prijaté (z; = ¢;). vietky
ponuky s p; < p/*" budi odmietnuté (z; = 0).

Pozndmka. Tato tloha ukazuje ako mozno odhadovat vysledky (napr. volieb) z

pontiik hracov.

é{selny’ priklad. Vytvoreni metodu pouzijeme na jednoduchom priklade s n =5

ucastnikmi, m = 5 moznych vysledkov a ponukami tcastnikov

ucastnik ¢ | p; | ¢ S;
1 05|10 {1, 2}
2 06| 5 {4}
3 06| 5 | {1, 4, 5}
4 0.6 20| {2, 5}
5 0.2 | 10 {3}

Porovname aj optimélny najhorSi scenar, s najhor$im scenidrom pri prijati

v8etkych pontk (x; = ¢;)a najdeme pravdepodobnosti.

Zisk kancelérie je
T
plr— > .
i: JES;

V najhorsom moznom pripade ma kancelaria zisk

ple — max > ;.
J=Lemyeg,

Ak teda chceme maximalizovat zisk v takejto situacii, musime riesit problém:

max p’x — maz(Ax)

0=z =gq
kde = je premenna a matica A je definovana takto:

1 ] - S,',
Ajz’ =
0 inak.
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(b) Tento problém moézeme prepisat do tvaru

max ple—b
bl < Ax (P1)

0=<z<Xq,

kde b je nova skaldrna veli¢ina, ktora pri rieSeni nadobudne hodnotu blizku
hodnote maximalneho prvku vektoru Az. Z ulohy vieme vytvorit Lagrangeovu

funkciu:
Lz, b, A1, Ay, A3) =b—pTo+ M (Az —b1) — Mz + \(z — ),
z ktorého ziskavame podmienky ku dualnemu problému

max —q" )
17\ =1
AT/\l—/\2+>\3 =D

Aliou )\QE(]; )\3t07

kde A1, Ao, A3 st premenné. Ak sa pozrieme na podmienky ktoré musi spliiat \;,
t.j. 17X =1 a A\; = 0, zistime, Ze \; predstavuje pravdepodobnostné rozdelenie.
RieSenim prbolému ziskame optimalne primalne a dualne hodnoty z*, b*, A, A}

a \j, pricom si mozeme povedat m = A}.

Ak teraz chceme maximalizovat predpokladany zisk, musime vyrie§it problém

max ple —nl Ax (P2)

0=<2=Xq,

z ktorého ziskame optimalnu hodnotu z3. Oznacme si riadky matice A ako

al',...,al, potom vieme jednoducho zapisat férovii cenu pre kazdého hraca ako

ceey Wy

T
a; .
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e ak p; —al'm > 0, potom 3, = ¢;. (kancelaria preda vsetky mozné listky)
e ak p; —al'm =0, potom 0 < z3; < ¢;. (kanceldria preda nejaké listky)

e ak p; —al'm < 0, potom x5, = 0. (kanceldria nepreda 7iadne listky)

Na ukézanie rovnosti * = x5 sa pozrime na Kuhn-Tuckerovu podmienku z
2

problému (P1)

ATX = X+ X3 = p,
ktort vieme upravit na

p—ATm =X\ — X}

e ak p;—al'm > 0, potom z podmienky komplementarity A3, (z; —g;), ziskavame
xf = q;, kedze N5, > 0. Okrem toho z —\j;xf = 0 ziskame A5, = 0.
e ak p; —alm =0, potom X5, =0, \i, =0a0 =<z} <q.

e ak p; —al'm <0, potom X5, >0, \}; =0az;=0.

(c) Nasledujicim k6dom vyriesime tlohu

w3 A=[10100;10010;,00001;01100;00110];
e p = [0.5; 0.6; 0.6; 0.6; 0.2];

us q = [10; 5; 5; 20; 10];

e n =5; m=05;

147 cvx_begin quiet

148 variables x(n) t
149 dual variable pie
150 maximize (p’*x-t)
151 subject to

152 pie: Axx <=t
153 0 <=x<=q

154 cvx_end
155 najhorz = cvx_optval

156 najhorz2 = p’*q-max(A*xq)
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157 pie
158 pfer = A’*pie
159 XO0pt = X

e najhorz = 3.5 predstavuje optimalny zisk pri najhorsom moznom vysledku.

e najhorz2 = —5 predstavuje zisk ak by kancelaria prijala vSetky

ponuky(predala by vSetky listky a skoncila by v strate).

pie su pravdepodobnosti nastania udalosti j, podla tc¢astnikov.

m = (0.1124,0.3876,0.1202,0.1674,0.2124)

pfer si férové ceny pontk.

ropt su optimalne mnozstva listkov.

ucastnik i | p; p{ Tl g | o S;
1 05| 05 |10]5 | {1,2)
2 0601674 | 5 | 5 | {4}
3 0.6 04923 | 5 | 5 | {1, 4, 5)
4 06| 06 |20]5 | {2 5
5 0.2 101202 (10 10| {3}

3.4.3 Priklad: Minimalizacia spotreby paliva [6(3.17)]

Majme linearny dynamicky systém so stavom z(t) € R™, ¢t = 0,,,,, N a pohon alebo
vstupny signal u(t) € Rt = 0,,,,, N — 1. Dynamika systému je dana linearnou
rekurziou

x(t+1) = Azx(t) + bu(t), t

0,..,N—1,

kde A € R"*" a b € R" st zname, pricom z(0) = 0.
Nasou dlohou je vybrat vhodné vstupy u(0), ..., u(N —1) tak aby sme minimalizovali

spotrebu paliva dand ako
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Ohranic¢enim je nam zadany koncovy stav z(N) = xges, kde 245 € R" a N je dany
¢asovy horizont. Funkcia f : R — R predstavuje spotrebu paliva pohonom ako funkciu

amplitidy signalu pohonu. Tu pouzijeme

1ol ol <1,
fla) =
2lal =1 |of > 1.

Toto znamend Ze spotreba paliva je imerné absolutnej hodnote signdlu pohonu, pre
signal v rozmedzi < —1, 1 >. Pri vy$Sej amplitude signalu je G¢innost pohonu priblizne
polovica.

Sformulujeme problém ako tlohu linedrneho programovania a vyrieSime pre data

—1 04 0.8 1 7
A= 1 0 0 5 b= 0 5 Ldes = 2 5 N =30
0 1 0 0.3 —6

RieSenie:

NA&s systém si vieme prepisat ako:

z(0)=0

z(1) = bu(0)

x(2) = Abu(0) + bu(1)
(3)

2(N) = AV "bu(0) + AN ?bu(1) + - -+ + Abu(N — 2) + bu(N — 1) = 24e

Podla posledného riadku si zadefinujem

maticu C = [ANflb AN=2p ... Ab b}
a vektor ul = [u(O) u(l) -+ u(N — 1)] .
a teda Cu = Zges

Pridanim jednej premennej t vieme f zmenit na linedrne obmedzenie
of <t

2o —1< ¢
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Linedrny problém znie:

min 17¢
—t<u<t
—t<2u—1<t

Cu = Tdes,

kde u a t st premenné.

Nasledujuci kod riesi tilohu

A=[-1 0.4 0.8; 1 00; 01 0];
b=[1;0;0.3];
xdes=[7; 2; -6];
N=30; C=[];
for i=0:N-1
C=[A~i*b C];
end
cvx_begin quiet
variables t(N) u(N)
minimize ones(1,N)*t
subject to
-t<=u<=¢t
-t-ones (N, 1) <=2xu<=t+ones(N,1)
C*xu==xdes
cvx_end

F=cvx_optval

Optimalna hodnota spotreby paliva je F' = 17.3,
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ZAVER ZAVER

Zaver

Hlavnym ciefom prace bolo vytvorit prakticka prirucku k modelovaciemu systému
cvx. Pre lepSie pochopenie problematiky, sme v kapitole ¢. 1 stru¢ne vysvetlili zdklad
matematického a konvexného programovania, t.j. akt ma dany problém formu a aké
musi spliat podmienky. Hlavny zdroj, ktory nam dopoméhal k efektivnemu zhrnutiu
dolezitych faktov bol [7] a [8].

Podobne sme pokracovali v kapitole ¢.2 objasnenim fundamentélnej stavby prikazov
[2], ktoré sme pouzili na vyrieSenie dvoch najzakladnejsich problémov konvexného
programovania. St to tdlohy minimalizacie normy Ax — b pre maticu A s plnou
hodnostou (5-8) a bez nej (9-14). Pri kazdej z moznosti sme vysledky cvx porovnali
rieSenim z Matlabu (4) a (15).

Nasledne sme riesili niekol'ko praktickych tloh z réznych oblasti zivota. Vac¢sina tloh
si vyzadovala odlisny sposob rieSenia a nutnost pouzit inti schopnost systému cvx.

I ked sa to moZno nezda, cvx je vytvoreny tak, aby zvladol aj omnoho naro¢nejsie ulohy,
ako tie, na ktorych sme vysvetlovali jeho fungovanie. Som si v8ak isty, Ze tato praca
dokadze zaujat kazdodennou tématikou uloh, a poskytnit poznatky ku konvexnému
programovaniu a podnietit k ich rieSeniu pomocou cvx. Je to totiz systém ktory dokaze

efektivne a rychlo vyriesit zadany konvexny problém a usetrit ¢as vo vede ¢i vo vyucbe.
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Priloha A

[A1] Generator udajov ku (3.4.1)
treatment _planning data.m, dostupné na internete(30.5.2012):

http: //www.stanford.edu/~boyd/cvxbook/cvxbook additional exercises/
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