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Abstrakt

ODROBINAKOVA, Diana: Zariadenia demonstrujiice  ndhodnost
[Bakalarska praca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta
matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovane] matematiky a

statistiky; skolitel: Mgr. Katarina Bodova, PhD., Bratislava, 2012, 27 s.

Témou bakalarskej prace je Galtonova doska — experimentalna pomocka na
simulaciu niekolkych pravdepodobnostnych rozdeleni a vztahov medzi nimi.
Cielom prace je pochopit a vysvetlit zakladné pravdepodobnostné
rozdelenia, na zaklade nich skonstruovat zariadenie a testovat ho pouzitim
vhodnych statistickych metéd. Ziskané experimentalne data sme
analyzovali: odhadli sme parameter p Galtonove] dosky bodovo pomocou
metédy maximalne] vierohodnosti a momentovych metdéd; tento sme
porovnali s intervalovym odhadom pomocou intervalov spolahlivosti.
Experimenty s Galtonovou doskou sme vykonali s predmetmi roéznych
velkosti, tvarov a hmotnosti. Zistili sme, ze najvhodnejsimi =z
experimentalnych predmetov su cicery, pri velkom pocte cicerov vysledna
krivka najviac pripomina normalnu krivku nielen tvarom, ale aj odhadmi
parametrov. Vysledky ukazali, ze parameter p binomického rozdelenia je
blizky 1/2, ¢o potvrdzuje spravnost konstrukcie. Vyznamom prace je aj
vyuzitelnost zariadenia na vysokych skolach, nas zamer zacélenit pomocku
do vysokoskolského vyucovania v  praci podporujeme  tedriou
konstruktivizmu a americkou stidiou o rozdieloch v studijnych vysledkoch

pouzitym réznych didaktickych metdd.

KItacové slova: pravdepodobnostné rozdelenia, centralna limitna veta,
statistické metody na odhad parametrov, experimentalna pomocka,

Galtonova doska



Abstract

ODROBINAKOVA, Diana: Devices demonstrating randomness [Bachelor
Thesis], Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics,
Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics and
Statistics; Supervisor: Mgr. Katarina Bodova, PhD., Bratislava, 2012, 27p.

The topic of this Bachelor Thesis is a Galton board — an experimental device
that can simulate various probability distributions and their interconnected
relationships. The aim of the thesis is to understand and explain elementary
probability distributions and to further use this knowledge to construct the
device, the functionality of which will be assessed using appropriate
statistical methods as analytical analysis tools. Using the experimental
data, it was possible to estimate the p parameter of the Galton board using
Maximum Likelihood Method and the Methods of Moments, and to contrast
the results with interval estimations of the Confidence Intervals. The
experiments were carried out with objects differing in size, shape and
weight. Among our experimental objects, the chickpeas were found to be the
most suitable for the experiment; when a sufficiently large quantity of them
was used, the resulting curve was the one most reminiscent of a normal
distribution curve, with the results matching the calculated estimations.
The obtained experimental data have shown that the parameter p of the
binomial distribution is close to 1/2, confirming the correctness of the
constructed device. The significance of the work lies in the potential utility
of the device for university studies; our intention to implement the Galton
board in the school system is supported by the constructivism theory and
the results of an American study focusing on the outcomes of different

learning techniques, also described in this thesis.

Keywords: probability distributions, central limit theorem, statistical

methods for parameter estimation, experimental device, Galton board



L %o T PSSRSO 7
1 Zaklady pravdepodobnosti............ccccoooiiiiiiiiicici 9
1.1 Bernoulliho rozdelenie ... 9
1.2 Binomickeé r0Zdelenie ...t 9
1.3 Normalne r0zdelenie.........ccccooviiiiiiiiiiiiicie e 10
1.4 Centralna lmMitna Veta.......ccocccviiiiiiiiicice e 10

2 Galtonova doska z pohl'adu pravdepodobnosti............cc.ccoceevviviiivenennn 11
3 KonsStrukecia zariadenia............ccccooviiiiiiiiii e 13
3.1 Priprava KONStIUKCIE .....cccccvi ittt eaae s 13
3.2 Postupneé verzie zariadenla.........cccceeiieiirieiieeiiie et sre e sre e sree b sreesnveesane s 14
4 Testovanie spravnosti konstrukecie...........ccccoooiiiiiiiii 17
4.1 Realizacia eXpPerimentOV......ccciiiiiiiieieieiese et e et re e sse e e e s 17
4.2 Odhad parametra P......cccoceceeeiiieie s 20
4.2.1 Bodovy 0dhad.........ccoooiiiiiiieccc e e e e 20
4.2.1.1 Metéda maximalne) vierohodnosti..........cceeeeiieiieiiiecceie e 20

4.2.1.2 Met0da MOmMENTOV.......couiiiiiirieieie et 21

4.2.2 Intervalovy odhad ..o s 22
4.2.2.1 Intervaly SpolahlivoSti......cccccoiiiiiiiiiii i 22

4.2.3 Porovnanie vysledkov eXperimentov.........cccoeeeuriiieieeeeerieeiiiiieeeeeeeeeeeeeniinnnns 24

4.3 Testovanie pravdepodobnostného rozdelenia............cccoeeeeeiiiiiiiiiiiienene..... 27

5 Vyuzitie pomoOcKy Nna VyUCOVANI........ccccooeiiiiiiiiiicieeee e 29
ZIAVEY ...t ettt b bbbt E e b b re e nte e nnes 31
Pouzitad Literatlra..........ccoooiiiiiii s 33



Uvod

Pod pojmom =zariadenie demonstrujice nahodnost si predstavujeme
akykolvek predmet, ktory sa sprava nedeterministicky, stochasticky. Medzi
najjednoduchsie patri napr. minca ¢i hracia kocka, pri hode ktorymi nikdy
s istotou nevieme povedat, ¢o padne. Inymi st napriklad rézne druhy
kyvadiel — jednoduché, dvojité ¢i magnetické, pri ich rozkyvani vieme
pomocou pociatocnej podmienky a diferencialnych rovnic velmi dobre
predpovedat nasledujice polohy. V tejto praci predstavime zariadenie, ktoré
sa sice sprava stochasticky, zaroven sa vsak da pomerne jednoducho popisat
zakladnymi pravdepodobnostnymi vedomostami. Experimentalna pomocka

je znama pod nazvom Galtonova doska, Quincunx ¢i Bean machine.

Galtonova doska je zariadenie, ktoré simuluje niekolko typov
pravdepodobnostnych rozdeleni a vztahov medzi nimi. Sklada sa z dosky, na
ktorej su pripevnené koliky a priecinky. Zhora su cez lievik postupne do
zariadenia vpustané gulécky, odrazané kolikmi v kazdej trovni (resp.
riadku) bud dolava alebo doprava (str.13, Obr.3). Tento proces sa opakuje
dovtedy, kym sa gulocky dostanu cez vsetky urovne kolikov a padnu do
jedného z priecinkov. Gul6cka moze narazit aj na hranu priecinka a po
odraze spadnut do jedného zo susednych prie¢inkov.

Zariadenie bolo navrhnuté apo prvykrat skonstruované uz
v 19.storo¢i Sirom Francisom Galtonom, avsak rézne jeho repliky dodnes
mnohé muzea vedy a techniky radia medzi svoje najatraktivnejsie exponaty.
Nazornost Galtonovej dosky sa nam zdala dostatotnou motivaciou na jej

vlastnu konstrukeciu a naslednu analyzu funkcionality.

Cielom bakalarske; prace bude v prvom rade pochopit a vysvetlit
pravdepodobnostné javy, ktoré sa Galtonovou doskou daju skimat.
Teoretické vedomosti z pravdepodobnosti budi v praci vysvetlené najskor
vSseobecne, neskor s aplikaciou na konkrétne zariadenie. Nasledne
navrhneme a zrealizujeme samotna konstrukciu =zariadenia. Pouzitim

vhodnych statistickych metéd sa po konstrukeii budeme venovat testovaniu




zariadenia - overime, C1 je skonstruované spravne, pripadne navrhneme
vylepsenia. V zavere prace nacrieme do didaktiky vysokoskolskej statistiky
a zdovodnime, preco ma byt Galtonova doska zacélenena do vyucovacich

osnov.

Obr.1: Plan originalnej Galtonovej dosky.




1 Zaklady pravdepodobnosti

Vtejto  kapitole sa  budeme venovat zakladnym = rozdeleniam
v pravdepodobnosti, vychadzajic zo zdrojov [2], [3] a [7]. Definujeme
Bernoulliho rozdelenie, binomické a normaéalne rozdelenie a vztahy medzi
nimi. Neskor sa na tieto vedomosti odvolame pri konstrukcii a testovani

zariadenia.

1.1 Bernoulliho rozdelenie

Bernoulliho (alternativne) rozdelenie, pomenované podla matematika
svajciarskeho povodu Jacoba Bernoulliho, je pravdepodobnostné rozdelenie,
v ktorom existuji prave dve rozne udalosti. Napr., ak uvazujeme
o zajtrajSom pocasi, si dve mozné realizacie nahodnej premennej X, bud
bude prsat, alebo prsat nebude. Ak bude dazd, tak nastala prva udalost,

a ak bude akékolvek iné pocasie, tak nastala druha udalost.

Pre jednoduchost Bernoulliho pokusu si vzdy jednu z udalosti
oznacime ako uspech (1 - v uvedenom priklade to moéze byt napr. udalost, ze
bude prsat) a druht ako neuspech (0 - iné pocasie). Pravdepodobnostnou

funkciou takéhoto rozdelenia bude:

, a=1
P(X=a)= {f—p, a=0

Bernoulliho rozdelenie oznacujeme ako Ber(p), stredna hodnota je E[X] =p

a variancia je Var[X] = p(1 — p).

1.2 Binomické rozdelenie

Binomické rozdelenie je diskrétne

pravdepodobnostné rozdelenie, definované ako
pocet vyskytu udalosti pri n-nasobnom
opakovani nezavislych Bernoulliho pokusov, I I

kde kazdy =z tychto pokusov ma rovnaku

Obr.2.: Graf binomického
rozdelenia.




pravdepodobnost. Oznacujeme ho Bin(n,p), n je pocet nezavislych pokusov
a p je pravdepodobnost, s ktorou tato udalost nastava. Binomicka nahodna
premenna X moéze nadobudat celociselné hodnoty od O po n.

Pravdepodobnostna funkcia binomického rozdelenia je nasledovna:

n

n
P(X=k) = Z (k) pk(1 = p)** kde k € 0,1, ...,n
k=0

Stredna hodnota binomického rozdelenia je E[X] = npa variancia je Var[X] =

np(1 —p).

1.3 Normalne rozdelenie

Normalne resp. Gaussovo rozdelenie pravdepodobnosti je spojité
pravdepodobnostné rozdelenie. Oznacujeme ho N(p,02) , kde stredna
hodnota E[X]=pu a variancia Var[X] =2 . Jeho funkcia hustoty ma

nasledovny tvar:

1 _-w?

e 202
oV2m

Normalne rozdelenie je najdolezitejsim

fx) =

rozdelenim v sStatistike. Nielen preto, ze sa
v prirode spomedzi vsetkych rozdeleni
vyskytuje najcastejsie, ale za urcitych
podmienok sa nim dajad velmi dobre
aproximovat ostatné rozdelenia. V literature

je Gaussova krivka Casto nazyvana zvonova

Obr.3: Graf normalneho krivka (bell curve).
rozelenia.

1.4 Centralna limitna veta

Ak X;,X5,..,X, je n nezavislych, rovnako rozdelenych (i.i.d.)
nidhodnych premennych so strednou hodnotou p a disperziou o2, potom

podla centralnej limitnej vety ma




limitu bliziacu sa k normalnemu rozdeleniu. Znamena to, ze ak sa pocet
nezavislych, rovnako rozdelenych nahodnych premennych blizi k
nekonecnu, toto rozdelenie, nech uz je akékolvek, bude konvergovat k

normalnemu rozdeleniu.

Centralna limitna veta bola po prvykrat dokazana De Moivre-om v
roku 1733 [2] pre Bernoulliho rozdelenie s parametrom p = 1/2. Odvtedy ju
v roznych podobach dokazali pre vsetky pravdepodobnostné rozdelenia
viaceri znami matematici (medzi nimi Lagrange ¢i Lyapunov). V tejto praci
vyuzijeme poznatok, ze binomické rozdelenie sa za danych podmienok bude

blizit k normalnemu.

2 Galtonova doska z pohl'adu pravdepodobnosti

Vlastnosti pravdepodobnostnych rozdeleni v tejto kapitole aplikujeme na

Galtonovu dosku.

Pre gul6cku galajicu sa dolu Galtonovou doskou existuja po naraze
na kolik len dve ro6zne udalosti — bud padne dolava alebo doprava. To
znamena, ze kazdy naraz gulocky o kolik je vlastne Bernoulliho pokusom.
Kedze obe z uvedenych udalosti by v spravne skonstruovanej Galtonovej
doske mali nastavat s rovnakou pravdepodobnostou, pri konstrukcii sa
budeme snazit dosiahnut, aby sa parameter Bernoulliho rozdelenia rovnal
1/2.

Pad gulocky do priecinku spociva v prave tolkych Bernoulliho
pokusoch, z kolkych urovni kolikov Galtonova doska pozostava, (t.j. ak ma
doska napr. 12 urovni, gulocka absolvuje 12 opakovani Bernoulliho pokusu).
Kazdy ztychto pokusov je ovplyvneny tym, kam padla gulécka na
predchadzajtcej drovni — ak sa napr. na prvej Urovni odrazila dolava, tak
v tej dalsej sa bude pravdepodobne rozhodovat pomocou iného kolika, ako
keby sa na prvej] urovni odrazila doprava. Napriek tomu sa tieto
rozhodovania sa medzi sebou nezavislé (v zmysle, ako najviac nezavislé

mozu byt, ked maji iny uhol odrazu podla toho, na ktoru cast kolika
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dopadnu), pretoze koliky st vsetky rovnaké a ztoho dovodu by mali
poskytovat rovnaké podmienky na rozhodovanie sa gulocky. Problematike
uhla odrazu gul6cok sa hlbsie venuje tim ruskych vedcov z Moskovske;j
univerzity v [6].

7Z predchadzajiceho vyplyva, ze pad gulocky Galtonovou doskou je
opakovanie k nezavislych Bernoulliho pokusov, t.. mozeme hovorit
o binomickom rozdeleni. Znamena to, Ze gulocéky v priecinkoch budua
realizaciou nahodnej premennej ~ Bin(p =1/2,k) , pricom p Je
pravdepodobnost, ze gulocka padne doprava a k je pocet rovni kolikov.

Ak sa pocet rozhodovani sa gulocky, t.j. pocet urovni kolikov k, a
pocet gulocok vhodenych do zariadenia n priblizia k nekonec¢nu, podla
centralnej limitnej vety bude konecné rozmiestnenie gulocok v priecinku
konvergovat k normalnemu rozdeleniu. Ak teda na experiment pouzijeme
dostatocne velké mnozstvo gulocok, binomické rozdelenie bude konvergovat
k normalnemu. Nekonecne vela gul6cok samozrejme k dispozicii nemame,
avsak pri nasom experimente sa uspokojime s mnozstvom gul6cok, ktoré sa

do skonstruovaného zariadenia zmesti.

Vysledky pocitacovej simulacie Kozlova a Mitrofanovej [6] ukazali, ze zalezi
aj na pravdepodobnostnom rozdeleni, na zaklade akého su gulocky cez otvor
vpustané. Ak st gulécky, ktoré vhadzujeme do zariadenia, rozdelené
normalne, ich distribucia v prieéinkoch nebude konvergovat k normalnemu
rozdeleniu, ale k akémusi rozdeleniu s najvacsou koncentraciou gulocok v
krajnych prieéinkoch. Kedze rovnomerné vhadzovanie gul6éok po ploche
otvora zabezpecit nevieme, predpokladame, Ze v nasich experimentoch pri
velkom pocte guldcok rozdelenie k normalnemu rozdeleniu konvergovat

bude.

Predpoklady, na principe ktorych sa budeme snazit zariadenie
skonstruovat, budeme hned po konstrukcii overovat prislusnymi

statistickymi testami.
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3 Konstrukeia zariadenia
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Obr.4: Nacrt Galtonovej dosky. Takéto zariadenie budeme konstruovat.

3.1 Priprava konstrukcie

Zariadenie konstruujeme na zaklade poznatkov z pravdepodob-nosti,
uvedenych v predoslych kapito-lach. Okrem teoretickych vedomosti
k priprave konstrukcie vyuzivame aj materialy dostupné na internete [5],
[8], [12] — obrazky c¢i videa uz skonstruovanych a fungujiacich Galtonovych
dosiek. Niektoré stranky uvadzaja aj jednoduchy navod na vyrobu tohto

zariadenia.

Za zakladny material na vyrobu si zvolime drevo, pretoze jeho
vlastnosti (povrch dostatoéne drsny pre pohyb gulécky, ziadna alebo
minimalna teplotna roztaznost, moznost vitania don a zliepania ho s inym
drevom) sa nam zdaja vhodné pre potreby zariadenia. Predmety, ktoré do
zariadenia budeme vhadzovat, budi rozneho tvaru, velkosti a hmotnosti,
¢im zabezpecime roznorodé vysledky experimentov. Napriek nedokonalo

gulatému tvaru ich v dalsom pre jednoduchost budeme nazyvat gulockami.
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3.2 Postupné verzie zariadenia

Konstrukcia nam trvala priblizne mesiac. Pocas tohto obdobia sme
zariadenie niekolkokrat vyrobili, diagnostikovali chyby a rozobrali, aby sme

ho skonstruovali lepsie.

Zakladom projektu bola samotna doska — konstruovat sme sa
Galtonovu dosku rozhodli zo 41x41cm velkej drevenej dosky s hrubkou
priblizne 2,5 cm. Na dosku sme v dalsom kroku potrebovali pripevnit koliky
— rozhodli sme sa pouzit drevené koliky valcovitého tvaru s priemerom 0,5
cm a dizkou cca 2,5 cm. Koliky sme na plochu dosky umiestnili do tvaru
trojuholnika (Obr.5) tak, ze sme zacali jednym kolikom a do kazdej dalsej
vrstvy sme umiestnili o jeden kolik viac. Spolu sme tak na dosku postavili
a lepidlom na drevo prilepili 11 tGrovni, t.j. 66 kolikov. Nazdavali sme sa, ze
lepidlo na drevo bude k potrebam zariadenia postacujuce, po niekolkych
pokusoch spustit po zariadeni stredne tazké predmety sa nam vsak tieto
zacali odlepovat. Kedze sme chceli skonstruovat robustné zariadenie, ktoré
bude odolné voci tazkym gul6ckam, rozhodli sme sa koliky do dosky priamo
vyvrtat a az do vyvrtanych dier nalepit. Vitanim dier hlbokych cca 1 cm
a naslednym zatikanim kolikov do tychto dier sme dosku (hlbsiu o sotva 1,5
cm) zatazili, preto sme sa rozhodli ju este zozadu podbit dvoma drevenymi

latami v horizontalnej polohe.

Zatlcenymi  kolikmi sme
vytvorili 11 drovni Galtonovej
dosky. Poslednt, 12. Groven pred-
stavuju drevené priecky, ktoré
v cca 10 em dizke rozdeluja dolnu
cast dosky na 13 priecinkov.

Gulécky, ktoré budeme vhadzovat

do =zariadenia, sa tak vo svojej

Obr.5: Koliky do tvaru trojuholnika. Jeden . L.
z prvych pokusov, s uz navitanymi kolikmi.  tra) ektorii dolu Galtonovou doskou

Fotografia je zrnita z dovodu pripevnenia fdlie
namiesto neskor pouzitého plexiskla.

budd rozhodovat prave 12-krat,
pricom posledné takéto rozhodovanie (t.j. posledny Bernoulliho pokus), ktoré

absolvuju, bude nie na zaklade koliku, ale drevenej priecky. Napriek tomu,

14



ze v smere padu gulécéok je medzi kolikmi a prieckami rozdiel v tvare
(priecky sa kvadre napilené z dlhej drevenej laty a koliky st valce), obe
maja sirku/priemer 0,5 cm, zasadné rozdiely tak medzi Bernoulliho
pokusom s kolikom a kvadrom v distribucii gul6¢ok v poslednej trovni uz
neocakavame.

Trojuholnik pozostavajuci
z kolikov je oramovany drevenou
prieckou, takze gulocky sa moézu
pohybovat len v priestore, v ktorom
sa nachadzaju koliky. Zvysny
priestor sme z dovodu lepsieho

vyniknutia oblasti, kadial budu

gulocky padat, namorili tmavocer- gy ] g |
Obr.6: Galtonova doska vo faze vyroby. Uz
po vyvrtani dier na koliky, prilepeni priecok
a latiek na umoznenie pohybu gul6cky len
v priestore, kde st koliky.
v ktorom sa este nachadza asi 5cm dlha rdra na zmensenie otvoru. Spredu

venym moridlom na drevo. Zhora je

trojuholnik zGzeny do lievika,

sme sa rozhodli dosku uzavriet plexisklom, okraje upevnit nalepovacimi
kovovymi ramami. Dolu pod prieé¢inkami sa nachadza doska (na Obr.6 tplne
nalavo), ktora je vytahovatelna postupne, aby sa gulocky dali spocitavat,
resp. odvazit po jednotlivych priecinkoch. Zozadu je k zariadeniu pripevneny
podstavec, ktory stavia Galtonovu dosku do cca 50° polohy voci zemi (Obr.7).

Podstavec sa sklada =z drevenej dosky, o ktord sa zariadenie opiera,

a kozenej snury, vdaka ktorej je toto
naklonenie polohovatelné. Moznost
zmenit polohu Galtonovej dosky je
vyhodna hlavne vtedy, ked robime
experimenty s roznymi hmotnostami
gulocok — tazsie (a gravitaciou viac

pritahované) gulocky sa v menej

strmej polohe neskotulaji okamzite

Obr.7: Operadlo Galtonovej dosky.  priamo dole, ale budd cestou tiez

Zariadenie v najnapruzenejsej polohe. Y B
vrazat do kolikov.
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Doposial sme v konstrukeii spravili len jednu zasadnt chybu — v
pripade lepenia kolikov na dosku namiesto vyvrtavania dier na ich
zatl¢enie. Pri prvom testovani hotového zariadenia sme vsak objavili dalsi
nedostatok, pldn konstrukcie totiz nepoéital s kizavostou dreva. T4
sposobila, ze ak sa gulocka (namiesto gul6c¢ok sme na tento experiment
pouzili cicery, podrobné vysvetlenie sa nachadza v dalsej kapitole) za pomoci
kolikov dostala na okraj trojuholnika raz, namiesto rozhodovania sa
v kazdej dalsej Grovni mala tendenciu sa uz len skotulat pozdii sikmého
kraja dolu. Z tohto dovodu sme sa po diagnostike chyby zariadenie rozhodli
opat rozobrat, a po celej dizke drevenych priecok (ramenach trojuholnika)
sme v Usekoch rovnobeznych s trovinami zvysSnych kolikov namontovali
kusky spajdli. Tie su dostatocne tzke na to, aby nevychylili vysledky nasich
pokusov, avsak gulocky popri nich uz viac neprechadzali bez povSimnutia

a ich distribucia po priec¢inkoch zacala pripominat normalne rozdelenie:

160

140

120

100
20 / \ =—4—Cicer bez Spajdli

== Cicer so Spajdlami

60

40

20

OIIIIIIIIIIIII
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Obr.8: So spajdlami a bez nich. Rozdiel medzi vysledkami experimentu s cicerom so
spajdlami a bez nich je evidentny. Modra krivka (bez $pajdli) sice trocha pripomina
Gaussovu krivku, avsak ani zdaleka nie tak, ako ta bordova (so spajdlami). Nalepenie
spajdli sa javi ako uspesné vylepsenie zariadenia.

V prvom a poslednom priec¢inku (teda v tych, v ktorych mali spajdle

najviac ovplyvnit vyvoj situacie), sa pocet cicerov rapidne zmensil. Nova
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krivka pripomina Gaussovu krivku ovela viac ako predosla. V dalsej
kapitole sa budeme venovat empiricke] analyze spravnosti konstrukcie
Galtonovej dosky, kde si budeme moéct vypoctami overit, do akej miery tato

zmena naozaj pomohla.

gl
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Obr.9: Pohlad do otvorenej

Galtonovej dosky. Na obrazku je Obr.10: Experiment so séjpvymi bobmi
zariadenie bez spodnej vyberatelnej v hotovom zariadeni. V tejto faze sme sa
prie¢ky. Sipky naznaduju spajdle, ktoré zariadenie rozhodli prehlasit za pripravené na

sme do zariadenia dolepili. realizaciu experimentov.

4 Testovanie spravnosti konstrukcie

4.1 Realizacia experimentov

Napriek tomu, zZe sme pri konstrukcii Galtonovej dosky postupovali
striktne podla matematickych a fyzikalnych vedomosti, ked to bolo mozné,
nezarucuje nam to, ze sa v zariadeni nebudu vyskytovat ziadne konstrukéné
nepresnosti. Aby sme si overili, ¢o z tedrie sme skutocéne dokazali previest do
praxe, potrebujeme Galtonovu dosku otestovat pouzitim vhodnych

statistickych testov.

Na testovanie sme pouzili predmety roéznych tvarov, velkosti
a hmotnosti. Kedze zariadenie je v zahranic¢nej literatire nazyvané Bean
machine, ako uz mozno citatel postrehol v predchadzajicej kapitole,
otestovali sme ho aj pouzitim roéznych bobov — séjovych (Obr.10) ¢i
cicerovych. Tieto predmety vsak nadalej pre jednoduchost budeme vo
vSeobecnom pripade nazyvat gulockami. Merania sme sa rozhodli

uskutocnit s troma rbéznymi druhmi “gul6cok” — sklenenymi koralikmi
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s priemerom cca 0,5cm, cicermi a lieskovymi orechmi; pocet gulocok
v experimente je n. Po realizacii experimentov vysledky pouzitim roéznych
metéd aj réznych vhadzovanych predmetov porovname. Tabulka a grafy

vysledkov experimentu:

Prie¢éinok |0 |1 |2 | 3| 4 5 6 7 8 9 (10|11|12| n
Koraliky |35(48|82|97(115|158|153|176|125| 82 |58|47|24| 1200
Cicer 221366379104 |127|145]140(127|102|78|56|16| 1095

Lieskovce| 1 |6 | 8|8 |17 |24 32|26 |25|20 (118 |9 | 195
Tab.1: Pocéty gul'6¢ok v prie¢inkoch.

Koraliky Cicer
200
200
100 - 100 -
50 - 50 A
0 - 0 -
012345678 9101112 012345678 9101112
. Obr.11: Vysledky experimentov.
Lieskovce o o
40 Prvé tri grafy znazornuja pocty
gul6¢ok pri pouziti danej
30
suroviny v jednotlivych priec¢inkoch.
20 - Na poslednom grafe porovnavame
10 - pomery gul6cok vo vsetkych troch
experimentoch naraz.
O .
0123456 7 8 9101112
0,18
0,14
0,12
0,1 =—&— Koraliky
0,08 == Cicer
0,06 / \ === Lieskovce
0,04 -
0,02 - /
0 = T T T T T T T T T T T T 1
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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Pozn.: V tabulke su priecinky oznacené od 0 po 12 podla toho, kolkokrat
musela ist gulocéka doprava, aby skoncila v danom priec¢inku. Znamena to,
ze napr. do priecinku “0” padli len gulocky, ktoré pri naraze o kolik v ziadne;j
urovni nepokracovali doprava, do priecinku “5“ padli tie, ktoré sa 5-krat
odrazili od kolika doprava a “12“ tie, ktoré boli pri kazdom koliku odchylené

do pravej strany.

Pozn.2: Pocet koralikov a cicerov v experimenoch bol vyse 1000 a radovo
podobny, pocet lieskovcov bol neporovnatelne mensi. Je to tak preto, ze cely
experiment sa robil naraz a koralikov ¢i cicerov sa do Galtonove) dosky
pochopitelne zmestilo naraz viac. Uvedomujeme si, zZe pri pomerne
postacujicom mnozstve koralikov a cicerov sme mohli v pripade lieskovcov
zvolit taktiku opakovaného experimentu so scéitavanim orieskov
v priecinkoch, avsak data ziskané aj z rozdelenia 195 lieskovcov (Co nie je
pre pokus nepostacujico malo), nasvedéuja tomu, ze pri takychto velkych
predmetoch uz nie je jedno, ¢i st symetrické alebo nie. KedZe oriesky sa
pocas padu do priecinku navyse stiepili a zasekavali, rozhodli sme sa
experiment uz neopakovat. Opacny efekt by mohol nastat napr. s pieskom,
ktorého ,,gulocky” st naopak prilis malé — od kolikov by sa neodrazal vébec,
len by padol rovno smerom dole. Porovnavat teda budeme hlavne prvé dve

merania, ktoré su podla nas relevantnejsie.

Parametre, ktoré pouzivame vo vypoctoch:

k - pocet urovni Galtonovej dosky resp. pocet nezavislych opakovani pokusu,

k=12
p — pravdepodobnost, ze sa gulocka odrazi doprava
n — pocet gulécok v experimente

R;- ndhodna premenna, ktora vyjadruje pocet gulécok v i-tom priecinku,

i €{0,...,12}

n; - realizacia ndhodnej premennej R;, i € {0, ...,12}, plati, ze: ¥* ;n; = n
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X; - nadhodna premenna vyjadrujuca, kolkokrat isla i-ta gulécka doprava,
X; st nezavislé rovnako rozdelené nahodné premenné ~ Bin(12, p),

i €{0,..,n}

4.2 Odhad parametra p

Pri experimentalnom overovani spravnej funkcénosti zariadenia sa
v prvom rade zameriame na odhad parametra p, teda pravdepodobnosti, zZe
parameter p = 1/2 (t.j. Ze gulocka sa pri kazdom tdere o kolik rozhodne ist
dolava rovnako casto, ako doprava). Odhady rozdelime na bodové, kde
z experimentalnych dat vypocitame vyberovy parameter p ako jeden bod
(metéda momentov ¢i maximalnej vierohodnosti) a intervalové, kde nam test

ukaze, v akom intervale sa parameter p pohybuje.

4.2.1 Bodovy odhad

4.2.1.1 Metéda maximalnej vierohodnosti

Odhad parametra metédou maximalne] vierohodnosti je podla
nameranych udajov y rieSenim maximalizacnej Glohy:

p = arg max L(y,p). [2]

Hladame teda hodnotu parametra p, pri ktorej bude vysledok ziskany
z nasich experi-menalnych dat y ¢o najpravdepodobnejsi. [3]. Vypocet sa
bude skladat z dvoch casti — v prvej vyjadrime vierohodnostna funkciu, v
druhej ju maximalizujeme. Predpokladajme, Ze rozmiestnenie gulocok v
priecinkoch zodpoveda binomickému rozdeleniu ~ Bin(k,p). Vierohodnostna

funkcia bude mat nasledovny tvar:
L(p) = P[dostali sme experimentalne data]

gulocky su navzajom nezavislé, takze velku zatvorku si hned mozeme
rozpisat na:
L(p) = P(Ry = no)P(Ry = ny) ... P(Ry; = ny3p),

L(p) = P(X=0)" P(X = 1)™ .. P(X = 12)™=2
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Po upravach dostavame

Lp) = [(102) p°(1— p)“]no [(112> p'(1— p)ll]

L(p) = cp™@-p)V

nq

[Epacw]”

pri pouziti nasledovnych substiticii:

M =0ny+1n; + -+ 12n4,
N = 12ny + 11nq + -+ + 0ny,.
Ziskanu vierohodnostnu funkciu maximalizujeme
L'(p) = cMp" A -p)" =p"NA-p)" ] =0
a dostavame maximalne vierohodny odhad

_ M
pMVO_M_l_N-

4.2.1.2 Metoéda momentov

Binomické rozdelenie ma dva parametre, a tak budeme p odhadovat
pomocou prvého a druhého momentu - strednej hodnoty E[X] a variancie
Var[X]. Cim vyssia mocnina (vyssi stupen momentu), tym komplikovanejsie
by sa odhad pocital, a zaroven by bol tym nepresnejsi [1]. Vyberieme dva
rozne sposoby odhadu parametra p pomocou prvych dvoch vyberovych

momentov ziskanych na zaklade experimentov.

1. Prvy moment — Stredna hodnota: Pre binomické rozdelenie ~ Bin(k, p) je
teoreticka stredna hodnota definovana ako E[X] = kp. KedZe parameter p
nepozname a chceme odhadnut, na vypocet pouzijeme vyberovi strednu

hodnotu:
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S N 1
X=kp=>p=—XLoX

Jednoduchou upravou rovnice si odvodime, ze odhad parametra p
pomocou prvého momentu vypocitame ako pomer aritmetického priemeru

polohy guldéok (X) a poétu irovni Galtonovej dosky (12).

2. Prvé dva momenty: Stredna hodnota a variancia: Pri vypocte druhého
momentu vyuzijeme vedomost o prvych dvoch momentoch binomického

rozdelenia

Varlx] _kp(1-p) _,
E[X]  kp
Odhad parametra p podla druhého momentu binomického rozdelenia

vypocitame ako

1 —_
Var[X] ,_n—1 TioX — X)?

E[X] 1 ¢
n i=0

Xi

kde sme ﬁ vo vyberovej variancii pouzili, aby bol odhad nevychyleny.

Odhadnuté parametre porovname sodhadom metédou maximalnej

vierohodnosti.

4.2.2 Intervalovy odhad
4.2.2.1 Intervaly spolahlivosti

Na ohranicenie intervalu, v ktorom sa podla nasich experimentalnych
dat parameter p nachadza,
pouzijeme obojstranny intervalovy
odhad so spolahlivostou 1-a.
Zvolime si @ = {0.1,0.05, 0.001},
¢im ziska-me 90%, 95% a 99.9%

interval spolahlivosti.

V praxi to znamend, ze odvodime

-a 0 a
Obr.12: 90% interval spolahlivosti. Statistiku, na zdklade ktorej vieme
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s (1-a)% pravdepodobnostou povedat, v akych hodnotach sa pohybuje
parameter p.

Z centralnej limitnej vety vieme, zZe pri dostatoéne velkom pocte
nezavislych rovnako rozdelenych gul6cok bude ich rozdelenie v priecinkoch
tiez priblizne normalne, preto pri intervalovom odhade moézeme pouzit
statistiku L a U (lower — dolné a upper — horné ohranicenie intervalu

spolahlivosti) standardizovaného normalneho rozdelenia ~ N(0,1). Plati:

Priemerna poloha dopadu gul6cky:

X, =

3=

n
2%
i=1

Stredna hodnota binomického rozdelenia;

Variancia binomického rozdelenia:

Var[z] = 2L =P) p(ln_ D)

Tato premennu moézeme standardizovat na premennu Z,,E[Z,,] = 0,Var[Z,] =
1 tak, ze:
— X,
7 = Xop—kp _ | P
= =
Jkp(l —p) \/p(l—p)
n nk

kde

= | Xl

€[0,1] je priemerna relativna poloha gulocky v priecinku, kde
O zodpoveda lTavému a 1 pravému priecinku, zistena z experimentalnych
dat. Pre n — oo sa podla centralnej limitnej vety Z,~ N(0,1), preto mézeme

aproximovat interval spolahlivosti pomocou normalneho rozdelenia:
Pl —zy, <—)< Zajp | ® 1-a [2]
n )

kde zz je kvantil sStandardizovaného norméalneho rozdelenia definovany

_x
2

[ 1
Zﬁ:P(Z>B):ffZ(Z):E€
B
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kde Z ~ N(0,1). Zjednodusene

- 2
X p(1—p) 2
(E‘P> < T )
Do nerovnice si za z,/, dosadime tabulkovi hodnotu statistiky

a vypocitame kvadratickd rovnicu. Jej korenmi budi dolné a horné

ohranicenie intervalu, ktory sme si zvolili.

4.2.3 Porovnanie vysledkov experimentov

Odhad parametra p sme za pomoci uvedenych metéd vypocitali pre
kazdy znasich troch experimentov. V nasledujicej casti prace ich

porovname a pokisime sa odévodnit.

Maximalne vierohodné odhady:

7026
Puvo-koraliky = Zooeoagy ¥ 0.4879
= 0822 0.5192
PMyo-cicer = goo0 1 6318 =
1294
Pmvo-iieskovce = m ~ 0.5530

Rozdiel maximalne vierohodnych odhadov a pozadovaného parametra
p = 1/2 sa odlisuje podla typu gulécok. V pripade experimentu s koralikmi
je najmensi — od 50% sa 48.79% odlisuje len o 1.21%. Experiment s cicerom
taktiez ukazal pomerne zanedbatelnui odchylku od 1/2 - parameter p je
rovny 0.5192, ¢o je o necelé dve stotiny viac, ako sme chceli dosiahnut
(0.0192). Za povsimnutie stoji skutocnost, ze koraliky sa odrazali s vacsou
pravdepodobnostou dolava (pyyo-koratiky < 1/2), pricom cicery sa castejsie
odklanali do pravej strany (Pyyo-cicer > 1/2). Kedze ani jeden zo smerov nie
je predmetmi v Galtonovej doske preferovany, znamena to, ze zariadenie nie
je naklonené do jednej ani druhej strany, Na zaklade tychto vysledkov

mozeme usudzovat, ze idealna velkost (taka, ktora by pri velkom n dosiahla
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parameter p =1/2) gulocok pri podobnej hmotnosti na experiment s
Galtonovou doskou je niekde medzi sklenenymi koralikmi a bobmi ciceru.
Experiment s lieskovcami dopadol menej presne, vidime, zZe nas
odhad sa od idealneho odlisuje o vyse 10%: p = p + 0.0530. Tento rozdiel
vSak moze byt sposobeny uz spominanym rozdielom v pocte lieskovcov
pouzitych na experiment. Nazdavame sa vsak, ze podiel na nepresnosti ma
aj tvar lieskovcov, ktory je v porovnani s koralikmi (t.j. gulockami s dierou)

resp. cicermi menej symetricky.

Odhady momentovou metddou:

1. Prvy moment:

7026
Pm1.—koraliky = 12+ 1200 ~ 0.4879
= 6822 0.5192
PM1.—cicer = m = 0.
1294
PMm1.-lieskovce = m ~ 0.5530

Pozornému c¢itatelovi neunikne, ze maximalne vierohodné odhady
parametra p sa zhodujui s odhadmi pomocou prvého momentu. Preco je to
tak?

Treba si uvedomit, ze odhad pomocou metédy maximalnej vierohodnosti je
vlastne vypocitany ako

M

Puvo = 3y e

M =0ny+1n; + -+ 12n4,

N = 12ny + 11ny + --- + 0n'?, t].
M + N = 12ny+ 12n, + ...+ 12n4, = 12n = kn;
pri odhade prvého momentu pouzivame vzorec = n—lk K ,X; => menovatel
zlomkov je rovnaky. Citatel je vsak zhodny tiez:
Y& ,X;, kde kazdé z ¢isel od 0 po 12 séitavame tolkokrat, kolko guldéok je

v danom priecinku, plati teda
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K oXi=Ong + 1ny + ..+ 120, = M.

Odhad parametra p metédou maximalne] vierohodnosti je zhodny

s odhadom pomocou prvého momentu.

2. Prvé dva momenty:

9618.77
1199
5.855

8686.0055
1094

Pm2.—cicer = 1 _W ~ —0.2744

1405.1487

194
Pmz.~lieskovce = 1 _W ~ —0.0915

Pm2.—koraliky = 1- ~ —0.3702

Vidime, ze odhady podla druhého momentu binomického rozdelenia nie su
velmi presné, vsetky pravdepodobnosti vychadzaji zaporné a preto ich

nevieme pouzit ako vhodné odhady parametera p.

Intervaly spolahlivosti:

90%-ny, t.J. z4/, = 1.645 (z tabuliek)

7026 2 p(1-p)
(m — p) < m (1.645)2 =2 DPkoraliky: a=10% € (0.4811; 0.4948)
6822 2 p(1-p)
<m - p) m (1.645)2 => Peicer-a=10% € (0.5120;0.5263)

1294 2 p(1-p)
( ) < P27 P (4.645)2 => pliosrovce: acton, € (0.5360;0.5698)

12+195 P 12+ 195

95%-n, 24/, = 1.96

7026 2 p(1-p)
(m - P) < m(l.%)2 => Proratiky: a=s% € (0.4798;0.4961)
6822 2 p(1-p)
<m — p) < 12+ 1095 (1.96)% => Pcicer: a=5% € (0.5106;0.5277)
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( 1294 )2 - p(1-7p)

m -P 12 * 195 (1-96)2 => Dlieskovce: a=5% € (0'5328; 0'5730)

99.9%-ny, z,/, = 3.291

( 7026 )2 -
12+1200 P

( 6822 )2 -
121095 P

( 1294 )2 p(1-7p)
12+195 P 12+ 195

p(1—p)
12 % 1200

p(1-p)
12 % 1095

(3291)2 => pkoréliky: a=0.1% € (04‘74‘2, 05016)
(3.291)% => Dyteor: acoros € (0.5047;0.5334)

(3-291)2 =2 Plieskovce: a=0.1% € (0-5190; 0-5865)

Vypocet ukazal, ze jedine v 99.9% intervale spolahlivosti pre experiment
s koralikmi sa parameter p pohybuje v rozmedzi, kde by mohol nadobudat
hodnotu1/2 = 50%. Zvysné dva odhady s koralikmi ¢i cicermi sa k 50%
priblizuju, v pripade koralikov je to vzdy aspon = 49% a v pripade cicerov =
51%. Pri vypocte odhadu p z experimentu s lieskovcami sa potvrdili nase

pociatocné obavy, okrem 99.9% IS je tu parameter p > 53%.

Metoda ‘ Koraliky Cicer Lieskovce ‘
MVO=1.MM 0.4879 0.5192 0.5530
2.MM —0.3702 —0.2744 —0.0915

IS pre 0=0.01%

p € (0.4742,0.5016)

p € (0.5047,0.5334)

p € (0.5190,0.5865)

IS pre a=5%

p € (0.4798,0.4961)

p € (0.5106,0.5277)

p € (0.5328,0.5730)

IS pre a=10%

p € (0.4811,0.4948)

p € (0.5120,0.5263)

p € (0.5360,0.5698)

Tab.2: Vysledky odhadu parametra p r6znymi metédami.

Ak
4.3 Testovanie L1l
[1]2]1]
pravdepodobnostného rozdelenia 173 ]3/\1/\1
o (1141614 11]
Distribtcia gul6c¢ok v prieéin- 1151010 571
koch dokonale zostrojenej Galtonovej (2 Lel1slagnsl6 1)
och dokonale zostrojenej Galtonovej (1170213535217 111
dosky (takej, ktordA m& parameter p 11.8.28/56170156/28/ 8 | 1
) _ | 1].9/36/84]126/126/8436 9/\1/
rovny 1/2) je v idedlnom pripade '\1@; 1\29v Q@?5221@1\29T45/QQQ/

1]11]55 @goigez 462 330'16%’5@1 1/‘\1¢

modelovand binomickym rozdelenim. {757 Sisrealoaiedlasdaeyb6 1o 1

Obr.13: Pascalov trojuholnik.
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Za 1dealny pripad pokladame ten, v ktorom sme zrealizovali nekonecny
pocet pokusov a nakoniec spriemerovali ziskané hodnoty. Tieto by mali byt
nasobkom cisel v k-tom riadku Pascalovho trojuholnika, kde k je pocet

urovni Galtonovej dosky.

V skutocénosti sa vsak nasSe meranie binomickému rozdeleniu az tak

nepodobalo:

1000

900

800

700

600

500

400

300

200

100

0 i | ]

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
M 12.riadok Pascalovho trojuholnika

O Experiment s koralikmi

Obr.:14 Porovnanie poc¢tov 12.riadku Pascalovho trojuholnika a koralikov
v prie¢inkoch. Experimentalne data maja tazsie chvosty ako skutocné binomické

rozdelenie.

Experimentalne rozdelenie gul6cok do priecinkov je v porovnani so
skutotnym binomickym rozdelenim s parametrom k = 12 akoby plochejsie,
viac gulocok padlo do priecinkov vzdialenejsich od stredu. Znamena to, ze

rozdelenie ma tzv. tazsie chvosty.

Spicatosﬁ (kurtosis), charakteristika normalneho rozdelenia alebo tiez
4.moment rozdelenia urcuje, ako velmi sa testované rozdelnie podoba na

normalne. Normované norméalne rozdelenie ma koeficient spicatosti nulovy,
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nase experimenalne rozdelenie ma zaporny koeficient sSpicatosti. Nase

rozdelenie je teda spicatejsie ako normalne.

5 Vyuzitie pomocky na vyucovani

KedzZe Galtonova doska velmi dobre demonstruje niekolko
pravdepodobnostnych rozdeleni a vztahov medzi nimi, okrem vedeckého ma
aj didaktické vyuzitie. V pedagogickej literature [4] sme sa stretli s pojmom
konstruktivizmus, oznacujucim teoreticky smer, v ktorom sa poznanie
vytvara ako dosledok aktivneho zapajania sa do procesu ucenia sa. Medzi
takuto aktivnu spoluticast na vlastnom poznani moézeme zaradit aj ucenie
spojené s nazornymi ukazkami preberanej problematiky, do ktorého
vyucovacie hodiny pravdepodobnosti a statistiky s Galtonovou doskou
nepochybne spadaj.

Americka studia [9] zaoberajica sa konstruktivistickym ucenim
uvadza vysledky, v ktorych ti talentovanejsi studenti bez problémov uéivo
pochopia akymkolvek prednasanym sposobom, avsak slabsim studentom do
vyznamnej miery niektoré vyucovacie metédy pomahaji viac a iné menej.
Medzi metody, ktorymi sa menej talentovani ziaci ucia rychlejsie, zaradili aj
vizualne pomocky na vyucovani [9].

Doévodov, precéo si myslime, ze praca s Galtonovou doskou poméze
studentom rychlejsie a viac do hibky pochopit celd skalu matematickych
fenoménov, je niekolko. Poprvé, vdaka nazornym ukazkam si studenti budu
preberané ucivo vediet lepsie predstavit. Podruhé, osobné skusenosti s
odbornou pomockou im pomézu prehibit’/upevniﬁ si vedomosti. Potretie,
pozitivne hodnotime aj fakt, ze si ziaci budi moéct namerat vlastné
experimentalne data k Statistickej analyze.

Niekolko aktivit, ktoré je pre lepsie pochopenie vysokoskolského
uciva mozné s Galtonovou doskou realizovat, sme uviedli aj v tejto praci.
Okrem nami vyskusanych experimentov mozu ziaci napr. overovat, aké

rozdiely budi v distribucii gulocok v priecinkoch pri ré6znych nakloneniach
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zariadenia, ¢1 uz vertikalnych alebo horizontalnych. Pokus moze byt
zakladom k problematike sikmosti ¢i Spicatosti normalneho rozdelenia.
Dalej mozu ziaci overovat, ako vplyva na konecné rozdelenie gul6cok ich
samostatné vpustanie (t.j. ze ich tam nehadzeme naraz, a teda zvysime
pravdepodobnost, ze pokusy st navzajom naozaj nezavislé). Pozoruhodné
vysledky moze priniest aj experiment s predmetmi velmi odlisnymi od

gulocok.
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Zaver

Bakalarska praca je konstrukcéného charakteru — po teoretickom tvode do
problematiky nasleduje prakticka, konstrukéna cast. Praca pokracuje
analyzou funkcionality skonstruovaného zariadenia a nametmi na vyucbu

pravdepodobnosti a statistiky na vysokych skolach.

Galtonova doska je nastrojom na simulaciu Bernoulliho, binomického
a normalneho rozdelenia v pravdepodobnosti. Vztah medzi binomickym
a normalnym rozdelenim je popisany centralnou limitnou vetou. V prvej
kapitole prace sme tieto pojmy vysvetlili, a dalsie ivahy sme stavali na ich

zaklade.

V druhej kapitole sme znalosti =z pravdepodobnostnych rozdeleni
aplikovali na Galtonovu dosku. Nasledne sme navrhli a zrealizovali
konstrukciu zariadenia. V tej sme diagnostikovali chybu — gulocky mali
pozdii hrani¢nej dosky tendenciu namiesto odrazov v dalsich trovniach
skizavat priamo dole, preto sme sa zariadenie rozhodli rozobrat. Na
hrani¢cnd dosku sme podla vysky kolikov v jednotlivych Grovniach pripevnili
spajdle, ktoré sposobili, ze gulocky sa v pripade odrazenia na hraniénu
dosku nezosmykli, ale pokracovali odrazmi dalej. To, Ze sa kvalita
zariadenia zlepsila, sme usudili nielen podla vizualneho dojmu, ale aj na

zaklade experimentov realizovanych pred a po umiestneni spajdli.

Po dokonceni verzie zariadenia, ktord sme sa rozhodli prehlasit za
finalnu, sme zrealizovali experimenty s réznymi velkostami, tvarmi
a hmotnostami ,,gul6cok”. Experimentalne data sme analyzovali metédami
matematickej Statistiky — odvodili sme vzorec na vypocet metddy
maximalnej vierohodnosti, momentovych metdéd a intervalov spolahlivosti.
Tieto nam sluzili na odhad parametra p, ktorého hodnotu 1/2 sme sa

konstrukciou snazili dosiahnut. Odhady parametra p pre rozne gulocky sme
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porovnali najskor vizualne, metédou maximalnej vierohodnosti a pomocou
prvého momentu. Najplynulejsia bola krivka vysledkov experimentu
s cicermi, vysledky najblizsie 1/2 sme vsak dosiahli experimentom
s koralikmi (p = 0.4879). Ani spominané cicery sa od zelanej 1/2 neodlisovali
viac ako o0 0.02 — dosiahli p = 0.5192, lieskovce sa od 1/2 odlisovali o 0.0530.
Dokazali sme si, ze metédou maximalnej vierohodnosti pre binomické
rozdelenie dosahujeme v pripade Galtonovej dosky rovnaké vysledky ako
pomocou metddy prvého momentu. Intervalmi spolahlivosti sme odhadli
90%, 95% aj 99.9% intervaly — jedine v intervale parametra p experimentu s
cicerom sa nachadzala 1/2, avsak aj to len pri a=0.01%. Kombinaciou metddy
prvého a druhého momentu sme ziskali zaporny parameter p. Odhad pri
vyssich momentoch byva obcéas nepresny, vysledok sme dalej neanalyzovali.
V zavere kapitoly sme porovnanim experimentu s cicerom so skutoénym

binomickym rozdelenim zistili, ze experimentalne data maju tazsie chvosty.

V poslednej kapitole sme vymenovali niekolko prac venujtcich sa
konstruktivistickej vyucbe, na zaklade ktorych sme chceli poukazat na
dolezitost Galtonovej dosky vo vysokoskolskom vyucovacom procese. Okrem
realizovanych experimentov sme citatelovi navrhli niekolko dalsich

statistickych aktivit s Galtonovou doskou.

Autorke praca pomohla prehibit’ si poznatky z pravdepodobnosti
a statistiky, ktoré si mala moznost overit v praxi. Na zaklade vlastnych
experimentalnych dat sa popri vedomostnom zaklade naucila aj pouzivat
niekolko statistickych metdd. Prinosom bola tiez vyzva vysvetlit citatelom

pochopené skutocnosti.

Praca je vdaka podrobnému vysvetleniu postupov a niekolkym nametom
na vyucovacie hodiny vhodna ako pre pedagogické potreby, tak aj pre
samostudium potencidlnych zaujemcov o matematicku statistiku. Galtonova
doska je aj ztychto pricin darovana Katedre aplikovanej matematiky
a statistiky, Fakulte matematiky, informatiky a statistiky Univerzity

Komenského, kde nepochybne najde svoje uplatnenie.
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