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Abstrakt v statnom jazyku

Oravcova, Zosia : Izoperimetrické nerovnosti a diskrétne analogie [Bakalarska pracal,
Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Ka-
tedra aplikovanej matematiky a Statistiky; vedtci: prof. RNDr. Daniel Sevcovie, CSe.,
Bratislava, 2012, 54 s.

V praci sa zaoberdme izoperimetrickym kvocientom roznych rovinnych uzavretych kri-
viek. Na tvod uvadzame niektoré zakladne poznatky matematickej analyzy. V prvej
Casti poc¢itame izoperimetricky kvocient pre hladké krivky pomocou eliptickych para-
metrickych integralov. Odvodzujeme si vzorce na vypocet elementarnej oblasti a dizky
pre nie hladké krivky, pomocou ktorych nasledne poc¢itame ich kvocient. Odvozujeme
si predpis na vypocet kvocientu pre hypocykloidu. Na zaciatku druhej casti dokazeme
izoperimetricki nerovnost. Nasleduje numerické pocitanie izoperimetrickych kvocien-

tov pre snehové krystaly (vlocky). Na vypocty pouzivame matematicky softwér Matlab.

Krlacové slova: Izoperimetricky kvocient, Eliptické integraly, Hypocykloida, Vlocky



Abstract

Oravcova, Zosia : Isoperimetric inequality and discrete analogies [Bachelor Thesis|,
Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,
Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: prof. RNDr. Daniel
éevéovié, CSc., Bratislava, 2012, 54 p.

In this work we deal with isoperimetric quotient of different plane closed curves. At in-
troduction, we summarize some fundamentals of mathematic analysis. In the first part
we compute isoperimetric quotient for smooth closed curves, using an eliptic paramet-
ric integrals. We deduce some formulas which help us to compute an area enclosed
by a closed, not smooth curve, and length of this curve. We also deduce formula for
computation isoperimetric quotient for hypocycloid . At the beginning of the second
part we prove an isoperimetric inequality. Than we calculate izoperimetric quotient for

snow crystals (snowflakes). To calculation we using mathematical software Matlab.

Key words: [soperimetric quotient, Eliptic parametric integrals, Hypocycloid, Snowt-

lakes
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Uvod

[zoperimetricky problém, resp. izoperimetricka tloha je znadma Iudstvu uz po tisicrocia.
Zo slova izoperimetricky (izo -rovnaky, perimeter -obvod) mozno vytusit, Ze ide o ilohu
maximalizacie obsahu pri zachovani obvodu. Prvé pociatky izoperimetrického problému
siahaju do antického Grécka, a sice k pribehu kralovnej Dido a jej problému s vytycenim
hranic. Podla povesti, Dido utiekla z mesta Tyros (dne$ny Siar) do Afriky, po tom, ¢o
jej brat z lakomosti zavrazdil manzela. Za poklady svojho muza, ktoré vzala so sebou,
mala moznost kupit od libyjského krala tolko zeme, kolko sa d& ohrani¢it byvolou
kozou. Dido dala rozrezat byvoliu kozu na ¢o najtensie prizky, aby mohla ohranicit ¢o
najvacsi kus zeme. KedZe sa nachadzala na pobrezi, rozhodla sa pre polkruh.

Keby sme sa vratili do staroveku a ¢ias obvodovej vymery, ktorou sa evidovali po-
zemky, rychlo by sme si asi v&imli, Ze nas obdlznikovy pozemok je rozlohou mensi nez
susedov Stvorcovy, hoci obvod a teda aj vymera je rovnaki. Prirodzene by sme teda
prisli k otézke: ,Spomedzi vSetkych utvarov s rovnakym obvodom, existuje nejaky,

ktory ma vacsi obsah, nez vSetky ostatné?

,Bees, then, know just this fact which is useful to them, that the hexagon is greater
than the square and the triangle and will hold more honey for the same expenditure
of material in constructing each. But we, claiming a greater share of wisdom than
the bees, will investigate a somewhat wider problem, namely that, of all equilateral
and equiangular plane figures having the same perimeter, that which has the greater
number of angles is always greater, and the greatest of them all is the circle having its
perimeter equal to them.

,Veely, vedia len tento fakt, ktory je uzitoény pre ne, ze hexagon je vacsi ako stvorec
(obsahovo) a vagsi ako trojuholnik a udrzi viac medu pri rovnakych nakladoch na kon-
Strukciu. Ale my tvrdime, Ze si vieme zobrat vacsi podiel z tejto midrosti ako vcely,
a sice, ze zo vSetkych pravidelnych mnohouholnikov majtcich rovnaky obvod, je vzdy

VAGST (mysliac obsahovo) ten, ktory ma vi&si pocet uhlov a najvicsi z nich je kruh. “ 1

Pappus of Alexandria (ca 300 A.D)

'Pozn. Vyssie uvedeny, volne parafrazovany text si vykladame nasledovne. Nakladmi na kongtruciu
méame na mysli material, ktory vcely mint na vytvorenie jednej zlozky plastu, CiZe jedného plasta

hranola so §tvoruholnikouvou, trojuholnikovou resp. Sestuholnikovou podstavou.



Mozeme teda povedat, Ze izoperimetricky problém, indikuje tlohu maximalizacie
obsahu plochy, ohranicenej krivkou, pri zachovani obvodu, alebo tiez minimalizéacie
obvodu pri zachovani obsahu, pri¢om uz intuitivne tusime, Ze rieSenim je kruznica.

Existuje vela zovSeobecneni izoperimetrickej nerovnosti do viacrozmerného pries-
toru, ako napriklad sféricka izoperimetricka nerovnost, ktora porovnava dlzku jedno-
duchej uzavretej krivky na povrchu gulovej plochy s obsahom, ktory na tejto zakrivene;
ploche ohranic¢uje. Taktiez existuje zovSeobecnenie nerovnosti na povrch v trojrozmer-
nom euklidovskom priestore, a sice spomedzi v8etkych jednoduchych uzavretych ploch
s danym obsahom povrchu, uzatvéira oblast maximélneho objemu prave gula. Analo-
gické tvrdenie plati pre Euklidovské priestory akejkolvek dimenzie. V naSej préci sa
vSak tymito zovSeobecneniami zaoberat nebudeme.

Predkladana bakalarska praca pozostéva z ivodu, 3 kapitol a zaveru. V prvej kapi-
tole si povieme o prechode izoperimetrického problému k izoperimetrickej nerovnosti.
Hlavne nas vsak bude zaujimat izoperimetricky kvocient, ktory prislicha jednotlivym
typom kriviek a ako sa meni spolu s krivkou. Budu nas zaujimat ako spojité, tak
i diskrétne analdgie, a teda nie hladké krivky a ich kvocienty. Ukazeme, Ze rieSenie
izoperimetrického problému pre nie hladké krivky je pravidelny mnohouholnik.

[zoperimetrickd nerovnost je pojem velmi Siroky, existuje vela zovSeobecneni do
viacrozmerného priestoru. V nasej praci sa vSak budeme zaoberat vyhradne izoperimet-
rickou nerovnostou v dvojrozmernom priestore, teda v rovine. Je to verzia nerovnosti
s ktorou sa stretavame v kazdodennom zivote.

Zamer prace je priblizit [udom bez matematického vzdelania jednoduchy matema-
ticky poznatok, ktory sa vokol nés vyskytuje a aplikuje neustile. Ako napriklad v
pripade véelich plastov, priroda sa skratka sama zariadi tak, aby to bolo pre nu ener-

geticky najvyhodnejsie.



1 Izoperimetricka nerovnost, izoperimetricky kvocient

V uvode sme uz uviedli, Ze izoperimetricky problém je uloha najst utvar, ktory pri
danom obvode maximalizuje svoj obsah. Rovnako sme spomenuli, Ze existuje riese-
nie tejto tlohy a tym rieSenim je kruznica, ako neskdr ukdzeme. Od izoperimetrického
problému k izoperimetrickej nerovnosti prejdeme jednoducho. Ak krivka maximalizu-

jica obsah, pri danom obvode je kruznica s dlzkou L, tak obsah maximéalnej oblasti je

2
A=mr?=n(£)?2 =%

p L?
Pre kazdu inti uzavretu krivku dlzky L plati A < . teda plati nerovnost 41 A < L?
iy

a analogicky aj nerovnost L? — 4wS > 0. Pre kruZnicu a fiou ohraniceny kruh plati
rovnost. Kedze je to jediné rieSenie, ako neskor ukazeme, plati rovnost vtedy a len
vtedy, ak ide o kruznicu. Teraz uz vieme, ze izoperimetricki nerovnost porovnava druhu
mocninu dlzky krivky s obsahom ohrani¢enym danou krivkou.

Izoperimetricky problém moZeme interpretovat tromi spéosobmi. Prva moznost : hla-
dame spomedzi vSetkych uzavretych jednoduchych kriviek s rovnakym obvodom t1,
ktora ohrani¢uje maximalny obsah. Druha mozZnost je pozriet sa na to opacne, teda
hladdme spomedzi vSetkych uzavretych kriviek s rovnakym obsahom taku, ktora ma
minimélny obvod. Nakoniec je tu moznost tretia, nahradit izoperimetricky problém

analytickou nerovnostou.
ArA < L?

Na zaklade doterajsich sktsenosti odvodime pojem izoperimetricky kvocient. Za-
¢neme tradi¢nou otazkou: ” Ktory spomedzi vSetkych tvarov jednoduchych uzavretych
kriviek, pri danom obvode déva najvicsi obsah?” Aby sme mohli porovnavat tvary
kriviek s roznymi obvodmi, obvod kazdej krivky naskalujeme na hodnotu 1, tak, ze
tymto obvodom predelime jej linedrny rozmer. Kedze obsah je priamo umerny Stvorcu
linedrnej dimenzie, obsah ohrani¢eny krivkou s upravenym obvodom je povodny obsah
predeleny druhou mocninou pévodného obvodu, asice 17 Teda, pomer obsahu a dru-
hej mocniny obvodu je obsah, ktory by mala dané krivka, ak by jej obvod bol 1. Ak
to spravime so vSetkymi krivkami, tak krivka, ktora bude mat tento pomer najvacsi
je odpovedou na nasu otazku. Kedze my uz ale odpoved tusime, maximalna hodnota

pomeru bude pre kruznicu, pre ktord plati:
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A 2 w2 1

L2 (27r)? T 4r%? 4r
- . 4 A e . . . .
Odkial dostéavame pomer : ) = Tz ktory tiez nazyvame izoperimetricky kvo-

cient.

Bude platit 42—;4 < 1, teda vsetky ostatné krivky ohranic¢ujt pri rovnakom obvode,
mensi obsah ako kruznica.
Izoperimetricky kvocient mozme tiez definovat ako pomer oblasti ohrani¢enej uzav-
retou jednoduchou krivkou a oblasti ohranic¢enej kruznicou. Pre kruznicu je tento pomer
1, pre utvar, ktory nema takmer Zziadny obsah je tento pomer takmer nula.

Takze ¢im je kvocient blizsie k jednotke, tym bliz§ie mé tvar krivky ku kruznici, tym
je utvar “plnsi” a zas naopak ¢im blizsie je kvocient k nule, tym je krivka “Clenitejsia”

resp. atvar, ktory sebou vykresluje je “chudsi”.

Pre ilustraciu vypoéitame izoperimetricky kvocient pre obdlznik, so stranami a,b (a, b €
R;a #b) jednym aj druhym sposobom.
Pre obvod a obsah daného obdlznika plati : L = 2(a +b) ; A = a.b

Prvy sposob : cez odvodeny pomer

AT A 4mab mab

=T T laror (a +b)2

Druhy sposob : cez pomer obsahov
Aby sme mohli porovnavat obsahy potrebujeme kruh s rovnakym obvodom ako je nas

obdlznik, teda musi platit : L = 2(a + b) = 27r
a+b

7 toho vyplyva r =

Takze pre obsah plati : S =7nr*=m =

) <a+b>2 (a + b)?

e m
) ab Tab
A teda pomer obsahov je : 3 = CETL = TR
T

11



2 Spojité krivky

Teraz uz vieme, Ze izoperimetricky kvocient nam hovori o tom, na kol'ko percent sa dany
utvar priblizuje k rieSeniu izoperimetrického problému. Do akej mieri maximalizuje svoj
obsah. V kapitole "Spojité krivky” sa pozrieme na niekol'ko znamych uzavretych kriviek
a analyticky spocitame ich izoperimetrické kvocienty. Z poznatkov matematickej ana-

lyzy viacerych premennych si pripomenieme niekol'ko definicii a tvrdeni, ktoré budeme

neskor pri vypoc¢toch pouzivat.

Definicia 2.1 (Definicia regularneho zobrazenia) Nech g: Q' C RN — Q c RM

91(y1,y27 .- -fl/N)
92(y17y27 .- -?JN)

gM(yh Ya, - - -Z/N)

je prosté zobrazenie , pricom g(2) = Q. Oznacme Jakobiho maticu

0 0 0
o) ) o G )
[2) [2) [2)
) = A () e (Y)
o) o) o)
W) G W) o G(y)

kde gz; (y), je parcidlna derivdcia funkcie g; podla y; v bode y.

Nech 1,(y) je determinant z horeuvedenej matice Jakobiho matice, t.j Jakobidn. Ak
I,(y) # 0 hovorime, Ze zobrazenie g je reguldrne. Poznamenajme, Ze v takom pripade

je n X n matica ¢'(y) invertovatelnd.

Veta 2.2 Nech f je Riemannouvsky integrovatelnd funkcia na oblasti 2 a nech g : Q' C
RY — Q C RY je C! difeomorfizmus (t.j g je requldrne). Ak x = g(y) € Q, tak

[ s@ie = [ fain s

kde 1,(y) je determinant Jakobiho matice zobrazenia g, t.j Jakobidn.

12



Z vlastnosti integralu vieme, ze [, 1dz = |Q], teda ak za f(z) dosadime jednotku
budeme pocitat obsah oblasti €2 .
Transformacie sturadnic vo veobecnosti velmi ulah¢uji vypocet niektorych zloZitejsich
integralov. V naSej praci budeme najviac vyuzivat najzndmesiu a najpouzivanejsiu
transforméciu do polarnych sturadnic.
Transforméacia pomocou polarnych sturadnic na oblasti
G:p>0,0<p<2m, jedand predpisom
x = pcos(yp) , y = psin(p)

Definicia 2.3 Nech x1,x5 : I — R su spojité funkcie, kde I C R je interval. Krivkou v

rovine R? nazijvame mnoZinu T = {x(t) = (z1(t), z2(t)),t € I }.

Definicia 2.4 Krivka I' = {z(t),t € I}, kde I = [a,b] , sa nazgva uzavretd, ak plati
z(a) = z(b) .

Definicia 2.5 Krivka T = {x(t),t € I} sa nazjva C* hladkd, ak x : I — R? je spojité

diferencovatelné zobrazenie.

Veta 2.6 Nech je dand krivka T = {xz(t),t € I} C R? a nech x; = z;(t) si C*

diferencovatelné funkcie také, Ze existuje integrdl

[wmumww<w

Potom krivka I' md konecni dizku |U| (t.j je rektifikovatelnd)

|ﬂ=[wmwwww<m

2.1 Elipsa

Teraz, ked uz méame v rukiach akési nastroje na pocitanie integralov zratame izoperi-

metricky kvocient pre elipsu. Zoberieme kanonickt rovnicu elipsy:

13



2 2
x—+y—f1 kde a,b € R

b2
Bez ujmy na vSeobecnosti mézme predpokladat, ze b-hlavné poloos, a-vedlajsia poloos,
teda plati a < b.

Na vypocet obsahu pouzijeme transformaciu do polarnych suradnic:

X = ar cos ¢

Y = arsin e,

Jakobian zobrazenia je J = abr; pre r € (0,1),¢ € (0, 3)

3 [t 3 ! 3
A= / / |J|drde = / / abrdrdy = 2ab/ dyp = 2ab~ = wab
o Jo o Jo 0 2

Pre vypocet dlzky elipsy L pouZijeme vzorec z vety 3.6. PouZijeme parametrizaciu:

x=uacosy ;y=>bsing pre p € (0,%)

L:4/ VI P+ JyPde = 4/ Va2 sin®  + b2 cos? pdyp
0 0

%
:4/ Vazsin? o + b2(1 — sin? p)de / /02 — ) sin? pde
0

= 4b / \/ 1— (25%)sin® pdp = 4b / 1 — k2sin® pdg
0 0

Vypoc¢tom sme sa dopracovali k parametrickému integralu,
kde k= 4/1— % < 1.

Poznl.Parametrickym integralom rozumieme :

= /Qf(:r,y)dfv

Definicia 2.7 FEliptické parametrické integrdaly :

/9" du Flk.o)
0 1 —k2sinfu 7

= rep = —
o V1—Fk2sin?u prev =5

14

1.druhu :




2.drubu : .
/ 1 — k2sin®udu = E(k
0

/ V1 —k2sin?udu = E(k) pre p = g
0

T

(k, @) sa nazgva neuplny elipticky parametricky integrdal 1.druhu
E(
F(

(

)
E(k) sa nazgva Eulerov parametricky integrdl .

k, ) sa nazyva neuplny elipticky parametricky integrdl 2.druhu

k) sa nazyva uplny elipticky parametricky integral 1.druhu

V nasom priklade o elipse, vysla dlzka krivky rovna nasobku Eulerovho eliptického
integralu v bode k, kde k zéavisi od pomeru hlavnej a vedlajSej poloosi. Tento integral
sa da pocitat len numericky, je tabulovany pre rézne hodnoty parametra k. My sa

pozrieme, ako bude vyzerat izoperimetricky kvocient v hrani¢nych pripadoch.

1.pripad : ” Chuda elipsa ”
Pozrieme sa na elipsu, pre ktoru plati, Ze pomer hlavnej a vedlajsej poloosi sa blizi k

nekonec¢nu. Teda, uvazujeme pripad :

Graficky s rastiicim pomerom, sa elipsa natahuje do vysky a zuzuje zo Sirky.

Pre koeficient k dostavame :

k=4/1-%2 k—1

Hodnota Eulerovho parametrického integralu sa vtedy blizi k E(1) :

Bl Bl 3 =
E(1) = / V1 —sin? pdp = / V/cos? pdy = / | cos |edp = [sing]g =1
0 0 0

7 prikladu o elipse vieme:

L= 45/2 V1= k2sin? pdp = 4bE(k) — 4bE(1) = 4b
0

15



A = Tmab

Teda pre izoperimetricky koeficient dostavame:

_ AmA 4Am%ab B 2a

@ L? 8b2 2b

b a
kedze — — o0 ; 7 —0; Q—0.

a
Ukazali sme, 7e pre elipsu, ktorej sa dlzka hlavnej poloosi blizi k nekonecnu a dlzka
vedlajSej poloosi ostava konStantna, sa izoperimetricky kvocient blizi ku Q = 0.
Krivka, mé limitne nulovy obsah pri nekone¢nom obvode. Teda v porovnani s kruznicou,

takato elipsa sa spréva presne opac¢ne ako kruznica, na dany obvod minimalizuje svoj
obsah.

2.pripad : ” Okruahla elipsa ”
V tomto pripade sa pozrieme na elipsu, ktorej pomer vedlajSej a hlavnej poloosi je
limitne blizko jednotke. Zoberieme teda dlzku vedlajsej poloosi a, priblizujicu sa zdola

k dlzke hlavnej poloosi b.

:L,Q y2
g—i_ﬁ:l a<b b=a

2 2 2
a<bia—sb = L<linol = k=y/1-5 50

Teda : E(k) — E(0) — g
L = 4bE(k) — 4bE(0) = 2br
A = mab

Teda pre izoperimetricky kvocient dostavame :

_4AmA Ar2ab _a

@ L2 4n22 b

b=a = @ —1,Q sazdola priblizuje k jednotke.

Na tomto priklade sme si ukazali, ako neskor dokazeme, Ze naozaj plati:
Ak sa krivka priblizuje ku kruznici, jej izoperimetricky kvocient sa priblizuje k jed-
notke.

Ukéazali sme to aproximéciou elipsy ku kruznici, kde nam vyglo, 7e ak pre vedlajsiu

16



poloos plati, Ze sa priblizuje svojou dlzkou k hlavnej, tak z analytického vypoctu nam
vyjde, ze ak budeme priblizovat do nekone¢na, izoperimetricky kvocient bude v neko-
necne rovny 1, teda krivka maximalizuje svoj obsah. Tymto sme akoby urobili skisku

spravnosti k doteraj$im poznatkom o izoperimetrickom kvociente.

2.2 Hypocykloida

Dalsia krivka, ktorou sa budeme zaoberat je hypocykloida.

Krivka hypocykloidy vznikne ako draha bodu kruznice s polomerom r, ktora sa kotula
zvnutra po pevnej kruznici s polomerom R.

Parametrické vyjadrenie hypocykloidy:

= (R—r)cosp+rcos Ly

(R—7)sing —rsin =Ly

T
Y

¥ ¥
AL
"\
R=3 r=1 R=4 r=1

Obr.1: Hypocykloidy

Na Obr. 1, moézeme vidiet jednotlivé hypocykloidy pre rozne hodnoty polomeru R, pri
fixnom polomere r» = 1. Polomer r fixujeme, aby sme dostali nepresekajicu sa krivku,

pretoZze mame v timysle pocitat iba s takymi.

2.2.1 Asteroida

Asteroida je krivka z triedy hypocykloid a na Obr.1 ju spoznéavame ako druhu v
poradi. Jej parametrické vyjadrenie je :

T = 3Cos Y + cos 3¢

Yy = 3siny —sin 3¢
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2 2
3 3

My ju v8ak pozname skor z kartezidnskeho tvaru : T3 + ys =a

kde a je vzdialenost prise¢nika krivky s osou x resp. y (kedze krivka je symetrickd) od

pociatku.

Najprv si vypocitame obsah tejto krivky. Vo vypocte pouzijeme jej kartezianske vy-
jadrenie. Obsah asteroidy vypocitame klasicky cez dvojny integral.

z € (0,a)

y € (0, (a% —2)2)

Pocitame }L obsahu :

a (a%fx%)% a
/ / dxdy = / (a% — x%)%dx =
0 0 0

= 3a/ (a3 — a3 sin®t)? sin® ¢ cos tdt
0

r=asin’t

dx = 3asin®t costdt

INE]

3
= 3a® / (cos?t)? cos tsin® tdt
0

3
= 3a? / (cos*t — cos®t)dt
0

1+ cos 2t
2

vyuZijeme poznatok : cos®t — (

11 4t :
(——l——COSQt—COS )dt— / %00532tdt=]1—[2
0

[NE]

:3a2/
0

16 8 16
. . . . e L . . sin 2t
Prvy z rozdielu integralov I, je trividlny na vypocet, cos2t sa zintegruje na a
: : ) ] ) ) 3a’m
cos 4t analogicky, teda po zintegrovani a dosadeni hranic dostavame: I, =a 5

Druhy z rozdielu integralov I, sa tiez spocita jednoducho a sice cez substiticiu sin 2¢

= a. Po zintegrovani a dosadeni hranic dostavame, ze I = 0 .
3a’m
8
Pre vypocet dlzky asteroidy si transformujeme sturadnice x a y nasledovne :

Teda pre obsah asteroidy dostavame: A =

r=acos®p;y=asin®p
x' = —3acos® psiny ; y = —3asin’® pcos

Podla vety (3.6) vieme, 7e dlzku krivky mozme pocitat :

g
L= /\/ |2} |2 + |xh|2dt = 4/ V/9a2 cos* g sin? ¢ + 9a2 sin® p cos? pdyp
I 0
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jus jus 1
2 2
= 12@/ V/cos? psin? pdp = 12a/ | cos psinp|dp = 12@/ zdx
0 0 0

1

2
~ 12a [‘”—] — 6a
aJo
Pouzili sme substituciu cos p = x ; sin pdp = —dx

™
| cos psin | = cos . sin ¢ ; pretoze obe funkcie s na intervale (O, 5) kladné.

Teda pre izoperimetricky kvocient dostavame:

ATtA 72
= =— =04112< 1
Y <

Q

Mohli by sme teda povedat, ze asteroida sa k rieSeniu izoperimetrického problému pri-

blizuje na 41 %. Cfm mame na mysli, Ze obsah ohrani¢eny danym obvodom by mohol

. . 9a? .. . 3d’m
byt az —, zatial ¢o je
s

2.2.2 Hypocykloida(pre r = 1)

Teraz si vypocitame izoperimetricky kvocient pre I'ubovolnu hypocykloidu, ktorej
polomer r = 1.

V podstate ukdzeme, ako sa d& vSeobecne vypocitat obsah a obvod hypocykloidy
s polomerom r = 1. Na to si vSak budeme musiet pripomenut definicie a tvrdenia z

matematickej analyzy.

Definicia 2.8 (Definicia krivkového integralu 2.druhu) Nech je dand hladkd re-
ktifikovatelnd krivka T = {z(t),t € I = [a,b]}. Nech F : M C R? — R 2 je spojitd
vektorovd funkcia. Potom hodnota Riemannovho integrdlu

fab[Fl (z1(t), 22(t)). 2 (t)+ Fa (w1 (L), 22(t)) .24 (t)]dt nezdvisi na parametrizdcii x : I — R?
krivky T orientovanej v smere z bodu A = z(a) do bodu B = x(b) a vyjadruje hodnotu

tzv. krivkového integrdalu 2.druhu
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f[} Fi(an, 20)day + Fy(ay, 12)das — / Py (21 (), 2a(8), (£) + Fal (), a(8)) ()]t

vektorovej funkcie F' = (Fy, Fy) po orientovanej krivke T'.

Veta 2.9 Vztah medzi krivkovym integralom 2.druhu a dvojnym integrdlom.
oF, OF
jl{Fld:rl + Fyday = // (—2 - —1) dzidzy (1)
r o \0xr; 0Oz

Majme uzavretd krivku ohranic¢ujticu oblast {2 hranicou I'. Zoberme za vektorovi fun-

1 1
kciu F' = (——xg, 59:1) podla vztahu (1) dostavame :

2
1
= f T1dTe — xodx, = // ldzidzs = A
2 Jp Q

Pozn.2

Dostavame novy vzorec na vypocet obsahu oblasti ohrani¢enej krivkou :

1

A== f .Z'ldxg — .CCQd[Bl
2 Jr

Podme teda vypocitat obsah oblasti A, ohrani¢enej krivkou hypocykloidy.
Zvolime substiticiu :

i (R—T)COSQO%—TCOS%@

y = (R—r)sing —rsin £y

Derivéacie suradnic x a y podla parametra ¢ :

dr = —(R —r)sinp — (R — r)(sin £=L¢p)

dy = (R —1)cos — (R —r)(cos =)

r

Teda pre obsah dostéavame :
1 2
A= - / xdy — ydx
2 Jo

Vyjadrime si rozdiel :
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ﬂgp)((R —r)cosp — (R —r)(cos HSO))

+ (R—r) sm<p—7“st LO)((R—r)sing + (R — )(st 2=L0))

xdy —ydx = ((R —r) cos ¢ + rcos

Z druhej a stvrtej zatvorky mozno vynat (R — r), teda tak spravime a (R — r) pdjde
von pred integrél, kedze je to rozdiel skalarov. Nasledne po roznésobeni zatvoriek do-

stavame:

ody — ydr = (R —r1)cos? ¢ - (R — 1) cos B="
—r(cos Bz )2
+ (R—7)sin®¢ + (R — 1) si
—r(sin Bz p)?
— (B~ (R
+ 7r(cos &

)_

Zo suctovych vzorcov vieme :
cos(x +y) = cosx cosy — sinx siny
Teda :

cos =L cos p — sin B2 sin ¢ = cos(ELp + @) = cos By

Naspét k nasmu rozdielu :
zdy — ydz = (R—71) — (R —r)(cos £p) + r(cos Ep) —r
= (R—7)(1 —cos ) + r(cos Ep — 1)
= (R —2r)(1 — cos Zy)
Naspéat k naSmu integralu:
1 2 1 2
A= 5/0 rdy — ydz = §(R — 7")/0 (R —2r)(1 — cos Zp)dyp

= %(R —r)(R— 27“)/0 ' (1 — cos Ep)dp = %(R —r)(R—2r)2r

Poslednt tipravu sme spravili nasledovne. Po rozdeleni integralu dostavame dva, prvy
2

integral je f 1dyp = 27.
0
2
Druhy integral, [ cos %gp dy sa po substitucif : % =t ; Rdp = dt, prevedie na integral
0

2R 2
[ cost dt, a teda dostavame integral R [ cost dt.
0 0
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2m
Vieme, ze [ cost dt = 0, teda tento integral celkom vypadne.
0

Teda pre obsah hypocykloidy, pre ktora plati » = 1, dostavame:

A= %(R —1)(R—-2)2r

Pod'me teraz spoéitat dizku L takejto krivky. Podl'a vzorca z vety 3.7 vieme:

27
ViR
Vyjadrime si stucet:
2+ |y]* = (R —r)?sin® ¢ + (R — r)?(sin(£Lp))?
+ (R—7)?cos® o+ (R — r)?(cos(£Lp))?
= (R—7)?+ (R—7)*+2(R — r)*(sin(E=Lgp) — cos(£Ly))
=2(R—71)>+2(R —7)*(—cos IT—%(,O)
= 2(R —1)*(1 — cos %gp)

Naspét k integralu:

27 2
= 2(R—1r)2(1 —cos & ngZ\/ER—T/ 1 — cos Epdp
| e R= R e B = VaR=1) [\ 1= ey
27 27
:\/E(R—T)/ ,/QSinzggong:Q(R—r)/ |sin £p|dep
0 0

2 Rm
=2(R — 1)}—%/ sint|dt = 2(R / sint|dt = 8(R —1)
0

2a

l—cosa :
5 5. Pri pre-

Od prvého riadku k druhému sme presli na zaklade poznatku sin
chode z druhého riadku do tretieho sme spravili hned dve upravy.
Prva tprava spocivala v dosadeni r = 1.

Ry

Druhé tprava spocivala v substiticif sin ¢ = ¢ ; %d(p = dt. Poslednu upravu sme

spravili zo znalosti [ [sint|dt = 2.
0

Teraz, ked sa nam podarilo vyjadrit si vzorce na dlzku hypocykloidy a obsah oblasti,
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ktort ohrani¢uje, vieme vypocitat izoperimetricky kvocient, pre Tubovolnu krivku hy-
pocykloidy, pre ktora plati » = 1.

Ako prvé si odskusame spravnost nasSich vzorcov na asteroide, ktoru sme uz raz spo-
¢itali.

7 naSich vypoctov o asteroide:

. 3a’m

8
L =6a

kde a je vzdialenost priese¢nika krivky asteroidy s osou x od pociatku.

Pre néjdenie tohto priesec¢nika dosadime ¢ = 0 , r = 1 do parametrického vyjadrenia
z = (R—r)cosyp+rcos Lo,
Dostavame rovnost a = R.

Teda pre asteroidu:

R=14 , ,
3am  3.4%.w
A pummy pu— g 6
8 8 "
L=6a=24
7 novych vzorcov:

A= %(R —1)(R —2)21 = %(4 —1)(4—2)27 = 67

L=8R-1)=83=24

Nase vzorce presli skuskou spravnosti. Mozme ich aplikovat na ostatné hypocykloidy.
A ukazat ako sa meni izoperimetricky kvocient ak sa R zvySuje. Z Obr.1, o¢akavame,
ze so zvySujucim R sa bude kvocient zvySovat, nakolko sa nam zda, ze sa utvar vtedy
priblizuje ku kruznici.

Izoperimetricky kvocient :

A dr(R=D(R-227 a5 o)

L2 (8(R —1))2 - 16(R—1)
Hypocykloida(R=3;r=1)
(3 —-2) 7
= —<=—=0.3084
@ 16(3—1) 32
Hypocykloida(R=4;r=1)
(4 —-2) 7
= —F=—=04112
@ 16(4—1) 24 0

Hypocykloida(R=5;r=1)

(5 —2) 3rx?
- = 20 >~(.4626
@ 16(5—1) 64
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Hypocykloida(R=6;r=1)
(6 —2)
IO T 4935
Qe 16(6 —1) 20
Hypocykloida(R=7;r=1)
(7 —2) 5r?

@ 16(7—1) 96
Hypocykloida(R=100;r=1)
72(100 — 2)
= —= 20.6160
(oo 16(100 — 1)
Hypocykloida(R=2000;r=1)
72(2000 — 2)
= —=20.6165
(2000 16(2000 — 1)

Ako sme si mohli vSimnuat konvergencia sa spomaluje. Pre limitu tohto izoperimetric-
kého kvocientu plati:
m3(R—2) n?
li n= lim ————= = — = (.6168
Am Qn =l TE R T T 16
2

T
Teda izoperimetricky kvocient s rasticim R konverguje k 6
Mozeme povedat, ze hypocykloida s R rasticim do nekonecna, bude maximalizovat

svoj obsah takmer na 61.6 percenta.

2.3 Cassiniho oval

V poslednej ¢asti kapitoly Spojité krivky, sa pozrieme na Cassiniho oval. Tato krivka
nesie nazov po francizskom astronomovi Giovannim Domenicu Casisinim, objavitelovi
Styroch Saturnovych prstencov. V roku 1680 popisal oval ako domnela drdhu pohybu
Zeme okolo Slnka, pricom Slnko sa nachédza v jednom ohnisku.

Nech F', G st dva body v rovine a k je konstanta. Potom Cassiniho oval s ohniskami F'
a GG je definovany ako mnozina takych bodov X, pre ktoré plati, Ze sicin vzdialenosti

bodu X od ohniska G, a bodu X od ohniska F'; je rovny $tvorcu konstanty.
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Obr.2: Cassiniho oval pre k = 0.6e, 0.8e, e, 1.2e, 1.4e, 1.6e

F, G ohniska ; k = konst.

Cassiniho oval je mnozina bodov, vyhovujtcich rovnici:

|Fz|.|Gz| = k?

vzdialenost ohnisk : |F'G| = 2e ; vzdialenost ohniska od pod¢iatku je e .
Rovnica Cassiniho ovalu v kartezianskych sturadniciach je nasledovna :
(22 + %) + 2e*(y* — 2%) + e* = k*, kde [z,y] su stradnice bodu X.
Po prepisani do polarnych staradnic s poc¢iatkom [0, 0] dostavame:

r2 —2e?r2cos20 = k* — et

2.3.1 Lemniskata

Obr.3 : Lemniskata
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Teraz sa pozrieme na $pecidlnu krivku Cassiniho ovalu, lemniskatu. Pre lemniskatu
plati e = k a teda jej rovnica vyzeré :
Karteziansky : (22 + y?)? = 2e*(2? — y?)

Polarne : r* = 2¢e%r2 cos 26

KedZe sa budeme zaoberat krivkami Cassiniho ovélu, pre porovnanie vysledkov by
sme chceli pracovat s parametrom definujicim dana krivku, ktory je pri kazdej krivke
iny. Ked sa pozrieme na grafické vyjadrenie analytického predpisu krivky v obr.2, v§im-
neme si, ze vzdialenost ohnisk sa nemeni, a teda e sa ako najvhodnejsi porovnavaci znak
nejavi.

Co sa ale meni, je priese¢nik krivky s x-ovou osou.

Podme si teraz vSeobecne vyjadrit tento priesecnik :

Rovnica Cassiniho ovalu:

(22 +y?)? +2e%(y? — 22) + et = K

Nech y =0

at =222+ et — k=0
2e? £ \/4e? — 4(et — k)
2

—e2+ k2

T12 —
T = £ve2 £ k2

Pre lemniskatu dostavame :

k=e teda z—= O;j:\/ﬁe

Nas hladany parameter, vzdialenost priese¢nika od pociatku, je a = v/2e, teda si pre-
piSeme rovnicu lemniskaty, e nahradime a ¢ize dostavame :

(2% +9%)* = a*(2* = y?)

a z toho parametrické vyjadrenie :

r? = 2e? cos 2p = a? cos 2p; kde r= f()

Pozn.3
Uvedieme si vzorce na vypocet obsahu elementarnej oblasti a dlzky krivky, pre uzavreté

krivky dané parametricky.
Obsah

1 [P
P=3 [ rens

26



Di7ka :

/\/f2 p)Pde ,  kdey € (a, )

Pomocou danych vzorcov a nasho predpisu teraz vypocitame obsah lemniskaty.

F3(¢) = a?cos2p  kde g € (0, 7).

: 1, (3 1, [sin20]% 1
/ f2 )y = / a®cos2pdy = —a / cos 2pdyp = Za? stnap )t a2
2 0 2 2 ], 4

Teda pre obsah P :
1
P = 41@2 = CL2
Ak chceme poéitat dlzku lemniskaty, podl'a vzorca z Pozn.3, potrebujeme zistit f'(¢p) .
f2(p) = r*(p) = a®cos2¢

r?(p) = a’*cos2p / zderivujeme obe strany podla ¢

teda pre ZP dostavame :

2r(p)r (gp) = —2a®sin 2¢p

,  —a’sin 2g0

r = —
r

A teda plati :

4.2 12
\/7“27\/@2005290—1—@ sin 2@\/@ cos” 2p + a” sin 2g0:a_

r2 72 r

\/a2 cos 2g0 V 0082

Poéitajme dlzku L :

2 '(p))2dp =4 ———=—d 4 d
/\/f T () de / \/CO82 v a/ V/cos? @ —smgpgp
to [ ————q
B a/o V1 —2sin? ¢ 4

V tomto tvare na zaklade Pozn.2 spoznavame Elipticky parametricky integral 1.druhu,
a teda pre dlzku lemniskaty plati :
L = 4aF (2, %)

A teda pre izoperimetricky kvocient lemniskaty dostavame :
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ArA Arra?
Q=" ma — T 04504

- 16a2F(\/§,%) 4F(\/§E)

Mozeme teda povedat, ze lemniskata maximalizuje svoj obsah priblizne na 46 percent.

2.3.2 7Piskéta”

Obr.4 : Piskota pre k = 1.2e, 1.4e

V tejto ¢asti podkapitoly Cassiniho ovalu, sa pozrieme na krivku, ktora svojim tvarom
pripomina piskotu. Téato krivka vznikne ak, parameter £ méa hodnotu pribliZzne z inter-
valu [e, 1.5¢].

My sa pozrieme na Cassiniho oval pre k = 1.2e.

Jeho rovnica v kartezidnskom tvare :

(22 +9?)? +2e* (P —2?) + et — (1.2)' =0

Odvodime si tvar v polarnych stradniciach :

T =TCcosp

y =rsinp

Po dosadeni do kartezianskeho tvaru :

rt —r22e? cos p — 1.0736¢e* = 0

2e? cos p + /e cos? ¢ + 4¢41.0736
r2, = L8P Ve ;OS pte = ¢2(cos 2 % /cos? 2 + 1.0736)

r>0 — r?=e*(cos2p+ \/cos? 2¢ + 1.0736) , kde ¢ € [0, 3]

Podme teda spocitat obsah P:
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1 2
r2pdy = 3 / e?(cos 2 + /cos? 2¢ + 1.0736)dyp
0

e? [z
= 5/ cos 2p + /1 — sin® 2 + 1.0736)dep
0

e [ e [3
=3 / cos 2pdp + 5/ V/2.0736 — sin? 2pdp = I; — I
0 0

e
Prvy integral I; = 5 5 = 0 ; a teda zo suctu vypadne a my pokracujeme vo

vypoctoch bez neho.

2 [sin 290} 2

0

20 =u
2dp = du

2 s .9 1
— /20736 e—/ J1o S gy P = V2073662 E(———, 7
4 Jo V1 20736 (\/2.0736 )

Ako sme uz spominali pri lemniskate, budeme sa snazit izoperimetricky pomer vy-

2 r 2
I = % / V/2.0736 — sin? 2pdy = = % / V/2.0736 — sin” udu
0 0

jadrit cez a, kde a je vzdialenost piese¢nika krivky s z-ovou osou od pociatku. Teda si
obsah, dodato¢ne vyjadrime cez a. VSeobecne sme vypocitali, v casti lemniskata, ze
a=+e2 £ k2

a=+e2+12%2

a>0takiea:\/624—W:2.446—>e:%j14

Pre obsah teda plati:

a? 1
P =+/2.0736 FE , T
2.442 (\/2.0736 )

Prave sme vypocitali obsah oblasti ohranic¢enej cassiniho ovalom pre hodnotu para-

metra k = 1.2e. KedZe by neskor bude zaujimat ako sa meni izoperimetricky kvocient
pre rozne krivky cassiniho ovélu, pozrieme sa teraz na vypocet obsahu oblasti ohrani-
Cenej cassiniho ovalom pre krivku, pre ktoru plati, ze k = p.e , kde p € (1, 1.6)
Vypocet bude analogicky, ¢ize :

Rovnica v kartezidnskom tvare :

(2% +9?)? + 263 (y* — 2°) + ¢! — (p.e)' =0

T =TCcosp

Yy =rsinp

Tvar v polarnych suradniciach:
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rt —r?2ecosp — (p* —1)et =0
r? = e*(cos2¢ + \/cos? 2¢ + (p* — 1)) , kde ¢ € [0, 2]

Teda pre obsah dostavame :

1 1[5 1 (2
=3 [ rete=d [ ezo s Jermp TG

:_/ V!t — sin? 2pdp = p? —/ (11— sin” SOd
P = p2€2E( ):p2 o’ E( ,7'(')
p? pP+1\p?

Teraz by sme radi spocitali dizku L cassiniho ovalu. Najprv sa poktasame ju spoci-

tat vzorcom z Pozn.3, na vypodcet dlzky krivky danej parametricky, analogicky ako v
pripade lemniskaty, no dostavame sa k velmi neprijemnému vyrazu s ktorym dalej

nevieme pohnit:

) ne_ 4 cos® 2 + (8b + 4) cos? 2¢ + 4b* + 8 cos® 2@\/c0322g0+
r 4 () =
4(cos? 2¢p + b)(cos 2¢ + y/cos? 2¢ + b

8b cos 2¢+/cos? 2¢ + b + 4b + 4 sin 2¢ sin 4¢+ /cos? 2@—}— + sin? 4¢
4(cos? 2¢p + b)(cos 2¢ + y/cos? 2p + b

kde b = 1.0736.

Druhy sposob ako spoéitat dlzku L je cez vzorec z vety 3.7, pomocou ktorého sme spo-

¢itali dlzku krivky hypocykloidy a elipsy, nedostavame sa viak ku krajsiemu vyrazu:

2Pl e <4 sin? 2¢ cos? 2 + (16 + 4b) sin® 2 + 16 sin? 2+ /cos? 2 + b)

(cos? 2¢ + b)(cos 2¢ + +/cos? 2¢ + b)

2 cos? 2 + 3b cos® 2¢ + cos® 2+ /cos? 2 + b+ bcos 2ap\/cos2 2p + b+ b?
(cos? 2 + b)(cos2p + /cos?2¢p + b

Akokol'vek skuSame pouzit suctové vzorce a zname vztahy medzi sinz a cosx nedari
sa nam ani jeden z vyrazov upravit, tak aby sme z jeho odmocniny vedeli vypocitat

integral.
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Piskéta numericky

KedZe sa nam nepodarilo spoéitat piskotu analyticky, spoc¢itame si ju v matlabe nume-
ricky. Vpodstate by sa nam nepodarilo piskotu spocitat exaktne, aj keby sme ju ratali
cez integraly, nakol’ko by nam opét vysiel len elipticky parametricky integral, ktorého
hodnoty su tabulované. Teda pocitané numericky.

Postup pocitania v Matlabe, spoc¢iva v oznaceni dostatocného poc¢tu bodov v obrazku
krivky, ktory je presne vygenerovany matlabovskou funkciou a upraveny do spravnych
rozmerov, tak aby z-ova a y-ova os mali rovnaki mierku. Nésledne sa pomocou danych
hodnét spocita obsah a obvod ttvaru, a z toho izoperimetricky kvocient. Viac o tomto
postupe si povieme v podkapitole ”Vlocky”, kvoli ktorej bol cely postup povodne za-

vedeny. Teraz si spoc¢itame izoperimetricky kvocient pre dve piskoty.

Piskéta pre k = 1.2e

Podl'a neskér spomenutych funkcii obvodu a obsahu, sme obvod a obsah zratali nasle-

dovne:

L = 840.8181

A = 44470

A teda izoperimetricky kvocient je:
4T A

Q= 72 = 0.7904

Piskéta pre k = 1.5e

L =1089.2

A = 86352

[zoperimetricky kvocient je:
4T A

Q= 72 = 0.9146

Teda tak ako by sme ocakavali s rastiicim k rastie izoperimetricky pomer () a piskota

sa svojim tvarom priblizuje ku kruZnici.
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3 Diskrétne Analbgie

V tejto kapitole sa zameriame na n-uholniky. Odvodime si vzorce na vypocet ich ob-
vodu a obsahu, cez ktoré budeme pocitat izoperimetrické kvocienty. UkéZeme izoperi-
metrickt nerovnost pre nie hladké krivky, a tiez, ze optimalny utvar maximalizujici
obsah n-uholnika je prave pravidelny n-uholnik, ktory pre n — oo konverguje ku kruz-
nici. Nakoniec sa pozrieme na izoperimetrické kvocienty snehovych vloc¢iek, ktorym

prislicha k velkému obvodu maly obsah.

Majme n-uholnik s bodmi z; = (2;1, 2;2)7 € R? |, teda n-uholnik je dany mnoZinou do-
bov X = (x1,,...2,) € R*™ pricom plati : x,,; = z;, aby bola splnena podmienka
uzavretosti krivky.

Vieme, 7e vzdialenost dvoch bodov je norma ich rozdielu, a teda pre dizku n-uholnika

dostavame jednoduchy vzorec :
n—1
L(z) =) ||lwier — o
i=1

7 Pozn.2 navizujicej na vetu 3.9 z podkapitoly o hypocykloide vieme, Ze obsah

oblasti ohranic¢enej krivkou, mozeme pocitat:

1

A=— % .Tldflfg — ZEQdIl
2Jr

Teda pre obsah elementarnej oblasti A plati :

1 1 [ |z dx 1270 2y @ypgq —

2 2Jr|zy da 24 w2 in1g — w2

1 n—1 1 n-1 . b
=3 izldet(xi,xiﬂ —x;) = 3 Zzldet(xi,xiﬂ), kde det(a,b) = a; b:

Pozn.4
Od integralu k sume sme presli, pretoZe prechadzame do nespojitého priestoru (vieme,

ze integral je vlastne spojita suma) a posledny krok sme urobili apravou determinantu.
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Teraz si spocitame izoperimetricky kvocient pre pravidelny n-uholnik, ktory neskor

pouzijeme v dokaze izoperimetrickej nerovnosti.

+— T in

+— Znin
alz
a
Obr.5 : n-uholnik
a
7 obrazku ¢.5 pocitame: tan (E> -4 — v = Lﬂ
n 2v tan (—)
n
Teda pre jednu "n-tinu” obsahu dostavame :
a a® ) na?
S =_-v=——7— —— obsah n-uholnfka A = ————; obvod L = na
2 4 tan <—> 4 tan <—>
n n
4T A 7r

[zoperimetricky kvocient pre pravidelny n-uholntk : Q = ——— = =
L ntan (—)
n

3.1 Dokaz izoperimetrickej nerovnosti

Dokaz izoperimetrickej nerovnosti spravime v dvoch krokoch. V prvom kroku budeme
hladat n-uholnik, ktory ma pri danom obsahu minimalny obvod a ukaZeme, Ze je to
pravidelny n-uholnik.

V druhom kroku ukazeme, ze vSetky ostatné n-uholniky maji mensi izoperimetricky
kvocient, a ze pre kvocient pravidelného n-uholnika plati, Ze je mensi ako jedna. Na-

koniec ukdzeme, Zze pre n — oo je izoperimetricky kvocient 1, inak je vzdy mensi, ¢im
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dokéazeme izoperimetrickti nerovnost. Najprv si v8ak pripomenieme pojmy z matema-

tickej analyzy.

Definicia 3.1 (Definicia viazaného extrému) Nech f : D(f) CRY - R, anech g :
D(g) € D(f) CRY — R je vizba. Pod viazangm lokdlnym mazimom (resp.minimom,)
rozumieme bod T € M = {x, g(x) = 0} pre ktory plati : f(x) < f(T) (resp.f(x) > f(T))
pre Ve € ON M, kde O je nejaké okolie bodu .

Definicia 3.2 (Definicia Lagrangeovej funkcie) Nech f : D(f) C RY — R, a
nech g : D(g) C D(f) C RN — R je vizba. Pod Lagrangeovou funkciou definovanou na
(D(g),R) rozumieme :

L@, ) = f(x) = Ag(x)
Tvrdenie Pre uzavreta krivku plati:

4T A
— <1
L> -
kde A je obsah oblasti ohrani¢enej danou krivkou a L je dizka tejto krivky.

Dokaz

Vieme :

kedZe A aj L? su kladné ¢isla.
Teda si moézme vybrat, ktord nerovnost chceme dokazovat. My si vyberieme druht

nerovnost tzv. anizoperimetricki nerovnost.
2

Teda chceme dokézat L— >1.
47 A

1.¢ast

Hladajme n-uholnik, ktory ma pri danom obsahu minimalny obvod .

Uloha : min L(X) ; A(X) = const.

Dostévame tlohu na viazany extrém, kde minimalizujeme funkciu L(x) pri danej véazbe

A(x).
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Zostrojime si Lagrangeovu funkciu :L(X, \) = L(X) — MA(X)
kde X je vektor bodov n-uholnika:
X = (z1,79,...7,) € R?" ; kde x; = (241, 732)" € R?

Pre hladanie extrému polozime derivaciu Lagrangeovej funkcie rovnu nule.
L'(X,\N)=L(X)-MA(X)=0

Podme derivovat dlzku L(X) podla x;. Pozrieme sa, kde v L(X) sa vyskytuje z;.
LX) = i en —

V celej sume sa x; vyskytuje len vo vyrazoch ||z; —z;_1]| a ||zj41 — x;]||. Teda derivacia
bude spocivat len v zderivovani stctu tychto vyrazov.

Pracujeme s euklidovskou normou, teda :

;= il + Nl — 2] = V(@0 — 2j-11)? + (@52 — 2j-12)?

+ V(@11 — 21)% + (Tj412 — 252)?

Derivujme:
OL(X) _ xjn—mj 1. 4 Tal T T
Ozjn Nz =zl @ — ]
E)L(X) _ Tjo — Tj-1.2 i Tjo — Tjt1,2
;o o —zjall  [lzje — ]
I = ( R R e S B ) :_( L1 =% L5~ % )
. 2 — zjall 241 — 4] 2540 — 25l lzg — @5
Podme derivovat obsah A(X) podla x;. Pozrieme sa, kde v A(X) sa vyskytuje x;.
1 _
A(X) = 5 Z?:ll det(mi, xi—i—l — I’Z)

V celej sume sa x; vyskytuje len v dvoch vyrazoch.

Vo vyraze det(z;_1,z; — x;_1) a det(z;, xj41 — ;)

Teda derivacia bude spocivat len v zderivovani suc¢tu tychto vyrazov. Najpr si ich ale
upravme:

Tj-11 Tj1 — Tj-1.1
.7 ’ ]7 .] )
det (Ll’jfl, I‘j — .’L'jfl) ==

Tj-12 Tjo2—Tj-22
=2 1(T2 — Tj12) + w5 12(T50 — 2510)

= Tj-1,1%5,2 — Tj-1,2T4,1
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J» Jj+1,1 Ji1
det(z;, zjp1 — 2;) =

Tj2 LTj+1,2 — Lj2
= 21(Tj412 — j2) + T2 (@410 — 1)
=Tj1%Tj41,2 — Tj2T5+41,1

Teda sucet:

det(xj_l, I‘j - xj—l) + det(:vj, Jlj+1 — l’j) = x]’_le]”Q — l’j_LQZL’jJ

+ Tj1T5012 — TjoTj11

Derivujme:
0A(X 1
836('1) = 5(—1'];1,2 + Tjt1,2)
7,
0A(X
3;2) = 5(933'—1,1 — Tjt1,1)
]?

1 [—=x i—1,2 +x i+1,2 1 Tjr12 — Tj-1.2 1
O (g EH (et BB D]

Tj-11 — Tjy1 (Tjr11 — Tjo11)

Poslednti ipravu sme spravili na zéklade poznatku : (a,b)* = (=b, a)
L'(X,)\) =0, teda pre Vy € R? plati L'(X, \)y =0
L'(X, Ny =— (

Tjt1 — T Tj — i1

zjp — 25l oy — 251

A
) + 5 e —i)0) =0

Pozrieme sa na to po zlozkach, pre y = (1,0)T a y = (0, 1)

PreV j=1,2..n —1 plati :
Tjr1 — Lj Tj— Tj-1 1 2
_ — . — T c R

e o Ty —aya] 20~ %)

Lj+1 — X5

Nech T; = ,kde [T =1

21 — ]
Ty = Tjo1 = S (@jm1 — xj1)"

2
Nech vektor T; — T;_; = (a,b), sa sklada zo zloziek a a b.

Nech vektor (41 — x;_1)* = (¢, d), sa sklada zo zloZiek c a d.

Teda vektor (z;4+1 — xj_1) = (—d, ¢), sa sklada zo zloziek —d a c.

Nech y = (1,0)7, po zlozkach dostévame:
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Na l'avej strane rovnice dostavame prvi zlozku vektora 7T; —Tj_; na pravej prvi zlozku

vektora (z;11 — x;-1)" teda rovnost:

Analogicky pre y = (0,1)” berieme len druhé stradnice vektorovej rovnice. Teda do-

stavame rovnost :

Zobrazme si situdciu, ktora rozoberame, obrézkom.

% (j+1)

witory Tg-1) =TG4

Obr.6 : Ilustracia situacie

Pozrime sa na skalarny sacin (7; — Tj_1, j41 — Tj_1).

A A
(71] — T'j,l,l'j+1 — l'jfl) = a(—d) + be = 56(—61) —+ Edc =0

Skalarny sucin vysiel nula, z toho vyplyva, Ze dané vektory sii na seba kolmé, teda musi

platit ||z;_1 — ;|| = ||z; — zj41||, a teda Lxj12;_12; = Lxjxj112;1 teda nas hladany
utvar je naozaj pravidelny n-uholnik.

Ale je to naozaj minimum? Nasli sme kandidata na extrém, treba este overit, Ze je to
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naozaj minimum. Vieme si predstavit, ze maximum to byt nemdze, pretoze ho funkcia
nenadobuda, pri konstantnom obsahu by sme mohli zvé¢sovat obvod do nekonecna, ako
keby sme natahovali do sirky obdlznik. Ak teda existuje minimum, existuje ich neko-
necne vela, kazdy pravidelny n-uholnik s Tubovolnym otoc¢enim a posunutim. Otocenia
a posunutia sa mozme zbavit tak, ze budeme naviac predpokladat viazbu z; = (0,0)
a napriklad z35 = 0, teda, Ze n-uholnik mé jeden vrchol v pociatku a rameno z;z, je
v osi x. Tieto dve nové podmienky nezmenia nutnit podmienku viazaného minima v
ostatnych bodoch, ktoré nesusedia s z; a ws.

S tymito dvoma novymi podmienkami bude zrejmé, Ze infimum L(x) sa dosahuje v
nejakej velkej guli v R?" obsahujiicej pociatok. (Sporom ak by nie tak potom dlzka
by musela ist do nekonecna pri pevnej ploche, ¢o nie je minimum ako sme uz vyssie
spominali). Tato gula v prieniku a vézbou A(x) = const je potom kompaktna mnozina
v R?™ a L(x) je spojita funkcia na tejto mnozine a preto nadubtida minimum na tejto
mnozine.

Teda naozaj nas pravidelny n-uholnik je nami hladanym minimom.

2.8ast ,

> 1 tak dokdZeme tuto nerovnost pre

4TA —
v8etky ostatné n-uholniky, pretoze pre pravidelny je L(X) minimélne, teda aj hodnota

Ak pre pravidelny n-uholnik ukéZeme, Ze

zlomku na Tavej strane je minimalna, teda pre vSetky ostatné n-uholniky je vicsia.

7 nasho vypoctu o pravidelnom n-uholniku vieme:
T L? ntan(%)

@n = ntan(T) T mAT &

ntan(f) , ntan(Z) — 7

™ ™

ntan(Z) —m 2

Chceme dokazat, ze je kladné, ¢im ukazeme platnost A > 1 pre n-
T
uholniky.
ntan(Z) — ntan(Z) T
CHD: —»—— >0+ ——" >1<+=tan(}) > —
7r s n

Pri dokaze si pomo6zeme obrazkom jednotkovej kruznice.
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— tan(Ttn)

S

l

™h

Obr.7 : Jednotkova kruznica

Cel4 kruznica ma obvod 27 teda dlzka nagho obltku na obrazku je T 7 obrazku vidime,
n

7e obsah vyseku je mensi ako obsah trojuholnika. KedZe vieme, Ze obsah celej kruznice,

2

teda obsah prisluchajici obvodu 27 je wr® = 7, vieme si cez priamu tmeru vypocitat

obsah x prislachajuci dlzke obliku T nasledovne:

n
T
T -~ T
T 2T 2n

Kedze obsah vyseku je mensi ako obsah trojuholnika plati:

T tan Z.1 T
— < L — —<tanZ N
2n 2 n n

2

47 A

Na zéaver si ukdzeme, ze pre n — oo n-uholnik aproximuje ku kruznici a hodnota

sa rovna jednej.
ntan(7) " tan(7)

lim ——2 = lim — = [ |
n—o0 s n—00 o
3.2 Vlocky

“Under the microscope, I found that snowflakes were miracles of beauty”
Wilson Bentley

Wilson Bentley, farméarsky samouk prilakal koncom 19.storocia pozornost Iudstva svo-
jou priekupnickou précou v oblasti mikrofotografie. Po rokoch pokusov a omylov sa
stal v roku 1885 prvym ¢lovekom, ktorému sa podarilo odfotit snehovi vlocku. Za cely
zivot sa mu podarilo zozbierat 5000 snimok snehovych vlociek, z ktorych ziadne dve
neboli rovnaké. V roku 1931 vychadza publikacia "Snow Crystals” (Snehové Krystaly),

v ktorej sa nachadza 2400 fotografii snehovych vlociek.
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Obr.8 : Bentleyho vlocky

V tejto zaverecnej podkapitole sa pozrieme na izoperimetrické kvocienty snehovych

vlociek, ktoré su $pecifické svojim malym obsahom k danému obvodu. Izoperimetricky
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kvocient budeme pocitat numericky a na vypocty budeme pouzivat matematicky soft-
vér Matlab.

Ako prvé si vyhliadneme vlocky, s ktorymi budeme pracovat, tak aby sme pokryli ¢o
najvacsiu reprezentativnu mnozinu. KedZe pri blizSom pozorovani snehovych vlociek
si mozme vSimnut isté pribuzenske vztahy, podobné Strukriary a vetvenia, vyberieme
vlo¢ky, ¢o mozno najroznejsie.

V nasej praci spocitame izoperimetricky kvocient pre vybranych osem snehovych vlo-
Ciek.

Postup spo¢iva v rué¢nom oznaceni bodov X (z,y) v obrazku mikrofotografie a nésled-

nym pocitanim s tymito hodnotami.

Praca v matlabe:

Nacitame obrazok do Matlabu. Do Command Window zadame prikaz:
>>data = imread(’vlockal.jpg’);

Na zobrazenie obrazku a néasledne nac¢itanie hodnot z neho, pouzijeme nasledovné pri-

kazy:

>>figure(88);

>>clf;

>>h = imagesc(data);
>>axis image;

>>[x, y] = ginput(600);

Prikaz [x, y| = ginput(n) nacita suradnice (x,y) kazdého bodu na ktory mySou v
obrazku klikneme. Postupne teda oznacime, ¢o najpresnejsie, n bodov po obvode vlocky,
¢im dostaneme vektor [z,y] € R?", tvoriacich n-uholnik, ktory je pretransformovanim
hladkej krivky do nehladkej, s ¢0 mozno najmensou odchylkou od pévodného obvodu,

obsahu. Podla zloZitosti ¢lenitosti obvodu vlocky volime hodnoty pre n.
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Viocka.c¢. 1

Obr.9 : Vlocka.¢.1

Prva vlocka je dost ¢lenita, a preto po par pokusoch zvolime dost vysoky pocet bodov,
n = 600. Aby sme na opisanie jedného zo Siestich ramien mali priblizne 100 bodov.
Vyssie spominanym postupom vytvorime vektor X|[z,y|. Tento vektor bodov je pre
nasu vloc¢ku reprezentativny, dalSie vypocéty budeme robit s nim. Ako prvé si spodi-
tame dizku takto urcenej uzavretej krivky.

7 odvodeného vzorca na vypocet dlzky krivky:

n—1
L(z) = Z Hxi-i-l - -’BzH
i=1

naprogramujeme v Matlabe algoritmus na vypocet obvodu n-uholnika cez body |z, y]
vektora X[z, y]. Jednoducho budeme k sebe pripo¢itavat vzdialenosti dvoch vedla seba

leziacich bodov. Pouzivat budeme Euklidovskt normu:
Norma vektora = = (a,b) € R?, ||z|| = Va? + b

>> function [L] = obvod (x,y,N)}

Definujeme funkciu obvod (x,y,N) so vstupnymi argumentami X [z, y] a N, a vystupnym

argumentom L.

>> A=[x’;y’];
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Vytvorime si maticu A, ktorej prvy riadok bude vektor x-ovych a druhy y-ovych su-

radnic bodov X[z, y].
>> 1=0;
Polozime pociatocént dizku nulovi.

>>for i=1:N-1

if 1 == N-1
a = A(:,1);
b= A(:,1);
else
a=A(:,1);
b = A(:,i+1);
end
z = b-a;
¢ = norm(z);
L = L+c;

end

L

Nas n-uholnik sa sklada zo 600 vrcholov X , Xs , .. X, 1 ; X,—1 = Xg00. KedZe pred-
pokladame uzavretost krivky, plati X; = X,,. Princip spo¢iva vo vytvoreni jednotlivych
bodov X; az X,,_; a nasledne vytvoreni jednotlivych vektorov X;,; — X;, ktorych si-
et euklidovskych noriem je nasa hladana dizka krivky, reps. obvod 600-uholnika. N&s
program pracuje nasledovne, pre ¢ = 1,2, ... n — 2 sa vo for cykle riadi vetvou else:
V prvom kroku ak i = 1, a = X; , b = X,, prirastok k celkovej dlzke predstavuje ¢ =
| X2X1|. Analogicky postupujeme aj v dal8ich krokoch, az prideme po i = n — 2 odkial
dostaneme ¢ = | X, _2X,,_1].

Ostalo nam pripocitat posledny vektor spajajuci posledny bod X, 1 s prvym Xj, ¢o
vykoné podmienka if, kde a = X,,_1 a b = Xj.

Teda program postupne pripoéitava aktualnu dlzku hrany n-uholnika, na ktorej sa na-

chadza pri danom ¢ k stuctu predoslych, az vycerpa vsetky hrany a vrati vystup L.
Zavolame funkciu obvod (x,y,N), kde N = 601, kedze n - 1 = 600.

>> obvod (x,y,601);
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>> L = 3.8067e+003;

Teda pre obvod dostavame L = 3,8067.10°.

Pre zistenie obsahu n-uholnika pouZijeme funkciu zabudovana v Matlabe polyarea(x,y).
Téato funkcia spaja postupne za sebou nami zadané body X(z,y), X; s X, nasledne

X5 s X3, atd., az uzavrie cely n-uholnik. Teda body treba oznac¢ovat poriadne v poradi.

>>polyarea(x,y)
>>A = 2,3879e+004

Pre obsah dostavame A — 2,3879.103.

[zoperimetricky kvocient pre vlocku.¢.1 je:

4T A

Predpokladame, ze odchylka od skuto¢ného izoperimetrického kvocientu vlocky, spo-
sobend koneénym poctom bodov, nie je signifikantna, pretoze sme zvolili dostatocne
velky pocet bodov. Teda moZzme svoje tvrdenia o 600-uholniku preniest na vlocku.

Vlocka.¢.1 ma izoperimetricky kvocient 0,0207.

Viocka.é.2

Vlocka ¢.2 mé tiez "bohate” rozvinuté ramené, tak ako Vlocka.¢.1, ktora ich mé trochu
kostnatejsie. Narozdiel od Vlocky.¢.1 sa nam uz ukazuje aj viac rozvinuty stred vlocky,
ktory u prvej nevznikol. Pre vlocku.¢.2 vyberame po par pokusoch n = 720 bodov. Cize
na opis jedného "ramena” priblizne 120 bodov. Analogicky pouzijeme nami odvodeny
algoritmus obvod (x,y,IN) a matlabovski funkciu polyarea(x,y) na zistenie obvodu

a obsahu nami skons$truovaného 720-uholnika.
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Obr.10 : Vlocka.¢.2

>>obvod (x,y,721)
>>L = 5.9964e+003
>>polyarea(x,y)

>>A = 7.8298e+004

Pre obvod dostdvame L = 5.9964.10°, pre obsah A = 7.8298.10%.

4T A
Teda izoperimetricky kvocient pre vlocku.¢.2 je QQ = % = 0,0274 .

Viocka.c¢.3
Tretia vlocka v poradi je rovnako ako jej predchodkyne na ramenéch dost ¢lenita, avsak
opét inym sposobom, preto sme si ju pre vypocet vybrali. Tak ako pri vlocke.¢.2 aj tu
sa nam vytvoril akysi stred, ktory bude pridavat obsah na dany obvod, teda zvySovat

izoperimetricky kvocient. Tak ako pri prvej vlocke aj na opis vlocky.¢.3 pouzijeme 600

bodov, teda 100 bodov na opis jedného ramena.
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Obr.11 : Vlocka.¢.3

Vypocet obvodu a obsahu danej vlocky:

>>obvod (x,y,601)
>>L = 3.3973e+003
>>polyarea(x,y)

>>A = 1.7078e+004

Teda pre vlocku ¢.3 nam vyjde izoperimetricky kvocient:

Vliocka.é.4

Obr.12 : Vlocka.¢.4
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Vlocka ¢.4 je opat menej Clenitd na ramenach v porovnani s predoslymi vlockami.
Menej obsahu zbiera na ramenéch a viac kumuluje svoj obsah v strede, kde vytvara
pekny obrazec. Po par pokusoch s oznac¢ovanim bodov zistime, Ze na opis tejto vliocky
nam bude stac¢it 300 bodov, teda na jedno rameno pripadne priblizne 50 bodov.

Vypocet obvodu a obsahu danej vlocky:

>>obvod (x,y,301)
>>L = 2.0697e+003
>>polyarea(x,y)

>>A = 4.9983e+004

Teda pre vlocku ¢.4 dostavame izoperimetricky kvocient:

4T A

Viocéka.é.5

Obr.13 : Vlocka.¢.5

AL

Vlocka.¢.5 je iplne ina ako predoslé, zatial ¢o ony boli skor “chudsie”, az na vlocku.¢.4,
ktora uz zacala obsah kumulovat do stredu viac ako na ramenach. Nasu v poradi piatu
vlocku by sme radili najskoér k “pInsim”. Tato vloc¢ka svojim jednoduchym vzhladom
pripomina kvietok so Siestimi krasne symetrickymi lupenmi. Pre jej jednoduchost a
takmer ziadnu ¢lenitost ndm staci na jej opis 120 bodov, ¢o je cca 20 bodov na jedno

rameno.

Vypocet obvodu a obsahu danej vlocky:
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>>obvod (x,y,301)
>>L = 2.4021e+003
>>polyarea(x,y)

>>A = 6.9378e+004

Teda pre vlocku ¢. 5 dostavame izoperimetricky kvocient:

4 A

Viocka.c.6

Obr.14 : Vlocka.¢.6

Vlocka ¢.6 je opét nie¢im odlisna od predoslych. Mohli by sme povedat, na zaklade
toho ¢o sme tu zatial mali, Ze je stredne ¢lenita, nie¢o medzi prvou a piatou vloc¢kou.
Cim sa 15§ od predoslych a preco sme si ju vybrali na vypocet je, ze vac¢sinu obsahu
ma viditelne prave v ramenéch. Pre dantu vloc¢ku volime pocet opisnych bodov n= 300,

¢ize priblizne 50 bodov na jedno rameno.

Vypocet obvodu a obsahu :

>>obvod (x,y,301)
>>L = 2.8355e+003
>>polyarea(x,y)

>>A = 7.5360e+004

Teda izoperimetricky kvocient vlocky.¢.6 je:
4T A
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Viocka.é&.7

Obr.15 : Vlocka.¢.7

Siedma vlocka je zaujimava, pretoZe z prvého pohladu nam nie je celkom jasné,
kde kon¢i stred a zacinaju ramené. Tato vlocka je jednoznacne "najplnsia”’; spomedzi
spominanych pred fou, v zmysle, Ze na dany obvod vyzera, ze vypliia najviac obsahu.
Teda tak trochu tusime, Ze tato vlocka by mala mat najvacsi izoperimetricky kvocient.
Pre vlocku ¢.7 po par pokusoch, volime pocet bodov opisu n = 180. Nakolko nie je

privelmi ¢lenita bude nam pre opis jedného ramena stacit 30 bodov.

Vypocet obvodu a obsahu :

>>obvod (x,y,301)
>>I = 1.9348e+003
>>polyarea(x,y)

>>A = 6.1049e+004

[zoperimetricky kvocient vlocky.¢.7 je:
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Viocka.é.8

Obr.16 : Vlocka.¢.8

Ako poslednu vlocku si spocitame vlocku.¢.8, ktora je sama o sebe Specificka, strukti-
rou sice pripomina vlocku.¢.7, no je ovela koplikovanejgia, dokonca najkomplikovanejsia
zo vSetkych, aké sme doposial spocitali.

Vypocet obvodu a obsahu :

>>obvod (x,y,301)
>>L = 4.5960e+003
>>polyarea(x,y)

>>A = 1.9725e+005

[zoperimetricky kvocient vlocky.¢.8 je:
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Zaver

V naSej praci sme sa zaoberali izoperimetrickym kvocientom () uzavretych kriviek,
ktory moézeme chapat ako pomer obsahu oblasti ohrani¢enej danou krivkou a obsahu
kruznice s rovnakym obvodom. Tento pomer mozeme interpretovat ako percentualne
vyjadrenie maximalizacie obsahu danej krivky. Nakolko dané krivka, vyuZiva potencial
svojho mozného obsahu. Kol'ko percent obsahu kruZnice s rovnakym obvodom, tvori
obsah oblasti ohrani¢enej nasou krivkou. Ukazali sme si, ako mozno ) spocitat pre
rozne krivky roznymi sposobmi. Na zaciatku prace sme sa zamerali na hladké uzavreté
krivky, v kapitole Spojité krivky. Hned v tvode tejto kapitoly sme si vypocitali @
pre elipsu. Najprv sme si zobrali tzv. "Chudi elipsu”, pre ktord sa pomer hlavnej a
vedlajSej poloosi blizi k nekone¢nu. Ukézali sme si, Ze jej @ sa blizi k nule. Teda ak
budeme zvacsovat obvod do nekonecna pri konstantnom obsahu, je to presny opak
rieSenia izoperimetrickej tlohy maximalizovat obsah pri danom obvode. Ako druhu
elipsu sme zobrali tzv. "Okrihlu elipsu”, ktorej polomer hlavnej a vedlajSej poloosi sa
blizi k jednotke, teda elipsa sa tvarom blizi k rieSeniu izoperimetrického problému, asice
ku kruznici. () sa v tomto pripade priblizuje k jednotke.

Dalej sa nam v tejto kapitole podarilo spoéitat Q pre Tubovolni krivku Hypocykloidy,

2

15, @ teda

ktorej polomer r = 1. Ukéazali sme, Ze pre R — oo sa ) limitne blizi k
Hypocykloida uz pre R > 100 maximalizuje svoj obsah priblizne na 61, 6%.

Nakoniec sme sa v tejto kapitole pozreli na Cassiniho ovdl, kde sme si vyticili ciel
vypocitat ako sa meni spolu s tvarom krivky jej izoperimetricky kvocient. Cize vypoci-
tat () pre Tubovolnu krivku Cassiniho ovdlu. Podarilo sa nam vSeobecne cez parameter,
ktory odzrkadluje zmenu krivky, vypocitat obsah oblasti ohrani¢enej takouto krivkou.
Avsak napriek velkej snahe sa nam uz nepodarilo vyjadrit si dlzku tejto krivky, kvoli
koplikovanym integralom. A tak sme sa rozhodli spocitat krivku Cassinitho ovdlu nu-
mericky, tak ako sme pocitali nie hladké krivky v podkapitole Vloc¢ky. V prici sme
uviedli vypocty pre dve "piskoty” s parametrom k£ = 1,2 a kK = 1,5. Mézme to vidiet
graficky, rovnako vypoc¢tom sme potvrdili, Ze so zvySujicim sa k, sa zvySuje ). Uz
pre parameter k£ = 1,5 nadobtida izoperimetricky kvocient hodnotu 0.9146, teda tato
piskota maximalizuje svoj obsah uZ na vyse 91 %.

V poslednej podkapitole Vlo¢ky sme si dokazali izoperimetrickt nerovnost. Pozreli

sme sa na izoperimetrické kvocienty roznych vloc¢iek, ktoré sme ratali numericky v ma-

o1



tematickom softvéri Matlab. Najmensi izoperimetricky kvocient ndm vysiel pre vlocku
¢.3, @ = 0.0186, teda maximalizuje svoj obsah len na priblizne 1.86 %. Najvacsi kvo-
cient sme dostali pre vlocku ¢.7, QQ = 0.2049, teda tato vlocka maximalizuje svoj obsah
priblizne na 20.5 %.

V praci sme sa naucili, ako sa daji komplikované integraly pre vypocet obsahu a
obvodu napriklad lemniskdty alebo piskoty, previezt na "Eliptické parametrické integ-
raly”, ktoré st tabulované. Odvodili sme "kvéazi vzorec” na vypocet izoperimetrického
kvocientu hypocykloidy s polomerom r = 1. Naucili sme sa pocitat nie len analyticky,
ale aj numericky pomocou Matlabu. Ukazali sme si rozne sposoby na vypocet dlzky
krivky a obsahu oblasti ohrani¢enej touto krivkou, teda ak nevieme vypocitat obsah,
respr. dizku krivky jednym spésobom mozme pouzit iny. Hlavne sme sa viak naudili
tvorit matematicky text.

Tato praca je prinosom, pre kazdého, kto sa kedy marne pokusal spocitat dizku ¢i
obsah elementarnej oblasti krivky, kedZe v praci pontikame hned niekolko spdsobov
ako na to. Rovnako je prinosom poznatok, Ze ak nie¢o nevieme spocitat analyticky, este
stéle sa to da spocitat numericky s istou nepresnostou, ktorti vieme minimalizovat.
Do budiicna by bolo mozné dopoéitat dlzku piskéty a vyjadrit ju parametricky, tak
ako sa nam to podarilo s obsahom. Tim padom by bolo mozné vyjadrit analyticky
izoperimetricky kvocient pomocou parametra k, ktory by symbolizoval tvar krivky.
Cim vidsie k tim sa krivka viac podobéa kruznici, tim je () vicsie.

Tiez by bolo mozné sa pozriet na pocitanie obvodu vloc¢iek inak. Vieme totiz, Ze
vlotky rastit v kazdom smere inou rychlostou, a teda by sme mohli dizke v danom
smere priradit vahu na zaklade rychlosti, akou vloc¢ka rastie v danom smere. Teda by
sme dostali nejaky vahovany obvod, ktory by bol stétom jednotlivych dlzok v danych
smeroch vynésobenych koeficientom, ktory by interpretoval rychlost rastu v danom

smere. Izoperimetricky pomer by sme nahradili anizoperimetrickym.
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