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Abstrakt

PERIGNATHOVA, Maria: Limity ekonomickej a finanénej matematiky [Bakalarska praca],
Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky ainformatiky, Katedra
aplikovanej matematiky a Statistiky; veduci prace: Mgr. Martin Kollar, PhD., Bratislava, 2012,
52s.

Praca obsahuje motivacné priklady z oblasti ekonomickej a finanénej matematiky, ktoré su
vysvetlované spdsobom zrozumitelnym aj pre Ziaka strednej Skoly. Priklady su vybrané
z matematickej analyzy, algebry, finan¢nej matematiky, ekonometrie a tedrie hier. V praci su
naznacené limity (hranice) toho, ¢o moino vysvetlit ziakom strednych $kol bez poufzitia
vysokoskolskych metdd. Limity su tiez ndstrojom pouzitym na rieSenie niektorych motivacnych
prikladov. V projektovej Casti prace sa potvrdila hypotéza, Ze Ziaci s vySSim matematickym

vzdelanim dokazu lepsie uplatnit svoje vedomosti v konkrétnom priklade.

Klacové slova: motivacia, limita, financie, rieSenie



Abstract

PERIGNATHOVA, Maria: The Limits of Economic and Financial Mathematics [Bachelor Thesis],
Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,
Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr. Martin Kollar, PhD.,
Bratislava, 2012, 52p.

The Bachelor thesis involves the motivational examples and problems of finance and
economics. These are explained and solved in away that may be comprehensible and
understandable for a high school student. Examples are chosen from Mathematical Analysis,
Algebra, Financial Mathematics, Econometrics and Theory Game. In the thesis there are
indicated the limits of ability of high school students to understand the solution of specific
problems without using the methods of solution taught at the universities. In addition, the
thesis deals with the limits which are used as a tool for the solution of the problems. The
research acknowledged the hypothesis that students with higher mathematical education can

deal with the mathematical problems better.

Keywords: motivation, limit, finance, solution



Obsah

ZozNam ilUSTIACH .cccveeeiiiiiiiiiiiiiiiiicn e 8
ZozNam tabuliek .......coeeeeeuueeiiiiiiir e 9
UVO.. . iieiieeieieeceectetete e s e s s e e s e s e aesae s e s et st e e s e s e s aesaesaesaete st estennesessessesensesansans 10
1 UroKy @ UrOCENIE c..eeeeeveeerereeeeseesseesseessesssesssesssssssesssssssessssssssssssssssssssssesssesssessanes 11
1.1 MentAlINa Priprava ..ooccceeeee it e e e e s e e e e et e e e e sana e e e e s arae e e eennees 11
1.2 Priklad O OlIVEIOVi .ecoueeiiiiiieiiiie ettt 12
1.3 EUlErova KONSEaNTa .....cceeeuieiiieiieeieeee et 14
2 1< o T = Lo o S 17
2.1 Motivacia. Zajaci Problem L. ... e 17
2.2 Mentadlna priprava I. (vlastné Cisla, vlastné vektory) ........ccocceeeiieeeieciieec e, 19
D2 2 R o o1 - o SRR 19

2.3 Mentadlna priprava Il. (Diagondlny tvar matice).......ccccceeeeviieeeeciieee e 20
P - Y- Lol W o T o] o1 1= 3 s T 1 S SRS 21
D YA =1 A Y 2P PPRROPRRRNE 22
3 Bootstrap metdda a tieZ free IUNCh .........veeeiieeiiiicrrc e cereecereeerennees 24
3.1 Mentadlna priprava I. (¢asova Struktura drokovych mier) ......cccccovveeeeciiieiiiiiieeeen, 24
3.2 Priklad 0 dINOPISOCH .....ceviiieieeeeeeee e e 25
3.3 Mentdlna priprava . (arbitraz).......ceeeeeeeeiiiiiieeeee e 27
3.4 Priklad 0 obede Zdarma .........c.eeoiiiiiiiiiiie e 28
4 Linedrny regresny MOdel......cccceveuiiieirieeerienieienneetenerreseerensesenssesenseesensessassesenne 29
4.1 Priklad o reklame na praci Prasok........ccceeeieieciiieeiee e 29
4.2 KOBTICIENTY .uuuvirreeiiee e ececiitteeee e e eerrreee e e e e e e searbeeeeeeeesesatsaeeeeeeeeessnsnssaseeeeeesennnnes 31
4.3 Test signifikancie odhadov parametrov.........cccuvieeeeeiii e 31
4.4 Test SignifikanCie rEBIESIE ..uuuiii it e e e eanns 32
4.5 Test NOrmality ChYD.......eeeeeeceee e e e e e e e 32
4.6 Testovanie hypotézy s ekonomickou interpretdciou........ccovveeeeeeeeiiciinrveeeeeeeeeiennns 34
4.7 Test MUITIKOIINEAIITY c.oocciiieeeee et e e e e e sbrreer e e e e e e eeannes 34
IV .04 LoV I e 1] =T 4 o - 34
5.1 Priklad 0 dvOCh VAZROCh .c..oeiiiiiiieeeeee e 35
5.2 Strategicky tVar NIy ... e e 36

B3 EKVIIIBIIUM MY oot e e e e e e e e e e e e e sennrraneees 37



6  Projekt VYSKUMU.....ccuciiiiiiiiiiiiiiiiiiiiricnireenssnnrenesssnesssssnssssssssssanssssssensssssnens 37

6.1 CIEl VYSKUMIU ..eeeieieee ettt e e et e e e ra e e e e e aaa e e e e easeaeaeenns 38
6.2 Charakteristika VZOrky ZiaKoV........cccuviiiiiiiiiiiiiieec et 38
6.3 HYPOLEZY VYSKUMU ..ottt e e et e e s e e e e e e e e eanes 38
6.4 Vyhodnotenie a interpretacia vysledkov ........ccueeiiviiiiiiiniiiecceec e 38
6.5 Kvalitativne vyhodnoteNie ........coeeeiiiieiee e e 41
- T N 42
Zoznam PoUZite] lIteratlry ......ccciieeeiiiiiieiiiiiiicir e sreneee s sesssssesssnnssssssennns 44

o1 o 3t 46



Zoznam ilustracii

Obr.

Obr.

Obr.

Obr.

Obr.

Obr.

Obr.

Obr.

Obr.

Obr.

Obr.

Obr.

Obr.

Obr.

1 JednNOdUCNE UrOCENIE ... ..eieiiieeiie ettt ettt sttt st bee e st esbe e e sareesbee e sareeeas 11
2 ZI0ZENE UFOCENIE ....eiiuiieritee ettt estte ettt ettt e sttt e sttt e sabeesbeeesubeesbeeesabeesabeeesaseesnseesneeesaseeeseeas 12
3 FrekVenCia UrOCENIA ..c.ueieeieeeiee ettt ettt ettt ettt e e st e s bt e e s b e e s be e e sareesabeeesabeeeanes 14
4 Grafické zndzornenie limity pOStUPNOSTE [5] .ccccvviiiiiiiiie e 17
5 ROAOSErOM ZaJACOV [18] ..uviieieiiieiieiiiie ettt ettt e ettt e e e tte e e e e tte e e e ebte e e e e bteeeeebaeeasenneeeaeenns 18
6 ZIaty re€Z USECKY [12].eieeeeiiiee ettt ettt ettt e e ettt e e e e tte e e e e bte e e s ebteeesebteeeeeseeeasensenananns 22
7 Fibonacciho zIomKy @ zIaty re€z [11] .eeeecccieee ettt et e e b e e e eare e e e 23
8 Casova $truktura urokovych mier (viavo rastuca, vpavo klesajuca) ..........ccccevveeeervrerneee. 24
9 Casova Struktira vypocitanych UroKOVYCh MIET ........ccueveueieeiieeeieeeeeeeeeeeee e 27
10 Model popisujuci predajnost - VYSTUP.....c.cciierieeiieenienie e e ereereesreesreeseesareeaveesreenreens 31
11 Obrazok Struktulry reZidUi......ccccuieeeeiieee e e e ree e e 33
12 Histogram s popisnymi Statistikami.......ccccueeieiiiieiiii 33
13 Graf zavislosti Uspesnosti rieSenia od naroc¢nosti prikladu, sledujeme typ Ziaka........... 39
14 Graf zavislosti Uspesnosti rieSenia od typu Ziaka, sledujeme stupen narocnosti........... 40




Zoznam tabuliek

Tab.

Tab.

Tab.

Tab.

Tab.

Tab.

Tab.

Tab.

L1 VYVO] SEAVU N UCLE .evieiiiiiie ittt ettt e ettt e e s bee e e s s bae e e s sabaeeessbteeeesabeeeessnseeassnns 12
2 Ponukané dlhopisy na trhu (podla [10], Str. 12) .eeeeecieieeeeeeeceee e e 26
3 VypoCitané UrokoVeé mMiery [10]......ceeiciieiiiiiieeeeiiee e esree e ssiree e esre e e s saree e e s aree e s snbeee s sares 27
4 Tabulka transakcii (POdIa [10])..ccccuieei it e e e e e 29
5 Korelacia medzi premennymi Modelu ........c.ooeeeiiiiiiiiiie e 34
6 Tabulka VYPlat - NESPIrAVNG ....cccciiiieecee et e e e e e e e e e 36
7 Tabulka VYPIat = SPrAVNG ......uveieeieeeecee et e e e e et a e e e e e e e e enrees 36
8 Kvantitativne vysledky VYSKUMU .......cccuiiiiiiiee e 39




Uvod

Stan Gudder, profesor matematiky, raz povedal, Zze podstata matematiky nie je robit
z jednoduchych veci zloZité, ale naopak, zjednodusit veci komplikované. Zart, figliarstvo, &i
estrdda zo strany pana profesora? Len si spomenme na ¢asto krat zahadne znejuce definicie
vychadzajuce z Ust prednasajuceho, Ci pitoreskné hieroglyfy, skvejldce sa na tabuli po hodine
matematiky. Kde je teda pravda?

Ekonomické procesy patria medzi spominané komplikované deje, ktoré sa snaizi
matematika zjednodusit a vniest do nich svetlo. KedZe ekonomika a financie sa tykaju vsetkych
[udi, budeme spracovavat priklady z aplikovanej matematiky.

V préaci sa pokusime vytvorit rozhranie medzi Ziakmi strednej Skoly a Studentmi vysokej
Skoly. Pokial zvladnu maturanti pochopit ucivo, ¢ naroénd terminoldgiu vysokoskolskej
matematiky? D& sa univerzitna ucebna latka vysvetlit zjednoduSenym, inovativnym spésobom?
Na tuto otazku budeme hladat odpoved na strankach, ktoré sa snazia spopularizovat
matematiku, napriklad v [8], [17] a tiez v gymnazidlnych osnovach. Na druhej strane, obcas
pomoze preciznejsie vysvetlenie rieSenia prikladu a napisanie ho krok po kroku, ktoré budeme
zhladuvat v skriptach [1], ¢i inych Studijnych materialoch, napriklad v [2], [10].

Cielom tejto prace je najst alebo vytvorit motivujice priklady z oblasti ekonomickej
a financnej matematiky, vyriesit ich zrozumitelnou formou, ¢o v tomto pripade znamen3,
podat ich spdsobom adekvatnym k znalostiam Ziakov strednej skoly. V neposlednom rade sa
zameriame na limity. Limity ako hranice toho, ¢o mdZeme Ziakom vysvetlit bez pouZitia
vysokoskolskej matematiky a limity ako matematicky nastroj pouzivany pri rieSeni niektorych
motivacnych prikladov. Nazov prace by mohol zvadzat k mylnému nazoru, Ze sa budeme
zaoberat hranicami pouZitia matematickych aparatov vo finanénom sektore. Napriek
zaujimavej myslienke to nie je ndplfiou tejto prace a ani to nie je jej cielom.

O aktudlnosti témy sved¢i stale sa znizujlci zaujem o $tddium matematiky. Ziakom velmi
rychlo dochddza trpezlivost borit sa s ndrocnou matematickou syntaxou. V sucasnosti je
tendencia vsetko ziskat instantne, vedomosti na pockanie, a ak nieco nie je dostatocne
zrozumitelné, prestat tomu venovat pozornost. Je preto dolezité, nadchnut Ziakov strednych
$kél motivaénymi prikladmi, ktoré bude obsahovat tato praca a tiez podat ich riesenia laicky,

zjednodus$ene a zaujimavo.
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1 Uroky a tGroéenie

Uroky, jednoduché a zloZené Uro&enie patria medzi najzakladnejsie finanéné pojmy.
Stretdavame sa s nimi pri beznych bankovych ukonoch, ako napriklad sporenie, ¢i poézicka.
Pozicanie pefazi nie je zadarmo. Clovek dokaZe vzdy najst vyuZitie pefiazi, a preto ich poZicanie
musi nieCo stat. Vieme uréit, kolko by toto pozZi¢anie malo stat? Nazory sa roznia. Odlisné
miesta Uctuju rozlicné sumy. Zvycajne vsak je suma za pozi¢anie vyjadrena ako percentudlny

podiel z pozi¢anej sumy. To sa nazyva urok.

1.1 Mentdlna priprava

Definicia 1 (Podla [3]). Urok je suma periazi za poskytnutie periaznych prostriedkov na vopred
dohodnuté obdobie. Pri vkladoch je to suma, ktoru plati banka klientovi, pri uveroch suma,

ktoru plati klient banke.

RozliSujeme jednoduchy a zloZeny urok. Rozdiel si ukdZzeme na priklade. Ak si dnes poZi¢iame
z banky 100€, tak pri jednoduchom 10 percentnom Uroku na 5 rokov, ndm v banke vznikne
kazdy rok urok 10€ (teda 10 percent zo 100). V poslednom 5. roku vratime banke poZzi¢anu
sumu 100€ navysenu o uroky. Za obdobie 5 rokov sa vytvori Urok 50€. Celkovd sumu vratime

banke vo vyske 150€.

Suma 100€ > 110€ > 120 ...
10% 20100 N A 10% z0 100N A10% zo 100N
Urok 10 10 10...

Obr. 1 Jednoduché urocenie

Banka by si vSsak mohla povedat, Ze ak by sme jej vratili po roku sumu spolu s Grokom, cize
110€, ona by nam ich poZic¢ala znova, tak Urok v druhom roku by mal byt vypocitany zo sumy
110€, a nie 100€. Teda urok v novom obdobi sa nepocita z pévodnej sumy, ale uz zo sumy

navysenej o Uroky. Volame ho zloZeny urok a je to Standardny spdsob pocitania uroku [8].

11



1.2 Priklad o Oliverovi

Student Oliver sa rozhodne, Ze ked' skonéi $kolu, bude pestovat maliny. Aby sa na to finan¢ne
pripravil, rozhodne sa rozbit svoje prasiatko a peniaze investovat. Oliver chce zistit, v ktorej
banke sa mu to najviac oplati. Vlozi svojich 1000€ na dobu 5 rokov do banky a po uplynuti 5

rokov chce mat ¢o najviac penazi.

a) Prva banka ponukne Oliverovi roény 10% zloZeny Urok. Spésob, akym sa pocita, je zachyteny
na obrazku (Obr. 2):

1100€
A x10%™

1000€ -
¥10%™

Suma

N

Urok 100 110

Obr. 2 ZloZené uUrocenie

Pomé&zme Oliverovi nakreslit si tabulku, aby zistil, ako sa bude vyvijat stav na jeho ucte.

Tab. 1 Vyvoj stavu na ucte

Rok Suma na Urok Suma na konci | sumana konci

zaciatku roku roku sumana zaciatku
0 A=1000 1000x10%=100 1100 1,1
1 1100 110 1210 11
2 1210 121 1331 1,1
3 1331 133,10 1464,1 11
4 1464,1 146,41 1610,51 1,1
5 B=1610,51 - - .

b) Ndjdime pre Olivera vzorec pre vypocet Buducej hodnoty B (kolko penazi si po 5 rokoch

vyberie z banky), ak Aktualna vloZena suma je A = 1000€.

Pozrime sa najprv na to, ¢o sa deje prvy rok:

Pozicka + urok

1000 + 1000 x 10%

To isté m6Zeme zapisat nasledovne:

1000 x 1 + 1000 x 0,10

12



1000 x (1 + 0,10)
1000 x 1,10
Vidime, Ze pripocitanie 10 percentného uroku funguje rovnako ako ndsobenie ¢islom 1,10
(1000 + 1000 x 10 = 1000 + 100 = 1100 je to isté ako 1000 x 1,10 = 1100).
Uplatnime takéto uvazovanie aj pre ostatné roky:
1000 x 1,10 = 1100 —» 1100 x 1,10 = 1210 —» 1210 x 1,10 = 1331 — ---
Respektive
1000 x 1,10 x 1,10 x 1,10 x 1,10 x 1,10 = 1610,51
B = A(1+0,10)°> = 1000.1,10° = 1610,51
c) Oliver nie je spokojny s vysSkou svojho vynosu a povie si, Ze skusi 10 percentny urok s
mesacnym urocenim. (Nie 10% kazdy mesiac, ale mesacny urok bude 10%/12 a takyto urok sa
mu pripocita kazdy mesiac, ¢iZe nie len raz za rok, ale 12krat za rok).
Najdime vzorec pre vypocet Buducej hodnoty B s mesacnym urocenim. Kolko penazi zarobi

Oliver tymto sp6sobom?
0,1
B=A1+ E)5X12 = 1645,31

d) Co ak sa suma nebude Urocit 12krat za rok, ale n - krat za rok. Ako bude vyzerat vzorec

potom?
0 1 5n
B=A (1 + ;)
n
e) Kolko zarobi Oliver, ak n bude velmi velké (nekonecné), Cize bude sa Urocit nepretrzite, ak
vieme, Ze
1 n
lim (1 + —) =e?
n—-oo n
Priblizna hodnota e = 2, 718...
0 1 5n %XOJXS
B = lim 1000 (1 + 7) = lim 1000 (1 + 7) = 1000 x %5 = 1648,72.
n—-oo n—-oo

Pre Olivera, ktory chcel investovat, sa ako najvyhodnejsie ukazalo spojité urocenie. Avsak, ak
by si Oliver peniaze od banky pozZiCiaval, tento spb6sob Uroenia by sa ukdzal ako

najnevyhodnejsi.
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Suma

Frekvencia trocenia

= A !
7000 Spojité f
— Mesaéné I
Stvrtroiné |
6000 /T
Roiné T

5000

4000

3000

2000

1000

Roky

Obr. 3 Frekvencia urocenia

Na Obr. 3 vidime efekt 20% Uroku na pociatocnu investiciu 1000€ pri réznych frekvenciach
urocenia (prevzaté z [19]). S rasticim casom sa rozdiel medzi jednotlivymi frekvenciami

urocenia prehlbuje.

1.3 Eulerova konstanta

Pri spojitom drocdeni sme sa stretli so zaujimavou postupnostou, ktord skimal Jacob Bernoulli
1 n

uz v 17. storoci. Oznaémessi ju a,, = (1 + Z) ,n €N.

Bernoulli pri svojom badani postrehol, Ze ak rastie n, hodnota a,, sa zva¢Suje a zaroven klesa

hodnota prirastku (a,, — a,,_1). Toto poznanie m6zeme zhrnut nasledujicim spésobom:

Veta 1 (Podla [7]). Postupnost a,, = (1 + %)n je rastuca a zhora ohranicend.
Dokaz [6], [7].
Postupnost je rastica prave vtedy, ked plati:
An+1 > Qn,
to sa da prepisat ako

fnt1 5 1,

an

14



Dosadme do nerovnice nasu postupnost:

1 1 1
o (i) 0O G
an 1\" (1+ ) 1\"*? <1+n) n+ 1\"**
(1+7) (1+7) (=)

~ (143 (M) ~(1+3)(a- ;)"“
n/\(n+ 1)2 n (n+1)2
Aplikujme Bernoulliho nerovnost
A+x)" >1+nx, (x>-1, x#0, neN, n>1)
na nas pripad:
n+1 1 n

(1-#) > (“(”“)(‘ﬁ))“‘m:rzﬂ

y . . 1 . .
Este prenasobme vyrazom (1 + ;), aby sme dostali, ¢o potrebujeme:

(D0 tm) > (D) ()=
n (n + 1)2 nJ\n+1/  n n+1

An+1
an

>1

Vidime, Ze postupnost a,, je rastlca. Potrebujeme dalej dokazat, Ze je zhora ohranicena.

Majme takudto funkciu
f(x)=x — In(1 +x), x> -1
Najdeme jej minimum na intervale (—1, o0):
1

=0
1+x

=1~
Teda funkcia nadobuda extrém v bode x = 0.

Overme si, Ze sme nasli minimum:
1
144
X = —
f‘ ( ) (1+x)?

Nakolko

_r
(1+x)?

>0,
funkcia je konvexnd a v danom bode nadobdda minimum. Teda funkcia f(x) klesd na intervale
(-1, 0) a rastie na intervale (0, o).
Overme, Ze plati:
x = In(1 + x).
Tuto nerovnost mozeme prepisat do tvaru

x—In(1+x) =0,
Teda

15



f(x)=0.

KedZe funkénda hodnota v bode minima x = 0 je f(0) = 0, nutne musi platit f(x) > 0.

RieSme nerovnicu x = In(1 + x) pre x = %:
L >1In(1+ l)
n n
1 >2nin(1+ l)
n
1 >in(1+ l)"
n
e = (1 +1)"
n

o v . 1g . Y
Ukazali sme, Ze postupnost (1 + ;)" je zhora ohranicena.

Zaver.
Ak a,, rastie a je zhora ohranicen3, existuje kone¢nd limita a,, (pre n — o) a oznacuje sa e.

Tuato skutoc¢nost zapisujeme

n

lim (1 + —) =e.
n—oo n

Eulerovo Cislo e je délezitd matematickd konStanta, je zdkladom prirodzeného logaritmu.
V praxi sa pouziva napriklad pri pocitani spojitého Urocenia. Meno dostala na podest
Svajciarskeho matematika Leonharda Eulera, ktory ako prvy dokazal iracionalitu cisla e. [19]
Numericka hodnota cisla e, vyjadrena na 50 desatinnych miest je

e = 2.71828 18284 59045 23536 02874 71352 66249 77572 47093 69995...

. . . . . 1\" VR .
Na obrdazku (Obr. 4) je znazornené, ako sa hodnota vyrazu (1 + Z) so zvacsujucim sa n, stale

viac priblizuje hodnote e.
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Obr. 4 Grafické znazornenie limity postupnosti [5]

2 Fibonacci

V tejto kapitole chceme spomendt mozZnosti, ktoré ndm ponuka fascinujica Fibonacciho
postupnost azlaty rez. Pojmy, ktoré vymizli z uéebnych osnov strednych $kél, zohrali
v minulosti vyznamnua ulohu a presiahli ramec matematiky. Fibonacciho postupnost, napriek
svojej zdanlivej jednoduchosti, ma spolu so zlatym rezom Siroké vyuzitie v r6znych oblastiach
vedy a umenia, vyskytuje sa v prirode, v anatémii rastlin, v chémii, v astronémii... [17]

V kratkosti sa obozndmme s postupnostou. Kazdé ¢islo vo Fibonacciho postupnosti je si¢tom
predchdadzajucich dvoch &isel. To znamen3, Ze prvé ¢leny postupnosti su takéto: 1,1, 2, 3, 5, 8,
13, 21, 34, 55, 89, ... Lubovolné Cislo postupnosti je priblizne 1, 618 raz vacsie ako
predchadzajuce. Ak vydelime ktorékolvek Cislo postupnosti ¢islom, ktoré nasleduje, dostaneme
priblizne 0,618, napriklad 8/13=0,6153, 21/34=0,617. Tento pomer je znamy ako zlaty rez

(blizsie si ho Specifikujeme neskor). [9]

2.1 Motivdcia. Zajaci problém |.

V roku 1202 sa Fibonacci zaoberal reprodukciou zajacov pri idedlnych podmienkach:

e nazacCiatku mame 1 par zajacov — samca a samicku, ktori su prave narodeni
e rozmnozovat sa za¢nu po 1. mesiaci

e samicka porodi kazdy mesiac 1 par zajacov — samca a samicku

e zajace nikdy nezomru

Kolko parov zajacov tu bude o rok? (Podla [17]).
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w N = o

spolu 3 pdry zajacov.

mesiac: Prvy par dal Zivot druhému péru, spolu 2 pary zajacov.

mesiac: Na zaciatku experimentu mame 1 par zajacov, vychadzajlic z podmienok.

mesiac: Prvy par sa sice spari, ale eSte neddva Zivot, preto je stale iba 1 par zajacov.

mesiac: Povodny pdr znova porodi. Druhy par sa sparil, ale eSte nedal Zivot, ¢o dava

4. mesiac: Pévodny par porodi, par z druhého mesiaca porodi, par z tretieho mesiaca sa

spari, spolu 5 parov zajacov.

5. mesiac: Pary, ktoré Ziju aspon 2 mesiace, porodia. To dava 3 nové pary. Spolu 8 parov.

Vieme predvidat pocdet parov bez toho, aby sme prechadzali cez kazdy jeden individualny par?

Samozrejme, staci si uvedomit, Ze na to, aby sme vypocitali celkovy pocet zajacov v aktudlnom

mesiaci, treba scitat pocet parov, ktoré Zili v predchadzajicich dvoch mesiacoch. Ide teda

o Fibonacciho postupnost.

D | Rodostrom zajacov |
A

13

=1

a4

EE

Obr. 5 Rodostrom zajacov [18]
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Nech F(k) oznacuje pocet kralikov v k-tom mesiaci a vychddzajlc z podmienok, nech F(0) = F(1)
= 1. Potom nasu postupnost mdzeme zapisat nasledovne:

F(k+2) = F(k+1) + F(k)
Postupnost je takto definovana rekurentne. To znamenad, ze aby sme nasli nasledujici ¢len
postupnosti, musime poznat dva (a teda vsetky) predchadzajice ¢leny. To mdze byt velmi
narocné pre velké hodnoty k.
Otazka teda znie: Ako predvidat pocet parov bez postupného poditania?

Skdsme nahradit definiénd rovnost Fibonacciho postupnosti F(k+2) = F(k+1) + F(k) nejakou

maticovou rovnostou v tvare u ;1 = A * u;. Nech A je 2x2 matica a vektor uy, = (FF(k) )
(k+1)
_(F(k+1)) _ F(k+1) (0 1 F(k)  _
POtOM Ujcss = (F(k+2)) - (F(k+1)+F(k)) - (1 1) (F(k+1)) =AU
Teda Upyq =A*Up=Ax(A*xUy_)=A*xAxAxup_y=-=A" xu; = A% 1 5y,

To mbzeme zapisat ako

uy = A* x ug , kde up = (?EB) = (1)-

Ak by sme vedeli jednoducho vypo¢itat A¥, uz by to bolo lahké. [15]

2.2 Mentdlna priprava I. (vlastné cisla, vlastné vektory)

V nasledujicej ¢asti budeme skimat rovnicu tvaru
Ax = Jx,
kde A jen X n matica, x € R", 1 € R(C), x # 0.
RieSenia takejto rovnice opisuju vlastnosti matice A a maju obrovsky vyznam v diferenénych
a diferencidlnych rovniciach.
Definicia 2 [15]. Cislo A je vlastna hodnota matice 4, ak det(4 — AI) = 0.
Rovnicu det(A — AI) = 0 voldme charakteristicka rovnica alebo aj charakteristicky polyném.
Pre kazdé riesenie charakteristickej rovnice bude existovat nenulovy vlastny vektor x,

splfiajuci Ax = Ax.

2.2.1 Priklad

4= 1)
a-au=(1 L)
detA—an=det(* 1 )=2-1-1=0

RieSenim kvadratickej rovnice dostaneme vlastné hodnoty:
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_—b*VbZ—4ac 1+VI+4 1++5

2a 2 2
Dopocitame vlastné vektory:
Pre vlastnu hodnotu 4; = 1+2£:
/ ~1-+5 . \ / “1-v5 \
2 2
A—AD)x, = Xy = x, =0
2 2
. 1
Dostaneme vlastny vektor x; = (1+_\/g)
2
Pre vlastnu hodnotu 4, = %g:
—-1++5 ) “1+V5
2 2
A—AD)x, = Xy = x, =0
( ) 2 . . 1— \/g 2 1+ \/g 2
2 2

Vypocitame druhy vlastny vektor x, = (1_1@).
2

2.3 Mentdlna priprava Il. (Diagondlny tvar matice)

Veta 2 (Podla [15]). Predpokladajme, Ze pre n X n maticu A existuje n linedrne nezavislych

vlastnych vektorov x4, x5, -+, x,. To znamend, Ze plati Ax; = A;x;, prei = 1,---,n. Potom plati:

A4 0 0
5-1As=<0 O)=/1,

0 0 4,
) | | |
kde S je matica tvorend stlpcami x1,x5,**,x,. Teda S = x; x5+ X, |
| | |
Dokaz [15].

| |
Rovnice Ax; = A;x;, t. ). (A) (xl-) = A <xi> moZeme zoradit vedla seba:
| |

| I | | | | | | |
(4) <x1 Xy e xn) = (Ax1 Axy -+ Axn) = (Alxl Ayxy e Anxn>
| | | | | | | | |

TieZ plati:
| | | | | [\N/A, 0 O
Alxl Azxz o Anxn = x1 x2 o xn 0 " 0
| | | | | | 0 0 4,
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Z toho mame: AS = SA.
Z predpokladu nezavislosti vlastnych vektorov xi,x,,::,x, je Sreguldrna matica a existuje
inverzna matica S~1. Potom

S71AS =4

A=SAS"1

2.4 Zajaci problém |II.

Vratme sa spat k ndSmu problému, ako jednoducho vypoditat k-tu mocninu matice A. Ak

A=SAS7!, potomA¥ = AxAx--x A= (SAS™1) * (SAS™Y) x -+ % (SAS™1) = SAkS™1,

A4 0 0 A0 o0
Ak <0 0)2/1, potom A¥=( 0 - 0 | (Podla [1]). Vidime, e umocfiovanie
0 0 A, 0 0 X

diagonalnych matic je jednoduché. To sa neda povedat o umocriovani vseobecnych matic.
Teraz bude u? lahké vyjadrit vzorec pre k-ty ¢len Fibonacciho postupnosti F (k). Vieme, Ze
uy, = AF x ug, kde ug = (1)

Podla mentalnej pripravy Il. diagonalizujme maticu A:

w, = SAKS ™1 % ug.

1 1
Podla mentalnej pripravy I. a Il. mame S = <1+«/§ 1—\/§> .
2 2

-5
K tomu dopocitame inverzni maticu S™1 = —is 12+£
— > 1
VE\* 1-5
1 1\ ((ED) 0 5

Tedau, =(1+vV5 1-5 2 - 2 H=(f®
k (2 T> 0 (1-\5)" (\/E) _1ns Q) (F(k+1))

2 2

F (k) dopotitame ,metéddou mladSieho surodenca“, to znamen3, Ze nasleduju len jednoduché

Upravy, nasobenie a séitavanie, ktoré by dokazal zrealizovat aj ,,mladsi sirodenec”.
Vyndsobime prvé dve matice:
k
145
1 1 >

o g5 0 ) (6 )
e N A

Rovnako aj zvy$né matice:
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-5 N 1—2\/3_1 ) _1+2\/§
(\/é)(lizx/ﬁ 1)(1>(\/§>|<1+2\/§+1)(\/§><12\/§)
=(%)|/ =
T
W[ ) 5 V(5.
k<1+2\/§> (1—2\/§> )x/ﬁ \_ s

1+v5\""  (1-v5\"
/< 2 ) ( 2 )k+2\|:( F(k))

B x/_lﬁl 1+v5\"" [1-+5 F(k +1)
# s (59)

2 2

Nasli sme vzorec pre k-ty ¢len Fibonacciho postupnosti a tymto je zajaci problém vyrieseny:

o= (=)

Pocet zajacich parov po roku zistime dosadenim do vzorca:

1 145\ /1-+B\"
F(12)=<ﬁ)<< z > —( > )):233

Po roku bude Zit 233 parov zajacov.

k+1

2.5 Zlaty rez

Myslienku zlatého rezu si ukazeme na usecke (podla [12]). Ak rozdelime Usecku dfiky a na dve
Casti, tak e pomer dlh3ej ¢asti (x) ku krat$ej Casti (a — x) sa bude rovnat pomeru celej dizky
usecky (a) ku dlhsej casti (x), tak hovorime, Ze sme zostrojili zlaty rez usecky (bod C na

obrazku).

Obr. 6 Zlaty rez usecky [12]
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Matematicky to zapiSeme takto:

x a
a—x x

Aby sme vycislili hodnotu zlatého rezu, staéi polozit a = 1.
x 1
1—x - x

Ztoho ekvivalentnymi Upravami dostaneme kvadratickd rovnicu x2 +x — 1 = 0. Rie$enim

145

rovnice dostaneme x; , = . Nakolko hovorime o dlzke usecky, vyhovuje ndm iba kladny

—-1+v5 , . ,
+\/—i0,6180. Pomer axTx' respektive % voldme zlaty pomer azvykne sa

koren, x =
oznacovat gréckym pismenom ¢ [Phi]. Teda ¢ = % = % = 1,61803.

Zaujimavostou je, ze aj pomer roznych casti fudského tela sa rovna ¢. Napriklad, ak vydelime
dizku ¢loveka vzdialenostou od péasu po zem, dostaneme ¢. Alebo pomer vzdialenosti od
ramena po konce prstov a dizky od lakfa po konce prstov je opat rovny ¢. Podobne aj ked
vydelime dizku od bokov po zem dizkou od kolien po zem.

Vytvorme z Fibonacciho postupnosti rad zlomkov, a to tak, Ze kazdé cislo vydelime najblizsim

233 377 610

13777210 987" Fibonacciho zlomky maju

vysSim Cislom. Dostaneme takyto rad: %%%g
velmi blizko k zlatému rezu (Obr. 7). So zvacSujucimi sa clenmi postupnosti, sa hodnota vyrazu
stale viac pribliZuje k zlatému rezu.

MobZeme napisat

: An+1 _
hmn—mo a_ =0
n

, . x 1-y5\ 1
Vyplyva to zimplicitného tvaru F(k), pre k — co. Clen (T) ide limitne kO, lebo

(%g) < 1.Teda limy_,q

T (5

Fib(i) / Fib(i-1)

2,5

2
1'5 M —— —
1 / == Fib(i) / Fib(i-1)

0,5

Obr. 7 Fibonacciho zlomky a zlaty rez [11]
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3 Bootstrap metdda a tiez free lunch

K zédkladnej finanénej gramotnosti patri znalost o dlhopisoch, ¢asovej Struktire drokovych mier
a arbitraze.

Definicia 3 [10]. Dlhopis (bond) je cenny papier, v ktorom sa dlZnik zavézuje, Ze v stanovenej
lehote splati nomindlnu hodnotu a v dohodnutych obdobiach bude vypldcat pravidelny (rocny,
polrocny, ...) urok (tzv. kupon).

Ak si kipime dlhopis, zaplatime zan cenu P (present value), potom v stanovenych obdobiach
budeme dostavat kupdn C (na vyske kupdnu a intervale platieb sa dohodne este pred kipou) a
v Case vyprsania dlhopisu dostaneme kupdn plus nominalnu cenu F (face value). Teda dlhopis
si kipime za cenu P, nas tok platieb (cash flow), to, ¢o potom dostavame, mbézeme zapisat ako
C G C, ..., C, C+F. Vopatnom pripade, teda pri predaji dlhopisu, dostaneme na zaciatku istu
sumu, v dalsich (pravidelnych) obdobiach sme povinni platit kupén. Pozndme kupdnové

a bezkupdnové dlhopisy, v pripade bezkupdnového dlhopisu mame jednoducho C = 0.

3.1 Mentadlna priprava I. (Casovd struktura urokovych mier)

Casovd struktira drokovych mier (term structure of interest rates) predstavuje zavislost vysky
urokov od doby splatnosti dlhopisu (maturity dlhopisu). Zvycajne plati, Ze na dlhsiu dobu
pozi¢iavame s vySsim uUrokom, a teda krivka je rastuca. Avsak v zavislosti od ocakavani, moze

nastat pripad klesajucej ¢asovej struktury arokovych mier.

r

0 T

Obr. 8 €asova struktira trokovych mier (viavo rastica, vpravo klesajtica)
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V prvej kapitole sme si ukazali, Ze v pripade spojitého UroCenia vieme sumu na ucte F
(future/face value) v ¢ase t pri pociato¢nom vklade P a roénom nominalnom uroku r vypoditat
ako
r nt r %x%xnxt
F=lim P(1+-) = limP(1+-) = Pe™.
n—oo n n-—oo n
V pripade dlhopisu nas vSak zaujima hodnota platby dnes, teda pociatocna cena P, za aku
mame predat/kupit dlhopis, pretoZze nominalnu cenu F pozname. Budeme teda robit opak
uroCenia, diskontovanie. Metdédou mladSieho surodenca dostdvame z predchadzajuceho
vztahu:
P =Fett,
kde 1, oznacuje spojity urok na obdobie t.

Ztohto vztahu vyjadrime jednoduchou udpravou spojity urok pre bezkupdnovy dlhopis

s nomindlnou hodnotou F:
1, P
. = —=In-.
t F
Podobnym spbésobom vieme vyjadrit cenu kupdnového dlhopisu. Rozdiel je vtom, Ze je
potrebné diskontovat nielen nominalnu cenu F, ale kazdu prichddzajicu platbu. Teda kazdy

kupdn diskontujeme urokom, ktory prislicha danému ¢asovému obdobiu:
P=Y", Ceiti + F e nln,

V nasledujucom priklade si ukdazeme, Ze ak pozname ceny dlhopisov, vieme z nich pomocou
Bootstrap metddy vypocitat jednotlivé Uroky. Bootstrap metdda vo vseobecnosti oznaduje
princip, Ze nejaky systém sa sam nasStartuje. Oznacenie sa vztahuje na legendu o bardnovi
Minchhausenovi, ktory sa z mociara dostal tak, Ze vytiahol sdm seba za vlasy. V americkej
verzii na vytiahnutie z modiara pouZil remene na ¢iZzmach namiesto vlasov, preto sa tato
metdda nazyva i bootstrapping (fraza by one’s own bootstraps = svojpomocne, vlastnym

pri¢inenim).

3.2 Priklad o dlhopisoch

K dispozicii mame Udaje o piatich dlhopisoch uvedenych vtabulke (Tab. 2). Kupény su
vyplacané v polroénych intervaloch. Nomindlna hodnota kazdého dlhopisu je F = 100€.

Postupne budeme poditat Uroky — od najkratsej periddy po najdlhsiu (prevzaté z [10], str. 11).
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Tab. 2 Pontikané dlhopisy na trhu (podla [10], str. 12)

Dlhopis | Maturita (v rokoch) | Ro¢ny kupén| Cena
1 0,25 0€ 97,70 €
2 0,5 0€ 95,30 €
3 1 0€ 90,70 €
4 1,5 8 € 97,10 €
5 2 10€ 99,40 €

Urokové miery pre bezkupdnové dlhopisy vypocitame jednoducho dosadenim tdajov z tabulky

do vzorca:
1 97,7
To2s = — 0’251n 100 = 0,0931 = 9,31%,
1 95,3
Tos = — 0’51n 100 = 0,0963 = 9,63%,
1 90,7
rl = —Ilnm = 0,0976 - 9,76%

Posledné dva dlhopisy st kupdnové, pri vypocte potrebujeme teda zohladnit a diskontovat
kupdny. Problém je, Ze nemame informaciu o Urokovych mierach, pouZijeme svojpomocne
(Bootstrap metddou) najdené uroky 7q 55,79 5, T3 -
Tok platieb Stvrtého dlhopisu mézeme symbolicky zapisat:
4€ (t = 0,5), 4€ (t = 1), 100€ + 4€ (¢t = 1,5).
Hodnota kupdénu po pol roku je 4€, teda polovica hodnoty ro¢ného kupdénu. V poslednom
obdobi (pri maturite dlhopisu) dostane majitel dlhopisu kupdn aj nominalnu hodnotu dlhopisu.
Dosadenim tychto hodn6t do vztahu dostaneme:
97,1 = 4~00963X05 4 4,-0,0976X1 4 1(4p-T15X15,
Metddou mladSieho surodenca
ry5 = 0,0989 = 9,89%.
Obdobne uvazujme aj v pripade piateho dlhopisu. Jeho tok platieb bude nasledovny:
5€(t =0,5),5€(t =1),5€ (t = 1,5),100€ + 5€ (¢t = 2).
Dosadenim do rovnice
99 4 = 5¢-00963X05 4 5,-00976X1 4 5,—0,0989X15 | 1()5p—72X2

a Upravou mame:

r, = 0,101 = 10,1%.
Vysledky Bootstrap metddy si zndzornime aj graficky (Tab. 3), (Obr. 9).
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Tab. 3 Vypocitané urokové miery [10]

Maturita (v rokoch) Urok
0,25 9,31%

0,5 9,63%

1 9,76%

1,5 9,89%

2 10,10%

Urokové miery

10,20%

10,10% *

10,00%
9,90% *
9,80%
9,70%
9,60%
9,50%
9,40%
9,30% ?
9,20% . . . . .

® @ Urokové miery

Obr. 9 Casova $truktura vypoéitanych urokovych mier

Dostali sme rastucu cCasovu Strukturu urokovych mier, o sme aj ocakavali. Vidime, Ze nasa
funkcia nie je spojita, pretoze nevieme povedat, ako sa krivka Urokovych mier sprava medzi

nami vypocitanymi hodnotami (zvykne sa aproximovat linearne).

3.3 Mentadlna priprava Il. (arbitraz)

Arbitraz (,s prazdnym vreckom isty zisk“) je v istom zmysle Spekulacia, ako dosiahnut zisk
vyuzitim existencie rozdielnych cien na réznych trhoch, ktoré mozu byt oddelené priestorovo,
ale aj ¢asovo [4]. Na rozdiel od Spekuldcie je arbitrdz v podstate bezrizikovou operdciou.
V anglictine sa pre arbitrdz, resp. zdkaz arbitraze pouziva tiez slovné spojenie free lunch, resp.

no free lunch.
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3.4 Priklad o obede zdarma

Predpokladajme, Ze trh ponuka bezkupdnovy dlhopis s dobou splatnosti 1,5 roka a nominalnou
hodnotou 100€. Ak sucasna cena dlhopisu je 85€, existuje na trhu prileZitost istého zisku bez
rizika? (Podla [10]).
Aby sme zistili, ¢i na trhu existuje arbitrazna prilezitost, pozrime sa, aka by bola teoreticka cena
tohto dlhopisu pri spojitom Uroceni. V predchadzajicej Casti sme zistili, Ze urok 1,5 rocného
dlhopisu je rovny 9,89%. Tuto hodnotu pouzZijeme na vypocet teoretickej sucasnej ceny
dlhopisu, dosadenim do vzorca:

P =Fe "t = 100 ¢~%0989%15 = 86 2€.
Nakolko sa teoreticka cena nezhoduje s trhovou cenou (86,2 # 85), na trhu existuje prileZitost
na isty zisk bez rizika. UkdZzme si, ako ho ziskat.
Nasou snahou bude nakupovat a predavat dlhopisy, ktoré mame k dispozicii tak, aby sme v
obdobiach 0,5; 1 a 1,5 roka mali nulovy tok platieb av zavere zisk. KedZe trhova cena 1,5
rocného bezkupdnového dlhopisu je nizsia ako spravodliva teoreticka cena, kipme 1 kus tohto
dlhopisu v lacnejsej variante, teda za 85€. KedZe Urok sa méze vyvijat rozne, tato transakcia
nam este nezaistuje zarobok, preto budeme pokracovat v obchodovani s dalsimi dlhopismi.
Kupou tohto dlhopisu sme prisli o 85€, preto v celkovom suéte bude toto Cislo vystupovat so
zapornym znamienkom. Co sa tyka toku platieb v jednotlivych obdobiach, v éase 0,5 a1l
nedostavame Ziaden kupdn (nula) avcase 1,5 roka nam bude vyplatend nomindlna cena
dlhopisu, teda +100¢€.
V nasledujicom kroku sa budeme snazit vynulovat tok platieb v 1,5 roku. Aby sme to dosiahli,

preddme kupdnovy 1,5 ro¢ny dlhopis. Nepotrebujeme ho vsak cely, iba jeho Cast, pretoze cely
prinasa platbu (v ¢ase 1,5) 104€ a my potrebujeme len 100€. Predame teda % = 0,9615 ks

tohto dlhopisu. Za predaj takéhoto mnoZstva dlhopisu zinkasujeme 93,36€ (mnoZstvo X cena
dlhopisu = 0,9615 X 97,1€ = 93,36€). Rovnakym spOsobom zistime, kolko nas budu stat
kupdny v ¢asovych obdobiach 0,5 a 1 roka (0,9615 X 4€ = 3,85).

Ostava nam vynulovat tok platieb v predchadzajucich 2 obdobiach. Dosiahneme to kupou

_y y . fy . . 3,85 "
urcitého mnozstva dlhopisov s prislusSnou maturitou. Kipime To0 = 0,0385 ks 1 rocného

bezkupdnového dlhopisu, za ktory zaplatime 0,0385 X 90,7€ = 3,49€. A tieZ % = 0,0385 ks
0,5 ro¢ného bezkupdnového dlhopisu za cenu 0,0385 x 95,3€ = 3,85€.

Takouto obchodnou stratégiou sme dosiahli zisk 1,2€. Dokazali sme zarobit s nulovym tokom
platieb a bez rizika. Ak by sme nakupovali a predavali dlhopisy vo va¢Ssom mnoZstve, aj nas zisk

by sa tym zvysil.
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Tab. 4 Tabulka transakcii (podla [10])

popis 0,5 roka 1 rok 1,5 roka mnoistvo |cenav €
nakup 1,5 r. bezkupénového dlhopisu 0 0 100 1 -85
predaj 1,5 r. kupdnového dlhopisu -3,85 -3,85 100 0,9615 93,36
nakup 1 r. bezkupdnového dlhopisu 0 3,85 0 0,0385 -3,49
nakup 0,5 r. bezkupdénového dlhopisu 3,85 0 0 0,0385 -3,67

spolu 0 0 1,2

4 Linedrny regresny model

V redlnom svete je Casto krat potrebné zachytit realitu nejakym modelom, pretoze sa s nim
jednoduchsie pracuje a samotny model sa dd omnoho lahsie skimat ako realita. Na rieSenie
ekonomickych problémov vyuZivame matematické a Statistické metddy. Odhadovanim
ekonomickych vztahov, testovanim hypotéz o vztahoch medzi ekonomickymi premennymi,
skimanim toho, ako dobre dany model zobrazuje realitu, sa zaobera ekonometria.

Regresné modely tvoria jadro ekonometrie. Hoci pozndme vela Statistickych modelov
a pouzivame rozne typy dat, najcastejSie pracujeme s regresnymi modelmi alebo ich jemnymi
obmenami [2]. Najjednoduchsim typom regresného modelu je jednoduchy linedrny regresny
model, s ktorym sa bliZSie zoznamime v nasledujucom priklade.

Prostredim na analyzu vytvoreného modelu bude Microsoft Excel a programy E-Views a R.

4.1 Priklad o reklame na praci prasok

Firma Procter&Gamble uviedla na trh novy druh prasku ARIEL a pocdas prvého tyzdna ho
podporila reklamnou kamparou v 50 eurdpskych krajinach (data v prilohe C). Otestujte vplyv
réznych spbsobov propagacie vyrobku na predajnost (trzby) prasku ARIEL. V priklade tiez
testujte signifikantnost parametrov, ktoré su zvolené za vysvetlujiuce premenné
a signifikantnost celej regresie. Vykonajte test normality rezidui. Dalej otestujte, ¢i sa firme
Procter&Gamble oplati investovat do billboardov, ak je v krajine miliéon obyvatelov a tyZzdenny
prendjom jedného billboardu stoji 10 100 eur. Na zaver overte, ¢i v modeli nie je problém

s multikolinearitou. (Podla [14]).
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Zostavime linearny model popisujlci predajnost:

triba ~ ¢y + c,*billboardy + c,*tlac + c;*televizia + c,*radio + €,

kde ci, i =0, ..., 4, si odhadované konStanty. Premenné modelu a ich vlastnosti su vysvetlené

nizSie. V zatvorkach za strué¢nym popisom premennych je uvedeny subjektivne odhadnuty

vplyv premennej na predajnost nového druhu prasku ARIEL.

Zavisla premenna:

trzba
Tento stipec dat predstavuje tribu za prvy tyzded (v tisicoch) vdanej krajine

prepocitand na milidn obyvatelov

Nezdvislé premenné:

billboardy

V stipci s ndzvom billboardy st zaznamenané pocty kusov, ktoré firma prenajala.
Predpokladame, Ze ¢im vyssSi pocet, tym viac sa prasok ARIEL dostane do povedomia
a firme sa zvysia trzby z ndkupu (pozitivny vplyv).

tla¢

Tento stipec predstavuje poéet reklamnych cm?® v novinach a ¢asopisoch. Opat
oCakavame, Ze viac reklamy bude viest udi k preferencii tohto pracieho prasku pred
beZnymi pracimi praskami (pozitivny vplyv).

televizia

V Casti televizia je zaznaceny pocet zaklpenych reklamnych minut v televiziach (kladny
vplyv).

radio

V tejto Casti je pocet zakldpenych reklamnych minut v radiach (kladny vplyv).

Na odhadnutie regresného modelu pouzijeme program E-Views. Dostaneme nasledovny

vystup:
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Dependent Variable: TRZBA
Method: Least Squares
Date: 05/23M12 Time: 18:42
Sample: 150
Included observations: 50
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 1016.153 1079172 94 16042 0.0000
BILLBOARDY 9.937403 0.052885 187.9058 0.0000
TLAC 0.008454 0.002454 3444686 0.0012
TELEVIZIA 119.9893 0.009539 12578.78 0.0000
RADIO 0.087638 0.020196 4 3393495 0.0001
R-squared 1.000000 Mean dependent var G3096.12
Adjusted R-squared 1.000000 S.D. dependentvar 32825.66
S.E. of regression 18.07868 Akaike info criterion 8.721933
Sum squared resid 14707.74  Schwarz criterion 2.8131385
Log likelihood -213.0496 Hannan-Cluinn criter. 3.794794
F-statistic 40385888 Durbin-Watson stat 2327377
Prob(F-statistic) 0.000000

Obr. 10 Model popisujlci predajnost - vystup

4.2 Koeficienty

Prvy koeficient ¢y je akési posunutie nadroviny, ktorou sa snazime aproximovat ziskané data,
do ,,spravnych cisel”. Keby sme mali data v okoli nulovych hodnét reklamy, tak by sa dal tento
koeficient interpretovat ako ocakavana vyska trzby bez reklamy, ale v nasom pripade by to

bolo asi dost nepresné. Ostatné koeficienty odhaduju, ako jednotlivé spésoby reklamy vplyvaju

na vyslednu trzbu.

Napriklad koeficient pri billboardoch je priblizne 10 a koeficient pri televizii je priblizne 120, to
znamena, Zze prendjom 12 billboardov zvysi triby priblizne rovnako ako mindta reklamy v

televizii. Nakolko vSetky odhadnuté koeficienty vysli kladné, parametre maju pozitivny vplyv na

trzby, v zmysle priamej Umery, tak ako sme aj ocakavali.

4.3 Test signifikancie odhadov parametrov

Testujeme hypotézu:
Ho: C = 0,

prei=0,..., 4.
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Najzaujimavejsi je pre nas odhad koeficientu pri parametri tlac, lebo ¢, = 0,008454 ato je

“

»priblizne” nula, teda hypotézu H, ,asi“ nezamietneme. Budeme to testovat t-testom.

[DetailnejSie v 16]. Nasa testovacia Statistika bude nasledovna:
odhad c; .

- JJvar(odhadc;) ok

kde n je pocet dat, k je poCet parametrov a t,,_; je Studentovo t-rozdelenie s n — k stupnami

volnosti. Ak Hy plati, tak T~ t59_s. Hodnotu testovacej Statistiky ndjdeme v tabulke pre kazdu
premennu zvlast. Napriklad t-Statistika pre tla¢ je 3,44. Zodpovedajlica p-hodnota testu (tzv.
marginalna signifikantna hladina) je v tomto pripade 0,12% < 5%, €o znamena, Ze testovanu
hypotézu zamietame a premenna tlac je signifikantnou premennou. V tabulke dalej vidime, Ze

aj vSetky ostatné premenné su v naSom modeli signifikantné.

4.4 Test signifikancie regresie

Testujeme hypotézu:

Ho: Cp=Ci1=C=C3=¢4=0
F-test ndm hovori, Ze hypotézu Hy zamietame, nakolko p-hodnota = 0% < 5%. Test ukazuje,
nakolko je nd$ model nahraditelny len absoldtnym ¢lenom, v naSom pripade nenahraditelny

len absolutnym ¢lenom. Regresia je signifikantna.

4.5 Test normality chyb

Analyza Struktury rezidui je zakladnym prvkom posudenia kvality modelu. Preto budeme v

tejto Casti testovat, ¢i nahodné odchylky € st z normaélneho rozdelenia.
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G0

Quantiles of Normal

Quantiles of REZID

Obr. 11 Obrazok struktury rezidui

Z Q-Q diagramu (Obr. 11) nie je na pohlad jasné, ¢i su rezidud normalne. Ak by boli, graf by

pripominal priamku. Podme testovat:

Series: Residuals
Sample 1 50
74 Chbservations 50

Mean -3.80e-12
= Median -1.170315

Maximum 34858231
44 | Minimum -31.81857
3 Std. Dev. 17.32807

Seewness 0.193380
29 Kurtosis 2438128
i

Jargue-Bera 0.838312
a | T | | | | | | | T | Probability 0.858259

-3 -3 -35 -2 -5 -0 -5 a4 5 10 15 2 2m 3M OB

Obr. 12 Histogram s popisnymi Statistikami

Z histogramu, aj z popisu (Obr. 12) vidime, Ze odchylky v nasom modeli si normalne. Jarque-
Bera test nezamietol hypotézu, Ze rezidud su z normalneho rozdelenia (p-hodnota vysla
65,82%), takie aj chyby epsilon su z normalneho rozdelenia. Keby predpoklad normality
splneny nebol, znamenalo by to, Ze F-Statistika z predchadzajucej €asti by nemala Fisherovo

rozdelenie, takze ziskany vysledok by stratil vypovednu hodnotu.
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4.6 Testovanie hypotézy s ekonomickou interpretdciou

V dalsej ¢asti prikladu budeme testovat hypotézu:

Ho: c; £ 10,1
lebo 10.1 je prave hodnota, ked' sa investicia do billboardov vrati. PouZijeme test s kontrastom
a dostdvame p-hodnotu rovnd 99.8% > 5%. To znamena, Ze test zamietol skimanu hypotézu H,
a prijimame Hy: ¢y <10,1. TakZe prenajom billboardu sa neoplati, lebo s 95%

pravdepodobnostou neprinesie tato investicia zvysenie trzby vyssie, ako je cena prenajmu.

4.7 Test multikolinearity

Existuje viacero testov na zistovanie multikolinearity v modeli. Vyberieme si testovanie

pomocou korelaénej matice (Tab. 5), na zdklade ktorej porovname koreldcie jednotlivych

parametrov:
Tab. 5 Korelacia medzi premennymi modelu
BILLBOARDY TLAC TELEVIZIA RADIO
BILLBOARDY  1.000000 0.055501 -0.025681 -0.069800
TLAC 0.055501 1.000000 -0.058045 0.067147
TELEVIZIA -0.025681 -0.058045 1.000000 0128022
RADIO -0.069800 0.067147 0128022 1.000000

Pritomnost multikolinearity v modeli povaZujeme za podstatni, ak korelacia medzi dvoma
premennymi je v absolutnej hodnote vacsia ako 0,8. Z korelacnej matice sme zistili, Ze v naSom

modeli sa multikolinearita nevyskytuje.

5 Vaznova dilema

Tedria hier vznikla ako cast aplikovanej matematiky a jej vyuZitie ndjdeme najma v ekondmii,
politike, psycholdgii, ale aj v logike a bioldgii. Je Studiom analyzy strategického rozhodovania sa
hracov. ExaktnejSie povedané, tedria hier je Stidiom matematickych modelov, ktoré skumaju
konflikt, spolupracu, vyjednavanie, komunikaciu medzi hraémi, ktori sa racionalne

a inteligentne rozhoduju.
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Definicia 4 (Podla [13]).

Trojicu (1, {A}, {u}), kde

I ={1,2,...,n}je mnoZina hracov,

A, je mnozina akcii hréca i € I,

Uit A x Ay x... x A, = R je funkcia vyplat hracov i € I,

voldme hrou v strategickom (normdlnom) tvare.

Ludskou re¢ou povedané, zakladnymi prvkami hry su:

e Hracdi — nie kazdy, kto sa zucastfiuje situdcie, je hrac, iba ten, kto aj rozhoduje.
Napriklad, keby sme sa rozhodli okradnut suseda, tak sused nie je hrac, lebo
nerozhoduje.

e Akcie — stratégie hracov

e Vyplata — zavisi od akcii vSetkych hracov. To, ¢o preferujem, musi mat vacésiu vyplatu.

Definicia 5 (Podla [13]).
Simultdnna hra s uplnou informdciou ma tieto pravidla:
1. VSetci hrdcii € I si zvolia simultdnne (bez poznania volby protihrdca) akciu A€ 1
2. Hrddi zverejnia svoju volbu (a; as, ..., a,)
3. Hrddiobdrzia vyplaty u; (a; a, ..., a,)
4

Hra konci

Predpoklady hry:
1. Hradi su raciondlni — maximalizuju svoje vyplaty

2. V hre je pritomné vieobecné poznanie

5.1 Priklad o dvoch védznoch

Dvaja muZi su zatknuti, ale policia nema dostato¢né mnoistvo informdcii na vznesenie
obvinenia. Po oddeleni muZov do dvoch separatnych ciel im policia navrhne nasledovnu
dohodu. Ak vazen pojde svedcit proti svojmu partnerovi — zradi ho, zatial ¢o druhy vazen
ostane ticho — spolupracuje so spoluvaziiom, zradca bude oslobodeny a kooperdtor bude
odsudeny na 15 rokov odnatia slobody. Ak budl obaja vazni mléat, obvinia ich z mensich
zlo¢inov a odsudia na 2 roky vo vazeni. Ak obaja zradia toho druhého, po 10 rokoch za mreZami

ich prepustia na podmienku. Co by mali vazni urobit? (Podla [13]).
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5.2 Strategicky tvar hry

ZapiSme si hru Vaznova dilema do strategického tvaru:

I={Vazen_1, Vazen_2}

A.=A,={zradit, spolupracovat}

Vyplaty by sme mohli zapisat nasledovnym spdsobom, kde prvé Cislo z dvojice Cisel je vyplata
prvého hraca a druhé Cislo je vyplata druhého hrdca. Teda napriklad, ak Vazer_1 sa rozhodne
spolupracovat a Vizen_2 si vyberie akciu zradit, tak vyplata 1. hraca je podla tabulky vyplat 15

a vyplata druhého 0.

Tab. 6 Tabulka vyplat - nespravna

Vazen_1 \Vazen_2 Zradit Spolupracovat
Zradit 10, 10 0, 15
Spolupracovat 15,0 2,2

Vidime, Ze toto je zly spdsob hodnotenia, pretoze byt viac rokov vo vizeni sa zaznamenalo vo
forme vacsej vyplaty. Prerobime tabulku vyplat tak, aby to, ¢o preferujeme prindsalo lepsiu
vyplatu. Neddame do tabulky vyplat potencidlny pocet rokov vo vazeni, ale pocet rokov, ktoré
hraci usetria. Napriklad, ak obaja zradia, ich vyplaty budu 5, 5, pretoZe namiesto maximalnej
pokuty 15 rokov, stravia vo vazeni 10, tym padom usetria 5 rokov. Skutocna tabulka vyplat

bude:

Tab. 7 Tabulka vyplat - spravna

Vazen_1 \Vazen_2 Zradit Spolupracovat
Zradit 5,5 15,0
Spolupracovat 0,15 13,13

Definicia 6 (Podla [13]). Nech a, a;* su dve akcie hrac¢a i € I. Potom, ak plati uia, a.;) > uia;*,
a,), pre kazdé a. € A, hovorime, Ze akcia a; (ostro) dominuje nad akciou a;* a akcia a;* je

(ostro) dominovanou akciou a;.

Poznamka 1 (Podla [13]).
a=(ay a, .., a,) =(a, a,), kde a_; je komplementdrny profil akcii k akcii a; teda

a.i=(ay ay ..., iy, Qivyy -, Op)-
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5.3 Ekvilibrium hry

Pozrime sa na rozhodovanie sa Vazna_1 (sledujeme prvé cisla v tabulke vyplat):
e ak by Vazen_2 zradil, vyplata Vazia_1 pre zradu je 5, pre spoluprdcu 0, z toho vyplyva,
Ze Vazen_1 by tieZ zradil, lebo je racionalny a maximalizuje svoju vyplatu.
e ak by Vazen_2 spolupracoval, vyplata 1. hraca, ak zradi, je 15, ale ak spolupracuje,
usetri iba 13 rokov. Preto si vyberie zradu.
Podobne vyzera aj rozhodovanie sa Vazia_2 (pozorujeme druhé cislo z dvojice Cisel v tabulke):
e ak Vazen_1 zradi, Vazen_2 sa rozhoduje , Ci zradi (vyplata 5) alebo spolupracuje
(vyplata 0)
e akVazen_1 spolupracuje, vyplata Vaziia_2 pri zrade je 15, pri spolupraci 13.
V hre vaziiova dilema prinasa akcia zradit hracovi vzdy vacsiu vyplatu ako akcia spolupracovat.
Akcia zradit dominuje nad akciou spolupracovat. Ekvilibriom dominantnych akcii je profil akcii
(zradit, zradit), aj napriek tomu, Ze profil akcii (spolupracovat, spolupracovat) obom hracom
prindsa na prvy pohlad lepsiu vyplatu.
Vidime, Ze tento model je klasickym prikladom hry, kde dvaja jednotlivci vzdjomne
nespolupracujuy, i ked' sa zd3, Ze je to v ich najlepSom zaujme.

Model hry Vazriova dilema mdzeme zovseobecnit:

Hrac_1\ Hrac_2 Zradit Spolupracovat
Zradit B, B D, A
Spolupracovat A, D CC

Pricom platiA<B<C<D.
Fakt, Ze obidvaja spolupracuju, je spolocensky prijatelnejsi ako Ze obaja zradia (C > B), ale

maximalizovanie vyplat jednotlivcov (B > A, D > C) spdsobi, Ze obaja hradi si vyberu zradu.

6 Projekt vyskumu

Predmetom nasho vyskumu je analyza schopnosti Ziakov aplikovat ziskané vedomosti na
konkrétny priklad z finanénej matematiky. Ide o priklad Uroky, ktory sme podrobne analyzovali
v 1. kapitole tejto vedeckej prace. Zadanie prikladu vo forme, ktora bola poskytnuta Ziakom, sa
nachadza v prilohe. Prieskum sme realizovali v Bratislave na Gymnaziu Grdsslingova 18 a

na Fakulte matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského.
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6.1 Ciel' vyskumu

Nas vyskum v odbore finanénd matematika je cieleny na porovnanie vedomostnej Urovne
Ziakov vySSich rocnikov matematického gymnazia anizSich rocnikov vysokej Skoly

matematického zamerania.

6.2 Charakteristika vzorky Ziakov

Nasho vyskumu sa celkovo zlcastnilo 52 Ziakov. Prieskum sa uskutocnil na dvoch vybranych
Skolach v Bratislave a podla toho sme Studentov rozdelili do troch typov:
1. Gymnazisti (G) — vtejto skupine su Ziaci maturitného rocnika na Gymnaziu
Grésslingova v Bratislave, ktori nemaju rozsirené vyucovanie matematiky.
2. Matematicki gymnazisti (MG) — do druhej skupiny patria opat maturanti Gymnazia
Grésslingova v Bratislave, ale s rozSirenou vyucbou predmetu matematika.
3. Vysokogkolaci (VS) — tato vzorka zahffia $tudentov 2. roénika Ekonomicke] a finanénej
matematiky na Fakulte matematiky, fyziky ainformatiky Univerzity Komenského

v Bratislave.

6.3 Hypotézy vyskumu

H1: Ziaci svy$$im matematickym vzdelanim dok&zali lepsie uplatnit svoje vedomosti (pri
fixnom stupni narocnosti tlohy).
H2: So stlUpajucou narocnostou ulohy klesa schopnost Ziakov spravne odpovedat (fixujeme typ

Ziaka).

6.4 Vyhodnotenie a interpretacia vysledkov

Obtaznost prikladu sme odstupriovali od 1 do 10, kde 1 reprezentuje najlahsiu ¢ast, 10
najtazsiu. Sledovali sme pocet Ziakov, ktorym sa podarilo dosiahnut jednotlivé stupne prikladu.
Aby sme zohladnili nerovnaky pocet respondentov v jednotlivych typoch Ziakov, sledovali sme
percentudlnu Uspesnost v rieseni prikladu.

Kvantitativne vysledky vyskumu s uvedené v nasledujicej tabulke:
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Tab. 8 Kvantitativne vysledky vyskumu

Stupen

naroénosti| G G(%) |MG MG (%) |VS VS (%)
1 18 100 21 100 13 100
2 11 61 20 95 13 100
3 4 22 16 76 13 100
4 4 22 15 71 13 100
5 0 0 7 33 13 100
6 0 0 6 28 12 92
7 0 0 6 28 12 92
8 0 0 1 10 77
9 0 0 2 9 3 23
10 0 0 0 0

Fixujeme narocnost’, sledujeme typ zZiaka:

100
90
80
70

60

HG (%)
50

B MG (%)
40

VS (%)
30

20

10

0

Obr. 13 Graf zavislosti Uspesnosti rieSenia (v %) od naro¢nosti prikladu, podla typu Ziaka

Startujuci bod zloZitosti 1 zvladli vyriesit vietci $tudenti, bez ohladu na vek a dosiahnuté
vzdelanie. V dalSich stuprioch sa uZ potvrdzuje hypotéza Cislo 1, Ze vysokoskolaci dosahuju
vyrazne lepsie vysledky ako stredoskolaci — matematici, a tito zase vyrazne lepSie ako bezZni
stredoskolaci. Napriklad stupen naroc¢nosti 3 nebol pre vysokoskoldkov Ziadnym problémom,
prekonali ho vsetci, zo skupiny MG vypocitalo tuto ¢ast 76% danej skupiny Ziakov a len 22%
beinych gymnazistov dosiahlo dani métu. MbZieme povedat, Ze Studenti Ekonomickej

a finan¢nej matematiky najlepsie zvladli (v porovnani s MG a G) uplatnit svoje vedomosti
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a vyuzit ich pri rieSeni konkrétneho problému. Vysvetleni sa nika hned niekolko. S podobnym
typom prikladu sa Ziaci Matematicko-fyzikdlnej fakulty velmi pravdepodobne pocas Studia na
VS u? stretli, a preto mali vyhodu oproti gymnazistom. Na druhej strane, gymnazistom —
nematematikom podla vSetkého chybaju vedomosti o limitach a derivaciach, ¢o spdsobilo ich
stagnaciu na 4. stupni. Zaujimavostou vynika stuper 10, ktory si vyzadoval velkd davku
algebraickej zruénosti. Jeho nulovd Uspesnost, resp. nelspesnost si vysvetlujeme nedostatkom

Casu, Ci trpezlivosti Studentov.

Fixujeme typ Ziaka, sledujeme Uspesnost v rieseni jednotlivych ¢asti prikladu:

100 -

90 - ml
80 - m2
70 - m3
60 - ma
50 - m5
40 - m6
30 - m7
20 - — =8
10 — 9
0 - " 10

G (%) MG (%) VS (%)

Obr. 14 Graf zavislosti uspesnosti rieSenia od typu Ziaka, podla stupfia narocnosti

Hypotézu ¢&islo dva (so stupajucou naro¢nostou ulohy klesd schopnost Ziakov spravne
odpovedat) potvrdzuju obe skupiny $tudentov gymnazia. Co sa tyka beZnych gymnazistov, pri
takmer kazdom novom stupni mdzeme sledovat vyrazny pokles v Uspe$nosti riesSenia (az
040%) oproti predoslému stupriu. U matematickych gymnazistov ubldda pocet riesenia
schopnych Studentov priblizne rovnakym tempom ako sa zvySuje naroénost Ulohy. Narast
poctu Ziakov z8. na 9. stupen ndarocCnosti si vysvetlujeme nepostacujucou vzorkou
respondentov. 2. hypotézu nam Statisticky ,kazia“ vysokoskoldci, pretoze prvych pat stupriov
zvladli vypocitat vietci. Dalej vidime, Ze sa spomalil ,,odliv* a zaznamenali sme mensie skoky

medzi jednotlivymi stupfiami ndro¢nosti prikladu.
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6.5 Kvalitativne vyhodnotenie

Velmi zaujimavé bolo sledovat spdsob myslenia jednotlivych typov Ziakov. Prva skupina Ziakov
si volila rézne metddy pri odvadzani vztahov pre zlozené uroéenie. Spomedzi nich by sme
spomenuli napriklad tvorenie zlozitejSich vyrazov so zatvorkami, akychsi ,zjednodusenych
grafov” (Priloha D), alebo tzv. ,metdda skusmo*, skisime trafit vzorec a dosadenim zistime, ¢i
sa podarilo. Av neposlednom rade, klasicka ,Studentskd metdda“, ktorej podstata spociva
v tom, Ze si najprv Ulohu vyskisame riesit pre nejaké malé ¢isla a z toho odvodime vieobecny
vzorec.

Podobné metddy volili aj stredoskolaci s rozSirenym vyucovanim matematiky, ale zvladli to
o Cosi sofistikovanejSie a vo svojich rieseniach boli Uspesnejsi ako ich kolegovia (Priloha F,
Priloha G).

Vysokoskolaci sa liSili predovsetkym tym, Ze vela z nich vyuzivalo na rieSenie problému iny
sposob, ako im bol navrhnuty v zadani. Hodnotime to velmi pozitivne, pretoZze sa tym ukazali
ich analytické zruénosti a schopnost samostatne mysliet. Ukazky rieSeni sa nachadzaju v Casti

prilohy.
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Zaver

Vedeckd praca obsahuje vyber prikladov z oblasti ekonomickej a financnej matematiky
aich rieseni. Ako ciel prace sme si stanovili vytvorit alebo najst také priklady, ktoré by Ziakov
motivovali, avysvetlit podstatu rieSenia danych ekonomickych dloh zaujimavou
a zrozumitelnou formou. Ciefom prace bolo aj naznacit hranice toho, ¢o moino Ziakom
vysvetlit bez pouzitia vysokoskolskych metdd.

Ako prvy azdkladny priklad sme si vybrali problém zloZzeného lrokovania, kde sme sa
postupne od ro¢ného urocenia prepracovali k spojitému a poukazali na dbleZitost limity
postupnosti, ktora konverguje ku Cislu e aje odpovedou na dany problém zlozeného
urokovania. Motivaciou bol samotny pojem uroku, sktorym sa beine stretdvame pri
financnych dkonoch ako napriklad sporenie. Zadanie bolo pripravené podla [8] tak
zrozumitelne, aby si ho osvojili aj Studenti, ktori neholduju matematike.

V druhej kapitole sme sa zaoberali Fibonacciho postupnostou, ktorej motivujici prvok
spociva v jej vlastnostiach atiez vjej ¢astom, no len malo znamom vyskyte v prirode. Na
rieSenie diferencnej rovnice sme si vybrali operacie s maticami. Takéto rieSenie sa nachddza na
rozhrani stredoSkolského a univerzitného uciva. V tejto kapitole sme spomenuli limitu podielu
dvoch po sebe iducich ¢lenov Fibonacciho postupnosti, ktora je rovna zlatému rezu.

Pojem dlhopisov, doby splatnosti dlhopisov, ¢asovej Struktury Urokovych mier a arbitraze
sme podrobne vysvetlili vtretej kapitole bakalarskej prace. Nakolko tieto vyrazy casto
zaznievaju v médiach, ich zaradenie do prace by mohlo byt motivachym faktorom pre jej
precitanie Studentmi gymnazii a nasledne rozhodnutie sa pre Studium ekonomickej a financnej
matematiky.

K rieSeniu matematickych a Statistickych modelov, ktoré vznikaju na zaklade realnych
potrieb vo finanénom svete, neodmyslitelne patria vedomosti z ekonometrie, ¢i Statistickych
metdd. Z tohto dovodu sme niektoré postupy uviedli v 4. kapitole. Nakolko problém linearnej
regresie je Sirokd téma, praca zahffia len zdkladné pojmy, ukdzané na konkrétnom motivacnom
priklade. Tato formu vysvetlenia totiz povazujeme za zrozumitelnejsiu pre Ziaka strednej skoly.

Do prace sme zaradili aj priklad Vazriova dilema z Tedrie hier. Pokladame ho za nesmierne
motivacny. Hoci priklad nie je vypoctovo ndrocny, dbéraz sa kladie na logiku, modelovanie
a koncept rieSenia. Tieto su zakladnym predpokladom akychkolvek ekonomickych duloh.
Hranice v tomto priklade sme posunuli viac smerom k stredoskolakom, ktori zaiste nebudd mat
problém porozumiet prikladu, ¢o ich mdze motivovat k dalSiemu Stadiu v oblasti ekonomickej

a finan¢nej matematiky.
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V projektovej Casti prace sme sa zaoberali otdzkou, i vysokd skola pozitivne ovplyviiuje
intelekt mladych fudi. Priklad o zloZzenom urokovani sme dali vypoditat ako maturantom, tak aj
Studentom univerzity matematického zamerania. Potvrdila sa testovana hypotéza, Ze Ziaci
s vy$s$im matematickym vzdelanim dokazu lepsie uplatnit svoje vedomosti. Avsak nakolko sme
pracovali s malou vzorkou, nemoézeme tvrdit, Ze vysledok je Statisticky vyznamny.

Mozny prinos prace sa da najst v zaplneni Ciernej diery, ktord ma literatura, venujica sa
kontinuite vyvinu matematickych poznatkov u Ziakov v ¢ase prechodu zo strednej Skoly na
univerzitu. Tato praca by mohla byt akymsi vstupom Ziakov do univerzitného sveta a zaroven
pomédckou pre ucitelov na vysokej skole, aby pomohli Ziakom prekonat tazkosti na zaciatku
studia.

Okrem toho sidovolime tvrdit, Ze vedecka praca bude prinosom aj pre takzvanych
»hematematikov”, ktori prejavili zdujem dozvediet sa viac o finan¢nej matematike, a ktori si na
konkrétnych prikladoch tdzia osvojit pojmy, sktorymi sa Casto stretdvaju v Zivote a
tieZ matematické nastroje, ktoré sa vyuZivaju na riesenie danych problémov. Ak sa nam to
v praci podarilo dosiahnut, splnili sme ciel, napisat pracu do podoby néleZitej pre Citatela iba

so zakladnymi vedomostami z oblasti.
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Prilohy
Priloha A

Student Oliver sa rozhodne, Ze ked' skon¢i $kolu, bude pestovat maliny. Aby sa na to finanéne
pripravil, rozhodne sa rozbit svoje prasiatko a peniaze investovat. Oliver chce zistit, v ktorej
banke sa mu to najviac oplati. VlozZi svojich 1000€ na dobu 5 rokov do banky a po uplynuti 5
rokov chce mat o najviac penazi.

a) Prva banka ponukne Oliverovi ro¢ny 10% zlozeny urok (teda urok v novom obdobi sa
nepocita z povodnej sumy, ale uz zo sumy navysenej o uroky).

Obrazok
Suma 1000€ > 1100€ >
x10% N\ A x10%N A
Urok 100 110

Poméz Oliverovi nakreslit si tabulku, aby zistil, ako sa bude vyvijat stav na jeho Uéte.

b) N3jdi pre Olivera vzorec pre vypocet Buducej hodnoty B (kolko penazi si po 5 rokoch vyberie
z banky), ak Aktudlna vloZena suma je A = 1000€.

c) Oliver nie je spokojny s vyskou svojho vynosu a povie si, Ze skusi 10 percentny urok s
mesacnym urocenim.

(Nie 10% kazdy mesiac, ale mesacny Urok bude 10%/12 a takyto uUrok sa mu pripocita kazdy
mesiac, CiZe nie len raz za rok, ale 12krat za rok).

N4jdi vzorec pre vypocet Buducej hodnoty B s mesacnym urocenim. Kolko penazi zarobi Oliver
tymto spésobom?

d) Co ak sa suma nebude Uro¢it 12krat za rok, ale n - krat za rok. Ako bude vyzerat vzorec
potom?

e) Kolko zarobi Oliver, ak n bude velmi velké (nekonecné), Cize bude sa Urocit nepretrzite, ak
viete, Ze

n

lim (1 +—) =e?
n—oo n

Priblizna hodnota e = 2, 718...
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Priloha B

1 n
Oznamessia, = (1 + Z)

a) Ukazte, Ze a,, je zhora ohranic¢ena

e f(x)=x — In(1+x), x> —1.

Ndjdite minimum funkcie f na intervale (—1, o).
e Dokazte, Ze x = In(1 + x).
e Rieste tuto nerovnicu pre x = %
b) Ukazte, Ze a,, je rastica postupnost

Gnt1 5 1,

an
e Bernoulliho nerovnost:
1+x)" >1+nx, (x>-1, x+0, neN, n>1).

Zaver.

Ak a,, rastie a je zhora ohrani¢en3, existuje kone¢na limita a,, (pre n — o) a oznacuje sa e.
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Priloha C

trzba billboardy | tlac televizia | radio
80918 68 1910 660 313
45493,8 87 3445 363 285
35966,7 123 1752 281 174
122026,5 183 979 993 235
78255,5 56 283 639 258
29869,6 182 398 225 103
19994,2 190 1265 142 272
60754,2 139 2075 486 52
113379,2 133 2648 925 150
73971,7 31 1627 605 118
118849,1 57 3652 977 153
89887,4 52 1174 736 449
46430,1 144 1836 366 231
54729,6 89 1330 440 393
21976,1 159 2603 161 442
5484 110 1032 28 215
88907,3 149 1914 720 46
17072,9 199 3065 117 178
56529,9 88 337 455 366
80049,4 160 3501 645 179
121955,5 188 1356 992 321
62042,7 58 3358 503 423
61462,6 137 1387 492 430
23780,3 43 1335 186 205
92677 68 1905 758 200
57434,8 90 3569 462 449
63565,8 22 3457 519 327
28222,2 89 1560 219 374
316184 177 3109 240 309
74127,2 81 3842 602 453
71824,3 107 1739 581 157
13227,5 128 2850 91 108
8161,1 109 1600 50 445
79308,5 54 1301 648 259
114370,4 169 3028 930 440
74868,1 140 811 604 107
70730,7 163 2844 567 383
65380,9 39 487 533 366
120744,1 150 982 985 473
63772,7 94 573 515 281
85247,3 168 959 688 360
75366,3 136 236 608 204
32608,8 161 2569 250 64
34552,3 120 3505 269 465
90134 115 3116 733 152
57987 162 3189 461 301
23746,9 24 1821 187 69
92119 106 1640 750 423
16703,6 152 3243 118 169
106520,9 145 2420 867 395
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a)

Priloha D

Suma na kaonci
ok

moma na kenid

| STOTRME Thr EREIELL

11040

1.1

A

Rk Suma na zatiatku Urok
roku

u] A=100N) 1000x10%=100

1 1100 7
=

3

e

5 B- -

49




al

Priloha E

Rok

Suma na zaciatku
roku

Suma ra konci
roku

suma na zadiatku

suma ra konci
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Priloha F

a1
Oznalme sl a, = (1 + i)

a! Ukaite, Ze a, je zhora ohraniend

o flx)=x—In(l+x), r>-1.
N&jdite minimum funkcie f na intervale {—1, ce],

¢ Dokazte,ze x = In (1 + x).
= Reste thto nerovnicu prex = =.
b} Ukaite, Ze a, je rastica postupnost

9 oMo
O

e Bernoulliho nerovnast:

(112" >1+nx, {x>—1; x=0, neM, n>1).

Zaver.
Ak a, rastie a je zhora ohrani¢end, existuje konecna limita @, (pren — ) a oznacuje sa e,

Yk (6= 1- ,;'/ R
X

= L [ Ax(%0)

A4X
i 4X= f‘ ‘[- .
s} (
=y
L‘L_.zf
W f N U 35 AU A
(x)= 4 ——= f = g
‘ 19 =
- ——

xz Yy (11x)

L= sc=La(1tx] & s o

@

-~

v x>0, AL A )=U. Y% x>0 Ji&)>0 a A
|

o /4 / f 4 J
,k’r_ AAL 0T (’/
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Priloha G
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