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Abstrakt

PÍ�, Luká²: Fyzika v teórii a praxi �nan£ných trhov [Bakalárska práca], Univerzita Ko-

menského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej

matematiky a ²tatistiky; ²kolite©: doc. RNDr. Július Vanko, PhD., Bratislava, 2012,

32 s.

Cie©om práce je poskytnú´ £itate©ovi stru£ný a zrozumite©ný preh©ad o dôleºitých

aplikáciách fyzikálnych metód v ekonómii, pri£om dôraz je kladený na analógie medzi

dejmi prebiehajúcimi vo fyzikálnych a ekonomických systémoch a následné vyuºitie

tychto podobností pri rôznych modeloch a analýzach. V práci sú prezentované fyzikálne

výklady rôznych sociálno-ekonomických pojmov ako napríklad informácia, bohatstvo

a úºitok, krachové situácie, £asový vývoj trhu z h©adiska vzájomnej interakcie medzi

ekonomickými agentami a pod.

Práca sa ¤alej podrobnej²ie venuje "výskytu" mocninových zákonov v ekonomických

systémoch a s nimi súvisiacim modelom rozdelenia bohatstva a �uktuácii cien. Na

základe výsledkov skor²ích ²túdii sa snaºí priblíºi´ ich niektoré nedostatky, výhody a v

neposlednom rade aj ich praktický význam.

K©ú£ové slová: ekonofyzika, teória informácie, rovnováºny stav, krachy na burzách,

mocninové zákony



Abstract

PÍ�, Luká²: Physics in theory and praxis of �nancial markets [Bachelor thesis], Come-

nius University in Bratislava, Faculty of mathematics, Physics and Informatics, De-

partment of applied mathematics and statistics; supervisor: Doc. RNDr. Julius Vanko,

Phd., Bratislava, 2012, 32 p.

The purpose of this work is to give short and clear survey about applications of

physical methods in economics. The main target is to build analogies of processes in

physical and economical systems and to apply them in various models and analysis. In

the work we show physical explanations of various social and economical terms such

as information, wealth and bene�t, market crashes, the time evolution of markets etc.

The work also deals with the occurrence of power laws in economical systems and

models of wealth distribution and price �uctuations. Based on recent studies the work

shows some negatives, positives and at least the practical importance of this models.

Keywords: econophysics, Theory of information, equilibrium, �nancial crashes,

power laws
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Úvod

Úvod

V sú£asnosti sa £oraz viac stierajú hranice medzi vednými disciplínami a prakticky uº

neexistujú dva také vedné odbory, ktoré by nemali spolo£nú ur£itú oblas´ výskumu. To

ale znamená, ºe na ur£itý problém spadajúci do sféry pôsobenia oboch vedných disciplín

sa dá nazera´ dvoma odli²nými a nezávislými poh©admi. Tieto poh©ady vonkoncom nie

sú tak diametrálne odli²né ako sa môºe na prvý poh©ad zda´ a navzájom sa dop¨¬ajú.

Takºe pri skúmaní ur£itého problému môºe by´ ve©mi osoºné vyuºíva´ poznatky a

náh©ady pochádzajúce z iných vedných disciplín.

Úzke vz´ahy existujú aj medzi ekonomickými a prírodnými vedami. V snahe o vy-

svetlenie mnohých ekonomických javov musia ekonómovia £asto vyuºíva´ poznatky

iných vied, najmä v²ak ²tatistiku a rôzne matematické metódy pravdepodobnosti. Av-

²ak v posledných rokoch je £oraz zjavnej²í prínos navonok absolutne nesúvisiacej vednej

disciplíny-ekonofyziky.

Cie©om na²ej práce je jednoduchým a pútavým spôsobom poskytnú´ v²eobecný pre-

h©ad najvýznamnej²ích prínosov fyziky pri skúmaní ekonomických problémov. Pri ich

popise sa snaºime nezachádza´ do príli²nej h¨bky a sústre¤ujeme sa predov²etkým na

h©adanie analógii, pri£om v prípade hlb²ieho záujmu o danú problematiku £itate©a

odkazujeme na odbornú literatúru, v ktorej je daná problematika rozoberaná podrob-

nej²ie.

Práca je £lenená do troch kapitol:

Prvá kapitola stru£ne opisuje vznik a význam ekonofyziky poukazujúc na najzrete©nej-

²ie súvislosti medzi ekonómiou a fyzikou.

Druhá kapitola sa rozde©uje do piatich podkapitol, pri£om v kaºdej je prezentovaný a

stru£ne popísaný fyzikálny poh©ad na ur£itý ekonomický problém.

Tretia kapitola sa zaoberá vyuºitím mocninových zákonov v ekonómii. Prezentuje a

vysvet©uje tu výsledky ²túdií niektorých zahrani£ných autorov a analyzuje niektoré

fyzikálne modely popisujúce situácie na ekonomických trhoch (rozdelenie bohatstva,

�uktuácie cien).
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Vznik a význam ekonofyziky

1 Vznik a význam ekonofyziky

�o je to ekonofyzika? Táto otázka stále patrí medzi £asto kladené, hoci pre²lo uº

takmer dvadsa´ rokov od medzinárodnej konferencie o ²tatistickej fyzike v Kalkate, kde

tento pojem prvýkrát pouºil H.E.Stanley. Mnohých stále udivuje, ako môºu by´ teórie

zamerané na vysvetlenie fyzikálneho sveta pouºité pri snahe pochopi´ zloºité sociálne,

hospodárske a politické ²truktúry v správaní sa ©udských bytostí. Fyzika ako prírodná

veda má by´ v podstate presná, ²peci�cká a jej schopnosti predpoveda´ ur£ité javy sú

zaloºené na vyuºití niektorých univerzálnych vlastností látok, ktoré sú dostato£né na

vysvetlenie mnohých fyzikálnych javov. Ale môºu vôbec existova´ podobné objektívne

vlastnosti platné pre v²etky ©udské bytosti, ktoré na rozdiel od elementárnych £astíc

ur£ite nie sú navzájom totoºné, nech sa na ne pozeráme z akéhoko©vek uhla poh©adu

[8]? A ak by aj nejaké existovali, bolo by moºné v¤aka nim odvodi´ aspo¬ niektoré

aspekty zloºitého ©udského správania?

Na tieto otázky sa napriek prvotnému zdaniu dá pozitívne odpoveda´. V ²tyridsia-

tych rokoch minulého storo£ia prejavil Majorana vedecký záujem o �nan£né a hospo-

dárske systémy. Napísal priekopnícku knihu o základných ²tatistických zákonoch vo

fyzike a spolo£enských vedách. Po£as nasledujúcich desa´ro£í v²ak len málo fyzikov

prejavilo záujem o výskum v oblasti sociálnych alebo ekonomických systémoch. Aº

okolo roku 1990 sa táto interdisciplinárna téma za£ala dostáva´ do po©a záujmu ²ir²ej

vedeckej obce a v posledných rokoch sa objavilo viacero úspe²ných pokusov o aplikáciu

fyzikálnych poznatkov v rozli£ných oblastiach spolo£enských vied. Najmä v kvantita-

tívnej ekonómií a �nanciách za£al fyzikálny výskum dop¨¬a´ tradi£nej²ie prístupy ako

napríklad stochastické �nancie [8].

1.1 Prepojenie medzi fyzikou a ekonómiou

Ekonómia sa zaoberá tým, ako spolo£nosti efektívne vyuºívajú zdroje na produko-

vanie cenných komodít a distribuujú ich medzi iných ©udí alebo hospodárske subjekty

[8]. Je to disciplína súvisiaca s takmer v²etkým okolo nás, od ná²ho najbliº²ieho okolia

aº k udalostiam na národnej úrovni. Na prvý poh©ad sa moºe zda´, ºe sa jedná o úplne

odli²nú situáciu ako vo fyzike, ktorej teórie sú obvykle dobre de�nované a spojené so

11



Vznik a význam ekonofyziky

²túdiom objektov s minimálnym trením, ako napríklad planét a telies. Av²ak pri hlb²om

porovnávaní sa objaví ove©a viac analógie neº rozdielov. A z analógií sa £asto stávajú

ekvivalencie. Dajme teraz iba niektoré príklady:

�tatistickú fyziku moºno ve©mi zjednodu²ene charakterizova´ ako odvetvie fyziky,

ktoré sa snaºí s vyuºitím ²tatistiky predvída´ a vysvetli´ správanie sa makroskopických

systémov na základe vlastností mikroskopických prvkov týchto systémov. Podobne na

pochopenie globálneho správania ekonomických systémov, svojím spôsobom tieº zloºe-

ných z ve©kého mnoºstva prvkov, by sa mohli vyuºi´ koncepty ako napríklad stochas-

tická dynamika, korela£ný efekt, ²kálovanie, ktoré sú úspe²ne vyuºívané v ²tatistickej

fyzike [6].

Aj teória chaosu má ur£itý vplyv na ekonomické modelovanie. Termín komplexné

systémy bol vytvorený kvôli ve©kej rôznorodosti systémov, ktoré zah¯¬ajú príklady z

fyziky, chémie, biológie a tieº sociálnych vied.

Fyzikálne modely tieº pomáhajú vzniku nových teórií, ktoré vysvet©ujú staré pozo-

rovania v ekonómii. Taliansky sociálny ekonóm Pareto vy²etroval pred vy²e sto rokmi

bohatstvo jednotlivcov v stabilnej ekonomike, pri£om sledoval po£et ©udí s príjmom

vy²²ím ako x. Na základe výskumu dospel k nasledovnému rozdeleniu:

P (X < x) ∼ x−α

Toto rozdelenie sa neskôr podarilo vysvetli´ práve fyzikom pomocou niektorých ele-

gantných modelov kinetického rozdelenia Aj ke¤ ekonomické aktivity jedincov moºno

chápa´ z viacerých h©adísk, ako napr. maximalizácia úºitku, eventuálne výmeny pe-

¬azí v obchode môºu by´ jednoducho prezentované rôznymi zákonmi zachovania ako

aj kinetickou teóriou plynov zaloºenou na maximalizácií entropie [4].

A dotretice uvedieme e²te ¤al²í príklad analógie medzi fyzikou a ekonómiou. Sys-

témy bez trenia, aj ke¤ ve©mi ovplyvnili vývoj fyziky, sa za£ali neskôr povaºova´ za

zriedkavé, a to nielen na mikroskopickej úrovni, kde zrejme predstavujú výnimku vzh©a-

dom na nevyhnutné reakcie s okolím, ale aj na makroskopickej úrovni, kde �uktuácie

vnútorného alebo vonkaj²ieho zdroja robia takmer nemoºným predpovedanie budúceho

vývoja. Teda rovnováºne a nerovnováºne systémy, teória stochastických procesov a te-

ória chaosu sa stali hlavným nástrojom ²túdia reálnych systémov. Tým pádom moºno

12



Vznik a význam ekonofyziky

navzájom poprepájané a úzko �trejúce sa� ekonomické subjekty skúma´ analogicky [8].

Uvedené príklady slúºili iba pre úvodnú ilustráciu a pochopenie významu fyzikálnych

metód pri snahe o nájdenie a pochopenie základných princípov fungovania ekonomiky.

Av²ak oblastí, kde sa ekonofyzika snaºí prís´ s novým a moºno správnej²ím poh©adom

ako klasická ekonómia, je ove©a viac a z najrôznej²ích odvetví a na niektoré problémy

v ekonómii sa dá dokonca len v rámci fyziky pozrie´ z viacerých poh©adov.

1.2 Hlasy pre a proti ekonofyzike

Mnohí zástancovia ekonofyziky veria, ºe sa jej podarí nájs´ vysvetlenie a samozrejme

aj rie²enie sú£asnej hospodárskej krízy. O£akávajú, ºe ekonofyzika ponúkne nové po-

h©ady schopné vysvetli´ problémy, ktoré sú£asné ekonomické teórie so svojim aparátom

nie sú schopné rie²i´. Objavujú sa dokonca predstavy novej disciplíny-ekonovedy, ktorá

v sebe sk¨bi tradi£né ekonomické teórie, fyzikálne postupy a mnohé iné oblasti vedy.

Zastávajú názor, ºe iba s prístupom zaloºeným na dôkladnej analýze získaných dát je

ekonómia schopná sta´ sa vedou priná²ajúcou dôveryhodné výsledky [4].

Naopak, £as´ ekonómov ekonofyziku stále odmieta pouºívajúc nasledovné argu-

menty:

• Ekonofyzici neberú do úvahy práce vypracované ekonómami.

• Teoretické modely, ktoré sa snaºia vysvetli´ ur£ité ekonomické javy, pracujú s

nereálnymi predpokladmi.

• Ekonómovia pouºívajú nedostato£ne rigorózne a robustné statistické metodológie

[2].

Ekonofyzika má samozrejme okrem kladov aj svoje zápory. To v²ak platí pre kaºdý

vedný odbor vrátane samotnej ekonómie. Oba názory na ekonofyziku, ktoré sme tu v

krátkosti predstavili, sú samozrejme trochu prehnané. Vo v²eobecnosti sa ukazuje, ºe

ekonofyzika vie významnou mierou pomôc´ ekonómom pri h©adaní rie²enia mnohých

ekonomických problémov.
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Preh©ad fyzikálnych poh©adov na ekonomické problémy

2 Preh©ad fyzikálnych poh©adov na ekonomické prob-

lémy

2.1 Teória informácie

Skoro v kaºdej oblasti ©udskej £innosti, vrátane ekonomickej, hrá dôleºitú úlohu

informácia. Pojem miera informácie sa zdá by´ ve©mi abstraktný, aj ke¤ práve mnoºstvo

a výmena informácie sú hybnou silou najmä sociálneho ºivota, do ktorého nepochybne

spadá aj ekonómia. Preto je ve©mi uºito£né bliº²ie sa zaobera´ týmto pojmom, prípadne

sa ho pokúsi´ kvanti�kova´. Informácia je ve©mi úzko spojená s entropiou, preto pri

h©adaní spôsobu, ako tento pojem správne �uchopi´�, môºe by´ ve©mi nápomocná práve

fyzika.

2.1.1 �o je to informácia?

�o je to teda informácia? Na informáciu sa moºno pozera´ ako na ur£itú pravdepo-

dobnostnú funkciu. A táto, ak existuje, musí sp¨¬a´ nasledujúce vlastnosti:

1. Miera informácie dvoch udalostí je vy²²ia ako miera kaºdej z nich.

2. Ak sú dve udalosti nezávislé, ich spolo£ná miera informácie bude sumou mier

informácie kaºdej z nich.

3. Miera informácie kaºdej udalosti je nezáporná.

Matematická funkcia, ktorá sp¨¬a uvedené vlastnosti, je vyjadrená nasledovným vz´a-

hom:

H(P ) = − logb P (1)

kde H je miera informácie, P je pravdepodobnos´ spojená s danou udalos´ou a b je

kladná kon²tanta. [9]

Uvaºujme teraz náhodnú udalos´ X. Nech x1, x2, ..., xn sú jej moºné hodnoty, kaºdá

s pravdepodobnos´ou p1, p2, ..., pn. Miera informácie X je priemer miery informácie

kaºdej hodnoty, £o moºno vyjadri´ ako:

H(X) = −
n∑
j=1

pj log pj (2)
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Preh©ad fyzikálnych poh©adov na ekonomické problémy

Tento vz´ah je v podstate vz´ah pre entropiu odvodený Boltzmannom v roku 1780

a tieº je to v²eobecný Shannonov vz´ah pre informáciu. Teda vidíme tu analógiu medzi

mierou informácie (aplikovate©nou okrem iného aj v ekonómii) a teóriou o entropii.

Tento vz´ah je základným vz´ahom teórie informácie. Má dva základné body:

1. Informácia s vy²²ou mierou je v²eobecnej²ie ´aº²ie �získate©ná�

2. Mnoºstvo informácie, ktoré je jedinec schopný získa´, závisí od jeho poznatkov

súvisiacich s novou informáciou.

Najdôleºitej²ím dôsledkom Shannonovej teórie o informácii je nasledovný vz´ah:

R = H(x)−Hy(x) (3)

kde R je mnoºstvo informácie, ktorú môºe jedinec získa´, H je mnoºstvo prichádzajú-

cej novej informácie a Hy(x) je podmienená entropia, nazývaná tieº ekvivokácia. Jej

hodnota je ur£ená závislos´ou medzi zdrojom a príjemcom informácie. Pokia© sú nezá-

vislé, Hy(x) = H(x) a R = 0, teda medzi dvoma objektami, ktoré sú navzájom úplne

nezávislé, nemôºe nasta´ výmena informácie. Ak korelácia medzi zdrojom a príjemcom

informácie sa rovná jednej, potom Hy(x) = 0 a teda R = H(x). Vo v²eobecnosti platí,

ºe s narastajúcou koreláciou medzi zdrojom a príjemcom informácie narastá aj ú£innos´

výmeny informácie [9].

Výhodou tejto de�nície je, ºe nezávisí na ²peci�ckých charakteristikách zdroja a

príjemcu a môºe by´ preto rovnako dobre aplikovate©ná v £isto technických i v sociál-

nych a ekonomických oblastiach. Hy(x) teda predstavuje ve©kos´ asymetrie informácie.

Ke¤ºe ©udia nemajú rovnaké poznatky, nemôºu ani rovnakej miere chápa´ nové infor-

mácie, ktoré prijímajú, a tým pádom vzniká mnohozna£nos´, resp. viacero poh©adov

a názorov na tú istú informáciu. Takisto moºno nahliadnu´, ºe existuje £asový rozdiel

medzi odoslaním a prijatím informácie. To v²ak nesúhlasí s Grossmanovou-Stiglitzovou

teóriou informácie, pouºívanou v ekonomickej praxi, kde sa v²eobecne predpokladá, ºe

v²etci agenti na trhu dokáºu okamºite rozpozna´ informáciu a ohodnoti´ ju.

�al²ím z dôsledkov Shannonovej teórie informácie je fakt, ºe £ím viac ©udí má rov-

nakú informáciu, tým niº²iu hodnotu táto informácia má, £o ilustruje nasledovný graf:
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Obr. 1: Miera informácie a pravdepodobnos´

Pravdepodobnos´ tu z ekonomického poh©adu reprezentuje percento investorov, dis-

ponujúcich danou informáciou. Ak P = 1, log(P ) = 0, teda hodnota v²eobecne zná-

meho faktu je nulová. Naopak, ak P → 0, log(P )→∞, teda hodnota informácie, ktorú

pozná iba málo ©udí, je ve©mi vysoká. Praktický príklad ukazuje nasledujúci graf:

Obr. 2: Priemerný zisk a objem obchodu s akciami spolo£nosti WestJet

Graf zobrazuje objem obchodu a zisk z akcií spolo£nosti WestJet v súvislosti s ozná-

mením bankrotu spolo£nosti Jetsgo, hlavného konkurenta WestJet. Jestgo oznámila

bankrot ve£er 10. marca. Ke¤ niekto kúpil akcie 10. marca, mal zisk 40 percent. Vi-

díme, ºe potom, £o sa informácia o bankrote stala známou, zna£ne stúplo mnoºstvo

kupovaných akcií, no zárove¬ klesol zisk takmer na nula percent, £o súhlasí s dôsledkami

vz´ahu 3 .
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2.1.2 Teória entropie ©udského myslenia

Teória entropie taktieº ponúka zaujímavý poh©ad na pochopenie £astých vzorov v

©udkej psychike a tým môºe by´ nápomocná pri h©adaní napríklad aj nových ekonomic-

kých modelov. V tejto podkapitole uvedieme pre ú£el tejto práce iba najzaujímavej²ie

z nich, pri£om £itate©a v prípade hlb²ieho záujmu o túto problematiku odkazujeme na

[9]

Prvým hlavným vzorom ©udského správania sa je tzv. konzervatizmus. Je cha-

rakterizovaný ako správanie jedincov, ktorí majú odmietavý postoj k prehodnocova-

niu zauºívaných ºivotných postojov tvárou v tvár novej informácii. Táto vlastnos´ je

prirodzeným dôsledkom teórie informácie. Zo vz´ahu 3 vyplýva, ºe so zvy²ujúcim sa

mnoºstvom poznatkov klesá hodnota informácie, ktorú jedinec môºe prija´, £o presne

zodpovedá de�nícii konzervatizmu. [9]

�al²ím £astým javom v ©udskej psychike je tzv. rámcovanie, reprezentatívnos´

a zaujatos´. �udia £asto rámcujú, resp. delia problémy do kategórií a prira¤ujú im

rozli£nú hodnotu zaloºenú na vnímanej relatívnej dôleºitosti kaºdého problému. Pre£o

to robia? Pri h©adaní odpovede na túto otázku môºe by´ nápomocná ²tatistická fyzika.

Nech {p1, ...pn} a {q1, ...qn} sú dva pravdepodobnostné vektory. Potom platí:

−
n∑
j=1

pj log pj ≤ −
n∑
j=1

qj log pj (4)

pri£om rovnos´ platí práve vtedy, ak

qj = pj 1 ≤ j ≤ n

Tento výsledok sa nazýva Gibbsova nerovnos´. V Gibbsovej nerovnosti pj môºe by´

chápané ako pravdepodobnos´ udalosti j v prírode a qj je subjektívna pravdepodob-

nos´ ná²ho posúdenia danej udalosti. �avá strana Gibbsovej nerovnosti je priemerná

neur£itos´ udalosti a pravá strana je neur£itos´ ná²ho subjektívneho posúdenia uda-

losti. Vo v²eobecnosti je rozdiel medzi pravou a ©avou stranou Gibbsovej nerovnosti

men²í, ked je men²í aj rozdiel medzi qj a pj. To nám hovorí, ºe spracovanie informácie

je uºito£nej²ie, ke¤ je subjektívna pravdepodobnos´ bliº²ia objektívnej. Teda, pokia©

má ©udská myse© poznatky kategorizované do ve©kých tried, tieto sú ©ah²ie dostupné

ako v prípade men²ích tried. Pravdepodobnej²ie udalosti sú totiº ©ah²ie zapamätate©né
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ako nepravdepodobnej²ie udalosti, (£o výplýva z Gibbsovej nerovnosti) [9].

2.2 Termodynamika a ekonómia

V rámci h©adania analógií medzi ekonomickými systémami a termodynamikou je

hlavnou snahou fyzikov ukáza´, ako môºu ekonomické veli£iny charakterizova´ stav

ekonomického systému v rovnováhe.

Fyzikálny systém v termodynamickej rovnováhe vyºaduje na ur£enie svojho stavu

nemechanickú premennú- teplotu. Aj v ekonomickom systéme bude pravdepodobne

plati´ nie£o podobné. Okrem toho sa predpokladá, ako sme uº uviedli v predchádzajúcej

podkapitole, ºe pre ekonomické systémy bude existova´ veli£ina podobná entropii pre

termodynamické systémy [16].

Takisto sa v rámci ekonofyziky rozvíjajú ekonomické analógie k vo©nej energii, Ma-

xwellovým vz´ahom a Gibbs-Duhemovým vz´ahom. Za predpokladu, ºe ekonomický

úºitok sa môºe mera´, rozvíja sa tieº opera£ná de�nícia ekonomickej teplotnej ²kály

[16]. Pokúsime sa teraz objasni´ niektoré dôleºité analógie.

2.2.1 Základné analógie v termodynamike a ekonómii

Uvaºujme merate©nú ekonomickú veli£inu zisk. Z ekonómie vieme, ºe platí vz´ah:

W = λM + pN (5)

kde λ a M reprezentujú hodnotu a mnoºstvo pe¬azí a p a N reprezentujú vektory cien

a po£et tovarov. Ke¤ºe W je zachovaná v transakciách podobne ako celková energia E

termodynamického systému, je lákavé povaºova´ ich za analogické.

Ekonómia predpokladá, ºe mnoºstvo pe¬azí a majetku jednotlivca je sumarizované

hodnotou U , ktorá je obvykle vä£²ia ako W . Rozdiel je známy ako prebytok a budeme

ho ozna£ova´ Ψ. Platí teda:

Ψ = U −W (6)

I ke¤ sa zdá, ºe vz´ah 6 priná²a iba ¤al²iu neznámu veli£inu, Ψ, je uºito£ný, pretoºe

má termodynamickú analógiu [16].

18



Preh©ad fyzikálnych poh©adov na ekonomické problémy

Helmholtzova vo©ná energia systému s N identickými £aticami je de�novaná ako

F = −PV + µN (7)

kde P je tlak, V je objem a µ je termodynamický potenciál £astíc. Fyzikálna veli£ina

analogická k cene P je termodynamický potenciál µ a vz´ah medzi E a F moºno

vyjadri´ za pomoci teploty T a entropie S nasledovne:

TS = E − F (8)

Porovnaním rovností 6 a 8 dospejeme k ¤al²ej analógii, a síce medzi Ψ a TS.

Pretoºe nadbytok je nulový pri nerozvinutej ekonomike, môºme ekonomickú teplotu

T chápa´ v zmysle úrovne ekonomického rozvoja, £o je v súlade s my²lienkou, ºe T je

intenzvna veli£ina [16].

Vidíme, ºe uº jednoduchou sugesciou môºme rozoznáva´ niektoré významné analó-

gie medzi ekonomickými a termodynamickými veli£inami. Tie teraz pre preh©adnos´

zhrnieme v nasledujúcej tabu©ke:

Tabu©ka 1: Sumarizácia analogických veli£ín

Termodynamika -F -E TS µ N

Ekonómia W(zisk) U(úºitok) Ψ (nadbytok) p(cena) N( tovaru)

2.2.2 Ekonomická teplota

Uvaºujme ekonomický systém s N agentami, medzi ktorých je rozdelený zisk W .

Predstavme si, ºe existuje ve©ké mnoºstvo moºností, ako medzi agentov rozdeli´ zisk a

je takmer nemoºné ich v²etky predpoveda´. Pre kaºdú moºnú hodnotu W de�nujme

po£et moºností, ako rozdeli´ zisk medzi N agentov, g(W,N), ktorý nazveme ²tatistická

váha stavu s príjmom W .

Dva systémy sa nachádzajú v rovnováºnom stave, pokia© ich vzájomná interakcia

nevplýva na ich distribu£nú funkciu, £o prenesené do ekonómie znamená, ºe pe¬aºný

tok v absolutnej hodnote je nulový. Nech teda máme dva ekonomické systémy, ktoré
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spolu interagujú. Tým vznikne nový systém s celkovým ziskom W1 + W2 a po£tom

agentov N1 +N2.

Za predpokladu, ºe kaºdý stav rozdelenia zisku môºe nasta´ s rovnakou pravdepo-

dobnos´ou a pokia© pripustíme presun agentov medzi systémami, vieme sa dopracova´

k podmienke rovnováºneho stavu:

∂ lnn1(W1, N1)

∂W1

=
∂ lnn2(W2, N2)

∂W2

(9)

Teda dva systémy sú v rovnováhe, pokia© sú charakterizované rovnakým parametrom
∂ lnn(W,N)

∂W
, £o je v²ak pod©a termodynamiky 1

T
. Teda na to, aby boli dva systémy v

rovnováhe, musia ma´ rovnakú ekonomickú teplotu , ktorú moºno chápa´ opä´ v zmysle

analógie ako priemerný zisk na jedného agenta [10].

2.2.3 Migra£ný potenciál

Predpokladajme, ºe máme dva systémy s celkovým po£tom agentov N1 +N2 = N a

pri£om vzájomná výmena agentov je moºná. Rovnováºny stav potom vieme charakte-

rizovs´ nasledovnými rovnos´ami:

∂S1(N1,W1)

∂N1

=
∂S2(N2,W2)

∂N2

(10)

∂S1(N1,W1)

∂W1

=
∂S2(N2,W2)

∂W2

(11)

Vz´ah 11 moºno napísa´ ako 1
T1

= 1
T2

, teda platí podmienka rovnakých teplôt.

Chemický potenciál je de�novaný ako:

µ = −T ∂S(N,W )

∂N
(12)

Pouºitím analogického vz´ahu pre migra£ný potenciál môºme vz´ah 10 chápa´ ako

rovnos´ migra£ných potenciálov. Teda jednoducho povedané, agenti budú migrova´ zo

systému s vy²²ím potenciálom do systému s niº²ím potenciálom aº dokým sa nedosiahne

rovnováºny stav [10].
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2.2.4 Termodynamika a trh tovarov

Pokia© za£neme bra´ do úvahy aj tok tovarov, moºme pomocou uº de�novaných

podmienok rovnováhy systémov modelova´ trh tovarov.

Trh tovarov je ur£ený predaným mnoºstvom (objemom) tovarov V (t) za £as t a

mnoºstvom pe¬azí W (t) pouºitých na ich kúpu. Pokia© sú tieto £asovo invariantné,

jedná sa o stacionárny trh, a práve takýto trh budeme pre jednoduchos´ uvaºova´. Pri

modelovaní môºme taktieº zavádza´ rôzne re²trikcie (ktoré v²ak nesmú v £ase meni´),

£ím dosiahneme, ºe model bude bliº²í skuto£nosti, no pre vä£²iu preh©adnos´ budeme

v na²ej práci uvaºova´ len tzv. vo©ný trh, teda rozdelenie príjmu a tovarov nebudeme

ºiadnym spôsobom obmedzova´.

Majme teda dva trhy tovarov, medzi ktorými môºe dochádza´ k výmene pe¬azí a

tovarov. Nech teda platí:

Wn = nW0 Vm = mV0 (13)

kde V0, W0 sú jednotkové mnoºstvá tovaru a pe¬azí, m, n sú prirodzené £ísla. Mnoºina

prípustných stavov trhu je ur£ená mnoºstvom spôsobov, akými môºme rozdeli´ tovar

medzi kupujúcich. Uvaºujme len jedného predajcu, ktorý nebude ma´ vplyv na tok

prichádzajúcich tovarov. �alej budeme pouºíva´ marginálnu cenu, pre ktorú bude plati´

vz´ah:

P = T
∂S

∂V
(14)

Ke¤ºe neuvaºujeme ºiadne obmedzenia, rozdelenia zisku a tovarov sú nezávislé a

celkovú entropiu môºme jednoducho charakterizova´ pomocou vz´ahu:

S(E, V ) = S(W ) + S(V ) (15)

Na výpo£et ²tatistickej váhy g(Wn, N) tokuWn, ktorý je rozdelený medziN agentov,

pouºijeme vzorec:

g(Wn, N) =
(N − 1 + n)!

n!(N − 1)!
(16)
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Na aproximovanie entropie (logaritmus ²tatistickej váhy) pouºijeme Stirlingov vzo-

rec:

S(Wn) ≈ (N +n− 1

2
) ln(N +n−1)− (N − 1

2
) ln(N −1)− (n+

1

2
) lnn− 1

2
ln(2π) (17)

Teplotu dostaneme diferencovaním pod©a W:

1

T
=

1

W0

∂S(Wn)

∂n
≈ 1

W0

ln(
N − 1 + n

n
) (18)

Ak n� N , môºme výraz 18 e²te zjednodu²i´ na 1
T

= 1
W0

N
n

= N
W

Analogicky platí:

∂S(Vm)

∂Vm
=

1

V0

N

m
=
N

V
(19)

Na základe Maxwellových rovníc sa táto derivácia rovná P
T
, teda pre vo©ný trh

tovarov musí plati´:

P = T
N

V
(20)

a tým pádom vidíme, ºe marginálna cena P sa rovná priemernej cene W
V
.

Ako sme uº ukázali, pomocou teploty môºme ur£i´, £i sú systémy v rovnováhe. Ak

teraz budeme uvaºova´ vo©ný presun tovarov pri �xnom po£te agentov v rámci systému,

môºme rovnako ako pri teplote odvodi´ podmienky rovnosti teplôt resp. marginálnych

cien pre rovnováºny stav:

∂S1

∂W1

=
∂S2

∂W2

∂S1

∂V1

=
∂S2

∂V2

(21)

2.3 �al²ie fyzikálne poh©ady na trh

Termodynamika nie je z¤aleka jediným odvetvím fyziky, ktoré umoº¬uje nový po-

h©ad na trh tovarov. V²etko závisí od toho, ktorým smerom sa vydáme pri h©adaní

analógií medzi fyzikálnymi a ekonomickými veli£inami, resp. ktorú stránku trhu sa roz-

hodneme bliº²ie skúma´. V tejto podkapitole uvedieme v stru£nosti ¤al²ie poh©ady

na trh, ktoré nám umoº¬ujú modelova´ a predvída´ najrôznej²ie stavy a zmeny na

�nan£ných trhoch.

22



Preh©ad fyzikálnych poh©adov na ekonomické problémy

2.3.1 Trh ako elektrodynamické pole

Pokia© chceme vidie´ analógiu medzi trhom a elektrodynamickým po©om, musíme

sa zamera´ na problém arbitráºe a h©ada´ tzv. bezarbitráºne podmienky. Arbitráº je

v podstate moºnos´ pro�tu bez akéhoko©vek rizika a bez nutnosti po£iato£ného kapi-

tálu. Krátkodobej arbitráºi sa dôsledkom neustálych cenových �uktuácií nedá zabráni´,

av²ak v¤aka racionalite subjektov na �nan£nom trhu tento stav nikdy nie je dlhodobý.

Majme teda na trhu dve rôzne meny A a B s výmenným kurzom F (t) závislým od

£asu t a s úrokovými mierami ra a rb. Potom bezarbitráºnu podmienku môºme zapísa´

ako:

F (t).(1 + ra) = F (t+ dt).(1 + rb) (22)

Ak by sme si v prípade nerovnosti napr. poºi£ali ur£ité mnoºstvo meny A v £ase

t a hne¤ ju vymenili za menu B a potom ich podrºali do £asu t + dt, mohli by sme

následnou výmenou za menu A dosiahnu´ bezrizikový zisk bez potreby akéhoko©vek

vstupného kapitálu.

Vidíme, ºe sa vlastne jedná o tok pe¬azí po dvoch rôznych trajektóriách so spolo£-

ným po£iato£ným a koncovým bodom.

Máme teda pe¬aºný tok s dvoma rôznymi trajektóriami, ktoré majú spolo£ný po-

£iato£ný a koncový bod. Pre obe meny musia plati´ nasledovné vz´ahy:

R(c) = F−1(t).(1 + rB)−1.F (t+ dt).(1 + rA)− 1 (23)

R(−c) = F (t).(1 + rB).F−1(t+ dt).(1 + rA)−1 − 1 (24)

Arbitráºnu príleºitos´ môºme vyjadri´ vz´ahom:

R = R(c) +R(−c) (25)

Je zrejmé, ºe pokia© chceme zabráni´ arbitráºi, musí sa výraz 25 rovna´ nule, £o je

ekvivalentné s podmienkou 22.

Pod©a [11] sa peniaze pohybujú od aktív pod cenou k preceneným a dlh sa pohybuje

opa£ne. Ak budeme peniaze chápa´ ako £astice so silovým potenciálom, dlh bude potom
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reprezentovaný £asticami s opa£ným nábojom. Tok pe¬azí a dlhu pritom samozrejme

ovplyv¬uje cenu aktív. Teda �nan£ný systém moºno chápa´ ako analógiu k systému

£astíc v silovom poli, ktoré ho vytvárajú a zárove¬ ovplyv¬ujú. Tok pe¬azí uvaºovaný v

bezarbitráºnych podmienkach môºme teda chápa´ v zmysle elektrodynamického po©a,

len s tým rozdielom, ºe nebudeme pracova´ v troj-rozmernom, ale iba v dvoj-rozmernom

priestore (dve meny A a B). Týmto sme zjednodu²ene popísali princíp tzv. Gauge

Theory of Arbitrage (GTA) [11].

Základom GTA je pohyb v geometrickom priestore zloºenom z bázy B a vlákien V

napojenách na body bázy. Poloha £astice pri pohybe pozd¨º vlákien je ur£ená £iastkovou

koordinátou bázy x a koordinátou F (x) vo vlákne prislúchajúcom x. Ak sa na mnoºstvo

pe¬azí vymie¬aných medzi menami A a B pozeráme ako na pohyb £astice v tomto

zväzku vlákien, intenzitu elektromagnetického po©a môºme prirovna´ k hrani£nému

výnosu. Hodnota R je zas analogická s energiou po©a a elektormagnetickom poli. Teda

snahu o elimináciu arbitráºnych príleºitostí môºme chápa´ ako minimalizáciu energie

[11].

2.3.2 Trh ako kontrolný mechanizmus

Majme ur£itý po£et agentov, ktorí neustále sledujú situáciu na trhu a snaºia sa £o

najrýchlej²ie reagova´ na akúko©vek zmenu v snahe maximalizova´ svoj úºitok. Môºme

ich teda chápa´ ako ur£itý druh senzorov, ktoré sledujú a hodnotia stav systému a

následne na¬ reagujú pod©a ur£itého kontrolného mechanizmu [7].

Môºme si to predstavi´ ako n hmotných bodov, pri£om susedné body sú spojené

pruºinou. Pokia© by neexistoval kontrolný mechanizmus, bol by celý systém ve©mi

nestabilný a náchylný k rozkmitaniu aj pri minimálnej výchylke ©ubovo©ného z bodov.

Tento systém môºme popísa´ pomocou rovníc:

ẋi = vi (26)

ẋi = k(xi−1 − xi) + k(xi+1 − xi) + fxi − gvi +Hi (27)

kde xi je výchylka hmotného bodu i , vi je rýchlos´, k tuhos´ pruºiny, f destabiliza£ný

silový koe�cient, g tlmiaci silový koe�cient a Hi je kontrolná sila pôsobiaca na hmotný
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bod i [7].

Hmotné body budú v ekonomickej predstave spotrebite©mi, výrobcovia zas budú

vonkaj²ím zdrojom sily, ktorú v tomto prípade reprezentuje obchodované mnoºstvo.

Spotrebitelia sa správajú pod©a svojej úºitkovej funkcie, ktorá vä£²inou pôsobí proti

vychýleniu z rovnováºnej polohy. Príkladom takejto funkcie môºe by´ napríklad nasle-

dovný vz´ah:

Ui = − 1

2wi
pQ2 + bQ|Xi| (28)

kde Xi =
n∑
j=1

aijxij je lineárnou kombináciou výchyliek v²etkých spotrebite©ov, p je

cena, wi zárobok spotrebite©a a Q je mnoºstvo tovaru, o ktorý má spotrebite© záujem.

Maximalizáciou tejto funkcie uºito£nosti získame dopytovú funkciu [7]. V prípade, ºe

spotrebite© i neberie do úvahy výchylky ostatných spotrebite©ov, dopytová funkcia pre

i-teho spotrebite©a bude ma´ tvar:

Qi(p) = b|Xi|
wi
p

(29)

Celkový dopyt bude potom:

Qd(p) =
∑ b

p
|Xi|wi (30)

Takisto, aj výrobcovia sa usilujú o £o najvä£²í zisk π = pQ− C(Q).

Nech C(Q) = 1
2a
Q2. Celková ponuková funkcia bude ma´ potom tvar:

Qs(p) = nap (31)

Ke¤ºe platí, ºe Qd(p) = Qs(p), môºme zo vz´ahov 30 a 31 vyjadri´ rovnováºnu cenu:

pE =

√√√√ b

na

n∑
i=1

|Xi|wi (32)
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2.4 Krachy na burzách a ²tatistická fyzika

Donedávna najviac akceptovaná ekonomická teória povaºovala �nan£ný trh za efek-

tívny a pripisovala mu nasledujúce vlastnosti:

• Kaºdý ú£astník na trhu má úplnú informáciu.

• Reakcia kaºdého ú£astníka na vonkaj²ie podnety bude vºdy kore²pondova´ so

snahou o maximalizáciu úºitku (racionalita).

• Kaºdý ú£astník povaºuje ostatných za racionálnych a disponujúcich taktieº s

úplnou informáciou [18].

Ako si v²ak v takomto prípade vieme vysvetli´ vznik krachu? Na to by bol potrebný

nejaký vonkaj²í spú²´ací faktor (napríklad získanie vonkaj²ej informácie). Ak sa v²ak

bliº²ie pozrieme napríklad na krachy na Wall Street v rokoch 1929 a 1987, vidíme, ºe

ºiadny vplyv zvonka nenastal.

Ukazuje sa teda, ºe trh ako ve©mi zloºitý systém nekore²ponduje s predstavami dote-

raz uznávaných ekonomických teórií. Jeden z nových postupov pri h©adaní vhodnej²ieho

modelu, ktorý má ve©mi blízko k ²tatistickej fyzike, je prístup sledujúci mikroskopickú

úrove¬ systému. Agenti, ako ú£astníci trhu, majú v podstate len tri moºnosti akcie: na-

kúpi´, preda´, alebo £aka´. Prechod medzi jednotlivými moºnos´ami je proces prechodu

cez istú hranicu, ktorú predstavuje najmä cena tovaru. Lenºe agenti dostávajú infor-

máciu o trhu len prostredníctvom zmien ceny a reakcií ur£itého obmedzeného po£tu

iných agentov. Dá sa nahliadnu´, ºe samotní agenti svojim rozhodovaním a precho-

dom medzi rôznymi hladinami resp. moºnos´ami akcie ovplyv¬ujú cenu a tým pádom

konanie ostatných. Podobné správanie vrámci systému sa môºe prirovna´ napríklad k

lavínam, poruchám materiálu alebo zemetraseniam, ktoré sa ale dajú opísa´ pomocou

fyzikálnych modelov [17].

Tu v²ak máme jednoduch²iu situáciu v porovnaní s �nan£ným trhom, kde sa obja-

vuje viacero ´aºko zodpovedate©ných otázok, napr. ako ur£i´ vzdialenos´, do ktorej sa

e²te agenti dokáºu navzájom ovplyv¬ova´?

Teraz sa v²ak vrá´me k h©adaniu moºného spú²´acieho faktora pri krachových situ-

áciách. Ke¤ vezmeme do úvahy ve©kú £lenitos´ �nan£ných trhov a mnoºstvo navzájom
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interagujúcich agentov, môºme sa na trh pozera´ ako na systém správajúci sa pod©a me-

chanizmov tzv. pozitívnej a negatívnej odozvy, ktoré stoja proti sebe. Pozitívna odozva

je reakcia na pôsobenie sily, ktorá má za následok znásobenie jej ú£inku. Negatívna

odozva je naopak snaha systému pôsobi´ proti sile, ktorá zmenu vyvolala. Pozitívna

odozva teda posúva systém ¤alej od rovnováhy a negatívna opa£ne, bliº²ie k rovno-

váhe. A moºno nahliadnu´, ºe práve pozitívna odozva môºe by´ hybnou silou pri vzniku

krachovej situácie [18].

Davový efekt, ktorý v prípade �nan£ného trhu priamo súvisí s mechanizmom pozi-

tívnej odozvy, negatívne závisí od miery informácie agentov. Nastáva v prípade, ak sa

vä£²ina agentov rozhodne akceptova´ informáciu získanú od iných a prispôsobí svoje

správanie novej informácii. Uvaºujme teraz nasledujúcu situáciu.

Majme sie´ agentov ozna£ených £islami od 1 po n , pri£om ich po£et zostáva kon-

²tantný. Nech N(i) prislúcha mnoºine agentov susediacich s agentom i. Pokia© budeme

pre jednoduchos´ uvaºova´ iba dva moºné stavy rozhodnutia agenta si = ±1 (kúpi´ vs.

preda´) dá sa odvodi´ vz´ah pre rozhodnutie agenta i v £ase t:

si(t) = sgn(K
∑
j∈Ni

sj + (1−K)εi) (33)

kde K je váha, ktorú pripisuje svojmu okoliu a εi je z normalizovaného Normálneho

rozdelenia a reprezentuje názor agenta. Tento vz´ah v podstate vyjadruje správanie sa

agenta, ktorý na zaklade rozhodovaní agentov zo svojho okolia dedukuje situáciu na

trhu a pod©a toho upravuje svoje vlastné rozhodnutie.

Pod©a [11] existuje kritická hodnota Kc, na základe ktorej sa dá ur£i´ stabilnos´

systému: ak K < Kc, neprevláda tu pozitívna reakcia a teda ²anca pre vznik krachovej

situácie nie je ve©ká. Po prekro£ení tejto hodnoty sa situácia dramaticky zmení a systém

sa stane nestabilným, teda �nan£ný trh sa dostane do krachovej situácie.

�alej pod©a [17] môºme systém charakterizova´ náchylnos´ou ku krachu X, ktorú

vieme pribliºne vyjadri´ ako X ≈ A(Kc − K)−γ , kde A je kladná kon²tanta a γ

je tzv. exponent náchylnosti, pri£om jeho hodnota sa pre jednotlivé modely ur£uje

experimentálne.

Dá sa vytvori´ viacero spôsobov, ako pomocou aparátu, ktorý sme tu v stru£nosti

predstavili, moºno modelova´ situáciu na �nan£ných trhoch. Najjednoduch²í model
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uvaºuje kon²tatnos´ parametra K, £o v²ak je v rozpore z realitou, pretoºe v sku-

to£nosti ú£astníci na trhu menia aj svoju náchylnos´ rozhodova´ sa pod©a okolia v

závislosti od situácie. Reálnej²ie sú preto modely, kde K bude tieº závisie´ od £asu t.

Experimenty prezentované vo viacerých prácach napr.[17] potvrdili, ºe takto postavené

modely naozaj kore²pondujú s realitou a majú teda relevantnú výpovednú hodnotu.
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2.5 Forwardove úrokové miery a kvantová fyzika

Forwardové úrokové miery (forward interest rates) sú úrokové miery medzi dvoma

budúcimi £asovými obdobiami, pre ktoré platia podmienky dohodnuté v sú£asnosti.

Budeme ich ozna£ova´ f(t, x) kde t ozna£uje £as uravretia dohody na úrok pre £as x na

krátku dobu, t je men²ie ako x [14]. Platí: f(t, t) = r(t). De�níciu forwardovej úrokovej

miery predstavuje rovnica:

f(t, T ) = − ∂

∂T
lnP (t, T ) (34)

Úlohou kvantovej mechaniky je popísa´, ako prechádza £astica kvantovým vývojom.

Pri kvantovej teórii po©a sa jedná o popis kvantového vývoja celého systému £astíc. Naj-

jednoduch²ie si to moºno predstavi´ ako jednorozmerný re´azec bodov, ktorý môºme

popísa´ pomocou vzdialenosti Φ(t, x) od rovnováhy v £ase t a priestore x [1]. Príklad

takéhoto re´azca nám ukazuje obrázok 3: Stupe¬ vo©nosti je pritom po£et kmitajúcich

Obr. 3: Jednorozmerný re´azec v okamihu to

£astíc resp. tých £astíc, ktoré prechádzajú kvantovým vývojom. Za takýto re´azec bo-

dov môºme povaºova´ aj výnosovú krivku. Teda forwardové úrokové miery môºme v

zmysle kvantovej teórie po©a chápa´ ako bozónové pole, t.j. f(t, x) chápeme ako ne-

závislú náhodnú premennú pre v²etky t aj x, pri£om x nie je priestorová ale £asová

premenná [1].
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3 Mocninové zákony v ekonómii

3.1 Rozdelenie bohatstva a príjmu

Pred vy²e storo£ím sledoval Pareto, taliansky sociológ, rozdelenie osobných príjmov

a snaºil sa tak opísa´ celkovú majetkovú situáciu krajiny. Pritom si v²imol, ºe toto

rozdelenie nie je náhodné, ale sleduje ur£itý univerzálny zákon, a to za kaºdých okolností

a v kaºdej sledovanej krajine.

Tento zákon sa dá vyjadri´ nasledovným vz´ahom:

P (x) = x−α (35)

pri£om hodnota exponentu bola pre vä£²inu krajín blízka -1,5 .

Gini v roku 1922 opä´ preskúmal ²tatistické údaje a pri²iel so záverom, ºe mocninové

zákony tu naozaj platia, av²ak hodnoty exponentov sa lí²ia a sú vlastné iba jednej kra-

jine. V priebehu ¤al²ích rokov vznikli snahy o charakterizovanie rozdelenia bohatstva

pomocou iných rozdelení, napr. Levyho, Gamma, log-normálne a ¤al²ích.

V rokoch 1935-1936 sledovali Montroll a Shlesinger individuálne príjmy v USA a po-

zorovali, ºe jedno percento najbohat²ích obyvate©ov sa dá opísa´ mocninovým zákonom

s exponentom -1,63 a zvy²ok sa správa pod©a log-normálneho rozdelenia.

Pred nieko©kými rokmi Drugulescu a Yakovenko [5] vypracovali analýzu rozdelenia

bohatstva pre Ve©kú Britániu a USA a pod©a nich moºno na opísanie ur£itej £asti roz-

delenia bohatstva pouºi´ vo fyzike známy Boltzmannov-Gibbsov zákon, ktorý opisuje

distribu£nú funkciu energie ε:

P (ε) = Ce−ε/T (36)

kde T je teplota a C normaliza£ná kon²tanta.

Obaja autori sa zaoberali kumulatívnym pravdepodobnostným rozdelením bohatstva

P (w), chápaným ako po£et jedincov s bohatstvom vä£²ím ako w. Pri aproximácii údajov

vyuºili tieto rozdelenia:

• mocninový zákon P (w) ∼ 1/wα

• exponenciálny zákon P (w) ∼ exp(−w/T )
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kde α je charakteristický exponent a T je ekonomická teplota.

Problémom v²ak je, ºe pojem bohatstvo je sám o sebe dos´ abstraktný a ´aºko mera-

te©ný, preto sa pri analyzovaní údajov pracuje s tzv. £istým kapitálom, £o predstavuje

rozdiel medzi aktívami a pasívami.

Obr. 4: Pravdepodobnostné rozdelenie bohatstva v log-log mierke (vonkaj²í obrázok) a log-lin

mierke (vnútorný obrázok).

Na obrázku 4 vidíme, ºe mocninové rozdelenie s exponentom α = 1, 9 dobre ap-

roximuje bohatstvo v log-log mierke pre hodnoty vä£²ie ako 100 k£ a pre hodnoty

men²ie ako 100 k£ je pre mierku log-lin dobré exponenciálne rozdelenie s teplotou

TUK = 59.6k£.

Rozdelenie bohatstva je analogické s príjmom π. �udí s niº²ím príjmom môºme ap-

roximova´ exponenciálnym rozdelením N(π) ∼ exp(−π/T ) a vy²²ie príjmové skupiny

moºno aproximova´ mocninovým rozdelením N(π) ∼ 1//πα. Pri analýze skuto£ných

údajov pre USA sa dospelo k záveru, ºe rozdelenie príjmu ve©kej vä£²iny obyvate©ov

moºno aproximova´ Boltzmann-Gibbsovým zákonom a zostávajúcu malú £as´ Pareto-

vým mocninovým zákonom [3].

3.1.1 Lorenzova krivka

Dôchodkovú nerovnos´ môºme mera´ dvoma základnými spôsobmi, a to gra�cky

pomocou Lorenzovej krivky alebo pomocou Giniho koe�cientu.

31



Mocninové zákony v ekonómii

Lorenzová krivka zachytáva rozdelenie príjmov pre jednodlivé domácnosti. Pritom

existujú dva spôsoby klasi�kácie domácností.

Pri prvom spôsobe vy£leníme ur£itú ve©kos´ dôchodku v pe¬aºných jednotkách a

zis´ujeme, aký je percentuálny podiel domácností, ktoré poberajú dôchodok v danom

intervale.

Pri druhom spôsobe rozdelíme domácnosti na nieko©ko skupín pod©a ve©kosti pobe-

raných dôchodkov od najniº²ích po najvy²²ie.

Pojem Lorenzova krivka v sebe obsahuje hypotetický predpoklad absolútnej rov-

nosti a nerovnosti. Absolútna rovnos´ nastáva, ak sú dôchodky rovnomerne rozdelené

medzi v²etkými domácnos´ami. Absolútna nerovnos´ nastáva, pokia© jednej skupine

domácností prislúchajú v²etky dôchodky.

Reálny stav rozdelenia dôchodkov ukazuje krivka k na obrázku 5. �ím je Loren-

zova krivka výpuklej²ia, tým vä£²ia je v danej spolo£nosti/krajine vy²²ia dôchodková

nerovnos´.

Získanie reálnej predstavy o skuto£nom rozdelení dôchodkov v spolo£nosti v²ak £elí

viacerým problémom. Jednak £as´ dôchodkov sa nevyuºíva na spotrebu alebo úspory.

Ú£as´ou na tie¬ovej ekonomike získavajú domácnosti ¤al²ie prostriedky a tieto nepod-

liehajú zdaneniu. Táto forma dôchodkov o£ividne skres©uje v²etky ²túdie ²truktúry

domácnosti z h©adiska o�ciálnych dôchodkov [3].

Obr. 5: Lorenzova krivka.
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3.1.2 Giniho koe�cient

Pokia© chceme dôchodkovú nerovnos´ vyjadri´ konkrétnym £íslom, pouºijeme Giniho

koe�cient. Existuje viacero spôsobov jeho vyjadrenia:

• Ozna£me obsah plochy ohrani£enej skuto£nou a ideálnou krivkou S1 a obsah

plochy pod ideálnou krivkou S2. Giniho koe�cient g vypo£ítame ako pomer týchto

dvoch obsahov, teda g = S1

S2
a nadobúda hodnoty z intervalu 〈0, 1〉.

• Giniho koe�cient môºme vypo£íta´ aj ako pomer obsahov plochy pod skuto£nou

krivkou a pod ideálnou krivkou. Koe�cient je opä´ z rozsahu 〈0, 1〉.

• Dotretice sa Giniho koe�cient po£íta ako dvojnásobok obsahu plochy medzi re-

álnou a skuto£nou krivkou.

3.2 Simulácie a modely

V tejto podkapitole teraz predstavíme niektoré teoretické modely, ktoré simulujú

distribúciu bohatstva v spolo£nosti. V týchto je dôleºitá aplikácia metód pouºívaných

v ²tatistickej fyzike.

Scafetta, Picozzi a West[15] vo svojej ²túdii odvodili nieko©ko modelov, ktoré po-

pisujú rozdelenie bohatstva v spolo£nosti, pri£om do úvahy brali najmä podmienky,

ktoré platia pri vzájomnej interakcii medzi agentami v rámci ekonomického systému.

�tandardne sa spolo£nosti západných krajín rozde©ujú na tri triedy: chudobní, stredná

trieda a bohatí, pri£om v stabilnej spolo£nosti je napo£etnej²ia stredná trieda a naj-

menej po£etná je trieda chudobných. Spomínaní autori zoh©ad¬ovali aj tieto tri triedy

a vo svojej práci odvodili a skúmali viacero modelov rozdelenia bohatstva:

giugiugiugi

Model 1-dokonalá obchodná cena

Tento najjednoduch²í model predpokladá, ºe bohatstvo resp. peniaze sú kon²tantné

a v²etky transakcie medzi agentami prebiehajú pri dokonalej cene. Tento model je

úplne symetrický, t.j. kaºdý agent získa presne také isté mnoºstvo pe¬azí, ktoré iný

agent stratí. Teda kone£né rozdelenie bohatstva v uzavretom systéme je rovnaké ako
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po£iato£né rozdelenie, £o v²ak absolútne nekore²ponduje s pozorovanou realitou. giu-

giugiugi

Model 2-náhodná symetrická obchodná cena

Tu sa predpokladajú ceny, ktoré náhodne �uktuujú okolo dokonalej ceny. Ve©kosti

v bohatstve jednotlivých agentov môºu by´ kladné alebo záporné v závislosti od roz-

hodnutí, ktoré urobili. Aj tu predpokladáme symetriu, £iºe pri ©ubovo©nom výbere

dvoch agentov majú obaja z dvojce rovnakú pravdepodobnos´ straty resp. zisku. Ob-

rázok 6 ukazuje, ako bude vyzera´ rozdelenie bohatstva po 100 miliónoch náhodných

transakciách. Môºme tu vidie´ enormný rozdiel medzi bohatstvom najchudobnej²ieho

a najbohat²ieho agenta.

Obr. 6: Pravdepodobnostné rozdelenie-náhodná symetrická obchodná cena, bohatstvo (we-

alth) je merané v jednotkách bohatstva najchudobnej²ieho spomedzi agentov.

giugiugiugi

Model 3-náhodná asymetrická obchodná cena

Základný predpoklad v tomto modeli hovorí, ºe chudobnej²í z dvojice agentov je pri

obchodovaní mierne zvýhodnený a má vä£²iu pravdepodobnos´ dobrého rozhodnutia.

Tento predpoklad sa zoh©adní zakomponovaním nasledovného vz´ahu:

P (π) = 0, 5 + f
wb − wc
wb − wc

(37)

kde 0 ≤ f ≤ 1 je asymetricky sa meniaci parameter, wb a wr je bohatstvo bohat²ieho a

chudobnej²ieho agenta. Vidíme, ºe pri rovnakom majetku budú ma´ obaja agenti rov-

nakú ²ancu urobi´ dobré rozhodnutie a v prípade nerovnosti majetkov má chudobnej²í

z dvojice vä£²iu pravdepodobnos´ správneho rozhodnutia.
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Obr. 7: Pravdepodobnostné rozdelenie-náhodná asymetrická obchodná cena

Tento model k vedie k rozdeleniu vyjadrenému vz´ahom:

P (w) = αwγ exp(−bwδ) (38)

Ako vidíme z obrázka 7, táto distribúcia skuto£ne rozde©uje spolo£nos´ na boha-

tých, strednú triedu a chudobných, pri£om platí, ºe najpo£etnej²ia je stredná trieda a

najmenej po£etná je najbohat²ia trieda.

giugiugiugi

Model 4-náhodná asymetrická obchodná cena s dynamickým bohatstvom

V poslednom modeli budeme uvaºova´ dynamickos´ bohatstva t.j. v rámci vývoja

systému môºe dôjs´ k jeho úbytku alebo prírastku. Túto vlastnos´ vieme matematicky

vyjadri´ nasledovne:

wi(t+ 1) = (1 + rξ)wi(t) (39)

pri£om wi(t) je bohatstvo i-teho agenta po i-tej iteracii, ξ je náhodná premenná s nor-

malizovaným normálnym rozdelením a r > 0 je ²tandardná odchylka úbytku/prírastku

bohatstva. Takisto ako v predchádzajúcom modeli, aj tento model moºno charakteri-

zova´ distribu£nou funkciou 38.

V²etky predpoklady, ktoré boli vyslovené v poslednom modeli, naozaj kore²pondujú

so skuto£nos´ou. Pre stabilitu spolo£nosti je nevyhnutné, aby boli chudobnej²í obyva-

telia istým spôsobom chránení a aby im bola poskytnutá ur£itá výhoda pri interakciách

s bohat²ími obyvate©mi. Takisto, spolo£nos´, v ktorej malá skupina obyvate©ov vlastní

takmer v²etko jej bohatstvo, skôr £i neskor skolabuje, alebo zanikne revolúciou [3].
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3.3 Fluktuácia cien

3.3.1 Bachelierov model

Dlhú dobu sa predpokladalo, ºe ceny akcií odráºajú viac-menej náhodné udalosti vo

svete podnikania a ich kolísanie je teda prakticky úplne náhodné. Ke¤ sa pozrieme

na grafy zaznamenávajúce £asový vývoj cien (obr.8), máme pocit absolútneho chaosu

a náhodilosti. Tento poh©ad na �uktuácie na burzách mal aj Luis Bachelier, ktorý v

svojej práci z roku 1900 modeloval pohyby cien ako náhodnú prechádzku bodu x, resp.

aktuálnej ceny po reálnej osi. Na základe toho odvodil, ºe pravdepodobnos´, ºe za £as

4t sa cena zmení o 4x , je daná normálnym rozdelením

P∆t(∆x) =
1√
2πσ

exp (−(∆x)2

2σ
) (40)

kde σ je parameter v ekonómii naj£astej²ie ozna£ovaný ako volatilita. Pod©a Bacheliera

táto rastie s £asom pod©a vzorca σ = σ0

√
∆t. Presne tak je v²ak opisovaná difúzia,

ktorá nám hovorí, ako ¤aleko sa dokáºe £astica dosta´ od po£iato£ného bodu za £as ∆t

pri Brownovom pohybe. Jednak sa v²ak na túto dávnu analógiu na dlhý £as zabudlo

a okrem toho sa ukázalo, ºe Bachelierov vzorec je ve©mi pribliºný a ve©mi zle popisuje

relatívne ve©ké zmeny ceny. Bachelierova teória totiº predpokladá, ºe pokles akcií o 5

percent za jeden de¬ môºe nasta´ jednoducho povedané raz za milión rokov, £o v²ak

je v absolutnom rozpore so skuto£nos´ou, ke¤ºe k takýmto poklesom dochádza aj

nieko©kokrát ro£ne [13].

Zá£iatkom ²es´desiatych rokov pri²iel s lep²ou my²lienkou Benoit Mandelbrot. Pri

sledovaní vývoja cien bavlny si uvedomil, ºe zmena ceny sa dá omnoho lep²ie popísa´

tzv. Lévyho rozdelením. Toto sa vyzna£uje najmä tým, ºe pre ve©ké zmeny ceny sa

blíºi k mocninovému rozdeleniu v tvare

P (∆x) ≈ ∆x−1−α. (41)

Dôleºité je poznamena´, ºe mocninové rozdelenie je vä£²inou prejavom tzv. fraktálo-

vej geometrie, ktorej objavite©om je tieº B. Mandelbrot. a mocninové rozdelenie zmien

ceny nám poukazuje na fraktálne rysy cenovej �uktuácie, bez oh©adu na to, £i sa jedná

o komodity, aktíva alebo menové kurzy. V ekonómii je v²ak ve©mi subtílnym preja-

vom fraktálnosti tzv. ²kálovanie. Pozrime sa preto, £o sa stane s rozdelením cenových
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Obr. 8: Pravdepodobnostné rozdelenie cenových zmien pre rôzne £asové odstupy τ . V hornom

paneli hrubé údaje, v dolnom vidíme, ako pri zmene ²kálovania splynú v²etky údaje na jednej

krivke.

zmien, pokia© zmeníme ²kálovanie £asu. Pokia© namiesto sekúnd budeme chcie´ mera´

v minútach, bude nás zaújima´ namiesto zmeny ceny za £as ∆t zmena ceny za £as

s.∆t. Vlastnos´ ²kálovania znamená, ºe pravdepodobnostné rozdelenie sa nezmení, po-

kia© pri zmene ²kálovania £asu vhodne zmeníme aj ²kálovanie cien. Môºme to vyjadri´

nasledovne:

P∆t(∆x) = (∆t)−Hf((∆t)−H∆x) (42)

kde f je nejaká funkcia, (f(y) ≈ y−1−α) a H je kon²tanta nazývaná tieº Hursov expo-

nent. Bachelierova dávna predstava �uktuácie cien tieº sp¨¬a vlastnos´ ²kálovania s

hodnotou H = 1/2. Problémom je, ºe reálne údaje vykazujú vy²²iu hodnotu, okolo

2/3. Táto zvý²ená hodnota je okrem iného tieº dôvodom, pre£o je náhodná prechádzka

nevhodným modelom �uktuácií na burzách a teda treba h©ada´ lep²í model [13].
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3.3.2 Maslovov model

Pri modelovaní cenových �uktuácií je najdôleºitej²ie si uvedomi´, ºe cenové �uktuácie

sú len posledným malým £lánkom zloºitého procesu obchodovania, ktorý je skrytý v

takzvanej knihe príkazov, ktorá obsahuje v²etky nevybavené poºiadavky na predaj

alebo kúpu akcií. Princíp knihy príkazov si ukáºeme na príklade:

Predstavme si makléra, ktorý zadá poºiadavok na nákup 100 kusov akcií spolo£nosti

ABCDE za cenu max. 5 eur. Táto poºiadavka sa zaznamená v knihe príkazov a tam

£aká na predajcu, ktorý bude ochotný pri zadanej limitnej cene akciu preda´. V knihe

príkazov sa nachádzajú aj tzv. trhové príkazy poºadujúce nákup alebo predaj daného

mnoºstva akcií pri ©ubovo©nej cene.

Procesy prebiehajúce v knihe príkazov si moºno z fyzikálneho poh©adu predstavi´

ako prúd £astíc dopadajúcich na jednorozmerný podklad. Kaºdá limitná poºiadavka

na nákup alebo predaj akcie je reprezentovaná jednou £asticou a cenovú os si môºme

predstavi´ ako jednorozmerný podklad. Trhové príkazy spôsobujú odlietavanie £astíc z

cenovej osy v blízkosti aktuálnej ceny [13].

Obr. 9: Kniha príkazov ako prúd £astíc. Zelená je oblas´ kúpy akcií, modrá je oblas´ predaja

akcií.

Aktuálna cena, ako vidíme aj na obrázku 9, je cena, ktorá platila pri poslednej

minulej transakcii a delí cenovú os na dve £asti. Príkazy k predaju sú napravo a príkazy

k nákupu sú na©avo od aktuálnej ceny.

Tento model sa dá relatívne ©ahko numericky simulova´ a výsledky skuto£ne súhlasia

s empirickými údajmi pre �uktuácie cien. Av²ak hodnota Hurtovho experimentu tu

vychádza H = 1/4, £o je zna£ne odli²né v porovnaní s empiricnými výsledkami. Preto

bol Maslovov model modi�kovaný za ú£elom dosiahnutia lep²ej zhody, av²ak podrobný

opis týchto modi�kácií presahuje rámec na²ej práce.
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Záver

Hlavným cie©om na²ej práce bolo sumarizova´ a stru£ne objasni´ aplikáciu základ-

ných fyzikálnych princípov v ekonomických systémoch.

V prvej kapitole sme ve©mi stru£ne opísali po£iatky a ¤al²í vývoj relatívne nového ved-

ného odboru-ekonofyziky. Na príkladoch analógií zo ²tatistickej fyziky, teórie chaosu a

systémov bez trenia sme ukázali, ºe napriek prvotnému zdaniu, fyzikálne a ekonomické

systémy majú ve©a spolo£ných charakteristík a teórie budované pre fyzikálne systémy

teda môºu by´ aplikované aj v ekonómii.

V druhej kapitole sme sumarizovali doteraj²ie cenné príspevky ekonofyziky, pri£om sme

poukazovali na vzájomné súvislosti a analogizmy.

V podkapitole 2.1 sme predstavili teóriu informácie. Opísali sme základné matematické

vz´ahy charakterizujúce proces prijímania a odovzdávania informácie a ich platnos´

sme ukázali na príklade spolo£nosti WestJet. Následne sme prezentovali nový poh©ad

vysvet©ujúci naj£astej²ie vzory ©udského správania, ktoré podmie¬ujú okrem iného aj

ekonomické rozhodovanie.

Vrámci h©adania analógie medzi ekonomickými systémami a termodynamikou sme v

podkapitole 2.2 ukázali podobnos´ medzi termodynamickými a ekonomickými veli£i-

nami, predstavili sme ve©mi dôleºitú veli£inu-ekonomickú teplotu a ukázali sme, ako

moºno pomocou rovnováºnych vz´ahov v termodynamike odvodi´ podmienky rovno-

váhy v ekonómii.

V ¤al²ej podkapitole sme predstavili ¤al²ie ekonomické poh©ady na �nan£né trhy. Vy-

uºitím bezarbitráºnych podmienok sme ukázali, ºe �nan£né trhy moºno chápa´ ako

elektromagnetické pole. �alej sme uviedli poh©ad na trh ako na kontrolný mechaniz-

mus a opísali sme, ako moºno na základe tohto poh©adu odvodi´ vz´ah pre rovnováºnu

cenu.

V podkapitole 2.4 sme demon²trovali modely správania sa ekonomických agentov ve-

dúce ku krachovým situáciám. Poukázali sme pritom na experimenty prezentované v

prácach [17] a [18] , ktoré potvrdili relevantnos´ týchto modelov.

Na záver druhej kapitoly sme ve©mi stru£ne ukázali poh©ad na forwardove úrokové

miery v zmysle kvantovej teórie.

V tretej kapitole sme sa detailnej²ie venovali mocninovým zákonom. Podrobne sme opí-
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sali niektoré modely popisujúce rozdelenie bohatstva v spolo£nosti, pri£om sme opä´

na základe skor²ích prác zahrani£ných autorov (napr. [15]) ukázali niektoré ich nedos-

tatky a výhody. Taktieº sme stru£ne charakterizovali dva základné spôsoby merania

dôchodkovej nerovnosti a to Lorenzovu krivku a Giniho koe�cient.

V podkapitole 3.3.1 sme predstavili dva modely opisujúce �uktuácie cien- Bachelierov

a Maslovov model a vysvetlili sme základnú predstavu pouºitú pri vytváraní týchto

modelov.

Táto práca pomôºe aj nezainteresovanému £itate©ovi disponujúcemu iba základnými

poznatkami z oblastí matematiky a fyziky získa´ preh©ad a jasnú predstavu o význame

ekonofyziky pri modelovaní rôznych ekonomických javov. Práca bola prospe²ná aj pre

autora, ktorý pri jej písaní získal vä£²í preh©ad o aplikácii fyziky v ekonomických sys-

témoch a nau£il sa h©ada´ analógie a podobnosti.
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