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Abstrakt v §tatnom jazyku

PITONIAK, Marian: Nova metoda konjugovanych gradientov |[Bakalarska pracal,
Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky,
Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; vedici: doc. RNDr. Milan Hamala, CSc.,
Bratislava, 2011, 94 stran

V préci sa venujeme iterac¢nej metdde nazvanej metdéda konjugovanych gradientov. Po-
uziva sa napriklad pri hladani voIného minima konvexnej funkcie. V roku 2005 autori
W. Hager a H. Zhang prisli s novou modifikdciou metody konjugovanych gradientov.
Cielom tejto prace je experimentalne porovnanie efektivnosti ich navrhu s modifiké-
ciami navrhovanymi v predchadzajicich desatroc¢iach. Velk4 ¢ast prace je venované
programovej realizacii metoédy konjugovanych gradientov a metod s fiou suvisiacich.
V praci su dalej popisané riadené experimenty, v ktorych pouZivame rozne predpisy
konvexnych ucelovych funkcii. Cielom experimentov je overit vysledky autorov W.
Hagera a H. Zhanga tykajice sa zistenej vysSej efektivnosti ich modifikicie metody
konjugovanych gradientov. Nase vysledky v zavere prace potvrdzuju tieto zistenia. V
pripadoch nejednoznac¢ného vysledku problém hlbsie analyzujeme a snazime sa pric¢inu

nejednoznacnosti objanit.

Krlucové slova: iteracna metoda, nova metdda konjugovanych gradientov,
minimalizicia konvexnej funkcie, programova realizacia MKG, experimentalne

porovnanie efektivnosti formidl parametra MKG



Abstract

PITONIAK, Marian: A new conjugate gradient method [Bachelor Thesis|, Comenius
University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department
of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. RNDr. Milan Hamala, CSc.,

Bratislava, 2011, 94 pages

This work is focused on an iterative method called a conjugate gradient method. This
method is used for example for finding an unconstrained minimum of convex function.
In 2005 authors W. Hager and H. Zhang proposed a new modification of the conjugate
gradient method. The aim of this work consists in an experimental comparison of their
proposed modification to the modifications created in previous decades. A huge part
of this work is dedicated to program implementation of the conjugate gradient met-
hod and related methods. Later in the work controlled experiments are introduced, in
which we use different convex objective functions. The aim of the experiments is to
verify results given by the authors W. Hager and H. Zhang, in which their modifica-
tion of the conjugate gradient method seems to reach higher efficiency. Our results at
the end of this work confirm their finding. In cases of uncertain results we proceed in

further analysis of the problem and try to explain the reason of the uncertainty.

Keywords: an iterative method, a new conjugate gradient method, minimization of
a convex function, program implementation of the CGM, an experimental comparison

of various formulas of a CGM parameter
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UVOD

Uvod

Metoda konjugovanych gradientov je itera¢nd metodda pouzivana v optimaliza¢nych
ulohach tykajacich sa hl'adania voIného extrému ucéelovej funkcie. Metéda sa riadi tzv.
,bod-smer-krok"pravidlom. Toto pravidlo znamend, ze Startujic zo zadaného bodu,
metoda najprv ndjde smer optimalizacie a nasledne urci, o aky krok sa v danom smere
posunie. Pri tvorbe nového smeru optimalizacie metoda konjugovanych gradientov vy-
uziva smer najstrmsieho spadu a predchadzajici pouzity smer optimalizécie.

Metoda konjugovanych gradientov sa pouziva najmé pri rieSeni tloh na hladanie
volného extrému, ktoré dosahuji robustné rozmery. Dovodom je jej relativne nizka
pamétova narocnost, ale aj nizka vypoc¢tova naro¢nost jej jednotlivych krokov. Uvedené
vyhody vyplyvaju z faktu, ze pri vypoctoch pouziva metdoda konjugovanych gradientov
gradientni informéaciu. Na rozdiel od newtonovej alebo kvazinewtonovej metody tak
nepotrebuje poznat Hessovu maticu druhych parcidlnych derivacii ucelovej funkcie.
Préave pre tieto dovody je tato metoda aj nadalej skimana a zdokonalovana. Dokazom
st pomerne neddvno vydané ¢lanky, ale aj knihy venované tejto metode. Z kniznych
titulov by sme radi vyzdvihli publikacie [15] a [10], v ktorych je metoda konjugovanych
gradientov podrobne a zrozumitelne vysvetlena.

Pociatky metody konjugovanych gradientov siahaji do patdesiatych a Sestdesiatych
rokov minulého storo¢ia. Povodnou motivaciou bolo najst ¢o najlepsi algoritmus na
rieSenie systému linearnych rovnic.

V roku 1952 autori M.R. Hestenes a E. Stiefel publikovali ¢lanok [9], v ktorom
predstavili novu itera¢ni metodu riesenia systému n linedrnych rovnic so symetrickou
kladne definitnou maticou. Nazvali ju metdéda konjugovanych gradientov.

Dalsim pomyselnym milnikom bol rok 1964, kedy autori R. Fletcher a C. Reeves
predstavili v ¢lanku [5| upraveny algoritmus metody konjugovanych gradientov, ktory
bol zamerany na minimalizaciu funkcie n premennych. Prave tito metoda vyrazne
ovplyvnila oblast nelinedrneho programovania.

Dalsich Styridsat rokov vyskumu metody konjugovanych gradientov prinieslo nové
upravy od mnohych zndmych autorov, ktorym sa v nasej praci taktiez venujeme.

V roku 2005 autori W.W. Hager a H. Zhang publikovali ¢lanok [6], v ktorom pre-

zentovali vysledky svojho najnovsieho vyskumu. V ¢lanku navrhli a analyzovali nova

12



UVOD

metodu konjugovanych gradientov, ktord nazvali CG metoéda. Ich vyskum a snaha
overit ich vysledky sa stali podnetom pre vznik tejto bakalarskej prace.

Hlavnym cielom tejto prace bolo porovnat efektivitu CG metody s metédami na-
vrhovanymi v predchadzajacich desatrociach. Popri naplneni tohto ciela sme sa snaZzili
¢itatelovi ¢o najlepsie priblizit pozadie fungovania vSetkych ¢asti, z ktorych sa metdda
konjugovanych gradientov sklada.

Nasu pracu, pozostavajicu z teoretickej a praktickej ¢asti, sme rozdelili do piatich
kapitol. Potrebna tedria pre vysvetlenie problematiky je obsiahnutd v prvych dvoch
kapitolach.

Uvodna kapitola obsahuje niekolko zakladnych pojmov z nelinedrneho programo-
vania, ktoré si potrebné pre uvedenie metddy konjugovanych gradientov. Nasledne
uvedieme definiciu tejto metody a v zbytku kapitoly sa zameriame na jej konvergencéné
vlastnosti v pripade konvexnych ucelovych funkcii.

Druhéa kapitola popisuje historicky vyvoj metédy konjugovanych gradientov od jej
vzniku po nedavnu minulost. Tento vyvoj zachytdvame prostrednictvom vyvoja algeb-
raického tvaru parametra MKG od viacerych znamych autorov, ktori tak prispeli k
rozsireniu poznatkov o metode konjugovanych gradientov. V zévere kapitoly uvadzame
novi metdédu konjugovanych gradientov autorov W. Hagera a H. Zhanga, prezentovani
v ¢lanku [6], ktora je zaroven nosnou témou tejto prace.

Tretiu kapitolu uz zaradujeme do praktickej ¢asti nasej prace. Vysvetlujeme v nej
principy metod, ktoré priamo sivisia s problematikou metédy konjugovanych gradien-
tov alebo experimentami planovanymi pre dalSie kapitoly. Nasledne popisujeme nase
programové realizacie tychto metdéd, pricom sa venujeme aj rieSeniu problémov vzni-
kajucich pri ich aplikacii v praxi.

Stvrta kapitola obsahuje niekol'ko pociato¢nych experimentov. Ich cielom bolo opti-
malne doladenie programovych realizacii popisanych v predchadzajucej kapitole.

Piata kapitola je zaverecnou kapitolou naSej prace. Jej obsahom si experimenty
zamerané na porovnanie efektivnosti roznych formil metody konjugovanych gradientov.
Vysledky tychto experimentov st priebezne analyzované a ukoncené nasimi zavermy.

Vgeobecné zhrnutie dosiahnutych vysledkov uvadzame v zavere nasej préce.
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1 UVOD DO METODY KONJUGOVANYCH GRADIENTOV

1 Uvod do metdédy konjugovanych gradientov

Majme tlohu na volny extrém
min{ f(z) : x € R"}, (1)

kde f : R® — R je spojite diferencovatelné konvexnd funkcia. Ttto ulohu budeme

riesit metodou konjugovanych gradientov (dalej MKG), ktora je itera¢nou metodou.

1.1 VSeobecni iterac¢nia metoda

Itera¢na metoda (metdda postupnych aproximécii) je proces, ktory zo zadaného star-

tovacieho bodu xg € R™ generuje postupnost bodov x1,zs,... podla schémy
Tp1 = T + apdy, (2)

kde oy, > 0 je kladna dizka kroku a d; € R smer. Cielom metody je postupné pribli-
zovania sa k optimalnemu rieSeniu rieSenej tlohy.
Krok ajp mozeme volit konStantny, optimalny alebo ako kombinaciu tychto dvoch

moznosti. V pripade optimalneho kroku ide o rieSenie tlohy
ap = argmin f(zy + ady) (3)
a>0
Podla toho, aky typ smerového vektora dy je v algoritme pouzity, moézeme rozdelit
algoritmy itera¢nych metod na:
e stochastické - pouzity je ndhodny smerovy vektor d
e cyklické - v algoritmoch je vopred zvolena n-tica vektorov tvoriaca bazu v R"

e gradientné - ako vektor dj je pouzity zaporny gradient funkcie f(x) v bode zy

alebo nejaké jeho transformécia

Zatial iba uvedieme, 7e MKG zaradujeme préve do skupiny gradientnych met6d.

14



1 UVOD DO METODY KONJUGOVANYCH GRADIENTOV

Definicia 1.1. Smer 0 # d;. € R™ nazijvame spidovy smer, ak plati:
X >0, Ze VA € (0,A): flap+ Ady) < flap)

Lema 1.2. Ak vektor dy, spliia grdy, <0, potom vektor dy predstavuje spadovy smer.

Dokaz:
Oznaéme @(\) = f(zx, + Ady). Potom plati

¢'(0) = gidy, <0 (4)

To znamend, %e existuje také A > 0, pre ktoré potom f(xp + S\dk) < f(xy). Na zéklade
tohto poznatku a Definicie 1.1 je vektor dj spadovy smer. W

Spadové smery d;, mozeme generovat pomocou dp = —Hyg, kde Hy je kladne de-
finitna symetrickd matica, pretoZze podla Lemy 1.2 je takto vytvoreny smer spadovy.
Cauchyho spadovy smer d, = —g; je Specidlnym pripadom takto voleného smeru dy

(Hy, = I). MKG, ktort definujeme v nasledujicej podkapitole, generuje spadové smery.

1.2 Metbéda konjugovanych gradientov

Metoda konjugovanych gradientov je iteracna metoda, ktora na zaklade startovacieho
bodu zy € R™ generuje postupnost bodov xy, zs, ... podla schémy (2).

Vyraz a; na pravej strane (2) predstavuje kladnt dlzku kroku iteracie v smere
spadového vektora di. Je rieSenim tulohy popisanej v (3).

Vektor dj je vytvarany nasledovne:

dpr1 = —Ger1 + Bed, k>0,  do=—go (5)

kde gi41 je gradient funkcie f(z) z alohy (1) v bode xg ;.

Skalar fj (nazyvany parameter MKG) je konstruovany tak, aby MKG pouzita na
optimalizaciu kvadratickej funkcie skonvergovala do optimalneho rieSenia za nanajvys
n krokov. Spolu s d vyraz [idy predstavuje aditivnu korekciu Cauchyovského smeru
—gr+1- Parameter MKG [, ma rézne algebraické tvary, avSak v pripade, ze je funkcia

f(z) kvadraticka a v algoritme je pouzity optimalny krok ay, tedria vravi, ze su tieto

15



1 UVOD DO METODY KONJUGOVANYCH GRADIENTOV

tvary ekvivalentné. Medzi tie zndmejSie patri tvar Fletchera-Reevesa, Hestenesa-Stiefela

alebo Polaka-Riebiereho-Polyaka ( parametru 3 je venovana kapitola 2).
Lema 1.3. Ak oy = argmingso f(zy + adi), potom g dy, = 0.

Dokaz:
Z predpokladu vyplyva, Ze ak ozna¢ime p(\) = f(zr+ Ady), potom z nutnej podmienky

pre ndjdenie minima dostaneme
0=¢'(ar) = gipﬂdk. u
Tvrdenie 1.4. Ak je krok oy, zvoleny optimdlne, potom je vektor dyyq definovang v (5)
spadovy.
Dokaz:

Vynéasobme rovnost (5) vektorom gy, zlava. Dostaneme

gg—&-ldkﬁ-l = —913+19k:+1 + Bk:g/:;ldk (6)

Pretoze je splneny predpoklad Lemy 1.3, plati g/, d), = 0, takze mozeme (6) zapisat
ako

Ihrdiir = —|lger|I> <0 (7)

Z Lemy 1.2 vyplyva, Ze vektor di., je naozaj spadovy. W

1.3 Konvergencia met6dy konjugovanych gradientov
1.3.1 Konvergencia pre rydzokonvexni kvadratickd funkciu

Uvazujme tlohu (1), pricom za funkciu f(z) vezmeme rydzokonvexnu kvadraticki

funkciu. Nech teda f : R" — R mé nasledovny tvar:

f() = 37 Qe + VT )

Jkde @ je kladnedefinitnd symetrickd matica a b € R".

16



1 UVOD DO METODY KONJUGOVANYCH GRADIENTOV

Definicia 1.5. Nech @) je symetrickd matica. Vektory d; a d; nazijvame Q-konjugované

(Q-ortogondlne), ak dfQd; =0 (i # j).

Nasledujtica veta hovori o uzito¢nosti pouzitia Q-konjugovanych vektorov v algo-

ritme (2) na minimalizaciu kvadratickej funkcie:

Veta 1.6. (Veta o konjugovangch smeroch) Magme lohu min f(x) = %xTQx + b,
postupnost n nenulovijch Q-ortogondlnych vektorov {d;}'=y a lubovolny bod 1o € R™.

Potom postupnost bodov {xy} generovand podla
Tpr1 = Tk + aydy, k>0 (9)

kde oy, = argmin f(xp + ady) md tvar

_ dy, g
di Qdy

gr = Quy +b (11)

konverguje k optimdlnemu rieSeniu T wlohy min f(x) = %xTQx + bz nanajvys za n

krokov. To znamend & = x,,.

Dokaz: ( uvedeny dokaz je pouzity z [8])

—Z‘O—FZOQCZ —$k+1—|— Z Oéz i (12)

i=k+1
n—1
oa) = g ( s m—) Quen + ( 5 azczd) g + S @i
i=k+1 i=k+1 i=k+1
(13)
Skalarnym sucinom (13) a vektora dy zlava pre k = 0,...,n — 2 dostaneme
n—1
i g(zn) = dig(re) + > odfQdi,  k=0,...,n—2 (14)
i=k+1

Vdaka Q-ortogonalite vektorov dj, je cela suma v rovnosti (14) rovna 0. Vyraz d2. g(x.1)

je podla Lemy 1.3 rovnako nulovy, pretoze krok «; bol hlTadany optimalne.
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1 UVOD DO METODY KONJUGOVANYCH GRADIENTOV

Nech k=n-1
di 9(wn) = dy_19(z,) = 0

z rovnakého dovodu ako v predchadzajucom pripade (opdtovné pouzitie lemy 1.3).

Vidime teda, 7e vektor g(x,) je ortogonalny na n linedrne nezavislych vektorov
dy.. Jediny vektor spliajici toto kritérium je nulovy vektor. Z g(x,) = 0 vyplyva, Ze
bod , je optimalnym rieSenim tlohy min f(z) = 327 Qz + b"z ( lokdlne minimum
rydzokonvexnej funkcie je zaroven aj jej globalnym minimom). W

Ak metéda konjugovanych gradientov spliia predpoklady Vety 1.6, jej n-krokova
konvergencia je dokdzana. Je preto potrebné este ukazat, ze smerové vektory dj gene-
rované predpisom (5) splhaji podmienku Q-ortogonality. Nasledujiucu vetu uvadzame

bez dokazu (Citatel si ho moze nastudovat napriklad z [10, str.276]).

Veta 1.7. (Veta o konjugovangch smeroch) Pre metddu konjugovangch gradientov,

definovani vztahms

Th1 = Tk + oy,

dit1 = —Gh1 + Bedy,  do = —go

o — — ggdk (15)
" dlQd,
glz+1gk+1
B == 7 —
9. Gk

platia nasledujice vlastnosti:
1. dEQd; =0 pre 0 <i <k
2. (90,915 - -, 9] = [90, Q90 - - -, Q" g0]
3. |do,dy, ... d] = |do,Qdy, ..., Q%]

Metédda konjugovanych gradientov, aplikovana na rydzokonvexnt kvadratickd fun-
kciu, zaloZzena na vztahoch (15), vytvara podla vlastnosti 1 Vety 1.7 postupnost Q-
konjugovanych smerov. Vezmic Tubovolny bod zg z R™, uvedena metoda dosiahne

podla Vety 1.6 optimalne rieSenie tlohy za nanajvys n krokov.
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1 UVOD DO METODY KONJUGOVANYCH GRADIENTOV

1.3.2 Konvergencia pre vieobecnt konvexnii funkciu

V tejto Casti textu sa budeme zaoberat konvergenciou metoédy konjugovanych gra-
dientov aplikovanej na veobecnii konvexni C! diferencovatelni funkciu.

Pod pojmom konvergencie metédy chapeme dosiahnutie stavu, ked
gr = 0 pre nejaké k£ > 0 alebo lilgninf llgr]] = 0 (16)
—00

Podmienka g, = 0, ¢o je ekvivalentné s ||gx|| = 0, je nutnou a zaroven postacujtcou
podmienkou najdenia minima konvexnej funkcie, ked7e v pripade takej funkcie je jej
lokdlne minimum zéaroven aj jej globdlnym minimom.

Za¢neme uvedenim niekol'kych pojmov a definicii, s ktorymi budeme d'alej pracovat.

Podmienka efektivneho spadu je v algoritmoch ¢asto vyzadovana.

Definicia 1.8. Ak existuje takd konstanta ¢ > 0, Ze
g di < —cllgell? (17)

pre vietky k > 0, potom hovorime, Ze smer dj, spliia podmienku efektivneho spddu.

V kazdej iteracii MKG minimalizujeme funkciu f(x) v smere vektora dj. RieSime
teda tlohu (3), ku ktorej moézeme pristipit dvoma sposobmi.

Prvym je najdenie rieSenia a4, ktoré je presnym minimom funkcie jednej premennej
p(a) = f(zy + ady).

Druhym, ¢astejsie pouzivanym postupom, je najdenie priblizného riesenia tlohy (3).
Existuje niekol’ko kritérii, ktoré by malo takéto rieSenie spliat, za vietky spomenieme
Standardné, silné a priblizné Wolfeho kritérium.

Standardné Wolfeho kritérium pozostava z nasledujicich dvoch podmienok:

flan + apdy) — f(ar) < dagg) dy (18)

ogpdi < 91?+1dk: (19)

kde dj, je spadovy smer a vztah § a o je uréeny nerovnostami 0 < § < o < 1.
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1 UVOD DO METODY KONJUGOVANYCH GRADIENTOV

Silné Wolfeho kritérium pozostava z podmienky (18) a sprisnenia podmienky (19) na
— ogp di > |giyrdil, (20)

pri¢om opit 0 < 0 <o < 1.

V ¢lanku [6, str.181] autori W. Hager a H. Zhang predstavili tzv. priblizné Wolfeho
kritérium v tvare

ogldy < giadi < (26 — 1)g dy, (21)

kdepreéaaplatiavzt’ahy0<5<%a5<<7<1.
Vidime, Ze prva nerovnost v (21) je totozné so vztahom (19). Autori sa zamerali na

prva podmienku $tandardného Wolfeho kritéria. Ak oznacime

o) = f(zr + ady) (22)

potom vztah (18) nadobuda tvar

P(ar) — ¢(0)

73

< 6¢/(0)

W. Hager a H. Zhang v [6, str.180] upozoriiuju, Ze tato podmienka je v blizkom okoli
lokdlneho minima funkcie ¢(«) neraz tazko splnitelna vzhladom na velké nepresnosti
vo vysledku rozdielu ¢(ay) — ¢(0). Dovodom je skuto¢nost, Ze v spominanom pripade
d(ag) =~ ¢(0). Pri operacii odé¢itovania dvoch priblizne rovnakych ¢isel dochadza v
pocitacovej aritmetike ku pomerne velkej relativnej chybe vypoctu.

Autori nahradili funkciu ¢(a) kvadratickou interpola¢nou funkciou ¢(«), spliajicou
interpola¢né podmienky ¢(a) = g(«) v bode o = 0 a ¢'(a) = ¢/(«) v bodoch a = 0
a a = . Z tychto podmienok potom vyjadrili jednotlivé koeficienty interpolac¢nej

funkcie g(a):
¢(a) = q(a) =aa® +ba+c  vbode a =0, ¢o vedie k
¢(0) = ¢ (23)
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1 UVOD DO METODY KONJUGOVANYCH GRADIENTOV

() =¢(a) =2aa+b v bode a =0, ¢o vedie k
¢'(0) =b (24)

() =¢(a) =2aa+b v bode a = ay, ¢o vedie k

¢lax) — ¢'(0)

50, =a (25)

Pouzitim tychto vypocitanych vyrazov ziskali interpola¢ni funckia ¢(«) v tvare

olax) — ¢'(0)

q(a) = 500

o’ + ¢/ (0)a + ¢(0) (26)

Dosadenim tejto funkcie do (18) dostaneme po jednoduchych tpravach druhd nerov-
nost v (21). Vyhodou tejto podmienky je jej vyssia presnost vypoctov! v okoli lokdlneho
minima funkcie ¢(a)) vdaka vyjadreniu prostrednictvom derivécii (podrobnejsie o tejto

problematike v |6, str.180-181]).

Viaceré dokazy konvergencie MKG vyzaduju dodatoéné predpoklady o funkeii f(x)
ako napriklad:

Definicia 1.9. (LipSicovskost gradientu) Hovorime, Ze gradient V f(z) funkcie f(x) je

Lipsicovsky v okoli N, ak existuje konstanta 0 < L < oo takd, Ze
IVf(z) = VIl < Lllw—yll  pre vethy z,y € N, (27)
kde N je nejaké okolie mnoZiny
L ={z eR"f(z) < f(z0)}

Definicia 1.10. (Predpoklad ohranicenosti) MnoZina L je ohranicend, ak existuje kon-
Stanta K < oo takd, Ze

|lz|| < K pre vSetky v € L (28)

Iradu strojového epsilon v porovnani s v/stroj.eps. v pripade pouZitia prvej podmienky Standard-
ného Wolfeho kritéria

21



1 UVOD DO METODY KONJUGOVANYCH GRADIENTOV

Mnoho dokazov konvergencie metody konjugovanych gradientov pracuje s nasle-

dujucou vetou, znamou aj ako Zoutendijkova podmienka |7, str.4].

Veta 1.11. Uvazujme lubovolni iteracni metddu formy (2), kde dy spliia podmienku
spddovosti (4) a ay spliia standardné Wolfeho kritérium (18) a (19). Ak je splnend

podmienka LipSicovskosti gradientu (27), potom plati

S Td 2
Z(g’“ D (29)
DN TATE

Jednym zo spdsobov, ako dokizat konvergenciu metody konjugovanych gradientov,
je popri Zoutendijkovej podmienke ukézat, ze smer dj spliia podmienku efektivneho
spadu (17) a ze existuje konStanta m > 0 taka, ze plati:||di|| < m k.

Spojenie tychto tvrdeni umoziuje dokazat |7, str.5|, ze plati

lim inf || g4|| = 0 (30)
k—o0
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2 ALGEBRAICKE TVARY PARAMETRA 3 V MKG

2 Algebraické tvary parametra g v MKG

V tejto kapitole sa budeme venovat historickému vyvoju formy parametra § metody
konjugovanych gradientov. Podkapitoly 2.1 az 2.5 priblizuju tzv. $tandardné volby
parametra, ktorych tvar sa v priebehu realizacie algoritmu nemeni. Zaverecna pod-
kapitola prinasa trochu odliny pohlad na ttto problematiku (dynamicka volba tvaru
parametra [ podla situécie). Pri §tandardnych volbéach tvaru parametra 3 sa pokisime
priblizit aj historické pozadie jeho vyvoja, ale najméi jeho klady a zapory v stuvislosti

s problematikou konvergencie MKG.

2.1 Hestenes-Stiefel, 1952

V roku 1952 autori M.R. Hestenes a E. Stiefel uverejnili ¢lanok [9], v ktorom predsta-
vili itera¢nt metodu, nazvani metoda konjugovanych gradientov. Riesili hou systém n
linearnych rovnic Ax = b o n nezndmich, kde A je symetricka kladne definitna matica.
Na problematiku rieSenia tohto systému narazime napriklad pri minimalizacii kvadra-
tickej funkcie v tvare f(z) = 127 Az — b"x + c. Riefenie systému Az = b metodou
konjugovanych gradientov teda zaroven dava optimalne rieSenie minimalizac¢nej tlohy
spominanej konvexnej funkcie (pretoze matica A je kladne definitna). MKG autorov
M. Hestenesa a E. Stiefela dosahuje rieSenie tlohy za nanajvys n krokoch. Ich ¢lanok
je zamerany na porovnanie uvedenej metddy s vtedy pouzivanou Gaussovou eliminac-
nou metodou. Autori sa snazili ukazat, Ze, z hladiska pouZitia vtedajSej vypoctovej
techniky na ich realiziciu, MKG prevySovala Gaussovu elimina¢ni metodu.

Ich iteratna schéma sa riadi vztahmi (2) a (5), pri¢om parameter § ma tvar

T
k+1Yk
}?S = g;lyk ) kde Yk = Jk+1 — Gk, dzyk 7é 07 k >0 (31)
k

Dosadenim (31) do (5) dostaneme

T
i+1Yk
d k> 0. 32

dk+1 = —Gr+1 +
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2 ALGEBRAICKE TVARY PARAMETRA 3 V MKG

Vynasobenim vyrazu (32) vektorom y; sprava dostaneme

d;{ﬂyk = —ggﬂyk + 55361;‘5% = ggﬂ(—yk + Z/k) =0. (33)

Vsimnime si, ze tento vysledok nezéavisi od pouzitého sposobu najdenia optimalneho
kroku «j v MKG.
Uvazujme opit kvadraticka funkciu f(x) = %xTAx —b'x + ¢, kde A je symetricka

kladne definitnd matica. Pre g, plati g = Axp — b. Preto
Yk = Gkr1 — Gk = ATpy1 — b — Az + b = A(Tpq1 — 1) = Apre (34)
Vyuzime tieto poznatky pre vztah (33).
0= d;‘;rlyk = d;;FHApk = akdgﬂAdk, kde ap >0, (35)

preto deAdk = 0. Znamena to, ze v pripade konvexnej kvadratickej funkcie splia
vektor diy1 z (32) Definiciu 1.5 bez ohladu na pouzity sposob néjdenia optimalneho
kroku.

Skalar SH5 moze nadobtdat aj zaporné hodnoty. Pre zabezpecenie konvergencie
pre pripad vSeobecnej konvexnej funkcie musi byt splnenych niekolko predpokladov
(¢erpame 7z |7, str.10]). Smery d; musia spihaf (17) a v algoritme treba na hlada-
nie optimédlneho kroku pouzit kritérium (18) a (19). Nakoniec sa eite parameter 575

ohranic¢i na nezaporné hodnoty

H5F — max{B%,0}, k>0 (36)

24
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2.2 Fletcher-Reeves, 1964

V roku 1964 v ¢lanku [5] autori R. Fletcher a C. Reeves predstavili gradientni opti-
maliza¢ni metdédu na hladanie volného minima funkcie n premennych. Za vyznamné
vlastnosti ich metody povazovali jej jednoduchost a primerant pamétovi néroc¢nost.

Autori zvolili parameter § MKG v tvare

2
kFR _ H9k+1g , k>0 (37)

lgx|
Vsimnime si, ze 8§ nadobuda iba kladné hodnoty (aZ na pripad ||grs1|| = 0, ¢o ale

znamené koniec riesenia tlohy).

V pripade minimalizicie konvexnej kvadratickej funkcie a pouzitia presného opti-
méalneho kroku «y, je dokdzana n-krokova konvergencia tejto metody (Veta 1.6 a Veta
1.7).

Praktickou nevyhodou tejto metody je nachylnost na tzv. zasekdvanie (preklad
anglického vyrazu jamming), po prvykrat odhalenou v roku 1977 M.J.D. Powellom v

¢lanku [13]. Prave tato nevyhoda metody FR ju ¢asto diskvalifikuje z pouzitia v praxi.

Pozndmka: Zasekdvanie je stav, v ktorom metoda robi velké mnozstvo iteracii (pouziva

velmi maly krok) bez vyznamného priblizenia sa k optiméalnemu rieseniu z.

Parameter 3% ( prezentovany v predchadzajtcej podkapitole) je napriklad vodi
tejto situacii iminny. V pripade nastatia zasekdvania je vektor z,; — x priblizne nu-
lovy. To znamena, 7e aj vektor yp = gry1 — gi je velmi blizky nulovému, teda citatel
vyrazu (31) je blizky 0. Podla (5) sa vektor djy; stava vektorom —giy1, Go je smer
najstrmsieho spadu. Parameter 7% tak obsahuje pre ttto situdciu akysi vbudovany

restart, kedZe samotna metoda MKG zafina pouZitim zaporného gradientného smeru.

Konvergencia metody FR v pripade nekvadratickej tcelovej funkcie a pouzitia pri-
blizného optimélneho kroku bola dokdzana v roku 1985 autorom M. Al-Baalim v [1].
Pouzitim silnych Wolfeho podmienok (18) a (20) s hodnotou konstanty o < % me-
toda generuje smery s vlastnostou (17) a na zaklade Vety 1.11 Al-Baali preukazal jej

konvergenciu.
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2.3 Polak-Riebicre-Polyak, 1969

PRP metoda? autorov E. Polaka, G. Riebiereho a B.T. Polyaka prezentovana v
textoch [11] a [12] pouziva parameter MKG v tvare

1k
]fRP = ||;;€||2 s kde Y = gk+1 — Gk, ]{3 Z O (38)

Rovnako ako v pripade (31), aj tato metoda je vdaka Specifickému tvaru parametra
PRP odolna voéi tzv. zasekdvaniu (z ang. vyrazu jamming), ktorého podstatu sme
vysvetlili v Poznamke na strane 25.

Podobne ako v pripade (31), aj parameter 377" méze nadobudat zaporné hodnoty.

V pripade silnokonvexnej tcelovej funkcie a pouzitia presného optimalneho kroku
metoda PRP konverguje (podrobne presktmané v [11]).

Ak ale ucelova funkcia nie je silnokonvexna alebo je v pripade silnokonvexnej funkcie
pouzity iba priblizny optimalny krok, konvergencia PRP metody nie je zabezpecena.

Na zabezpecenie konvergencie je podla [14] potrebné upravit tvar 377 (38) na

PRP+ _
f = max{0,

T
gk+lyk} (39)
[lgx|

Potom za predpokladu, 7e smer dj spliia podmienku (17) a v algoritme je pouzité
standardné Wolfeho kritérium (18) a (19) na najdenie optimalneho kroku, metoda

PRP~+ bude konvergovat (popisané v |7, str. 9]).

Zslovnym spojenim PRP metoda oznacujeme MKG s tvarom parametra [ autorov Polaka,
Riebiereho, Polyaka
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2.4 Dai-Yuan, 1999

V roku 1999 autori Y.H. Dai a Y. Yuan v ¢lanku [3] predstavili novii verziu MKG - DY
metodu®. Najvyznamnej$ou prednostou tejto metddy je jej konvergencia za podmienky
aplikacie standardného Wolfeho kritéria (18) a (19) pre néjdenie optimalneho kroku a
splnenia predpokladov Vety 1.11 (myslienka dokazu popisana v ¢lanku [7]).

Autori pouzili tvar parametra MKG

2
kDY - ||€i?;l| ) kde  yr = grt1 — g, dgyk #0, k=0 (40)
k

Smery d vytvarané v DY metode s za predpokladu, 7e krok oy spliia podmienku

(18) a (19) standardného Wolfeho kritéria, vidy spadové. Pre smer dj, plati

2 T T
Tk diy_ 19k — djp_1Yr—1
grde = gi (—gi + B 1de—1) = —llgill® + 97 di—1 o] L llg]? ( = = )

dg—lyk— dg_lyk:—l

di_ 19k di 19k 1
2 k-1 2 k—1 2
=|lg <llg = ||gs||*(——
el (dklgk - dklgk—l) < llowl ((0 - 1)dklgk—1> g <0 — 1> <0

Podla Lemy 1.2 je preto smer d; spadovy.

2.5 Hager-Zhang, 2005

MKG autorov W.W. Hagera a H. Zhanga patri do jednoparametrickej triedy MKG.
To znamena, Ze do formuly parametra 5 MKG zakomponovali novy parameter (ozn.
0 ). Ako sami pisu v ¢lanku [7, str.13], ciefom ich prace bolo vyviniat verziu MKG,
v ktorej by bola zabezpecena efektivna spadovost (17) bez ohladu na presnost pou-
zitt pri hladani optimalneho kroku. Autori modifikovali parameter (31) nasledujiacim

sposobom:

pz _ gs g, el dinds) g0 500 ks o 41
E P T k(W)a e 2 U =Y (41)
k

pricom predpokladaji dly, # 0, aby bol parameter 5% riadne definovany.

3DY metoda oznacuje MKG s tvarom parametra (8 autorov Daia a Yuana
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Tvrdenie 2.1. V pripade pouZitia Standardného Wolfeho kritéria (18) a (19) plati
dzyk >0

Dokaz: Vyuzijeme druht podmienku Standardného Wolfeho kritéria ( podmienka

(19) na strane 19).
Gidy > ogldy,  pricom  0<o <1 (42)
Od oboch stran nerovnosti (42) od¢itame vyraz g} dy

(gror — gr) " d > (o0 — 1)g} dy.. (43)

Vieme, 7e (0 — 1) < 0 a vektory dj, st vytvarané ako spadové (Lema 1.2). Potom plati
2g8 1dk C b, . .
yldy >0 M Vyraz % v (41) ma tri velmi vyznamné vlastnosti:
k
1. Je imtnny voci §kalovaniu téelovej funkcie (5% sa nemenf pri prenésobeni tde-

lovej funkcie kladnym skalarom).

2. Je odolny vodi tzv. zasekdvaniu (z ang. jamming), ktorého podstatu sme vysvetlili

v Poznamke na strane 25.
Nech je pouzité priblizné Wolfeho kritérium (21). Potom podla [7, str.13] plati

g1 dy| - maz{o, (1 —20)}gldy|  maz{o, (1 —20)}

= 44
Ty = (-oglds 1-0) (44)
a ak smer dj splia podmienku (17), tak
1 1 1 1
< = < : 45
T = G=Dgld ~ T =o)(=gTd) = U=l (45)

Spojenim (44) a (45) a prenasobenim ||y.]|* dostavame

lyelPlgi dal <mm{a,<1 —25>}) ( Hka)Z. (46)

(i ye)? (1 -0)? gl

7 (46) vyplyva, ze ak nastava situacia tzv. zaseknutia ( pozri Pozndmku na strane
25), cely vyraz sa stava zanedbatelnym (||yx|]| =~ 0 a ||gx|]| > 0). Parameter (41) sa

zjednodusuje na parameter (31), ktory je voci zaseknutiu odolny .
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3. Vylepsuje efektivnu spadovost ( vztah (17)) vytvaranych smerov d.

Podla [7, str.14] plati

1
91?+1dk:+1 <—(1=— ||9k+1||2- (47)
46,

To znamené, Ze pre 0, = 6 > 1 smer d, spliia podmienku (17) s konStantou ¢ =

(1—(40)71).

1
4

Parameter 6, verzie Hagera a Zhanga je relativnou vahou medzi dérazom na efek-
tivny spad (vztah 17) a podmienku konjugovanosti MKG (35). Pre 6, — 0 sa stava
parameter (41) parametrom (31), o ktorom sme u% v podkapitole 2.1 ukazali, 7e splia
(35). Naopak pre 6, — oo sa konstanta ¢ = (1 — (46;)7") blizi k 1, ¢o podporuje
efektivnu spadovost vektora di. Autori na zaklade svojich experimentéilnych vysledkov
zvolili v &lanku [6] hodnotu 6 = 2.

V ¢lanku [6] autori dokazali konvergenciu MKG s parametrom 377 pre pripad sil-

nokonvexnej ucelovej funkcie. V dokaze predpokladali, Zze
1. f(x) je silnokonvexné funkcia na mnozine L. = {x € R" : f(x) < f(zo)}-
2. f(x) mé Lipsicovsky gradient (Definicia 1.9).
3. Pri hl'adani optimélneho kroku ay, je pouzité Wolfeho kritérium (18) a (19).

Pre funkcie, ktoré nie st silnokonvexné, konvergencia MKG s parametrom 377 za-

bezpecend nie je. Autori navrhli upravit parameter 377 v tvare (41) na

—1

HZ+ HZ
= max{S; 7, n}, kde n = . ,
" g | || min{n, [|gx || }

kde n > 0. Podrobny dokaz konvergencie je uvedneny v [6].
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2.6 Hybridné algoritmy

Na zaklade predchadzajucich podkapitol mozno spominané parametre metody konju-

govanych gradientov rozdelit nasledovne

e parametre % a BPY sice za uréitych predpokladov teoreticky konverguji, no
v praxi castokrat podliehaju tzv. zasekdvaniu, ¢o ich jednoznac¢ne vylucuje z

pouzitia v praktickych algoritmoch

a ﬁPRP

e parametre 37° st naopak voci tzv. zasekdvaniu imdnne, no ich konver-

gencia nie je zabezpecena

Pre tieto dovody je prirodzené snaha o skombinovanie tychto parametrov tak, aby vy-
sledok odstranil uz uvedené negativne aspekty spravania sa tychto parametrov. Takéto
kombinécie parametrov davaji priestor novej triede algoritmov MKG, nazyvanej aj
hybridné algoritmy.

Ich algoritmus vyberu parametra Sj je zalozeny na vybere jedného z parametrov na
zaklade situacie charakterizovanej urc¢itou nerovnicou. Ako priklad takej metody uva-
dzame verziu D. Touati-Ahmeda a C. Storeyho uvedent v |7, str.10], ktora kombinuje

parametre Fletchera-Reevesa a Polaka-Ribiereho-Polyaka podmienkou

PRP PRP FR
B = (49)
R inak

Cielom takejto upravy je zamedzit tzv. zasekdvaniu metody Fletchera-Reevesa. V
takej situécii 0 ~ BF1P < BEER ~ 1, ¢o je prva vetva vyrazu (49) a teda relativna véha
pri tvorbe dj sa posunie ku Cauchyovskému spadovému smeru —gyi, ktory je najlepsim
rieSenim vzniknutého problému. Dalsie verzie hybridnych algoritmov od inych autorov

néajde citatel napriklad v |7, str.10].
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3 Algoritmy

3.1 Generatory tuloh
3.1.1 Generator kvadratickych tiloh

Pre potreby experimentov sme vytvorili generator kvadratickych tloh
1
min {f(z) = §ITG$ + hTz)z € R™} (50)

s vopred stanovenym optimélnym rieSenim z € R", kde G je kladne definitna symetricka
nxn matica a x, h € R™.

Vstupy programu:
e 1 - rozmer pozadovanej tlohy (dizka vektora 1)
e (@) - ¢islo podmienenosti matice G

e p - vzdialenost Startovacieho bodu xy od optimalneho rieSenia = v euklidovskej

norme
Vystupy programu:
e kladne definitnd symetrickd matica G
e optimalne rieSenie & tlohy (50)
e Startovaci bod zg a vektor h
Postup:
1. Generovanie optimélneho rieSenia & lohy (50).

2. Generovanie kladne definitnej symetrickej matice G' s pozadovanym ¢islom pod-
mienenosti £(G). Pri konstruovani matice G pouzitd ndhodna dolné trojuholni-
kova matica L, ndhodnd regularna matica A, ndhodna ortogonalna matica QQ a

$pecidlna diagonalna matica D. Schéma konstrukcie

LL" = A= QR(A) =Q — QDQ" =G, (51)
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3 ALGORITMY

kde QR(A) oznacuje standardnu funkciu programu Matlab realizujicu QR roz-

klad regularnej matice A.

3. Generovanie vektora h € R" tak, aby bol vektor £ optimalnym rieSenim vygene-

rovanej tulohy (50), teda h = —GZ.

4. Generovanie Startovacieho bodu zy € R™.

Generator (zdrojovy kod sa nachadza v prilohe A.1, str. 74) sa sklada zo Styroch
blokov.

Blok 1 vytvara optimélne rieSenie & kvadratickej ulohy (50) ako celo¢iselny n-zlozkovy
néhodny vektor z rovnomerného rozdelenia na intervale (—w,w), kde w predsta-
vuje kladni konStantu. V naSom programe w—10. Velkost w netreba prehéanat,

aby funk¢na hodnota v optime nebola zbyto¢ne velkéa.

Blok 2 generuje symetricki kladne definitna maticu G. Ako je na¢rtnuté v (51), tento
tisek generdtora najprv vytvara nahodnid regularnu maticu A = LLT, kde L
je dolné trojuholnikova matica s kladnou hlavnou diagondlou. Z QR rozkladu
matice A vyuziva iba ortogonalnu maticu () rozmerov nxn. Na vytvorenie matice
G podla (51) potrebuje diagonalnu maticu D s kladnou diagonalou a zadanym
¢islom podmienenosti k(G). Cislom podmienenosti kladne definitnej diagonalnej
matice je podiel jej najvicSej a najmensSej vlastnej hodnoty. KedZze v pripade

diagonalnej matice st prvky jej diagondly zaroven jej vlastnymi hodnotami, plati

Amax max
A(D) = — = ——, (52)

kde d,,., oznacuje najvacsi a d,,;, naopak najmensi prvok diagonaly D. Staci
preto vytvorit kladni diagonalnu maticu s prvkami z intervalu (d,,in, dimaz)- Roz-
lozenie vlastnych hodnét na intervale (Ayin, Amaz) bolo predmetom experimentu

v podkapitole 4.1. Blok 2 koné¢i vytvorenim matice G = QDQT.

Blok 3 generuje vektor h € R™. Kedze je bod Z optimalnym rieSenim generovanej

kvadratickej tlohy (50), musi spliiat nutni podmienku optima

df (x) _ d(32"Gx + hx)
dx X dz
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3 ALGORITMY

Odtial pre vektor h musi platit

h=—Gi (54)

Blok 4 generuje itartovaci bod z, tak, aby splial podmienku ||zo — | = p. Bod g je
konstruovany ako priese¢nik sféry s polomerom p so stredom v bode & a ndhodnej

polpriamky s pociatoénym bodom z.

3.1.2 Generator bikvadratickych tiloh

Pre potreby experimentov generujeme bikvadratické tlohy
1 1
min {f(z) = Z(:L'TDZL‘)2 - 5:17TG$ + h'z|x € R"} (55)

s vopred stanovenym optimalnym rieSenim & € R", kde D je diagonélna kladne defi-
nitna matica, G je symetrickd kladne definitna matica a x, h € R™.

Vstupy programu:
e 1 - rozmer pozadovanej tlohy (rozmer rieSenia )
e x() - ¢islo podmienenosti matic G a D

e p - vzdialenost Startovacieho bodu zy od optimalneho rieSenia v euklidovskej

norme
Vystupy programu:
e kladne definitn& symetrickd matica GG
e kladne definitna diagonalna matica D
e optiméalne rieSenie & tlohy (55)
e Startovaci bod zg a vektor h

Generator (zdrojovy kod sa nachadza v prilohe A.2) pracuje na rovnakych principoch

ako generator kvadratickych tloh z prechadzajicej podkapitoly 3.1.1.
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3 ALGORITMY

Tvorba optimélneho riesenia bikvadratickej funkcie zodpoveda bloku 1 generatora
kvadratickych tloh podkapitoly 3.1.1.

Tvorba startovacieho bodu s pozadovanou vzdialenostou od optimalneho rieSenia &
zodpoveda bloku 4 generatora kvadratickych aloh podkapitoly 3.1.1.

Symetrickt kladnedefinitnii maticu G a diagonalnu kladne definitnti maticu D zis-
kame postupom totoznym bloku 2 generatora kvadratickych tuloh podkapitoly 3.1.1.

Blok 3 generatora bikvadratickych tloh vytvara vektor h. Kedze optimalne rieSenie

& tlohy (55) musi splhat

df (z) d(3 (2" Dx)? + 327G + h'x)
= =0, (56)
dx T=3T dx =T
teda
(2" D#)Di + G + h =0, (57)
vektor h je jednoznacne urceny ako
h=—(2"D#)Di — Gz (58)

3.2 Programy urcujice optimalny krok o;

V kazdej iteracii MKG riesime ulohu (3), ktor& zodpoveda hladaniu minima konvexnej
funkcie jednej premennej. Ugelom programov popisovanych v tejto podkapitole je najst
rieSenie takéhoto problému.

3.2.1 Program aplikujtci metédu zlatého rezu

Ulohou programu je najst minimum konvexnej funkcie jednej premennej (o) =
f(z + ad). Naga matlabovska realizacia nazvana Zlatyrez je uvedena v prilohe A.3 na
strane 77.

Vstupy programu:
e 15 - bod, v ktorom sa aktuélne nachadza MKG
e d; - vektor udavajici smer minimalizacie funkcie f(x)
e w - fixny pocet iteracii, ktoré ma program vykonat
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Vystupy programu:

e « - aproximécia optimalneho kroku ay

Algoritmus

Uvazujme situéciu zobrazeni na lavej ¢asti Obr. 1. Mame informéciu o funkénych
hodnotéach p(a) a ¢(bg). Na za¢iatku programu k = 0, kde k reprezentuje k-te upres-

nenie povodného intervalu < ag, by >. Algoritmus programu postupuje v troch krokoch.

obrazok A obrazok B
F1>F2 F1<F2
30 . . : . 30 T T

o)

251

201

10

Fracfo

10

Obr. 1: K-ta iterdcia metédy zlatého rezu pre dva rozne pripady.

Krok 1 Algoritmus ur¢i na intervale I, =< ay, by >, k> 0 dva nové body ¢ a cay

podla predpisu

Cz’Jc = Qf + Zl(bk — CLk), 7 = 1, 2 (59)
kde z, = 52_1 a zp = 1 — zy. Pre tieto $pecidlne zvolené body plati
c c
C1k + Co = Qg + bk a 1—’k = ik (60)
cor b

Krok 1 algoritmu kon¢i zaznamenanim funk¢énych hodnét funkcie p(a)) v bodoch

C1 & oy (0znacime Fyp a Foy).

Krok 2 Na zéklade funkénych hodnot Fij; a Fhj algoritmus rozhodne o spresneni

intervalu I, na novy interval Iy 1 =< agy1,bpy1 >, pricom Iy C Iy, [Ipi1]| =
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23|I |. Pri urcovani intervalu I, sa algoritmus riadi nasledujticim kritériom:

o Ak Fyj > Fy), potom sa minimum nachadza medzi bodmi ¢, a b;. Preto

g1 = Cig, Opp1 = by Tipr =< g1, bigr >

Navyse, bod ¢y, intervalu I, je totozny bodu c; 41 intervalu I ;. Situécia

je vyobrazena na Tavej ¢asti Obr. 1 (obrazok A).

o Ak Fj < Fyy, potom sa minimum nachadza medzi bodmi ay a co . Preto

g1 =, by = oy Tpp1 =< Qpyr, b1 >

Navyse, bod ¢y intervalu I je totozny bodu cg 4+ intervalu ;. Situécia

je vyobrazena na pravej ¢asti Obr. 1 (obrazok B).

Kym hodnota k£ nedosiahne hodnotu vstupného parametra w, algoritmus pokra-

¢uje krokom 3.

Krok 3 Algoritmus by mal opét vykonat krok 1. Situacia sa vSak pozmenila, nakolko
existuje informacia o funkénej hodnote az v troch roznych bodoch (agy1, b1,
Cik+1 @ =1V i=2). Preto algoritmus vytvori a vypo¢ita funk¢na hodnotu
iba v jednom dalsom bode (ak uz existuje ¢y 41, potom vytvori ¢o 41 a naopak).

Nésledne pokracuje krokom 2.

Nasa matlabovska realizacia Zlatyrez sa v principe neliSi od hore popisaného algo-
ritmu. Sicastou programu Zlatyrez je pomocné funkcia, ktort sme nazvali Prvd fdza.
Krok 1 algoritmu zlatého rezu totiz potrebuje vstupny interval Iy, ktory ale na zaciatku
nepozname.

Cielom funkcie Prvd fiza je najst interval I, ktory obsahuje bod & = arg min ¢(a).
Pri tomto hladani pouziva funkéné hodnoty funkcie p(«). Vypocita funkéni hodnotu

v bodoch ay, a ag4; (na zaciatku k=0) podla

apr1 = o + k(konst), k>1, a1=0, ay=0, oa=1, (61)
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kde konst predstavuje fixnt konstantu (v naSom programe konét:Hz\/g). Ak

plar) < plagyr), k>0 (62)

potom I =< ay_1, ag41 >. Inak funkcia zvysi k o 1 a podmienku (62) overi pre patriéni
dvojicu bodov.

Bolo tiez potrebné oSetrit porovnavanie funkénych hodnoét Fi; a Fhi. Ak by boli
hodnoty priliz blizko seba, numerické chyby by mohli spdsobit nespravny vysledok
rozhodovacieho kritéria. Preto este pred samotnym porovnivanim hodnot overujeme,
¢irelativna chyba rozdielu F; , — F}  nie je za hranicou pocitacovej presnosti. V pripade
pozitivnej odpovede program ihned zastavime, nakolko rozhodovacie kritérium by uz
nebolo doveryhodné. Za optiméalny krok potom pouzivame bod by posledného ziskaného

intervalu 1.

3.2.2 Program aplikujtci algoritmus W. Hagera a H. Zhanga

Program LSHZ v prilohe A.4 na strane 79 je upravenou realizaciou navrhu prezento-
vaného v ¢lanku [6, str. 184] autorov W. Hagera a H. Zhanga. Ide o metoédu néjdenia
priblizného optimalneho kroku «ay v k-tej iteracii MKG. Cielom autorov W. Hagera a
H. Zhanga bolo vytvorit algoritmus s vysSou presnostou a efektivnostou v porovnani s
konkuren¢nymi algoritmami.

Vstupy programu:

e 1, - bod, v ktorom sa aktuélne nachadza MKG

e d; - vektor udavajici smer minimalizacie

e Maxit - maximalny pocet iteracii, ktory umoznime programu vykonat
Vystupy programu:

e « - aproximacia optimalneho kroku ay

V pripade programu Zlatyrez sme hladanie minima konvexnej funkcie jednej pre-
mennej p(a) = f(z + ad) realizovali prostrednictvom porovnavania funkénych hodnot

v dvoch Specidlne zvolenych bodoch intervalu [I,. Autori W. Hager a H. Zhang sa

37
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zamerali na hTadanie nulovej derivaciu funkcie ¢(«). Motivaciou bola lep§ia presnost
vypoctu derivacie v porovnani s vypoc¢tom funkénej hodnoty v pocitacovej aritmetike.

Princip metody spoc¢iva v najdeni dvoch bodov ag a by takych, aby spliali

¢'(ag) <0, (ag) < ¢(0), ¢'(bg) > 0. (63)

Tieto body budu tvorit interval Iy, ktory uréite obsahuje hladany optimalny krok oy,
pre ktory plati ¢'(ay) = 0. Ak ani jeden z krajnych bodov tohto intervalu nebude po-
vazovany za dostato¢nu aproximaciu optimalneho kroku (presnejsie vysvetlené nizsie),
autori W. Hager a H. Zhang navrhli algoritmus spresnenia intervalu /; na [;;, j >0,
kde j reprezentuje ¢islo vnutornej iteracie programu LSHZ, pricom

I;+1 CI; azaroven |[;| — 0 pre j — oo. (64)

Preto pre dostato¢ne velké j algoritmus najde vyhovujicu aproximaciu optiméalneho
kroku ag. V nasledujicej casti popiSeme schému algoritmu autorov W. Hagera a H.

Zhanga, jeho tpravy a programovu realiziciu, ktori sme urobili.

Program sa riadi nasledujicou schémou

Aktualizacia

/‘ Metoda seénic |— intervalu
- — nesplnenie kriterii
Overenie pribliZného
Wolfeho kritéria \
dostatocné izaci
Aktualizacia <

skratenie intervalu intervalu Metoda seénic
iﬁ{gﬁ?'e nedostatotns
skratenie intervalul

Aktualizacia Metéda

Y intervalu bisekcie
aproximacia
optimalneho

kroku o

Obr. 2: Schéma programu LSHZ.



3 ALGORITMY

Prud faza je ¢ast programu LSHZ, ktorej ilohou je podobne, ako v pripade pomocnej
funkcie Prvd fdza programu Zlatyrez, najst pociato¢ny interval Iy =< ag, by >, ktory
obsahuje optimélny krok . Body ag, by musia spliat (63). Algoritmus je zaloZeny na
zistovani znamienka derivacie funkcie p(a). Koniec nastava vtedy, ak je objaveny bod
by, pre ktory plati ¢'(by) > 0. Vystupom je interval I,.

Overovanim pribliznijch Wolfeho podmienok je kontrolovana dostatocnost aproxi-
méacie optimalneho kroku. Ide o podmienky (21), ktorych odvodenie sme priblizili v
podkapitole 1.3 na strane 20. Podmienky sa overujt pre krajné body intervalu I;. V
pripade ich splnenia ziskavame aproximaciu optimélneho kroku «y a program LSHZ
konci. V opa¢nom pripade program pokracuje dalej.

Na ziskanie presnejSej aproximacie optimalneho kroku oy autori W. Hager a H.
Zhang navrhli pouzit linearnu interpolaciu v podobe metddy secnic. Vystupom je bod,
ktory sme oznacili c.

Po ziskani bodu ¢ program LSHZ rozhoduje o jeho polohe vzhladom na optimélny

krok ay. To sa deje v pomocnom programe Aktualizdcia intervalu.

e Ak sa bod c nachddza mimo aktualneho intervalu /;, potom neposkytuje ziadnu

dodato¢nt informéciu o polohe optimélneho kroku.

e Ak c € I; a plati ¢'(c) > 0, potom sa optimalny krok nachadza nalavo od bodu

c. To umoziiuje upresnit interval [; na I; =< a;j,c >.

e Ak c € I; a plati ¢'(c) < 0, potom sa optimalny krok nachadza napravo od bodu

c. To umoziiuje upresnit interval I; na I; =< ¢, b; >.

Autori W. Hager a H. Zhang zaroven navrhli v j-tej iteracii zopakovat metodu se¢nic
a aktualizaciu intervalu I; este raz. Zdovodnenie uvadzaja v |6, str. 183]. Musime tiez
upozornit, ze algoritmus pomocného programu Aktualizdcia intervalu je v ich podani
omnoho komplikovanejsi (podrobne v |6, str. 182]). V nasej praci ale pracujeme iba s
konvexnymi funkciami, preto sme mohli ich algoritmus zjednodusit.

Po upresneni intervalu /; program LSHZ overuje, ¢i prislo k dostatoénému skrateniu
jeho dlzky. Podmienkou je |I;] < konst |I;_;|, kde velkost kongt uréuje riesitel (v nagej

realizécii pouzivame konst= 0,66).
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e Ak sa interval I; skratil dostato¢ne, program pokracuje overovanim pribliznych

Wolfeho podmienok.

o Ak |I;| > konst |;_1|, autori W. Hager a H. Zhang navrhli ziskat bod ¢ metddou
bisekcie a interval I; aktualizovat. Nasledne program LSHZ pokracuje overovanim

pribliznych Wolfeho podmienok.

Zmyslom tejto ¢asti programu LSHZ je zabezpecit splnenie (64).

Overovanim priblizngch Wolfeho podmienok (21) sa kon¢i vnttorna iteracia j prog-
ramu LSHZ a zac¢ina sa j + 1 iteracia. Pocas nasho experimentovania sme sa nestretli
so situaciou, v ktorej program LSHZ urobil viac ako 2 vnttorné iteracie. Z programé-
torského hladiska je ale potrebné zakomponovat urc¢iti bezpecnostnia poistku v zmysle
horného ohranic¢enia poc¢tu vnitornych iterécii. Preto jednym zo vstupov programu je
aj konstanta MAXit.

Program LSHZ s podrobnym komentarom vsetkych obsiahnutych funkcii sa nacha-

dza v prilohe A.4 na strane 79.

3.3 Programova realizicia MKG

Programové realizacie MKG sa nachadzaji v prilohach A.5 a A.6. Ide o realizicie
met6dy konjugovanych gradientov s parametrami MKG v tvaroch BF a B,’j 7,
Vstupy programu:

e 1, - Startovaci bod ulohy
e macro - maximalny pocet makroiteracii programu
e [val - predpis ucelovej funkcie
e ['der - predpis derivacie ucelovej funkcie
Vystupy programu:
e - optiméalne riesenie ulohy

Popis programu:
V texte budeme pouzivat pojmy mikro- a makroiteracia. Za jednu mikroiteraciu

povazujeme postupnost prikazov od vypoctu smeru dj po vypocet smeru dj ;.
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Program méze urobit maximélne n—1 takychto mikroiteracii, kde n oznacuje rozmer
ulohy. Dovodom je, ze po skonceni n — 1 miktoiteracie uz mame n linedrne nezavis-
Iych vektorov dj, ktoré tvoria celi bizu priestoru. Preto algoritmus restartujeme a
poslednii ziskant aproximéciu optimalneho rieSenia pouzijeme ako novy Starovaci bod.
Makroiteracie budu pocet tychto restartov zaznamenavat.

Vgetky realizacie je mozné popisat spolo¢nou schémou

VlozZenie vstupov

; VV : Overenie podmienok
> Vypocet gradientu > ukonéenia/restartu algoritmu

) Splnenie
Bjc?dsfr“];nncl)i \idmienok
Vypoéet smerového vektora
¢

UloZenie potrebnych udajov

v

‘ Vypocet optimalneho kroku ‘

'

4‘ MNova aproximacia optimalneho rieenia ‘

Obr. 3: Schéma programu MKG.

Blok Vlozenie vstupov zahria okrem ulozenia vstupnych parametrov programu aj
deklaraciu vSetkych pomocnych premennych a konstant, ktoré bude program potrebo-
vat. Ide aj o konstanty, ktoré pouzivaju pripadné pomocné programy (ako napriklad
programy Zlatyrez alebo LSHZ).

Vypocet gradientu- gradient je jednym zo stavebnych kamenov MKG.

Nasleduje Overenie podmienok ukoné¢enia/restartu algoritmu. V zéavislosti od nasta-

venia tychto podmienok mozu nastat tieto situacie

e Restart algoritmu nastane vtedy, ak pocet mikroiteracii dosiahne hodnotu n — 1,
kde n oznacuje rozmer tlohy. V takom pripade uz totiz program vytvoril maxi-
malny pocet lineadrne nezavislych vektorov dy. Dalsim dovodom je naakumulova-

nie vypoctovych chyb, preto je restart algoritmu nielen nutny, ale aj vyhodny.
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e V pripade, ak nezadame Ziadne Specidlne podmienky ukonc¢enia programu, prog-
ram sa ukonci, akonahle pocet makroiteracii dosiahne hodnotu vstupného para-

metra makro.

e V pripade Specifikovania podmienok ukoncenia algoritmu si tieto podmienky

overované spolu s predchadzajicou podmienkou. Moze ist o podmienky typu

L lgell <,
2. ||l’k - i’“ <g,

3. |1f(ww) = f(@)]] <,

kde € je nami stanovena konstanta.
Podmienku 2 a 3 je samozrejme mozné pouzit iba v pripade, Ze optimalne rieSenie

2 pozname. To je napriklad situacia riadeného experimentu.

V pripade nesplnenie podmienok ukoncenia programu nasleduje vypocet nového
smeru di podla (5). V zavislosti od nazvu realizicie MKG je pouzity prislusny para-
meter 5, MKG.

Cast Ulozenie potrebnych tdajov je pasiz, v ktorej program uklada tie informécie,
ktoré sa pouziju vo vypoctoch v nasledujicej iteracii. Ide v prvom rade o bod z; a
gradient g. Ostatné premenné sa v priebehu dalsich vypoctov prepisu.

Nasleduje vypocet optimalneho kroku ay. Sposob vypoctu zavisi od ucelovej funkcie.
V pripade konvexnej kvadratickej funkcie je mozné pouzit vzorec z Vety 1.6. Alterna-
tivami s metody popisane v predchadzajtcich podkapitolach 3.2.1 a 3.2.2.

Podl'a (2) program aproximuje optimalne rieSenie & novym bodom x4, 1. Nésledne

sa program vracia do ¢asti Vypocet gradientu a opakuje cely algoritmus.

Realizacie v prilohach A.5 a A.6 si v tzv. zakladom tvare. To znamené, Ze nie st
Specifikované ziadne $pecidlne podmienky ukoncenia programu. Program skon¢i po do-
siahnuti pozadovaného poctu maktoiteracii. V niektorych experimentoch vsak budeme

$pecidlne podmienky ukoncenia pouzivat. V takom pripade na to vopred upozornime.
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4 Pomocné experimenty

4.1 Cislo podmienenosti matice a rozloZenie jej vlastnych &isel
Ciel experimentu

Cielom tohto experimentu je preskimat vztah medzi rozlozenim vlastnych ¢isel ma-
tice G z kvadratickej funkcie f(z) = %xTGx + h¥x, ktort vytvarame v podkapitole
3.1.1 a po¢tom iteracii MKG potrebnych na dosiahnutie urcitej presnosti v jej funkénej

hodnote pre roézne rozmery tloh.

Pozadie experimentu
Budeme rozlisovat 6 typov rozlozenia vlastnych ¢isel:
1. Rovnomerna ,ostromonoténna postupnost vlastnych ¢isel.

2. Prva polovicu vlastnych ¢isel bude tvorit A, zvySok bude rovnomernd ,ostro-

monoténna postupnost.

3. Tento typ je velmi podobny predchadzajicemu, ale s tym rozdielom, Ze prva
polovica bude rovnomerné ,ostromonoténna postupnost vlastnych c¢isel a zvySok

bude tvorit \,,qz-

4. Tretinu tvori A,,;,, druht tretinu rovnomerné ostromonoténna postupnost vlast-

nych ¢isel (od Ain PO Apaz) @ 2VySoK Az

5. Vlastné hodnoty budu z rovnomerného rozdelenia,ale neusporiadame ich do mo-

noténnej postupnosti.

6. Tento typ bude pozostavat z dvoch skupin vlastnych hodnot. Vrameci skupiny sa
hodnoty budii od seba iba nepatrne 1isit o malé konstantné e. Pre lepSiu predsta-

viteInost moézeme vlastné hodnoty tohto typu rozloZenia napisat ako

n n n
)\mina )\mm 7)\min 2 Yyt )‘min a 7)\max N 7)\ma:p - <_ - 1) gty )‘mam
+e€ + 2e + 26 26 5 €

kde n je rozmer tlohy a pre € plati ¢ < A\pin
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Cislo podmienenosti matice G je rovnaké ako ¢islo podmienenosti kladne definitnej
diagonalnej matice D (vyplyva to zo sposobu konstrukcie matice G popisanej v podka-
pitole 3.1.1). NavySe, podla (52) je toto ¢islo uréené ako podiel najvicsej a najmensej
zlozky diagonaly matice D.

Predpokladajme, ze chceme vytvorit maticu G s ¢islom podmienenosti £(G) = 1000.
Taktto maticu mozeme podla (52) vytvorit prostrednictvom viacerych diagonéalnych
matic D, ktoré sa znac¢ne odliguju vo velkosti svojich zloziek. Ak diagonalnu maticu D
s najvacsou vlastnou hodnotou A,,,, a najmensou vlastnou hodnotou \,,;, oznacime

D(Min, Amaz ), modzeme pouzit napriklad matice
D(0.001,1)  D(1,1000)  D(10%,10°)

V nagom algoritme sme pouzivali D(1073, x(G)/10%) 7 toho dovodu, aby sme zbyto¢ne
nevytvarali velmi velké funkéné hodnoty. Mame teda uréené M,,in,Amaez @ rozloZenie
intervalu (Anin, Amaz)-

Postup experimentu

Kvadraticka tlohu budeme riesit programom Metdda Fletchera-Reevesa (v prilohe
A.5) s pouzitim formulky (15) na vypocet optimélnej dlzky kroku. Najprv ale uréime

potrebné vstupné parametre:
e rozmer ulohy: n = {50, 100, 200, 300, 500}
e (islo podmienenosti matice G: k(G) = 100000
e vzdialenost Startovacieho bodu zy od optimélneho rieSenia z: p=100
e najmensie a najvacsie vlastné ¢islo matice D: \,,;, = 0.001 |, A\,0 = 100
e konstanta e = 107°
e rozsah radov presnosti || f(xx) — f(2)]], ktoré budeme skiamat: (—6,0)

Na zéklade tychto tidajov vytvorime stibor 100 tloh s rovnakym typom rozloZenia
vlastnych ¢isel a rovnakym rozmerom. Tento sibor budeme riesit algoritmom Fletchera-

Reevesa, pricom budeme zaznamenavat udaj o dosiahnuti radu || f(zx) — f(2)|| a ¢isle
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zodpovedajucej iteracie. Na zéklade zadanych vstupov ziskame 6 matic, pretoze sku-
mame 6 typov rozlozeni vlastnych ¢isel matice G. Budd rozmeru 100x7 (100 dloh a
7 kontrolovanych radov presnosti). Z tychto matic vypo¢itame medidn poctu iteracii
algoritmu Fletchera-Reevesa potrebnych na dosiahnutie urc¢itého radu v || f(z) — f(2)||
pre dany typ rozlozenia vlastnych ¢isel. Vystupom experimentu pre urcity rozmer bude

teda 6 vektorov dlzky 7.

Analyza vystupov

Zo Siestich vytvorenych stiborov uloh (takito Sesticu sme vytvorili pre vSetky sku-
mané rozmery) sme pre kazdy stibor (ten obsahuje tlohy s ur¢itym typom rozloZenia
vlastnych ¢isel) dostali Sest vektorov s tdajmi o mediane poc¢tu potrebnych iteracii
algoritmu Fletchera-Reevesa na dosiahnutie pozadovanej presnosti f(xy). Pre lepsiu
prezentaciu vysledkov sme urobili graficky vystup (strana 85). Na horizontalnej osi
sa nachadza rad dosiahnutej presnosti v funkénej hodnote f(zy). Na vertikilnej osi je
celkovy pocet iteracii algoritmu FR potrebny na dosiahnutie prisltichajicej presnosti.

Ako je vidiet na Obr. 4, vysledky st naozaj pozoruhodné.

Rozmer Glohy 500

140 T T T T T

Celkovo iteracii algoritmu Fletchera—Reevesa

—e o 1 ? 1
10M0 10M-1 1072 10"-3 10M-4 10"-5 10"-6
Rad normy ||F(x)—-F(xopt)||

Obr. 4: Vztah rozloZenia vlastnych &isel a naro¢nosti na vypocet takej tilohy

Napriklad v pripade rozloZenia vlastnych ¢isel podla typu 6 dokaze algoritmus naj-

45



4 POMOCNE EXPERIMENTY

lepsiu pozadovant presnost (radu 107%) dosiahnut za priblizne 10 iteracii, ¢o je v po-
rovnani s rozmerom tlohy n = 500 excelentné. Dovodom je podstata tvorby rozlozenia
typu 6. V tomto pripade ma matica v podstate iba 2 vlastné hodnoty, kedze ¢ < \in-
Potom najvicsie vlastné ¢islo v skupine s \,;, mé hodnotu Aogg = Ain + 249 =
0.001249. Teda 7 globalneho hladiska sa vlastné ¢isla v tejto skupine (podobne je tomu
v druhej skupine) medzi sebou takmer nelisia a tento fakt sa vyznamne prejavil aj na
naroc¢nosti vypoc¢tu daného typu tlohy.

Rozlozenie podla typu 1 a 5 zodpoveda tomu, ¢o sme ocakavali. Teda ak s vlastné
¢isla rovnomerne rozlozené na intervale (Ain, Amaz), takyto typ tloh je velmi zlozité
rieSit, pretoze cely priestor je rozne ponatahovany. Z nameranych hodné6t by sa dala
urobit lineadrna regresia, ktora by mohla pomerne dobre popisovala vztah medzi dosia-
hnutou prenostou a potrebnym poctom iteracii. Taktiez mozno pozorovat, Ze neexistuje
vyznamny rozdiel v tom, ¢i pri generovani vlastné hodnoty usporiadame do monoténnej
postupnosti alebo nie.

Typ 3 ma graf velmi podobny predchadzajicim dvom typom. Vysvetlujeme si to
tym, Ze tento typ ma v podstate rovnakt stavbu ako predoslé dva typy, len s tym
rozdielom, Ze typ 3 ma az polovicu vlastnych ¢isel rovni A, @ preto k rieSeniu
konverguje rychlejsie (v zmysle mensicho po¢tu potrebnych iteracii).

Grafy pre typy 2 a 4 st taktiez pozoruhodné. Hoci pri tychto typoch je algoritmus zo
zatiatku velmi pomaly, po prekonani radu -1 dokonverguje do najvyssej pozadovanej
presnosti do 20 iteracii. Ide zhruba o tretinu tych, ktoré potreboval na dosiahnutie
presnosti radu -1. Mensia naroc¢nost vypoc¢tu ulohy s rozlozenim vlastnych ¢isel typu
4 oproti typu 2 je spoésobend tym, 7e typ 4 ma a7z dve oblasti s rovnakym vlastnym

¢islom.

Zaver

Vykonany experiment priniesol niekol'ko dolezitych pozorovani:

1. Experiment naznacuje, ze sposob rozlozenia vlastnych ¢isel medzi najmensou
vlastnou hodnotou A,.;, a najvac¢sou vlastnou hodnotou \,,,, ma nezanedba-
telny vplyv na naro¢nost vypoc¢tu generovanej ulohy. Preto pri generovani tiloh

nesta¢i brat ohlad iba na vstupné ¢islo podmienenosti. Ak by sme tak urobili,
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mohla by Tahko nastaf situacia, kedy by jedna tloha vyzadovala dvoj/trojnaso-
bok poctu iteracii druhej tlohy, pricom by obe boli generované s rovnakym ¢islom

podmienenosti. To by zna¢ne znehodnocovalo Statisticky vyskum.

2. V dalgich experimentoch budeme pracovat s rozloZenim vlastnych ¢isel ako v type
1. Rozhodli sme sa tak preto, Ze ide o najnaro¢nejsi typ (¢o sa tyka dosiahnutia
radu urcitej presnosti vo funkénej hodnote), pricom pocet potrebnych iterécii

rastie stabilne

3. Bez ohladu na typ rozloZenia vlastnych ¢isel je zrejmé, Ze na dosiahnutie vysokej
presnosti je v pripade riesenia kvadratickej ilohy potrebnych nanajvys n iterécii,

kde n oznacuje rozmer ulohy. Pozorovanie je v siilade s prezentovanou tedriou

(Veta 1.6).

4.2 Dynamizéacia zlatého rezu
Ciel' experimentu

Cielom tohto experimentu je preskimat moznost vylepSenia programu Zlatyrez (po-
pis na strane 34) dynamickou tpravou jeho predpisaného poc¢tu iteracii (dalej iba
dynamizacia). Jednym z jeho vstupnych parametrov je konstanta w, ktora udava po-
Cet iteracii, ktoré méa program realizovat. Zaujima nas, ¢i mozno hovorit o maximalnej
hodnote konstanty w, ktora je eSte efektivna (pojem efektivnosti vysvetleny v Casti
Postup experimentu). Dalej sa nika moznost preskimania dynamickej zmeny hodnoty
w za tcelom dosiahnutia rovnakych vysledkov ako v pripade konstantnej hodnoty w,

ale s mensou vypoc¢tovou naro¢nostou programu Zlatyrez.

Postup experimentu

Experiment vykoname na tlohe s kvadratickou ucelovou funkciou v tvare

_ 1.7 T . :
f(z) = 52" Gz + h' z. Hodnoty vstupnych parametrov:
e rozmer Glohy: n = 100

e (islo podmienenosti matice G: k(G) = 103
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e typ rozlozenia vlastnych ¢isel v matici G: prvy typ ( zadefinované v tvode pod-

kapitoly 4.1)
e vzdialenost Startovacieho bodu od optima: p = 100
e vstupny parameter w programu Zlatyrez:{9, 14, 19, 23, 28}

Pouzivame malé ¢islo podmienenosti, pretoze sa zameriavame na otestovanie moznej
upravy programu. V pripade preukazania jej opodstatnenosti mozeme zakomponovat
aj vacsiu mieru vypoctovych chyb v zmysle vicsieho ¢isla podmienenosti. w iteracii
metody zlatého rezu skrati interval dizky 1 na dizku (@)w, ¢o zodpoveda skrateniu
na 10" dizky povodného intervalu, kde r oznacuje rad skratenia. Hodnoty vstupného

parametra w sme urcili z vztahu

51\
<\/'2 ):10-’”, r=2...6 (65)

tak, aby sme povodny interval skratili radom {2,...,6}.

Experimentalnu ilohu budeme riesit met6dou Fletchera-Reevesa (program na strane
83) a program ukon¢ime po n — 1 mikroiteraciach. Vystupom programu bude textovy
stibor zachytavajuci priebeh rieSenia tlohy. Tento stibor bude obsahovat ¢islo mikro-
iteracie, v ktorej aproximacia xj dosiahla novy rad presnosti a dosial vykonany pocet
vypoctov (ozn. naro¢nost) funkénej hodnoty p(a) = f(x + ad) v programe Zlatyrez.
Na zaver budi uvedené rovnaké informacie pre posledni mikroiteraciu. Ulohu vyrie-
Sime pre v8etky vstupné hodnoty konstanty w. Bude nas zaujimat hodnota ||zg9 — Z||,
prislugna hodnota naroc¢nosti a aj celkovy vyvoj v naro¢nosti. Analyzou vystupnych

udajov sa poktusime zodpovedat otdzku existencie maximélnej efektivnej hodnoty w.

Pozndmka: Za efektivnu hodnotu konstanty w budeme povazovat hodnotu, ktoré do-
sahuje rovnaké alebo lepsie vysledky v ||zg9 — Z|| v porovnani s ostatnymi hodnotami,

pricom bude potrebovat najmenej vypoctov funkénych hodnét v programe Zlatyrez.

Druhou ¢astou experimentu bude pokus o dynamizaciu programu Zlatyrez s cielom
znizenia jeho vypoc¢tovej naro¢nosti. Zaznamename si udaj o ||zgg — Z|| pre w = wy.

Nasu dynamizaciu navrhneme nasledovne
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1. ZaCneme s w = wy, Wy < wy.

2. Po kazdych —7— pridame jednu iterdciu programu Zlatyrez (w = w +1). Na

zadiatku teda w = wy a na konci w = wy.

Podobny postup zopakujeme pre zaciatoént hodnotu w = w3, ws < ws < wy. Po-
rovnanim ziskanych hodnét ||xg9 — || (aj narocnosti) pre hodnotu wy, dynamizéciu so
zaciato¢nou hodnotou wy a dynamizaciu so zaciato¢nou hodnotou ws rozhodneme, ¢i
ma na$ navrh dynamizacie opodstatnenie. Cielom dynamizacii s wy a ws je dosiahnut
rovnakia presnost v |[zg9 — ||, ako v pripade hodnoty w;, za priblizne rovnaky pocet
miktoiteracii metdédy Fletchera-Reevesa, ale s mensim celkovym poc¢tom potrebnych

vypoctov funkénych hodnoét v programe Zlatyrez.

Analyza vystupov

V Tab. 8 prilohy C na strane 87 sa nachidzaju vystupy z experimentu pre vSetky
skimané hodnoty konstanty w. Najlepsi vysledok v ||zg9 — Z|| zaznamenala hodnota
w = 28 s vysledkom radu -5. Program Zlatyrez vsak vykonal az 1862 vypoctov funkénej
hodnoty.

Po prezreti ostatnych vysledkov sme zistili, Ze hoci hodnoty w = 14 a w = 19 dosiahli
iba rad rovny -4, st velmi blizko vysledku hodnoty w = 28 a potrebovali citelne menej
vypoctov funkénej hodnoty. Zamerali sme sa preto na hodnoty w = 14 a w = 19.

Vsimli sme si, 7e rady ||z — || boli dosahované, az na zaver tabulky, v rovnakych
mikroiteraciach programu Fletcher-Reeves. Hodnota w = 14 vSak potrebovala menej
vypoctov funkénej hodnoty (stfpec naro¢nost). Preto sa hodnota w = 14 javila ako
efektivna v zmysle nasej poznamky na strane 48. Jedinou pochybnostou bola lepsia
presnost vysledku v pripade w = 28.

Uvazovali sme, ¢i by sa mohol vysledok pre hodnotu w = 14 pri va¢Som pocte po-
volenych mikroiteracii zlepsit a odstranit tak nase pochybnosti. Uplny vystup riesene;
ulohy na stranach 88 a 89 poskytol dolezité informacie. Zamerali sme sa na idaje z po-
slednych iteracii pre hodnoty w = 14 a w = 28. Posledné stlpce vo vystupoch udavaji,
ako sa vypocitand hodnota tcelovej funkcie 1isi od optimélnej hodnoty. Dosahované
presnosti st radu -11, resp. -12. Pri takychto radoch za¢ina programova realizacia

metody zlatého rezu zlyhavat pri omnoho skorSej iteracii v dosledku nerozliSitelnosti
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funkénych hodnot dvoch susednych bodov (spomenuté v 3.2.1). To znamené, ze hoci
sme nastavili hodnoty w = 14 alebo w = 28, v skutoc¢nosti program Zlatyrez v zé-
vere vykonal iba priblizne $tyri iterdcie. Preto nemozno ocakéavat uz ziadne podstatné
zlepSenie vysledku polohy pripustenim vyssieho poctu mikroiteracii Fletchera-Reevesa.

Ako vidiet z Tab. 9 na strane 90, naSe o¢akavania sa naplnili. Ide o vystup rieSenia tej
istej experimentalnej dlohy, pricom sme umoznili urobit o jednu makroiteraciu navyse.
Pre obe hodnoty w sa uz ale vysledna hodnota ||z, — Z|| nijako vyznamne nezlepsila.
Podl'a naSej definicie efektivnosti nemozno prehlasit hodnotu w = 14 za maximélnu
efektivnu hodnotu.

Napriek vysledkom prvej Casti sme sa pokusili o v ivode popisovani dynamizaciu,
pricom sme pracovali s hodnotou w; = 28. Otestovali sme dva postupy, pri ktorych
zaciato¢na hodnota konstanty w bola ws = 14 a w3 = 19. Vysledky sa nachidzaja v
Tab. 10 na strane 91. Uvedené postupy nedosahuju taka presnost ako v pripade voIby
hodnoty w = 28. Z hladiska naro¢nosti na vypocet funkénych hodnot sa nachadzajia
medzi volbami hodnot w = 14 a w = 28. Podarilo sa teda dosiahnut niz$iu vypoctovi
naroc¢nost, no kedze presnost vysledku sa nezlepsila, stacilo by za danych okolnosti

zvolit hodnotu w = 14.

Zaver

Cielom prvej casti experimentu bolo preskimat mozni existenciu maximalnej efek-
tivnej hodnoty konstanty w. Hoci hodnota w = 14 nesplia nage kritéria efektivnosti,
na zéaklade analyzy podrobného vystupu riesenej tlohy méa k ich splneniu z testova-
nych hodnot najblizsie. Dovodom je dosiahnutd vysoka presnost v funkénej hodnote
a druha najlepsia presnost v polohe. Na jednej strane teda nemozeme potvrdit dosia-
hnutie ciela prvej ¢asti experimentu, na druhej strane ale takisto nemozeme zamietnut
moznost existencie efektivnej hodnoty.

V druhej casti experimentu sme sa snazili o dynamizaciu programu Zlatyrez. Na
zaklade nasich vysledkov m6zeme zamietnut nami skiimany postup dynamizacie. Hoci
dochadza k dspore poc¢tu vykonanych vypoctov funkénych hodnot, nedosahuje sa cie-
Tova presnost vysledku, a preto zvoleny postup dynamizécie straca zmysel. Nase vy-

sledky sme skimali iba na kvadratickej funkcii, no podobné vysledky ocakidvame aj
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u inych typov funkcii. V dalsich experimentoch budeme v pripade pouzitia programu

Zlatyrez pracovat s ¢o najmensSou hodnotou parametra w.

4.3 Experimentovanie s programom LSHZ
Ciel experimentu

Cielom tohto experimentu je preskimat vplyv hodnot konStant 6 a o na vykon
programu LSHZ (popisany v 3.2.2). Tieto konStanty st pouzivané v pribliznom Wol-
feho kritériu (21), ktoré je v programe LSHZ overované. Autori W.Hager a H. Zhang
algoritmu LSHZ v ¢lanku [6] navrhli pouzivat hodnoty § = 0.1 a o = 0.9, s ktorymi
mala ich realizdcia algoritmu najlepsSie vysledky. My ich odportacanie otestujeme na

ulohéach s bikvadratickou tuc¢elovou funkciou.

Pozadie experimentu

Priblizné Wolfeho kritérium bolo odvodené zo Standardného Wolfeho kritéria pozos-

tavajuceho z podmienok (18) a (19) (odvodenie na strane 20). Tie maji tento tvar

flae + andy) — flag) < dongld,  (18)

ogpdi < 91{+1dk (19)

kde dj je spadovy smer a vztah 6 a ¢ je uréeny nerovnicami 0 < 6 < o < 1.

Hodnota konstanty o podmienky (19) ma vplyv na vzdialenost pripustnej aproximacie
optimalneho kroku ay od kroku a = 0. Na Obr. 5 - Druhd podmienka mozeme vidiet,
7e zvolena hodnota konStanty o v tomto pripade umoznuje za aproximaciu oy vziat
az hodnoty véacsie ako % Malé hodnoty tejto konsStanty zabranuja akceptécii priliz
kratkych aproximéacii optiméalneho kroku aj. Na druhej strane, podmienka (19) sama
o sebe umoziuje pridlhé aproximacie ay. Tomuto brani podmienka (18), ktorej tlohou
je zabezpecit primerany pokles v funk¢nej hodnote ucelovej funkcie (Obr. 5 - Prud
podmienka). Volba § — 0a o — 1 znamena, ze vyzadujeme nizsiu presnost aproximacie

ay,. Z tohto pohladu sa zdaja byt hodnoty 6 = 0.1 a 0 = 0.9 rozumne zvolené. Zaroven

mozeme z Obr. 5 vidiet, Ze na vysledni aproximaciu optimélneho kroku vplyva hodnota
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Prva podmienka
T T T

Druha podmienka 30

251

f(x+ a d)
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9149 9 Gy ——— Pripustné aproximécie a,
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Pripustné aproximacie a,

- - 9+ B g'd

Obr. 5: Grafické znazornenie podmienok Standardného Wolfeho kritéria.

konstanty ¢ viac nez hodnota konStanty o, pretoze je restriktivnejsia. Preto budeme
v experimente skimat iba vplyv konstanty 0. Malé hodnoty 6 umozihuju realizovat
iteracie MKG s relativne malym poklesom v funk¢nej hodnote. Naopak hodnoty bliziace
sa 0 = 0.5 klada doraz na vyrazny pokles v funkénej hodnote. Z tohto dévodu budeme
v experimente sledovat veli¢inu || f(zx) — f(2)]|. Vplyv hodnoty § by sa mal prejavit na
poc¢te mikroiteracii MKG potrebnych na dosiahnutie urc¢itého radu || f(x) — f(2)]| ako
aj na vypoctovej naro¢nosti programu LSHZ (sledovanej cez pocet vypoctov derivacii

v tomto programe). O¢akavame takyto scenar:

1. Ak zvolime ¢ blizko 0 (ozn. d1), potom by program mohol spociatku efektivnejsie
vylepSovat presnost f(zy) v porovnani s volbou § blizko 0.5 (ozn. ds). Z hladiska
po¢tu potrebnych mikroiteracii MKG mozZe byt situdcia vyrovnana, no volba d;
by mala potrebovat mensi pocet vypoctov derivacii v programe LSHZ (oproti ds).

Preto hovorime o vyssej efektivite.

2. Srasticou presnostou f(zy) by sa prilisna benevolentnost v aproximécii optimal-
neho kroku «y, v pripade é; mala prejavit v naraste po¢tu potrebnych mikroitera-
cii MKG oproti d. To by mohlo viest k vyrovnaniu poc¢tu potrebnych vypoctov

derivacii pre obe voIby 0 alebo dokonca k lepsim vysledkom &.
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Postup experimentu

Utinnost roznych hodnot konstanty ¢ budeme porovnavat na zaklade vysledkov riese-
nia stiboru 20 tloh s bikvadratickou ti¢elovou funkciou. Ulohu budeme riesit programom
Metoda Hagera-Zhanga (v prilohe A.6).

Zvolime tieto vstupné parametre

e rozmer Uloh: n = 100

e (islo podmienenosti matic G a D v bikvadratickej tlohe: x(G) = k(D) = 10°
e vzdialenost Startovacieho bodu od optima: ||zo — Z|| = 100

e skumané hodnoty konstanty ¢ v LSHZ: {0.05, 0.15, 0.25, 0.35}

e hodnota konstanty o v LSHZ: 0.9

e maximalny povoleny pocet makroiteracii: macro= 4

Pocas riesenia tilohy budeme priebezne zaznamenavat dosiahnuty rad ||f(zx) — f(2)||
a k nemu prislusné ¢islo mikroiteracie a doposial vykonany pocet vypoctov derivacii v
programe LSHZ. Na zaklade vyrieSenia skusobnej tilohy sme urcili, ze idaje budeme za-
pisovat pri dosiahnuti radov presnosti 6,5, ..., —7, —8. Vysledky Statisticky spracujeme

a vyhodnotime.

Analyza vystupu

Vystup experimentu sa nachidza v prilohe C na strane 92. Obr. C.1 prezentuje
vysledky pre hodnoty konstanty d={0.05, 0.15, 0.25, 0.35}.

Udaje v tabulke st medianom po¢tu mikroiteracii a medianom poctu vykonanych
vypoctov derivacii v LSHZ z vyrieSenych 20 tdloh pre kazdy z dosiahnutych radov
| f(xx) — f(2)]. Dévodom tohto Statistického spracovania je mozna variabilita v ¢isle
podmienenosti vygenerovanych 20 tloh. Uréenim ¢&isla podmienenosti matic G a D
sme nezabezpecili rovnaké ¢islo podmienenosti v bode optima Z pre vsetky tlohy. Mimo
tohto bodu navyse meni tato veli¢ina svoju hodnotu. Graficky uvddzame vysledok expe-
rimentu na Obr. 6. Nase ocakivania sa takmer naplnili. Z vystupu aj grafov vyplyva,

7e so zvySujucou sa presnostou hodnoty tcelovej funkcie, vac¢sia hodnota konStanty
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4 POMOCNE EXPERIMENTY

Zawislost poctu rikroiteracii od poZadovaného radu presnosti
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Obr. 6: Graficki reprezenticia vystupu z experimentu z podkapitoly 4.3.

0 zlepsuje vykon programu LSHZ. Myslime tym potrebu niz§ieho poctu potrebnych
mikroiteracii ako aj mensiu vypocétovii naro¢nost programu LSHZ.

To vidime napriklad na vzajomnej polohe ¢ervenej a ¢iernej krivky. Vysvetlujeme
si to tym, Ze mensie hodnoty 6 umoziuju pouzivat ,horSie” aproximécie optimalneho
kroku. Na jednej strane to znamena menej potrebnych vypoctov derivacie v LSHZ, no
na strane druhej to mé za nasledok slabsi pokles v funkénej hodnote tucelovej funkcie.
Tento fakt sa prejavi na vy$Som pocte potrebnych miktoiteracii. Tato situacia sa iba
prehlbuje, ¢o vyustuje aj do vyssieho poctu vypoctov derivacii v LSHZ pre menSie hod-
noty konstanty 6. Totoznost vysledkov pre hodnoty 6 = 0,15 a § = 0,25 je ddsledkom

pouzitia medianovych informacii.

Zaver vystupu

Tento experiment sme realizovali na tlohach s bikvadratickou tucelovou funkciou.
Pouzili sme ¢&islo podmienenosti 10°. NaSe zaverecné zhrnutie sa vzfahuje na takyto
typ tloh. Z rovnakych experimentov pre nizsie ¢isla podmienenosti sme zistili, Ze pre
malé ¢isla podmienenosti ( pod 1000) nie si markantné rozdiely vo voIbe hodnoty
konstanty 0 vo vztahu ku radu ||f(zx) — f(2)].

Na zaklade popisaného experimentu sme prisli k zaveru, ze v pripade bikvadratickej
ucelovej funkcie nie je hodnota 6 = 0.1 najoptimélnejSia. Vacsie hodnoty tejto kon-
Stanty s schopné dosahovat rovnaké vysledky pri mensej vypoc¢tovej narocnosti. Pre
velmi zle podmienené tlohy moze byt rozdiel vo vysledkoch menej vyrazny ako je tomu

v nasom experimente.
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5 EXPERIMENTALNE POROVNANIE EFEKTIVNOSTI FORMUL MKG

5 Experimentalne porovnanie efektivnosti formal MKG

V tejto kapitole budeme porovnavat efektivnost metoédy konjugovanych gradientov
pri rieSeni minimalizacnej dlohy roéznych typov ucelovych funkcii, ked pouzijeme pa-
rameter (3 v tvare g4+ pHST BFR 5 DY Zavedieme nasledujtce zjednodugujtce

oznacenie
e metdda FR - metéda konjugovanych gradientov s parametrom 3 v tvare 3%
e metdda DY - metoda konjugovanych gradientov s parametrom 3 v tvare 5PV
e metdda HS - metoda konjugovanych gradientov s parametrom 3 v tvare f75+
o metéda HZ - metoda konjugovanych gradientov s parametrom 3 v tvare 374+

Na zaciatku experimentovania sme sa museli rozhodnut, ktory z programov Zlatyrez
alebo LSHZ pouzit na najdenie optimalneho kroku «;. Na zaklade niekolkych pokusov
sme sa rozhodli pre program LSHZ. Nase rozhodnutie zdovodiiujeme nasledovne: urcité
presnost v funk¢énej hodnote optimalneho rieSenia tlohy sa dosahuje skor ako té ista
presnost vyzadovana od aproximacie optima Z. Podobne je tomu v pripade gradientnej
informacie (||gx||). V nasich experimentoch planujeme efektivnost metod porovnavat
prave na zaklade udajov z ||xx — Z|| a ||gk||. Metoda zlatého rezu je postavena na
porovnavani funkénych hodnot v dvoch susednych bodoch. Program Zlatyrez nie je
70 svojej podstaty schopny dosahovat vysoké presnosti v spominanych ukazovateloch,
ked7e sa funkéné hodnoty stédvaju nerozliSitelné. Na druhej strane, program LSHZ,
ktory pouziva derivacie, dokdze naSe poziadavky splnit.

V programovych realizacidch uvedenych metodd teda pouzijeme na najdenie opti-
maéalneho kroku ay, program LSHZ, ktory vyuziva priblizné Wolfeho kritérium (21). Pre
metodu FR plati, ze v pripade pouzitia iba priblizného optiméalneho kroku je potrebné
namiesto Standardného alebo priblizného Wolfeho kritéria pouzit silné Wolfeho kritériu
(20) s hodnotou konstanty o < 1 (podla [7]). Nagim cielom je preskimat efektivnost
pouzitych tvarov parametra (3, preto budeme od programu LSHZ pozadovat rovnaku
presnost aproximacie optimalneho kroku pre vSetky programové realizicie. Z uz uve-
vedenych doévodov budeme v programe LSHZ pouzivat hodnotu ¢ = 0.4. Hodnotu

konstanty o , ktori program LSHZ taktiez pouziva, sme urcili na 0,3. Vychadzali sme
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z vysledkov experimentu v podkapitole 4.3 v pripade bikvadratickej ucelovej funkcie.
Pre iné typy ucelovych funkcii nebudeme tito hodnotu menit, kedze z hladiska porov-
nania efektivnosti metdéd nema na vysledky vplyv.

V pripade programovej realizacie metody HZ sme sa museli rozhodnit, aka hodnotu
parametra 6 pouzit v predpise (41) paramatra 74+, Autori W.Hager a H.Zhang pou-
zivali vo svojich experimentoch hodnotu 6 = 2. Pri nasSom experimentovani sme zistili,

ze hodnota 6 = 0,5 dosahovala lepSie vysledky, preto sme sa rozhodli pre tito hodnotu.

Efektivnost skimanych metéd budeme porovnéavat na zaklade poc¢tu mikroiteracii
MKG potrebnych na splnenie cielovych podmienok. Vo v8eobecnosti budeme robit tieto

experimenty:

Prvy typ Zameriame sa na sktimanie vysledkov v |x; — Z||. Zaddme rozmer tlohy
a pocas jej rieSenia budeme zaznamenavat ¢islo mikroiteracie, v ktorej prislo k

vylepSeniu radu ||z — Z||. RieSenie tlohy zastavime, ak nastant situécie

1. ||z — 2| < 107® alebo

2. |l <107,
Nésledne preskimame ziskané tidaje o poc¢toch mikroiteracii.

Druhy typ Zameriame sa na informéacie z ||gx||, ktoré si pri rieSeni redlnych tloh
rozhodujuice. Pri vylepSeni radu hodnoty tohto ukazovatela si zaznamename zod-
povedajice ¢islo mikroiteracie a aj ¢as*, ktory ubehol od zac¢iatku rieSenia tlohy.
Ziskané casové tudaje pouzijeme na zostrojenie grafu Dolanovej-Morého bench-
marku. Udaje o po¢te mikroiteracii pouzijeme ako dopliiujiice informéacie tohto

grafu.

Benchmark autorov E. Dolanovej a J. Morého je popisany v ¢lanku [4]. Proces jeho
tvorby vysvetlime na jednoduchom priklade. Uvazujme subor n tloh a p programov,
ktoré budu tento stibor riesit. Pre kazdy program zaznamename cas, ktory potrebo-
val na vyrieSenie kazdej zo 100 tloh. Ziskame tak n.p tdajov. Vramci kazdej tlohy

zistime najlepsi cas, ktory dosiahol niektory z p programov. Tymto ¢asom predelime

4Vyuzijeme §tandardné funkcie programu Matlab- tic a toc. Tieto funkcie meraja celkovy uplynuty
¢as medzi ich volaniami
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vSetky Casy pre danu tlohu. Ziskame tak hodnoty od 1 vyssie, pricom hodnotu 1 bude
mat najrychlejsi program, vyssie hodnoty buda mat ostatné programy. Hodnoty in-
terpretujeme ako nasobky najlepsieho ¢asu. Nasledne pristipime k tvorbe samotného
grafu. Vertikalna os bude predstavovat percentualnu cast zo suboru generovanych tloh.
Horizontalna os bude predstavovat nasobky najlepsieho ¢asu (¢asovi jednotku ozna-
¢ime pismenom 7). Pre kazdy z p programov ziskame graf, ktorého body reprezentuji
percento zo suboru tloh, ktoré dany program vyrieSil za nasobok najlepSieho casu.
Napriklad body pre 7 = 1 hovoria, v kolkych percentach tloh boli dané programy
najrychlejsie. Graf, ktory sa bude nachadzat najvysSie, reprezentuje najefektivnejsi
program, pretoze tento program dokazal spomedzi vSetkych programov za urcity naso-

bok najlepSieho ¢asu vyriesit najvicsie percento generovanych tloh.

Pre experimenty sme si zvolili tri r6zne konvexné tcelové funkcie. Jednou z nich
je bikvadraticka funkcia, ktorej sa budeme venovat v prvej podkapitole. Zvy$né dve
funkcie sme vybrali z ¢lanku [2]. Clanok obsahuje predpisy standardnych testovacich

funkcii na hladanie volného extrému.

5.1 Bikvadraticka ucelova funkcia

Tento experiment vykondme na minimaliza¢nych tlohéch s bikvadratickou tcelovou
funkciou v tvare

1 1
f(z) = Z(:chD:zc)2 + §$TG$ +hlz (66)

kde D je kladne definitn& diagonalna matica, G je kladne definitna symetrickd matica
a h je vektor z R™. Ulohy vygenerujeme programom Generdtor bikvadratickijch tloh
uvedenym na strane 76. Startovaci bod zo vzdy vygenerujeme tak, aby splial |zo—2|| =
100.
Experiment 1la
Ide o experiment prvého typu.

e rozmer ulohy: n = 100

e (islo podmienenosti matic D a G: k(D) = k(G) = 1,5 10°
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e pocet vygenerovanych tloh: 101
e maximalny povoleny pocet makroiteracii: macro = 14
e sledované rady v norme ||z} — z||: {0, -2, -4}

V pripade tloh s bikvadratickou tcelovou funkciou sme neboli schopni zabezpecit rov-
naké ¢islo podmienenosti pre vSetky tlohy. Preto sme pristipili ku rieSeniu stiboru
tloh, pricom sme zaznamenali tidaje o kazdej tlohe a vysledky nakoniec Statisticky
spracovali. Vystup z tohto experimentu sa nachadza v Tab. 11 na strane 93. Pre po-

hodlie ¢itatela v texte uvadzame niektoré jeho ¢asti. Prvé, ¢o si mozeme vSimnut, je

Cislo podmienenosti v optime tlohy
rozmer tloh=100 min priemer max
2.56e+006 2.91e4+006 3.15e+006
Dosiahnutie rdadu 0 v ||z — 2| | priemer mediin min max
HS 71 31 7 683
FR 93 43 7 440
HZ 70 27 6 490
DY 82 40 7 388

Tabul'ka 1: Prva ¢ast Tab. 11.

spominand variabilita v ¢isle podmienenosti v optime generovanych tloh. Vyplyva to z
konstrukcie naSeho generatora bikvadratickych tloh, kde zadavame ¢isla podmienenosti
matic D a G a nie ¢islo podmienenosti v optime tlohy.

V tabulke sa nachadzajua ziskané udaje o poc¢te potrebnych mikroiteracii MKG na
dosiahnutie radu 0 v ||z — 2||. Udaje o priemernom pocte potrebnych mikroiteracif st
porovnatelné, najlepSie vysledky dosahuju metddy HS a HZ s po¢tom mikroiteracii 71,
resp. 70. Najhorsi vysledok dosahuje metdda FR s priemerom 93 mikroiteracii. Stipec
median poskytuje velmi délezité udaje. Najlepsi vysledok nadalej dosahuje metdda HZ
s 27 mikroiteraciami, najhorsi stale metdda FR s 43 mikroiteraciami. Hodnoty v stlpci
median st vsak priblizne polovi¢né oproti hodnotam v stlpci priemer. Na jednej strane
teda napriklad v pripade metody HZ stacilo v polovici tloh najviac 27 iteracii, no v
priemere to bolo az 70. To naznacuje velky rozptyl v nameranom pocte potrebnych
mikroiteracii v jednotlivych tlohach. Tento postreh potvrdzujia hodnoty v stlpcoch
min a max, ktoré obsahuji najmensi a najvacsi pocet mikroiteracii potrebnych na

dosiahnutie pozadovaného radu. V ukazovatelovi max je najlepsia metdda DY s po¢tom
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mikroiteracii 388. Metoda HZ potrebovala v niektorej tilohe az 490 mikroiteracii. ISlo
vS8ak o ojedinely pripad, kedZe metoda dosiahla najlepsie vysledky v ukazovateloch
priemer a median.

V prostrednej ¢asti Tab. 11 na strane 93 sa nachédzaju ziskané idaje o pocte potreb-
nych mikroiteracii MKG na dosiahnutie radu -2 v ||z — Z||. V ukazovatelovi priemer
je najlepsia metdda HZ s priemernym poc¢tom mikroiteracii 195 (nasleduje metdda DY
s vysledkom hor§im iba o 2 mikroiteracie). V ukazovatelovi median sa poradie tychto
dvoch metéd nemeni. Pozorujeme teda zmenu v efektivite meranej po¢tom potrebnych
mikroiteracii, kedy nadalej vedie metdda HZ, no druhou najlepSou sa javi metdda DY.
Vidime tiez, 7Ze sa v stibore vyskytla tloha, s ktorou mala metdda HZ problémy, pre-
toze potrebovala az 691 mikroiteracii. Na druhej strane ale metdda HZ vyrieSila jednu
z uloh iba za 55 mikroiterécii, ¢o je najlepsi vysledok zo sledovanych metod.

V poslednej casti Tab. 11 sa nachadzaju ziskané udaje o pocte potrebnych mikro-

iteracii MKG na dosiahnutie radu -4 v ||z — Z||.

Dosiahnutie radu -4 v ||z — Z|| | priemer median min max
HS 275 246 85 983
FR 288 253 124 880
HZ 264 248 84 797
DY 262 245 121 698

Tabulka 2: Posledn4 ¢ast Tab. 11.

V ukazovatelovi priemer st stale najlepsie metddy HZ a DY. V ukazovatelovi me-
dian sa k nim pridéva metdda HS. V ukazovateloch min a max je porovnatelna metdda
HS s HZ a metoda FR s DY. Z tychto dvojic st najlepsie metddy HZ a DY, pretoze

maju najniz§ie hodnoty maximélneho poc¢tu potrebnych mikroiteracii.

V tomto experimente vynikala metdda HZ s najniz§imi hodnotami v ukazovateloch
priemer a median a s uspokojivymi hodnotami v ukazovateloch min a max. So zvy-
Sujucou sa pozadovanou konecnou presnostou optimélneho rieSenia sa porovnatelnou

metodou stala metdda DY.
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Experiment 1b

Ide o experiment prvého typu. Zaujimalo nés, ¢i sa zavery experimentu la zmenia, ak
zvySime rozmer tlohy. Rozmer sme preto zvysili na trojnidsobok. Taktiez sme povolili
niz$i maximalny pocet makroiteracii z vypoctovych dévodov. Inak sa vstupné tidaje do

experimentu nezmenili.
e rozmer ulohy: n = 300
e Cislo podmienenosti matic D a G: k(D) = k(G) = 1,5 10°
e pocet vygenerovanych tloh: 101
e maximalny povoleny pocet makroiteracii: macro = 6
e sledované rady v norme ||z — [: {0,-2,-4}

Vystup z tohto experimentu sa nachadza v Tab. 12 na strane 94.

Z vysledkov pre dosiahnutie radu 0 v ||zy — Z|| vidime, Ze sa situdcia oproti roz-
meru 100 takmer nezmenila. V ukazovateloch priemer a medidn st metody HS a HZ
identické. Ukazovatel max naznacuje, Ze sa v subore nachadzala tloha, s ktorou mala
metdda HZ problémy, pretoze potrebovala az 431 mikroiteracii (ostatné metody maja
nizsie hodnoty v stipci max). Metdda FR je opiaf najhorsia.

V prostrednej ¢asti Tab. 12 si viimnime najmé stlpec max. Metddy HS a HZ tam
nadobudaji hodnoty nad 1600. Vramci 6 povolenych makroiteracii sa uz v tychto tlo-
hach vyrazne priblizili ku svojej hranici. Metoda HZ dosiahla najlepsie vysledky v
ukazovateloch medidan a priemer. Je to pozoruhodny vysledok napriek spominanym
okolnostiam.

Vysledky pre rad -4 ukazuji zaujimavy poznatok. Metdéda DY si poradila s kazdou
z tloh zo stiboru za maximalne 1476 mikroiteracii. Ak sa v8ak pozrieme na metddu
HZ, ta dosiahla najlepsi vysledok v ukazovateli median. Taktiez dosiahla skoro najlepsi
vysledok v ukazovateli min. Oproti metdde DY ide o rozdiel az 33 mikroiteracii. Prie-
merny vysledok mé oproti tejto metode o 2 mikroiteracie lepsi. V kontexte s faktom,
7e metoda HZ potrebovala v niektorej tlohe az 2039 mikroiteracii, to naznacuje, 7ze v

rieSeni ostatnych tloh musela byt metdda HZ efektivnejsia v porovnani s metddou DY.
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Pri ¢&slach podmienenosti v optime rieSenej tlohy priblizne 10° sa zda byt metdda
HZ najefektivnejsia. Pre nizsie pozadované rady hodnot ||z — || dosahuje podobné
vysledky metdda HS. S rastiicou presnostou zac¢ina metdda HS zaostévat a je nahradena

metodou DY.

Experiment 1c

Ide o experiment prvého typu. DoterajSie experimenty sme urobili s hodnotou ¢isla
podmienenosti matic D a G 1,5 10°. Experiment zopakujeme pre viicgie ¢islo podmie-

nenosti.
e rozmer ulohy: n = 100
e ¢islo podmienenosti matic D a G: k(D) = x(G) =1,5 10°
e pocet vygenerovanych tloh: 101
e maximalny povoleny pocet makroiteracii: macro = 14
e sledované rady v norme ||z — [: {0,-2,-4}

Vystup sa nachiddza v Tab. 13 na strane 94.

V prvych dvoch ¢astiach Tab. 13 (rad 0 a rad -2) dosahuje najlepsie vysledky metdda
HS. Metoda HZ dosahuje rovnaké alebo porovnatelné vysledky. Chceme tiez opédtovne
upozornit na hodnoty v stipcoch priemer a median, ktoré sa vyrazne odlisuji. Dévodom
je variabilita v ¢isle podmienenosti generovanych tloh.

Z vysledkov dosiahnutia najvyssej skimanej presnosti (rad -4 v ||zy — 2||) usudzu-
jeme, ze si metdda HZ pocinala rovnako dobre ako metdda HS. Svedéia o tom podobné

vysledky vo vSetkych ukazovateloch.

Zaver experimentu 1

7 vysledkov dosial vykonanych experimentov mozeme povedat, Ze z hladiska poctu
mikroiteracii potrebnych na dosiahnutie cielovej presnosti je metdda HZ zo skiimanych
metod najefektivnejsia. Hoci sa vyskytovali dlohy, v ktorych si tato metoda pocinala

citeIne horsie oproti konkurencii, z hl'adiska celého stboru tloh dokazala vac¢sinu tloh
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vyrieSit najrychlejsie. Za naopak najmenej efektivnu metodu povazujeme metidu FR,
ktord dosahovala vo vicsine ukazovatelov az na péar vynimiek najhorsie vysledky.
Experiment 2

Ide o experiment druhého typu. V experimente sme sa zamerali na gradientné sto-
povacie kritérium. RieSenie tlohy sme zastavili, ak ||g.]] < 1072, Zaznamendvali sme

ubehnuty ¢as a vysledky spracovali do Dolanovej-Morého benchmarku.

e rozmer ulohy: n = 100

¢islo podmienenosti matic D a G: k(D) = k(G) = 1,5 10°

pocet vygenerovanych tloh: 50
e maximalny povoleny pocet makroiteracii: macro = 14

stopovacie kritérium: [|gx| < 1072

Vysledkom tohto experimentu je graf na Obr. 7. Graf naznacuje, ze metdda DY bola

Dolanowej-Morého benchmarl, rozmer 100
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Obr. 7: Porovnanie efektivnosti skiimanych metéd na tlohéch s bikvadratickou ucelovou
funkciou (rozmer 100)

zo skimanych metod najefektivnejSia. Najlepsi vysledok dosiahla v priblizne 45 per-

centach tuloh, pricom tlohy v generovanom subore dokazala vyrieSit za maximélne
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dvojnésobok najlepsieho ¢asu. Metoda HS dosiahla najlepsi vysledok v 16 percentach
uloh. 7Z tvaru grafu tejto metody je zrejmé, 7e sa v sibere nachadzali dlohy, ktoré
metoda za povoleny pocet makroiteracii nedokizala vyriesit. Z toho dovodu dosahuje
100 percentnu uspesnost az pri hodnote 7 = 3,25. Metody FR a HS su vysledkovo
porovnatelné. V niektorych hodnotach 7 je lepsia metdda HS, v inych zasa metdda FR.
V&imnime si tiez, ze do 7 = 2,25 maji krivky prudko rastuci tvar. Znamena to, ze vy-
sledky metod boli velmi podobné. V generovanom stbore sa ale nachadzalo 10 percent
uloh, s ktorymi mali metddy HS a FR problémy, ¢o sa prejavilo na tvare ich kriviek.
Ked sme preskumali idaje o po¢te vykonanych mikroiteracii, situacia sa vyjasnila. V
subore boli dlohy, na ktoré potrebovali metddy HS, HZ alebo FR mimoriadne vela
mikroiteracii, ¢o sa nasledne prejavilo na celkom ¢ase rieSenia tlohy. Interpretacia Obr.
7 teda nespociva tplne vo vypoctovej naroc¢nosti jednotlivych algebraickych formil pa-
rametra 3. Vysledky mozno zhrnat tak, ze metdda DY vyriesila vygenerovany stubor
uloh najkonzistentnejsie. To znamend, Ze pocty potrebnych mikroiteracii MKG boli v
jednotlivych tlohach priblizne rovnaké. Metody HZ, HS a FR boli v rieSeni tloh tiez
uspesné, no ich vysledky boli menej vyrovnané. Inak povedané, niektoré tilohy vyriesili
bleskovo, v inych potrebovali neprimerane viac mikroiterécii, ako ich konkurencia.
Podobné vysledky sme dostali z rovnakého experimentu, v ktorom sme ale zvysili
rozmer tloh na 300. Graf sa nachadza na strane 86 (Obr. B.2). NajlepSou sa ukazala
metoda DY. Posunula sa ale hodnota 7, pri ktorej metoda DY vyriesila aj posledni

ualohu.

Zaver experimentu 2

Vysledky experimentu 2 na prvy pohlad nekoresponduja s vysledkami experimentu
1. Z poslednych komentovanych vysledkov totiz vyplyva, Ze najefektivnejSou metdodou
je metoda DY. Tato metoda je v pripade bikvadratickej tcelovej funkcie naozaj na-
jefektivnejsia, ak pozadujeme nielen vysoku presnost funkénej hodnoty, ale aj vysoki
presnost bodu xj, ktoré toto rieSenie vytvara. V experimente 1 sme sa zameriavali na
ukazovatel ||z — Z||, pricom poslednym zaznamenavanym radom bola hodnota -4. V
experimente 2 sme pouZzili omnoho silnejsie ukoncovacie kritérium, ked sme sledovali

ukazovatel ||gx||. Po preskiimani vystupov sme zistili nasledovné:
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e na zaciatku riesenia dlohy: ||z — Z|| = 100 a ||go|| = 10

e v experimente 1 sme rieSenie zastavili, ak: ||z — Z|| < 1073, ¢o zodpovedalo

lgell = 10*

e v experimente 2 sme rieenie zastavili, ak: ||g|| < 1072, ¢o zodpovedalo ||z, —2| <

1076

V experimente 2 sme teda poZzadovali okrem presného rieSenia aj velmi presnu apro-
ximéciu bodu, ktoré toto rieSenie vytvara. Uz v experimente 1 bolo mozné si vSimnut,
ako sa metoda DY postupne zlepsuje a vyrovnava sa metode HZ.

Chceme ale eSte raz zdoraznit, Ze sme v experimentoch skumali iba efektivnost roz-
nych formul parametra § MKG. Z toho dévodu sme kladli rovnaké podmienky na
program LSHZ v pripade kazdej zo skimanych metod. Podmienky sme stanovili velmi
prisne, aby bol program LSHZ pouzitelny aj v pripade metddy FR. Ak by sme skumali
efektivnost programovej realizacie metdd ako celku, bolo by mozné pre kazda z metod
upravit hodnoty konstant vstupujtcich do programu LSHZ. Ziskané vysledky by sa

mohli aplne 1igit od tych, ktoré tu prezentujeme.

5.2 Diagonalna funkcia 2

Tato funkcia mé predpis

fz) = Z (eXp(:vi) - %) (67)

1

kde r € R" a Standardnym Startovacim bodom je zy = (1,3, ..

. %)T Optiméalnym bo-
dom z je bod (0,...,In (%) ..., In (%))T Sktimané metody budeme testovat na dvoch
typoch experimentov popisanych na zaciatku kapitoly 5.

Ak nespomenieme inak, skimanym metodam neumoznime ziadnu makroiteraciu. To
znamend, ze sa rieSenie tlohy ukonéi, ak program dosiahne n — 1 mikroiteraciu (za

predpokladu, 7ze eSte skor nenastant ukoncovacie podmienky uvedené v popise experi-

mentov).
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Experiment 3

Ide o experiment prvého typu. Zvolili sme rozmer tlohy 10 000. Vzdialenost Startova-

cieho bodu z(y od bodu z je p = 827. Vystupné udaje sa nachadzaja v Tab. 3.

Rozmer tlohy = 10 000

rad hodnoty ||z, — 2| (1079) HZ HS FR DY

0 187 155 1296 1054

-1 371 389 2386 1932

-2 461 499 3503 2823

-3 o84 700 4628 3716

-4 805 934 5753 4598

-9 6879 5488

podmienka ||gx|| < 107" splnena v | 917 1024 7542 5889

Tabul'ka 3: Diagonalna 2 funkcia- pocet mikroiteracii MKG vo vztahu ku cielovému radu
[lr — &

Vysledky tohto experimentu st prekvapujice. Vidime, ze metody HZ a HS dosahuji
podmienku ||gx|| < 1077 zhruba okolo tisicej mikroiteracie, ¢o je iba jedna desatina z
celkového rozmeru tlohy. Priebeh riesenia maja velmi podobny, v zavere je metdda HZ
rychlejiia (v zmysle mengicho po¢tu potrebnych mikroiteracii). Uplnym protikladom
st vysledky metod DY a FR. Ich po¢ty mikroitericii st v tisicoch. Ukonc¢ovaciu pod-
mienku dosahuju v 5889 (metdda DY) a 7542 mikroiteracii (metdda FR). Ide teda o
vyrazne odlisné vysledky rieSenia tej istej tlohy pri rovnakej pripustnej presnosti ap-
roximacie optimalneho kroku aj. Test sme preto zopakovali s tym, Ze sme si nechali
vypisovat informécie 7z kazdej iteracie, najmé hodnoty ||zx — Z||, |lgx|| a ||.f(zx) — f(2)]|-
Vysledky uvedené v Tab. 3 sme potvrdili. Ukédzalo sa, ze metddy DY a FR robia velmi
maly pokrok v ||z, — ||, ¢o sa néasledne prejavuje na ||gx|| a || f(zx) — f(2)]|. Taktto si-
tudciu sme popisali v kapitole 2 v Poznamke na strane 25. Ide o tzv. ,zasekavanie", voci

ktorému st metody HZ a HS iminne, ¢o sa prejavilo aj na ich odlinych vysledkoch.

Experiment 4

Ide o experiment druhého typu, kde sme zvolili rovnaky rozmer tlohy 10 000 ako v
pripade experimentu 3. Vzhladom na vysledky tohto experimentu uZ vieme, Ze tdaje,
ktoré ziskame, buda ovplyvnené tzv. ,zasekavanim"metod DY a FR. Preto pojde iba

o overenie vysledkov a nie o porovnanie vypoctovej naro¢nosti, ako sme povodne plé-
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novali. Z tohto déovodu uverejnime iba tdaje o pocte mikroiteracii (skimanie ¢asovych

tdajov nema v tomto pripade zmysel). Vystupné udaje sa nachadzaju v Tab. 4.

Rozmer tlohy = 10000

rad hodnoty [|gx| (1074) | HZ HS FR DY
0 1 1 1 1
-1 11 9 7 6
-2 48 43 798 612
-3 128 135 1915 1439
-4 311 239 3043 2331
- 407 445 4149 3203
-6 545 616 5293 4089
-7 692 807 6399 4989

Tabul'ka 4: Diagonélna 2 funkcia- pocet mikroiteracii MKG vo vztahu ku cielovému radu
lgr]l-

Vysledky st presne také, aké sme o¢akavali. Uplne koresponduju s vysledkami expe-
rimentu 3. NajlepSie si metody HZ a HS, no pre dosiahnutie finalnej presnosti je
najlepsia metdda HZ. Taktiez si mozeme v§imnit, ze dosiahnuta presnost v ||gx|| ko-
reSponduje s rdidom ||z — Z|| medzi -3 a -4 v pripade metdd HZ a HS. 7 tohto dovodu
Tab. 3 neobsahuje tidaje o rade -5 v ||z — Z|| pre tieto metody (metody skor dosiahnu

gradientné ukonc¢ovacie kritérium).

5.3 Hagerova funkcia

Tato funkcia méa predpis

n

f@) =" (exple) — Vix:) (68)

i=1

kde x € R™ a $tandardnym $tartovacim bodom je jednotkovy vektor zo = (1,...,1)T.

Funkcia nadobuda svoje minimum v bode & = 3(0,...,In(7), ..., In(n))".
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Experiment 5

Ide o experiment prvého typu, v ktorom sme zvolili rozmer tlohy 10 000. Pociato¢na

vzdialenost p bodov xs a £ ma hodnotu 315. Vystupné tdaje sa nachaddzaji v Tab. 5.

Rozmer tulohy = 10000

rad hodnoty ||z, — 2| (10™!) | HZ HS FR DY
0 5 3 7 7
-1 12 12 18 17
-2 23 24 42 37
-3 35 35 63 55
-4 46 46 83 72
-5 58 58 105 90
-6 69 69 124 107
-7 79 79 145 124

Tabul'ka 5: Hagerova funkcia- pocet mikroiteracii MKG vo vztahu
ku cielovému radu ||z, — ||

Prvé, ¢o si moézeme vo vystupe vSimnut, je maly pocet mikroiteracii MKG potreb-
nych na dosiahnutie pozadovanej presnosti v ||z, — Z||. Vzhladom na rozmer tlohy ide
o zaradzajice hodnoty. Uvazovali sme teda, ¢o mohlo sposobit takyto rychly vypocet.

Prisli sme k tymto zaverom

1. Startovaci bod z, sa nachadza pomerne blizko bodu #: ||z — Z| = 3,14 . 10% a

|zo — 2|0 = 3, 6.

2. Hessova matica funkcie (68) ma tvar diagonélnej matice s diagonalou
(exp(z1), ..., exp(z,))7. Cislo podmienenosti tejto matice ma v bode Z hodnotu

100, v bode z( 1. Ide teda o mimoriadne dobre podmienend tlohu.

Tieto dovody vysvetIuju rychlost vyrieSenia tlohy.

Dalsou zaujimavostou si jednotlivé vysledky metod. Metody HZ a HS st najrych-
lejSie s po¢tom mikroiteracii 79 pre dosiahnutie poslednej sledovanej presnosti. Metody
FR a DY potrebovali nezanedbatelne viac mikroiteracii. Z tychto dvoch metod je me-
toda FR najhorsia, pretoze potrebovala az 145 mikroiteracii, ¢o je takmer dvojnasobok
potrebnych mikroiteracii metody HZ alebo HS.

Nakoniec si vSimnime, ze metddy HZ a HS dosahuju takmer totozné vysledky. Zna-

Hka2ng+1dk v P
nemalo takmer Ziadny prinos.

mena to, Ze rozsirenie parametra 7% o vyraz v o
k
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Preto v skutoc¢nosti 374 = 5H5. Uz v kapitole 2 sme uviedli, Ze tato situdcia nastava
napriklad v pripade ,zasekavania"( Poznidmka na strane 25). Zaroven to vysvetluje

vyrazne horsie vysledky metdody FR a DY.

Experiment 6

Vysledky experimentu 5 nas inSpirovali k overeniu vypoctovej narocnosti skiitmanych
metod. Budeme vsak testovat iba metddy HZ a HS, kedZe zvysné dve met6dy podliehali
wzasekavaniu", a preto by ich vysledky nemali Ziadnu relevantni informac¢nia hodnotu.
Naopak metody HZ a HS dosahovali rovnaké vysledky, preto by casové udaje o né-
ro¢nosti vypoctov mohli priniest zaujimavé informéacie. Zameriame sa na gradientné
ukoncovacie kritérium, kedze podla neho sa pri rieSeni realnej ulohy riadime.

Ocakavame lepgie vysledky metddy HS, kedze metdda HZ mé zlozitejsi tvar para-
metra 3, ktory sa ale v kone¢nom dosledku bude rovnat parametru 9. Myslime si
preto, 7e by sa zbyto¢né aritmetické operacie pri vypoc¢te 374 mohli prejavit na horsich
vypoctovych ¢asoch. Kedze pojde zrejme iba o nepatrné zhorsenie, zvysili sme rozmer
testovacej dlohy, aby sme pripadné rozdiely zvyraznili. Zaroven tu istd ulohu vyrieSime
viackrat a vysledné ¢asy spriemerujeme, aby sme asponi ¢iasto¢ne eliminovali apriérne
chyby v meraniach tychto casov.

Vstupné idaje experimentu
e rozmer ulohy: n = 100000
e pocet opakovani riesenia tilohy: 20

e skimané metody: metoda HZ a metoda HS
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Z experimentu sme ziskali tieto priemerné ¢asové udaje (uvadzané v sekundach)

rad hodnoty || gx||

0 -1 -2 -3 -4 -5 -6 -7

HZ
HS

451 7.41 10.24 1293 15.61 19.02 21.83 25.15
4.63 7.33 10.03 13.02 15.67 18.87 21.72 24.74

Tabul'ka 6: Hagerova funkcia- vypoctové ¢asy (v sek.) vo vztahu ku cielovému radu ||gg||-

Ziskané udaje naSe oCakavania nepotvrdili. Aj ked méa metdda HZ prevaine horsie

zaznamenané casy, ide o zanedbatelné rozdiely. NavySe, pri kontrole po¢tu potrebnych

mikroiteracii sa ukazalo, Ze metdda HS bola predsalen rychlejsia.

rad hodnoty [jgs| | O -1 -2 -3 -4 -5 -6 -7

HZ
HS

23 42 62 81 100 123 141 163
24 42 61 80 99 121 140 159

Tabul'ka 7: Hagerova funkcia- pocet mikroiteracii vo vztahu ku cielovému radu ||g||.

Dévodom malych odchylok v ¢asoch je preto skor niekolko mikroiteracii vykonanych

naviac a tieZ apriérna miera nepresnosti v merani ¢asov. Zbyto¢né vypoéty v 7% teda

neboli natolko vyznamné, aby sa badatelne prejavili v horsich vysledkoch.
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Z.aver

Hlavnym ciefom tejto bakalarskej prace bolo porovnat efektivitu MKG autorov W.
Hagera a H. Zhanga s metédami inych autorov navrhnutymi v priebehu desatroci
vyvoja MKG. Pre splnenie tohto ciela sme zacali nasu pracu teoretickymi kapitolami,
ktorych tlohou bolo dostato¢ne priblizit skimana problematiku.

Zakladni teoriu metody konjugovanych gradientov sme uviedli v kapitole 1. Té
zahina definiciu MKG v podkapitole 1.2, konvergen¢né vety tejto metody v pripade
rydzokonvexnej kvadratickej a v pripade vSeobecnej konvexnej funkcie v podkapitole
1.3. Prezentované vety, tvrdenia a lemy sme sa snazili pocas dokazov pre lepSie po-
rozumenie Citatela dosledne komentovat a jednotlivé kroky vysvetlovat. V tdvodnej
kapitole sme sa tiez venovali problematike najdenia optimélneho kroku «y, ( ide o mi-
nimaliza¢nu ulohu (3), ktori je potrebné riesit v kazdej iteracii MKG). Uviedli sme v
praxi pouzivané kritéria pre ndjdenie priblizného optimalneho kroku, ale aj relativne
novy algoritmus, ktory prezentovali v ¢lanku [6] autori W. Hager a H. Zhang.

Kapitolu 2 sme venovali historickému vyvoju algebraického tvaru parametra oy
MKG. Zamerali sme sa na vyhody a nevyhody jednotlivych tvarov v kontexte kon-
vergencie MKG pri konvexnej tcelovej funkcii.

V dalsej kapitole sme sa zamerali na programovaci aspekt naseho ciela bakalarskej
prace. Za najdolezitejSie casti tejto kapitoly povazujeme podkapitoly 3.2 a 3.3. V nich
sme teoretické poznatky prezentované v kapitolach 1 a 2 previedli do programovych
realizacii metody hladania optimalneho kroku a4 a metody konjugovanych gradientov.
Vsetky zdrojové kody pouzité v tejto praci su sucastou Prilohy A.

Stvrtéa kapitola obsahuje prvé experimenty, ktoré dopomohli k optimalnemu nasta-
veniu programovych realizacii popisovanych v kapitole 3. Experiment v podkapitole 4.1
preukézal nezanedbatelnost vplyvu rozloZenia vlastnych ¢isel na vypocétovi naro¢nost
generovanej ulohy, hoci t4 mala zafixovantt hodnotu ¢isla podmienenosti ( Obr. 4 situ-
aciu jasne vysvetluje). V podkapitole 4.2 sme sa snazili o vlastné vylepSenie metody
zlatého rezu popisanej v podkapitole 3.2.1. Na zéklade naSich vystupov z vykonanych
experimentov ( nachadzaji sa na strane 87) sme nami navrhovani tpravu programo-
vej realizacie zamietli. Na$S netispech vSak neznamend, Ze myslienka vylepSenia tejto

metody nie je uskutocCnitelna.
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V naSej poslednej kapitole sme sa venovali hlavnému ciel'u tejto bakalarskej préace-
experimentalnemu porovnaniu efektivnosti roznych formtal MKG. Porovnavali sme tieto
tvary parametra 3 MKG: $75% s tvarom (36), 7%+ s tvarom (48), B5F s tvarom (37)
a BPY s tvarom (40). Experimenty sme robili na troch téelovych funkcidch, konkrétne
na bikvadratickej s predpisom (66), diagonalnej 2 s predpisom (67) a Hagerovej s pred-
pisom (68).

V pripade bikvadratickej ucelovej funkcie sme zistili, Ze ak nevyzadujeme prili§ vysoki
presnost v ||z — Z|| alebo v ||gk||, potom je metéda HZ spomedzi skimanych metod
naozaj najefektivnejsia. Dokazuju to vysledky experimentov uvedené v Tab. 11, Tab.
12 a Tab. 13 na strane 93. Pri vysokej pozadovanej presnosti metoda HZ svoju efekti-
vitu straca. NajefektivnejSou sa stava metdéda DY ako uvadzame na strane 62.

V ostatnych dvoch pripadoch skimanych tcelovych funkcii nase experimenty na stra-
nach 64 az 66 preukazali vyssiu efektivnost metody HZ oproti konkurenénym testova-

nym metodam ako to bolo deklarované v zéavere ¢lanku [6] autorov tejto metody.

Prinos teoretickej c¢asti naSej bakalarskej prace vidime v zhrnuti najdolezitejSich
aspektov MKG. Prvé dve kapitoly naSej prace mozu poslazit na doplnenie poznatkov
o MKG v pripade hlbsieho zaujmu studentov o tito metodu.

Prakticka ¢ast naSej prace bola zamerana na programové realizacie metod popisova-
nych v tejto praci, na rieSenie problémov spojenych s prechodom od teorie k praktic-
kému pouzitiu a nakoniec na porovnanie efektivnosti popisovanych metoéd. V priebehu
prace sme upozorhovali na problémy, s ktorymi sa moze ¢itatel stretnut pri vytvarani
programovych realizacii teoretickych metod. Toto povazujeme za dalsi dolezity prisnos
nasej prace.

Tvorba tejto bakalarskej prace priniesla autorom mnoho novych poznatkov z nume-
rickej matematiky ¢i algebry. Taktiez musime spomentt programatorsku cast, ktord
tvori vyznamnu zlozku tejto prace. Popri rozsireni si poznatkov o matematickom prog-
rame Matlab tym myslime vytvaranie programovych realizacii teoretickych metod a
rieSenie problémov vznikajicich obmedzenymi moznostami vypoctovej techniky. V ne-
poslednom rade autori ziskali cenné sktsenosti z oblasti experimentalneho porovnania

matematickych metod a formélneho spracovania ziskanych vysledkov.

71



ZOZNAM POUZITEJ LITERATURY

Zoznam pouzitej literatary

1]

2]

3]

[4]

[5]

6]

17l

18]

[9]

[10]

[11]

Al-Baali M.: Descent property and global convergence of the Fletcher-Reeves met-
hod with inezxact line search, IMA J. Numer. Anal., 5, 1985, str. 121-124

Andrei N.: An unconstrained optimization test function collection, Advanced Mo-

deling and Optimization, Volume 10, 2008, str 4-5

Dai Y.H., Yuan Y.: Convergence properties of the Fletcher-Reeves method, IMA
J. Nonlinear conjugate gradient methods 19,Numer. Anal., 16, 1996, str 155-164

Dolan E., Moré J.: Benchmarking optimization software with performance
profiles,Math. Program.,Ser. A 91, 2002, str 201-213, dostupné na internete
(22.5.2012):http://www.tops-scidac.org/papers/DM _benchmark.pdf

Fletcher R. and Reeves C.: Function minimization by conjugate gradients, Comput.

J., 7, 1964, str 149-154

Hager W.W., Zhang H.: A new conjugate gradient method with guaranteed descent
and an efficient line search, SIAM J. OPTIM., Vol 16, No. 1, str 170-192,
dostupné na internete (1.12.2011):

http://www.math.ufl.edu/ "hager/papers/CG/cg_descent.pdf

Hager W.W., Zhang H.: A survey of nonlinear conjugate gradient methods, Pacific
J. Optim. 2,2006, str. 35-58

Hamala M.: Predndsky z nelinedrneho programovania, FMFI UK, Bratislava, 2011

Hestenes M.R. and Stiefel E.: Methods of conjugate gradients for solving linear sys-
tems, J. Research Nat. Bur. Standards, 49, 1952, str 409-436, dostupné na internete
(1.12.2011): http://www.stanford.edu/class/cme324/classics/hestenes-stiefel. pdf

Luenberger D.G.,Ye Y.: Linear and nonlinear programming, Third edition, Sprin-

ger, New York, 2008

Polak E.,Ribiere G.: Note sur la convergence de directions conjugees, Rev. Fran-

caise Informat Recherche Opertionelle, 3¢ Annee 16, 1969, str. 35-43

72



ZOZNAM POUZITEJ LITERATURY

[12] Polyak B.T.: The conjugate gradient method in extreme problems, USSR Comp.
Math.and Math. Phys., 9, 1969, str 94-112

[13] Powell M. J. D. :Restart procedures of the conjugate gradient method, Math. Prog.,
2, 1977 str. 241-254

[14] Powell M.J.D.: Nonconver minimization calculations and the conjugate gradient
method, Numerical Analysis (Dundee, 1983), Lecture Notes in Mathematics, Vol.
1066, Springer-Verlag, Berlin, 1984, str. 122-141

[15] Pytlak R.: Conjugate gradient algorithms in nonconver optimization, Nonconvex

Optimization and Its Applications, Vol. 89, Springer-Verlag, Berlin, 2009

73



A.1 GENERATOR KVADRATICKYCH ULOH

Priloha A

A.1  Generator kvadratickych tuloh

function [G,h, xopt, xs]=Generkva (condnum,n, ro, typ)
% generator kvadratickej ulohy s kladne definitnou maticou G
% ucelova funkcia f(x)=1/2 x'Gx +h'x

o°

% VSTUPY:

% condnum — cislo podmienenosti matic

% n — rozmer ulohy

% ro — vzdialenost startovacieho x od optimalneho v euk. norme
% typ — parameter rozvrhnutia vlastnych cisel v matici D

% VYSTUPY:

% A — kladne definitna matica

% h — vektor

% xopt — optimalne riesenie vygenerovane]j kvadratickej ulohy

% XS - startovaci bod, ktory od xopt vzdialeny v norme o ro

% pouzivane konstanty

xoptmin=10; $pre generovanie optimalneho x

% BLOK 1: celociselne optimalne riesenie kvadratickej ulohy

xopt=randi ([—xoptmin, xoptmin], [n,1]); $[rozsah zloziek], [rozmer vektora]
% BLOK 2: vytvorenie symetrickej kladnedefinitnej matice G

L=tril (randi([-5,5], [n,n]),—1); $dolnatroj.matica bez hlavnej diagonali
v=randi([1,5], [n,11); $kladna hlavna diagonala

L=diag(v)+L; $dolnatrojuhol. s hlavnou diagonalou
G=L*L"'; $regularna matica

[L, ~]=9r (G); %L je ortogonalna matica

vytvorenie diagonalnej matice so zadanym cislom podmienenosti
najprv diagonalu s urcenym rozlozenim vlastnych cisel

najvacsie cislo v (1), najmensie v (end)
podla parametra typ urobi particne rozlozenie vlastnych cisel
case {1}
rovnomerna ,ostromonotonna postupnost vlastnych cisel
vrch=condnum*0.001;
v=0.001+(vrch—0.001) xrand (n—2, 1) ;
v=round (v*1000) /1000;
v=—sort (—[vrch;v;0.001]);
case {2}
polovica najmensie vlastne cislo, druha polovica
rovnomerna ,ostromonotonna postupnost
v=ones (n, 1) ;
vrch=condnum=0.001;

o\

o° oe
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v(l:round(n/2))=0.001;
v(round(n/2)+1:n—1)=0.002+(0.99+vrch—0.002) . ..
xrand (length (v (round (n/2)+1:n—1)),1);
v (n)=vrch;
v=—sort (—v) ;
case {3}
polovica najvacsie vla. cislo, druha polovica
rovnomerna ,ostromonotonna postupnost
v=ones (n, 1) ;
vrch=condnum=0.001;
v(l:round(n/2))=vrch;
v(round(n/2)+1:n—1)=0.002+(0.99+vrch—0.002) ...
xrand (length (v (round (n/2)+1:n—1)),1);
v(n)=0.001;
v=—sort (—v) ;
case {4}
rovnake cislo — rovnomerna ostromonotonna pos. — rovnake cislo
v=ones (n,1);
vrch=condnum+0.001;

o° o

o\

v(l:round(n/3))=vrch;
v (round(n/3)+1l:round(2+n/3))=0.002+(0.99xvrch—0.002) ...
*rand (length (v (round(n/3)+1:round (2*«n/3))),1);

v(round (2*n/3)+1:n)=0.001;
v=—sort (—v) ;
case{5}
vla. cisla z rovnomerneho roz., neusporiadane do monotonne]j pos.
v=ones (n,1l);
vrch=condnum=0.001;
v(2:n—1)=0.002+(0.99%vrch—0.002) xrand (length(v(2:n-1)),1);
v(l)=vrch; v(n)=0.001;
case{6}
2 skupiny skoro rovnakych cisel— podobne cisla
v skupine, ale zmenene o male epsilon
eps=10"(—6);
v=ones (n,1);
vrch=condnum=0.001;
for i=1:1:floor(n/2)
v (i)=vrchtepsx (1—1i);
end
for i=n:—1:floor ((n/2)+1)
v(i)=0.001l+eps* (n—1i);
end
end
% vytvorenie kladne definitnej matice G s urcenym cislom podmienenosti
G=Lxdiag(v) *L"';

o\

o° oo

% BLOK3 : dopocitanie spravneho h, aby bolo xopt optimalnym riesenim
=—G*x0pt;

% BLOK4: vytvorenie startovacieho bodu vzd. od optima v norme o ro
v=randi ([—xoptmin, xoptmin], [n,1]); $[rozsah zloziek], [rozmer vektora]
xs=xopt+ (ro/ (norm(v—xopt))) * (v—xopt) ;

end
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A.2  Generator bikvadratickych tloh

function [D, G, h,xopt, xs]=Generbikva (condnum, n, ro)
generator bikvadratickej ulohy s diag. D a sym.G — obe kladnedefinitne
ucelova funkcia f(x)=1/4 (x'Dx)"2 + 1/2 x'Gx +h'x

% VSTUPY:

% n — rozmer ulohy

% condnum — cislo podmienenosti matic

% ro — vzdialenost startovacieho x0 od optimalneho v euk. norme
% VYSTUPY:

% B — kladnedefinitna diagonalna matica D

% A — kladne definitna symetricka matica G

% h — vektor

% xopt — optimalne riesenie vygenerovane] kvadratickej ulohy

% XS — startovaci bod, ktory od xopt vzdialeny v norme o ro

o

o\°

pouzivane konstanty

xoptmin=20; %$pre generovanie optimalneho x
% BLOK 1: optimalne riesenie ulohy,celociselne

xopt=randi ([—xoptmin, xoptmin], [n,1]);

<) [
% =
)
<

BLOK 2: vytvorenie symetrickej kladnedefinitnej matice

L=tril (randi([—-3,3], [n,n]),—1); %$dolnatrojuhol. bez diagonali
v=randi ([1,5], [n,1]); $vytvaram + diagonalu

L=diag (v) +L; %$dolantrojuhol.

G=L+*L"'; %$regularna matica

[L,~]1=qr (G); %1, je ortogonalna matica

% vytvorenie diagonalnej matice s cislom podmienenosti stanovenym

vrch=condnum=%0.001;
v=0.001+(vrch—0.001) *rand(n—2,1);
v=round (v+«1000) /1000; %$vo v diagonala matice s urcenym

v=—sort (—[vrch;v;0.00171); %$cislom podmienenosti
G=Lxdiag(v)=*L"'; %predstavuije G
% vytvorenie diagonalnej kladne definitnej matice D

v=0.001+(vrch—0.001) xrand (n—2, 1) ;
v=round (v*1000) /1000;

v=—sort (—[vrch;v;0.001]);
D=diag(v);

% BLOK 3: dopocitanie vektora h
h=—G*xopt — (xopt'=x*D*xopt) x (D*xopt);

o

BLOK 4: vytvorenie startovacieho bodu v norme od optima o ro

v=randi ([—xoptmin, xoptmin], [n,1]); $[rozsah zloziek], [rozmer vektora]
xs=xopt+ (ro/ (norm(v—xopt))) * (v—xopt) ;
end
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A.3 Realizacia zlatého rezu

function [b]=Zlatyrez(x,d,w)

program zlateho rezu na urcenie priblizneho optimalneho kroku

VSTUPY :

x— bod, v ktorom sa nachdzam

d— smer, v ktorom z bodu x idem minimalizovat

w— konstanta— fixny pocet iteracii ZR, ktore maju prebehnut
VYSTUPY:

cl— priblizny optimalny krok

o0 o© o° o o° o° o o°

global Fval; $zapis funkcie pre vypocet hodnoty ucelovej funkcie
z2=0.5x (sqrt (5)—1);
z1=1—22;

% prva faza—optimalne zuzit interval, aby "rychlejsi a presnejsi ZR"
[a,b]l=PrvafazaZR(x,d, 1+z2);

cl=a+zlx* (b—a); svypocet laveho vnutorneho bodu (a,b)
c2=a+z2+ (b—a) ; svypocet praveho vnutorneho bodu (a,b)
Fl=Fval (x+clxd); $vypocet funkcnej hodnoty v cl
F2=Fval (x+c2x*d) ; $vypocet funkcnej hodnoty v c2

k=1;

while (k<w) %algoritmus opakujem az po stanoveny pocet iteracii w

$sledujem,ci plati F1 priblizne= F2,
%co by viedlo k neistym vysledkom ZR
if ((abs (F1-F2)/ (abs (F1)+1))<107—15)

return;

end

if((F2/ (sign(F1l)«F1))>sign(F1)) %$ak v c2 vacsia hodnota ako v cl
b=c2; $optimum vlavo na intervale (a,c2)
c2=cl;
F2=F1;

cl=a+zlx* (b—a);
Fl=Fval (x+cl*d);

else
a=cl; $optimu vpravo na intervale (cl,b)
cl=c2;
Fl1=F2;

c2=a+z2+* (b—a);
F2=Fval (x+c2*d) ;
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function [a,b]l=PrvafazaZR (x0,d,posun)

prva faza ZR, ktora urci pociatocny interval, ktory sa bude skracovat

VSTUPY :
x0—aktualny bod, v ktorom sa algoritmus MKG nachadza
d — smer minimalizacie

o0 o° o° o° o° oe

posun— konstanta, o ktoru sa bude pravy krajny bod posuvat

oe

VYSTUPY:
a—lavy krajny bod pociatocneho intervalu pre ZR
b—pravy krajny bod pociatocneho intervalu pre ZR

POSTUP:
zacnem v bode x0O+parameterxd
vycislim funkcnu hodnotu, porovnam s predchadzajucou
ak nastane situacia F (bodl)>F (bod2) <F (bod3)
potom vystupom budu krajne body intervalu (bodl,bod3)

o0 o© o o o° o° o° oo oP

global Fval;

FO=Fval (x0);

a=0; %$zacinam v bodoch x0 a x0+d
c=0;

b=1;

x=x0+b+d;

Fl=Fval (x);

it=1;

while ((F1/ (sign (F0) «F0))<sign (F0))

% viem, ze Fval (a)<Fval (c)<Fval (b), takze optimum vpravo od a

a=c; %$posuvam lavy bod, aby som vyuzil ziskanu informaciu
c=Db;

b=b+itxposun;

it=it+1;

posuvam sa o hodnotu kx (1+z2) —> optimalny posun, ak b=1 nestaci
FO=F1;

x=x0+b*d;

Fl=Fval (x);

o

end
end
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A.4 Line search autorov W. Hagera a H. Zhanga

function [alfa]=LSHZ (x,d,Maxit)

line search prezentovany v clanku Hagera Zhanga

P
b4 — aktualny bod, v ktorom sa MKG nachadza
d — smer optimalizacie

Maxit — maximalny pocet cyklov v algoritme (poistka pre zacyklenie)

VYSTUPY:

0 o° o° o o o° o° o° o°

alfa — priblizny optimalny krok
global gam;
% ziskanie pociatocneho intervalu na zuzenie
[a,b,Dl,Dpl=Prvafaza(x,d); %vid popis v Prvafaza/()
% D1—> derivacia v bode x+axd Dp—> derivacia v bode x+bxd
P=0;
% kontrola splnenia priblizneho Wolfeho kriteria
[hodnota, DO, ~]=Wolfeapr(x,a,d,0,Dl); %ak hodnota=1,Wolfe splneny
% DO—> derivacia v bode x —> Fder (x+0xd) '*d
if (hodnota==1) alfa=a;return; end
if (Wolfeapr(x,b,d,D0,Dp)==1) alfa=b;return; end
cl

ear hodnota;

o\°

while (P<=Maxit) %$algoritmus spresnovania pociatocneho intervalu
% secant2 metoda autorov Hagera, Zhanga, vid popis secant2 ()
[A,B,Dl,Dpl=secant2(a,b,x,d,D1,Dp);
%poznam derivacie v bodoch x+axd, x+bxd

$zaznamenam derivacie x+Axd,x+Bxd do premennych D1,Dp

if ((B—A)> gamx (b—a)) %$ak nedoslo k dostatocnemu skrateniu,bisekcia
% metoda bisekcie
c=(A+B) /2;

[A,B,Dl,Dpl]=updatelInt (A,B,c,x,d,Dl,Dp);
end

o

kontrola splnenia priblizneho Wolfeho kriteria

if (Wolfeapr(x,A,d,D0,Dl)==1) alfa=A;return; end
if (Wolfeapr(x,B,d,D0,Dp)==1) alfa=B;return; end
P=P+1;

% aktualizacia intervalu, ktory algoritmus spresnuje
a=A;
b=B;

end

end
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function [an,bn,DerlL,DerP]=secant2(a,b,x,d,DerL,DerP)

UCEL: spresnenie intervalu, ktory obsahuje optimalny krok
skumam funkciu 1 premennej: f(x+alfaxd) s premennou alfa
derivacia v tvare f'(xt+alfaxd) *d

VSTUPY:

% a — lavy krajny bod skumaneho intervalu

% b — pravy krajny bod skumaneho intervalu

% X — aktualny bod MKG d— smer optimalizacie

% Derl— derivacia v bode xtaxd DerP—derivacia v bode xtbxd
% VYSTUPY :

% an — aktualizovany lavy krajny bod skumaneho intervalu

% bn — aktualizovany pravy krajny bod skumaneho intervalu

% Derl— derivacia v x+anxd DerP—derivacia v xtbnx*d
[c]=secant (a,b, x,d,DerL,DerP); $vid secant ()

% update intervalu, pozri komentar vo funkcii updateINT ()
[av,bv,DerlLn,DerPn]=updatelnt (a,b,c,x,d,DerL,DerP);

[an,bn,Derl, DerP]=updatelInt (av, bv, secant (a,av, x,d,DerL,Derln), x,d,DerLn,DerPn);
$vychadzam z toho,ze c=av teda Fc=DerLn pre potreby secantu
elseif (c==bv)
[an,bn,Derl, DerP]=updatelInt (av, bv, secant (bv, b, x,d,DerPn, DerP), x,d,DerLn,DerPn) ;
else
an=av; bn=bv;
ak nastala tato moznost, potom v update intervale nastala situacia
ze Cc bolo mimo a,b a teda derivacie krajnych bodov ostavaju
Derl, DerP

o° oo oe

function [an,bn,poa,pob]l=updatelnt (a,b,c,x,d, poa, pob)
aktualizacia intervalu
UCEL: spresnenie intervalu, ktory obsahuje optimalny krok

o° oo

VSTUPY:
a— lavy krajny bod skumaneho intervalu
b— pravy krajny bod skumaneho intervalu
c— bod z intervalu <a,b> —> novy krajny bod spresneneho intervalu

x— aktualny bod MKG d— smer optimalizacie
poa— derivacia v bode xtaxd pob—derivacia v bode x+b=xd
VYSTUPY:

an— aktualizovany lavy krajny bod skumaneho intervalu
bn— aktualizovany pravy krajny bod skumaneho intervalu
poa— derivacia v x+anxd pob—derivacia v x+bnxd

o0 o© o o o A° d° d° O O o°

global Fder;

if(c<a || c>b) %ak ¢ mimo <a,b>, interval nemam ako spresnit
an=a;bn=b; return;
else
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Fc=Fder (x+c=*d) '*d;

if(Fc > 0) %ak derivacia +, optimalny krok je niekde nalavo
an=a; bn=c;pob=Fc; return

else $optimalny krok je niekde napravo od c
an=c; bn=b;poa=Fc; return

end

od c

function [c]=secant (a,b,x,d, poa,pob)
metoda secnic
UCEL: urcenie presnejsieho bodu, ze f' (x+bodxd)*xd=0

VSTUP
a— lavy krajny bod skumaneho intervalu
b— pravy krajny bod skumaneho intervalu

=<

c— bod vysledkom metody secantov

o° o0 o0 o° o° o° o° o° o° o° o

x— aktualny bod MKG d— smer optimalizacie
poa— derivacia v bode xtaxd pob—derivacia v bode xt+b=xd
VYSTUPY:

global Fder;

% ak nemam vstupnu informaciu, musim si Jju vypocitat

if (pob==0) pob=Fder (x+bxd) '+d; end

if (poa==0) poa=Fder (x+tax*d) 'xd; end

% c= ((a * pob)—(b * poa))/ (pob — poa) teoreticky predpis
c=a+ (b—a) = (—poa/ (pob—poa)) ; $vypoctovo stabilnejsia

if (isnan(c))
fprintf ('chyba v secant algoritme \n');
pause;
error ('v secante c=Nan');

end

formula

function [h,pom0,pomA]=Wolfeapr (x,alfa,d,pom0, pomA)
priblizne Wolfeho kriterium

o° o oe

pre bod x+alfaxd

oe

o0 o0 o° o° o° o° o oe

UCEL: overenie splnenia oboch podmienok priblizneho Wolfeho kriteria

VSTUPY:

x— aktualny bod MKG d— smer optimalizacie

alfa— aproximacia optimalneho kroku

pom0— derivacia v bode x pomA—derivacia v bode xtalfaxd
VYSTUPY:

h— hodnota 1, ak su splnene podmienky priblizneho Wolfeho kriteria
pomO— derivacia v bode x pomA—derivacia v bode x+talfaxd

global Fder;
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global delta;
global sig;
h=0;

% ak nemam potrebne vstupne udaje(derivacie), tak ich vypocitam
if (pomA==0) pomA=Fder (x+alfaxd) '*d; end
if (pom0==0) pomO=Fder (x) '+d; end

if (pom0>=0)

situacia moze nastat, ak smer d nespadovy alebo numericke chyby
eh=errordlg ('Koniec algoritmu! Derivacia v alfa=0 nezdpornd!');
uiwait (eh);

fclose('all');

error ('program ukonceny');

end

o\

prva adruha podmienka priblizneho Wolfeho kriteria

o° oe

vztah delta a sigma delta < min(0.5,sigma)
if((2xdeltarxpom0>=pomO+pomA) && (pomA>=sig*pom0) )
h=1;
end
end

function [a,b,Fa,Fbl=Prvafaza (x0,d)
prva faza
UCEL: ziskanie pociatocneho intervalu, ktory obsahuje optimalny krok

o° o

% VSTUPY:

% x0— aktualny bod d—smer optimalizacie

% VYSTUPY:

% a— lavy krajny bod vystupneho intervalu b—pravy krajny bod —||—
% Fa—derivacia v bode a Fb—derivacia v bode b

a=0;
Fa=0;
b=1;
Fb=Fder (x0+bxd) '+d;
it=1;
while (Fb<0) %$hladam bod, ktory ma + derivaciu—> protilahla strana udolia
a=b;
Fa=Fb;
b=b+2xit;
it=it+1;
Fb=Fder (x0+b=*d) ;
end
end

82



A5 METODA FLETCHERA-REEVESA

A.5 Metoéda Fletchera-Reevesa

function [x1]=FletcherReeves (xs,macro,Fval,Fder)

% realizacia MKG s parametrom MKG autorov Fletchera,Reevesa

% na najdenie opt. kroku pouzita metoda zlateho rezu

% VSTUPY:

% xs— startovaci bod

% macro— maximalny pocet makroiteracii programu

% Fval— function handle na vypocet fun. hodnoty ucelovej funkcie
% Fder— function handle na vypocet derivacie ucelove]j funkcie

VYSTUPY :
x1— optimalne riesenie

- 00 0P oe oe

3=0; %riadenie postu makroiteracii
n=length (xs) ; $zistenie rozmeru ulohy

x0=xs;

g0=Fder (x0) ; $vypocet gradientu v pociatocnom bode

% urcenie poctu nutnych fixnych iteracii zlateho rezu
[ZRit]=Zlatyrezl (x0,—g0,norm(g0,2),4);

o\°
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

while (j<=macro) $strazenie poctu makroiteracii
d=—g0; $prvy smer podla definicie —grad.

metoda najdenia opt. kroku—> ak kvadraticka ucelova funkcia, pouzitelna
formula pre opt. krok, inak metoda zlateho rezu
alfa=—(d'*g0) / (d'+xGxd) ;
alfa=Zlatyrez (x0,d, ZRit) ;
x1=x0+alfaxd;

o° o° oe

gl=Fder (x1);
k=1; $strazenie poctu mikroiteracii—iba tolko linearne
while (k<n) $nezavislych smerov, aky je rozmer riesenej ulohy

o

konstrukcia smeru podla formuly (5) v kapitole 1
d=—gl + ((norm(gl,2)/norm(g0,2))"2)*d;

g0=g1;

x0=x1;

alfa=Zlatyrez (x0,d, ZRit);
% alfa=—(d'+g0) / (d'+G*d) ;

x1=x0 + alfa=*d;
gl=Fder (x1);

k=k+1;
end $restart po doiahnuti max. poctu lin. nezavislych smerov

x0=x1;

g0=91;

Jj=3+1;

end

end
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A.6

function

o° o© o° o° o° o

oe

o oo oe

Metoda Hagera-Zhanga

[x1]=HagerZhang (xs,macro,Fval,Fder)

realizacia MKG s parametrom MKG autorov Hagera, Zhanga

na najdenie opt.

VSTUPY :
xs— startovaci

bod

kroku pouzita metoda Hagera, Zhanga

macro— maximalny pocet makroiteracii programu

Fval— function handle na vypocet fun.

hodnoty ucelovej funkcie

Fder— function handle na vypocet derivacie ucelove]j funkcie

VYSTUPY :
x1— optimalne

o\

pouzite konstanty
3=0;
n=length (xs) ;
const1l=0.01;

a pomocne

premenne
%$strazi pocet makroiteracii

%$rozmer riesenej ulohy

%$vo vypocte parametra MKG Hagera a Zhanga

global deltaj;global sig;global gam;

delta=0.1; %$konstanta do priblizneho Wolfeho kriteria
sig=0.9; $konstanta do priblizneho Wolfeho kriteria
gam=0.66; %$konstanta do programu LSHZ—> kontrola skratenia intervalu
x0=xs;
g0=Fder (x0) ;

[ZRit]=Zlatyrezl (x0,—g0,norm(g0,2),4);

while (j<=macro)

o\

d=—gO0;

alfa=LSHZ (x0,d, ZR1i

x1=x0+alfaxd;

gl=Fder (x1);

k=1;

while (k<n)
y=91—90;

t);

$optimalny krok cez LSHZ

Beta=(gl'xy — 2x((norm(y,2)"2)/(d'xy))*gl'xd)/ (d'*y);

novy smer podla fo

d=—gl + max(Beta,—1/(norm(d, 2)

g0=g1;
x0=x1;
alfa=LSHZ (x0,d
x1=x0 + alfa=*d
gl=Fder (x1);
k=k+1;

end

x0=x1;

g0=gl;
Jj=3+1;

end
end

rmuly (5)

, ZRit) ;

14

v kapitole 1
* min (norm(g0,2),constl))) *d;

$optimalny krok cez LSHZ
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Podkapitola 4.1: Vztah rozlozenia vlastnych ¢isel a naro¢nosti na vypocet takej



Priloha B

Dolanovej-Morého benchmark, rozmer 300

o
m

o5kt

0.4

FercentowyrieSenych dloh za Cas t

I | I I I I
1.8 2 22 2.4 2B 28 3

1
B
Casova os Skalovana v jednotkach t

1 1.2 1.4 1

Obr. B.2: Podkapitola 5.1, experiment 2: Porovnanie efektivnosti skimanych metod na tlo-
héch s bikvadratickou téelovou funkciou
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Priloha C

Priloha C

Hodnota kostanty w= 9
iterdcia | [lay — 2] | narotnost
1 5.54e+001 13
17 9.83e-+000 238
ol 9.59e-001 725
60 9.71e-002 856
66 8.75e-003 942
99 9.49e-004 1292

(a)

Hodnota kostanty w= 14

iteracia

|z, — 2] | narotnost

1 9.92e+001
17 9.84e-+000
20 9.86e-001
60 8.39e-002
64 5.15e-003
68 7.95e-004
99 1.94e-004

18
323
961

1151
1226
1291
1508

(b)

Hodnota kostanty w= 19 Hodnota kostanty w= 23
iteracia | [la, — &[] | naroénost iteracia | [lx — &[] | narocnost
1 5.52e-+001 23 1 5.52e-+001 27
17 9.84e-+000 408 17 9.84e-+000 474
50 9.75e-001 1183 20 9.68e-001 1288
60 7.96e-002 1400 29 9.68e-002 1490
64 4.36e-003 1480 63 8.20e-003 1567
67 6.99e-004 1529 67 9.94e-004 1634
99 1.29e-004 1736 99 9.20e-004 1841

()

Hodnota koStanty w= 28

iteracia | [lz, — ]| | naroénost

1 9.52e+001 32

17 9.84e+-000 022
50 9.68e-001 1333
59 9.68e-002 1529
63 9.05e-003 1610
66 8.63e-004 1662
72 9.16e-005 1728
99 6.80e-005 1862

(e)

(d)

Tabul'ka 8: Vystup prvej ¢asti experimentu z podkapitoly 4.2
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Priloha C

Hodnota konstanty w= 14

iteracia | [lz — &]| | naroénost
1 3.52e+001 18
17 9.84e+4-000 323
50 9.86e-001 961
60 8.39e-002 1151
64 5.15e-003 1226
68 7.95e-004 1291
199 1.75e-004 2242

()

Hodnota konstanty w= 28
iteracia | [lzx — 2[| | ndrocnost
1 5.52e-+001 32
17 9.84e-+000 022
20 9.68e-001 1333
29 9.68e-002 1529
63 9.05e-003 1610
66 8.63e-004 1662
72 9.16e-005 1728
199 6.59¢-005 2340

(b)

Tabulka 9: Prva cast experimentu z podkapitoly 4.2-pridanie makroiterdcie

90



Priloha C

Hodnota konstanty w= 14 - I—/Io'dnota konstAanty w/: %8 >
iteracia | [lzx — 2[| | nrocnost iterdcia | [z — & | nérotnost
k 1 5.52e-+001 32
1 5.52e-+001 18
17 9.84e-+000 522
17 9.84e-+000 323
50 9.68e-001 1333
50 9.86e-001 961
59 9.68e-002 1529
60 8.39e-002 1151
63 9.05e-003 1610
64 5.15e-003 1226
66 8.63e-004 1662
68 7.95e-004 1291
99 1 946004 1508 72 9.16e-005 1728
- 99 6.80e-005 1862
Hodnota konstanty w= od 14 po 28 Hodnota konstanty w= od 19 po 28
iteracia | [lzx — 2] | narofnost iteracia | [lax — 2] | narotnost
1 5.52e-+001 18 1 5.52e+001 23
17 9.83e+000 339 17 9.84e+-000 415
50 9.76e-001 1093 50 9.74e-001 1220
60 8.00e-002 1308 60 7.90e-002 1438
64 4.64e-003 1386 64 3.71e-003 1515
68 8.65e-004 1447 67 6.54e-004 1562
99 2.17e-004 1676 99 1.08e-004 1758

(c)

(d)

Tabulka 10: Vystup druhej casti experimentu z podkapitoly 4.2
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Priloha C

hodnota delta=0,05

hodnota delta=0,15

dosiahnuty 1ad presnosti v cislo Ipocet vjpactov dosiahnuty 1ad presnosti vi cislo Ipocet vypoctov
ucelovej funkcii +_mikteiteracie . derivacii v LSHZ ucelovej funkcii ! miktoiteracie !derivicii v LSHZ

5] 2 ] 16 : 6 i 2 16

5 5 o] 5 5 36

4 9 62 4 a 62

3 3 13 88

2 2 23 153
] 4. 280
] 62 400

178

1102

3
,,,,,,,, 4 23T k| 202 T
5 e 1363 .5 218 1343
B 236 1455 6 235 1445
7 286 1581 -7 245 1822
B8 264 1629 -8 256 1578
hodnota delta=0 25 hodnota delta=0 35
dosiahnuty rad presnosti vi cislo jpocet vypocétov dosiahnuty rad presnosti vi cislo *pocet vypoctov
ucelovej funkcii + miktoiteracie :derivacii v LSHZ ticelovej funkcii : miktoitericie :derivacii v LSHZ
B 2 18 B H i
5 5 36
4 9 62
3 13 88
2 2
40
&0

A 202 -4 183
. 28 io1343 . 215 1316
__________ B 235 1445 B 2B 1385
-7 L L 1622 conel 236 1446
-8 258 1578 -8 242 1480

Obr. C.1: Vystup experimentu z podkapitoly 4.3
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Priloha C

Cislo podmienenosti v optime tlohy
rozmer tloh= 100 min priemer max
2.56e+006 2.91e+006 3.15e+006
Dosiahnutie radu 0 v ||z — 2| | priemer medin min max
HS 71 31 7 683
FR 93 43 7 440
HZ 70 27 6 490
DY 82 40 7 388
Dosiahnutie radu -2 v ||z — Z|| | priemer median min max
HS 215 177 65 890
FR 219 174 68 701
HZ 195 161 95 691
DY 197 162 70 597
Dosiahnutie radu -4 v ||zx — Z|| | priemer median min max
HS 275 246 85 983
FR 288 253 124 880
HZ 264 248 84 797
DY 262 245 121 698

93

Tabul'ka 11: Podkapitola 5.1, experiment la - pocet mikroiteracii MKG vo vztahu ku cielo-
vému radu ||z — Z||.



Priloha C

Cislo podmienenosti v optime tlohy
rozmer tloh= 300 min priemer max
2.77e+006 3.08e+006 3.27e+006
Dosiahnutie radu 0 v ||xx — || | priemer median min max
HS 29 16 9 370
FR 41 24 9 396
HZ 29 16 9 431
DY 38 21 9 395
Dosiahnutie radu -2 v ||z, — Z|| | priemer median min max
HS 405 378 50 1680
FR 390 383 72 1450
HZ 348 287 56 1748
DY 357 389 66 1400
Dosiahnutie rddu -4 v ||z — || | priemer median min max
HS 540 516 95 1930
FR o973 550 162 1650
HZ 498 399 108 2039
DY 200 484 141 1476

Tabul'ka 12: Podkapitola 5.1, experiment 1b - pocet mikroiteracii MKG vo vztahu ku cielo-
vému radu ||z — Z||.

Cislo podmienenosti v optime tlohy
rozmer tloh= 100 min priemer max
2.56e+009 2.91e+009 3.15e+009
Dosiahnutie rdadu 0 v ||zy — Z|| | priemer median min max
HS 85 28 6 491
FR 101 45 8 462
HZ 81 30 7 362
DY 92 38 8 467
Dosiahnutie radu -2 v ||z, — Z|| | priemer median min max
HS 208 168 82 768
FR 242 245 119 680
HZ 209 180 83 477
DY 228 198 90 270
Dosiahnutie rddu -4 v ||z — || | priemer median min max
HS 257 250 87 782
FR 295 267 136 1476
HZ 254 253 88 776
DY 272 256 142 683

Tabul'ka 13: Podkapitola 5.1, experiment 1c - pocet mikroiteracii MKG vo vztahu ku cielo-
vému radu ||z — Z||.
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