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Abstrakt v ²tátnom jazyku

PITONIAK, Marián: Nová metóda konjugovaných gradientov [Bakalárska práca],

Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky,

Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky; vedúci: doc. RNDr. Milan Hamala, CSc.,

Bratislava, 2011, 94 strán

V práci sa venujeme itera£nej metóde nazvanej metóda konjugovaných gradientov. Po-

uºíva sa napríklad pri h©adaní vo©ného minima konvexnej funkcie. V roku 2005 autori

W. Hager a H. Zhang pri²li s novou modi�káciou metódy konjugovaných gradientov.

Cie©om tejto práce je experimentálne porovnanie efektívnosti ich návrhu s modi�ká-

ciami navrhovanými v predchádzajúcich desa´ro£iach. Ve©ká £as´ práce je venovaná

programovej realizácii metódy konjugovaných gradientov a metód s ¬ou súvisiacich.

V práci sú ¤alej popísané riadené experimenty, v ktorých pouºívame rôzne predpisy

konvexných ú£elových funkcií. Cie©om experimentov je overi´ výsledky autorov W.

Hagera a H. Zhanga týkajúce sa zistenej vy²²ej efektívnosti ich modi�kácie metódy

konjugovaných gradientov. Na²e výsledky v závere práce potvrdzujú tieto zistenia. V

prípadoch nejednozna£ného výsledku problém hlb²ie analyzujeme a snaºíme sa prí£inu

nejednozna£nosti objani´.

K©ú£ové slová: itera£ná metóda, nová metóda konjugovaných gradientov,

minimalizácia konvexnej funkcie, programová realizácia MKG, experimentálne

porovnanie efektívnosti formúl parametra MKG



Abstract

PITONIAK, Marián: A new conjugate gradient method [Bachelor Thesis], Comenius

University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department

of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. RNDr. Milan Hamala, CSc.,

Bratislava, 2011, 94 pages

This work is focused on an iterative method called a conjugate gradient method. This

method is used for example for �nding an unconstrained minimum of convex function.

In 2005 authors W. Hager and H. Zhang proposed a new modi�cation of the conjugate

gradient method. The aim of this work consists in an experimental comparison of their

proposed modi�cation to the modi�cations created in previous decades. A huge part

of this work is dedicated to program implementation of the conjugate gradient met-

hod and related methods. Later in the work controlled experiments are introduced, in

which we use di�erent convex objective functions. The aim of the experiments is to

verify results given by the authors W. Hager and H. Zhang, in which their modi�ca-

tion of the conjugate gradient method seems to reach higher e�ciency. Our results at

the end of this work con�rm their �nding. In cases of uncertain results we proceed in

further analysis of the problem and try to explain the reason of the uncertainty.

Keywords: an iterative method, a new conjugate gradient method, minimization of

a convex function, program implementation of the CGM, an experimental comparison

of various formulas of a CGM parameter
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ÚVOD

Úvod

Metóda konjugovaných gradientov je itera£ná metóda pouºívaná v optimaliza£ných

úlohách týkajúcich sa h©adania vo©ného extrému ú£elovej funkcie. Metóda sa riadi tzv.

�bod-smer-krok"pravidlom. Toto pravidlo znamená, ºe ²tartujúc zo zadaného bodu,

metóda najprv nájde smer optimalizácie a následne ur£í, o aký krok sa v danom smere

posunie. Pri tvorbe nového smeru optimalizácie metóda konjugovaných gradientov vy-

uºíva smer najstrm²ieho spádu a predchádzajúci pouºitý smer optimalizácie.

Metóda konjugovaných gradientov sa pouºíva najmä pri rie²ení úloh na h©adanie

vo©ného extrému, ktoré dosahujú robustné rozmery. Dôvodom je jej relatívne nízka

pamä´ová náro£nos´, ale aj nízka výpo£tová náro£nos´ jej jednotlivých krokov. Uvedené

výhody vyplývajú z faktu, ºe pri výpo£toch pouºíva metóda konjugovaných gradientov

gradientnú informáciu. Na rozdiel od newtonovej alebo kvázinewtonovej metódy tak

nepotrebuje pozna´ Hessovu maticu druhých parciálnych derivácií ú£elovej funkcie.

Práve pre tieto dôvody je táto metóda aj na¤alej skúmaná a zdokona©ovaná. Dôkazom

sú pomerne nedávno vydané £lánky, ale aj knihy venované tejto metóde. Z kniºných

titulov by sme radi vyzdvihli publikácie [15] a [10], v ktorých je metóda konjugovaných

gradientov podrobne a zrozumite©ne vysvetlená.

Po£iatky metódy konjugovaných gradientov siahajú do pä´desiatych a ²es´desiatych

rokov minulého storo£ia. Pôvodnou motiváciou bolo nájs´ £o najlep²í algoritmus na

rie²enie systému lineárnych rovníc.

V roku 1952 autori M.R. Hestenes a E. Stiefel publikovali £lánok [9], v ktorom

predstavili novú itera£nú metódu rie²enia systému n lineárnych rovníc so symetrickou

kladne de�nitnou maticou. Nazvali ju metóda konjugovaných gradientov.

�al²ím pomyselným mí©nikom bol rok 1964, kedy autori R. Fletcher a C. Reeves

predstavili v £lánku [5] upravený algoritmus metódy konjugovaných gradientov, ktorý

bol zameraný na minimalizáciu funkcie n premenných. Práve táto metóda výrazne

ovplyvnila oblas´ nelineárneho programovania.

�al²ích ²tyridsa´ rokov výskumu metódy konjugovaných gradientov prinieslo nové

úpravy od mnohých známych autorov, ktorým sa v na²ej práci taktieº venujeme.

V roku 2005 autori W.W. Hager a H. Zhang publikovali £lánok [6], v ktorom pre-

zentovali výsledky svojho najnov²ieho výskumu. V £lánku navrhli a analyzovali novú

12



ÚVOD

metódu konjugovaných gradientov, ktorú nazvali CG metóda. Ich výskum a snaha

overi´ ich výsledky sa stali podnetom pre vznik tejto bakalárskej práce.

Hlavným cie©om tejto práce bolo porovna´ efektivitu CG metódy s metódami na-

vrhovanými v predchádzajúcich desa´ro£iach. Popri naplnení tohto cie©a sme sa snaºili

£itate©ovi £o najlep²ie priblíºi´ pozadie fungovania v²etkých £astí, z ktorých sa metóda

konjugovaných gradientov skladá.

Na²u prácu, pozostávajúcu z teoretickej a praktickej £asti, sme rozdelili do piatich

kapitol. Potrebná teória pre vysvetlenie problematiky je obsiahnutá v prvých dvoch

kapitolách.

Úvodná kapitola obsahuje nieko©ko základných pojmov z nelineárneho programo-

vania, ktoré sú potrebné pre uvedenie metódy konjugovaných gradientov. Následne

uvedieme de�níciu tejto metódy a v zbytku kapitoly sa zameriame na jej konvergen£né

vlastnosti v prípade konvexných ú£elových funkcií.

Druhá kapitola popisuje historický vývoj metódy konjugovaných gradientov od jej

vzniku po nedávnu minulos´. Tento vývoj zachytávame prostredníctvom vývoja algeb-

raického tvaru parametra MKG od viacerých známych autorov, ktorí tak prispeli k

roz²íreniu poznatkov o metóde konjugovaných gradientov. V závere kapitoly uvádzame

novú metódu konjugovaných gradientov autorov W. Hagera a H. Zhanga, prezentovanú

v £lánku [6], ktorá je zárove¬ nosnou témou tejto práce.

Tretiu kapitolu uº zara¤ujeme do praktickej £asti na²ej práce. Vysvet©ujeme v nej

princípy metód, ktoré priamo súvisia s problematikou metódy konjugovaných gradien-

tov alebo experimentami plánovanými pre ¤al²ie kapitoly. Následne popisujeme na²e

programové realizácie týchto metód, pri£om sa venujeme aj rie²eniu problémov vzni-

kajúcich pri ich aplikácii v praxi.

�tvrtá kapitola obsahuje nieko©ko po£iato£ných experimentov. Ich cie©om bolo opti-

málne do©adenie programových realizácií popísaných v predchádzajúcej kapitole.

Piata kapitola je závere£nou kapitolou na²ej práce. Jej obsahom sú experimenty

zamerané na porovnanie efektívnosti rôznych formúl metódy konjugovaných gradientov.

Výsledky týchto experimentov sú priebeºne analyzované a ukon£ené na²imi závermy.

V²eobecné zhrnutie dosiahnutých výsledkov uvádzame v závere na²ej práce.

13



1 ÚVOD DO METÓDY KONJUGOVANÝCH GRADIENTOV

1 Úvod do metódy konjugovaných gradientov

Majme úlohu na vo©ný extrém

min{f(x) : x ∈ Rn}, (1)

kde f : Rn 7−→ R je spojite diferencovate©ná konvexná funkcia. Túto úlohu budeme

rie²i´ metódou konjugovaných gradientov (¤alej MKG), ktorá je itera£nou metódou.

1.1 V²eobecná itera£ná metóda

Itera£ná metóda (metóda postupných aproximácií) je proces, ktorý zo zadaného ²tar-

tovacieho bodu x0 ∈ Rn generuje postupnos´ bodov x1, x2, . . . pod©a schémy

xk+1 = xk + αkdk, (2)

kde αk > 0 je kladná d¨ºka kroku a dk ∈ Rn smer. Cie©om metódy je postupné pribli-

ºovania sa k optimálnemu rie²eniu rie²enej úlohy.

Krok αk môºeme voli´ kon²tantný, optimálny alebo ako kombináciu týchto dvoch

moºností. V prípade optimálneho kroku ide o rie²enie úlohy

αk = arg min
α>0

f(xk + αdk) (3)

Pod©a toho, aký typ smerového vektora dk je v algoritme pouºitý, môºeme rozdeli´

algoritmy itera£ných metód na:

� stochastické - pouºitý je náhodný smerový vektor dk

� cyklické - v algoritmoch je vopred zvolená n-tica vektorov tvoriaca bázu v Rn

� gradientné - ako vektor dk je pouºitý záporný gradient funkcie f(x) v bode xk

alebo nejaká jeho transformácia

Zatia© iba uvedieme, ºe MKG zara¤ujeme práve do skupiny gradientných metód.

14



1 ÚVOD DO METÓDY KONJUGOVANÝCH GRADIENTOV

De�nícia 1.1. Smer 0 6= dk ∈ Rn nazývame spádový smer, ak platí:

∃λ̂ > 0, ºe ∀λ ∈ (0, λ̂): f(xk + λdk) < f(xk)

Lema 1.2. Ak vektor dk sp¨¬a gTk dk < 0, potom vektor dk predstavuje spádový smer.

Dôkaz:

Ozna£me ϕ(λ) = f(xk + λdk). Potom platí

ϕ′(0) = gTk dk < 0 (4)

To znamená, ºe existuje také λ̂ > 0, pre ktoré potom f(xk + λ̂dk) < f(xk). Na základe

tohto poznatku a De�nície 1.1 je vektor dk spádový smer. �

Spádové smery dk môºeme generova´ pomocou dk = −Hkgk, kde Hk je kladne de-

�nitná symetrická matica, pretoºe pod©a Lemy 1.2 je takto vytvorený smer spádový.

Cauchyho spádový smer dk = −gk je ²peciálnym prípadom takto voleného smeru dk

(Hk = I). MKG, ktorú de�nujeme v nasledujúcej podkapitole, generuje spádové smery.

1.2 Metóda konjugovaných gradientov

Metóda konjugovaných gradientov je itera£ná metóda, ktorá na základe ²tartovacieho

bodu x0 ∈ Rn generuje postupnos´ bodov x1, x2, . . . pod©a schémy (2).

Výraz αk na pravej strane (2) predstavuje kladnú d¨ºku kroku iterácie v smere

spádového vektora dk. Je rie²ením úlohy popísanej v (3).

Vektor dk je vytváraný nasledovne:

dk+1 = −gk+1 + βkdk, k ≥ 0, d0 = −g0 (5)

kde gk+1 je gradient funkcie f(x) z úlohy (1) v bode xk+1.

Skalár βk (nazývaný parameter MKG) je kon²truovaný tak, aby MKG pouºitá na

optimalizáciu kvadratickej funkcie skonvergovala do optimálneho rie²enia za nanajvý²

n krokov. Spolu s dk výraz βkdk predstavuje aditívnu korekciu Cauchyovského smeru

−gk+1. Parameter MKG βk má rôzne algebraické tvary, av²ak v prípade, ºe je funkcia

f(x) kvadratická a v algoritme je pouºitý optimálny krok αk, teória vraví, ºe sú tieto
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1 ÚVOD DO METÓDY KONJUGOVANÝCH GRADIENTOV

tvary ekvivalentné. Medzi tie známej²ie patrí tvar Fletchera-Reevesa, Hestenesa-Stiefela

alebo Polaka-Riebièreho-Polyaka ( parametru βk je venovaná kapitola 2).

Lema 1.3. Ak αk = arg minα>0 f(xk + αdk), potom gTk+1dk = 0.

Dôkaz:

Z predpokladu vyplýva, ºe ak ozna£íme ϕ(λ) = f(xk+λdk), potom z nutnej podmienky

pre nájdenie minima dostaneme

0 = ϕ′(αk) = gTk+1dk. �

Tvrdenie 1.4. Ak je krok αk zvolený optimálne, potom je vektor dk+1 de�novaný v (5)

spádový.

Dôkaz:

Vynásobme rovnos´ (5) vektorom gk+1 z©ava. Dostaneme

gTk+1dk+1 = −gTk+1gk+1 + βkg
T
k+1dk (6)

Pretoºe je splnený predpoklad Lemy 1.3, platí gTk+1dk = 0, takºe môºeme (6) zapísa´

ako

gTk+1dk+1 = −‖gk+1‖2 < 0 (7)

Z Lemy 1.2 vyplýva, ºe vektor dk+1 je naozaj spádový. �

1.3 Konvergencia metódy konjugovaných gradientov

1.3.1 Konvergencia pre rýdzokonvexnú kvadratickú funkciu

Uvaºujme úlohu (1), pri£om za funkciu f(x) vezmeme rýdzokonvexnú kvadratickú

funkciu. Nech teda f : Rn 7−→ R má nasledovný tvar:

f(x) =
1

2
xTQx+ bTx (8)

,kde Q je kladnede�nitná symetrická matica a b ∈ Rn.
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De�nícia 1.5. Nech Q je symetrická matica. Vektory di a dj nazývame Q-konjugované

(Q-ortogonálne), ak dTi Qdj = 0 (i 6= j).

Nasledujúca veta hovorí o uºito£nosti pouºitia Q-konjugovaných vektorov v algo-

ritme (2) na minimalizáciu kvadratickej funkcie:

Veta 1.6. (Veta o konjugovaných smeroch) Majme úlohu min f(x) = 1
2
xTQx + bTx,

postupnos´ n nenulových Q-ortogonálnych vektorov {di}n−1i=0 a ©ubovo©ný bod x0 ∈ Rn.

Potom postupnos´ bodov {xk} generovaná pod©a

xk+1 = xk + αkdk, k ≥ 0 (9)

kde αk = arg min f(xk + αdk) má tvar

αk = − dTk gk
dTkQdk

(10)

a

gk = Qxk + b (11)

konverguje k optimálnemu rie²eniu x̂ úlohy min f(x) = 1
2
xTQx + bTx nanajvý² za n

krokov. To znamená x̂ = xn.

Dôkaz: ( uvedený dôkaz je pouºitý z [8])

xn = x0 +
n−1∑
i=0

αidi = xk+1 +
n−1∑
i=k+1

αidi (12)

g(xn) = g

(
xk+1 +

n−1∑
i=k+1

αidi

)
= Qxk+1 +

(
n−1∑
i=k+1

αiQdi

)
+ b = g(xk+1) +

n−1∑
i=k+1

αiQdi

(13)

Skalárnym sú£inom (13) a vektora dk z©ava pre k = 0, . . . , n− 2 dostaneme

dTk g(xn) = dTk g(xk+1) +
n−1∑
i=k+1

αid
T
kQdi, k = 0, . . . , n− 2 (14)

V¤akaQ-ortogonalite vektorov dk je celá suma v rovnosti (14) rovná 0. Výraz dTk g(xk+1)

je pod©a Lemy 1.3 rovnako nulový, pretoºe krok αi bol h©adaný optimálne.
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Nech k = n− 1

dTk g(xn) = dTn−1g(xn) = 0

z rovnakého dôvodu ako v predchádzajúcom prípade (opätovné pouºitie lemy 1.3).

Vidíme teda, ºe vektor g(xn) je ortogonálny na n lineárne nezávislých vektorov

dk. Jediný vektor sp¨¬ajúci toto kritérium je nulový vektor. Z g(xn) = 0 vyplýva, ºe

bod xn je optimálnym rie²ením úlohy min f(x) = 1
2
xTQx + bTx ( lokálne minimum

rýdzokonvexnej funkcie je zárove¬ aj jej globálnym minimom). �

Ak metóda konjugovaných gradientov sp¨¬a predpoklady Vety 1.6, jej n-kroková

konvergencia je dokázaná. Je preto potrebné e²te ukáza´, ºe smerové vektory dk gene-

rované predpisom (5) sp¨¬ajú podmienku Q-ortogonality. Nasledujúcu vetu uvádzame

bez dôkazu (£itate© si ho môºe na²tudova´ napríklad z [10, str.276]).

Veta 1.7. (Veta o konjugovaných smeroch) Pre metódu konjugovaných gradientov,

de�novanú vz´ahmi

xk+1 = xk + αkdk

dk+1 = −gk+1 + βkdk, d0 = −g0

αk = − gTk dk
dTkQdk

βk =
gTk+1gk+1

gTk gk

(15)

platia nasledujúce vlastnosti:

1. dTkQdi = 0 pre 0 ≤ i < k

2. [g0, g1, . . . , gk] = [g0, Qg0, . . . , Q
kg0]

3. [d0, d1, . . . , dk] = [d0, Qd0, . . . , Q
kd0]

Metóda konjugovaných gradientov, aplikovaná na rýdzokonvexnú kvadratickú fun-

kciu, zaloºená na vz´ahoch (15), vytvára pod©a vlastnosti 1 Vety 1.7 postupnos´ Q-

konjugovaných smerov. Vezmúc ©ubovo©ný bod x0 z Rn, uvedená metóda dosiahne

pod©a Vety 1.6 optimálne rie²enie úlohy za nanajvý² n krokov.

18



1 ÚVOD DO METÓDY KONJUGOVANÝCH GRADIENTOV

1.3.2 Konvergencia pre v²eobecnú konvexnú funkciu

V tejto £asti textu sa budeme zaobera´ konvergenciou metódy konjugovaných gra-

dientov aplikovanej na v²eobecnú konvexnú C1 diferencovate©nú funkciu.

Pod pojmom konvergencie metódy chápeme dosiahnutie stavu, ke¤

gk = 0 pre nejaké k ≥ 0 alebo lim inf
k→∞

‖gk‖ = 0 (16)

Podmienka gk = 0, £o je ekvivalentné s ‖gk‖ = 0, je nutnou a zárove¬ posta£ujúcou

podmienkou nájdenia minima konvexnej funkcie, ke¤ºe v prípade takej funkcie je jej

lokálne minimum zárove¬ aj jej globálnym minimom.

Za£neme uvedením nieko©kých pojmov a de�nícií, s ktorými budeme ¤alej pracova´.

Podmienka efektívneho spádu je v algoritmoch £asto vyºadovaná.

De�nícia 1.8. Ak existuje taká kon²tanta c > 0, ºe

gTk dk < −c‖gk‖2 (17)

pre v²etky k ≥ 0, potom hovoríme, ºe smer dk sp¨¬a podmienku efektívneho spádu.

V kaºdej iterácii MKG minimalizujeme funkciu f(x) v smere vektora dk. Rie²ime

teda úlohu (3), ku ktorej môºeme pristúpi´ dvoma spôsobmi.

Prvým je nájdenie rie²enia αk, ktoré je presným minimom funkcie jednej premennej

ϕ(α) = f(xk + αdk).

Druhým, £astej²ie pouºívaným postupom, je nájdenie pribliºného rie²enia úlohy (3).

Existuje nieko©ko kritérií, ktoré by malo takéto rie²enie sp¨¬a´, za v²etky spomenieme

²tandardné, silné a pribliºné Wolfeho kritérium.

�tandardné Wolfeho kritérium pozostáva z nasledujúcich dvoch podmienok:

f(xk + αkdk)− f(xk) ≤ δαkg
T
k dk (18)

σgTk dk ≤ gTk+1dk (19)

kde dk je spádový smer a vz´ah δ a σ je ur£ený nerovnos´ami 0 < δ ≤ σ < 1.
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Silné Wolfeho kritérium pozostáva z podmienky (18) a sprísnenia podmienky (19) na

− σgTk dk ≥ |gTk+1dk|, (20)

pri£om opä´ 0 < δ ≤ σ < 1.

V £lánku [6, str.181] autori W. Hager a H. Zhang predstavili tzv. pribliºné Wolfeho

kritérium v tvare

σgTk dk ≤ gTk+1dk ≤ (2δ − 1)gTk dk (21)

kde pre δ a σ platia vz´ahy 0 < δ < 1
2
a δ < σ < 1.

Vidíme, ºe prvá nerovnos´ v (21) je totoºná so vz´ahom (19). Autori sa zamerali na

prvú podmienku ²tandardného Wolfeho kritéria. Ak ozna£íme

φ(α) = f(xk + αdk) (22)

potom vz´ah (18) nadobúda tvar

φ(αk)− φ(0)

αk
≤ δφ′(0)

W. Hager a H. Zhang v [6, str.180] upozor¬ujú, ºe táto podmienka je v blízkom okolí

lokálneho minima funkcie φ(α) neraz ´aºko splnite©ná vzh©adom na ve©ké nepresnosti

vo výsledku rozdielu φ(αk)− φ(0). Dôvodom je skuto£nos´, ºe v spomínanom prípade

φ(αk) ≈ φ(0). Pri operácii od£itovania dvoch pribliºne rovnakých £ísel dochádza v

po£íta£ovej aritmetike ku pomerne ve©kej relatívnej chybe výpo£tu.

Autori nahradili funkciu φ(α) kvadratickou interpola£nou funkciou q(α), sp¨¬ajúcou

interpola£né podmienky φ(α) = q(α) v bode α = 0 a φ′(α) = q′(α) v bodoch α = 0

a α = αk. Z týchto podmienok potom vyjadrili jednotlivé koe�cienty interpola£nej

funkcie q(α):

φ(α) = q(α) = aα2 + bα + c v bode α = 0, £o vedie k

φ(0) = c (23)
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φ′(α) = q′(α) = 2aα + b v bode α = 0, £o vedie k

φ′(0) = b (24)

φ′(α) = q′(α) = 2aα + b v bode α = αk, £o vedie k

φ(αk)− φ′(0)

2α
= a (25)

Pouºitím týchto vypo£ítaných výrazov získali interpola£nú funckia q(α) v tvare

q(α) =
φ(αk)− φ′(0)

2α
α2 + φ′(0)α + φ(0) (26)

Dosadením tejto funkcie do (18) dostaneme po jednoduchých úpravách druhú nerov-

nos´ v (21). Výhodou tejto podmienky je jej vy²²ia presnos´ výpo£tov1 v okolí lokálneho

minima funkcie φ(α) v¤aka vyjadreniu prostredníctvom derivácií (podrobnej²ie o tejto

problematike v [6, str.180-181]).

Viaceré dôkazy konvergencie MKG vyºadujú dodato£né predpoklady o funkcii f(x)

ako napríklad:

De�nícia 1.9. (Lip²icovskos´ gradientu) Hovoríme, ºe gradient ∇f(x) funkcie f(x) je

Lip²icovský v okolí N, ak existuje kon²tanta 0 < L <∞ taká, ºe

‖∇f(x)−∇f(y)‖ ≤ L‖x− y‖ pre v²etky x, y ∈ N, (27)

kde N je nejaké okolie mnoºiny

L = {x ∈ Rn|f(x) ≤ f(x0)}

De�nícia 1.10. (Predpoklad ohrani£enosti) Mnoºina L je ohrani£ená, ak existuje kon-

²tanta K <∞ taká, ºe

‖x‖ ≤ K pre v²etky x ∈ L (28)

1rádu strojového epsilon v porovnaní s
√
stroj.eps. v prípade pouºitia prvej podmienky ²tandard-

ného Wolfeho kritéria
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Mnoho dôkazov konvergencie metódy konjugovaných gradientov pracuje s nasle-

dujúcou vetou, známou aj ako Zoutendijkova podmienka [7, str.4].

Veta 1.11. Uvaºujme ©ubovo©nú itera£nú metódu formy (2), kde dk sp¨¬a podmienku

spádovosti (4) a αk sp¨¬a ²tandardné Wolfeho kritérium (18) a (19). Ak je splnená

podmienka Lip²icovskosti gradientu (27), potom platí

∞∑
k=0

(gTk dk)
2

||dk||2
< +∞. (29)

Jedným zo spôsobov, ako dokáza´ konvergenciu metódy konjugovaných gradientov,

je popri Zoutendijkovej podmienke ukáza´, ºe smer dk sp¨¬a podmienku efektívneho

spádu (17) a ºe existuje kon²tanta m > 0 taká, ºe platí:‖dk‖ ≤ m k.

Spojenie týchto tvrdení umoº¬uje dokáza´ [7, str.5], ºe platí

lim inf
k→∞

‖gk‖ = 0 (30)
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2 Algebraické tvary parametra β v MKG

V tejto kapitole sa budeme venova´ historickému vývoju formy parametra β metódy

konjugovaných gradientov. Podkapitoly 2.1 aº 2.5 pribliºujú tzv. ²tandardné vo©by

parametra, ktorých tvar sa v priebehu realizácie algoritmu nemení. Závere£ná pod-

kapitola priná²a trochu odli²ný poh©ad na túto problematiku (dynamická vo©ba tvaru

parametra β pod©a situácie). Pri ²tandardných vo©bách tvaru parametra β sa pokúsime

priblíºi´ aj historické pozadie jeho vývoja, ale najmä jeho klady a zápory v súvislosti

s problematikou konvergencie MKG.

2.1 Hestenes-Stiefel, 1952

V roku 1952 autori M.R. Hestenes a E. Stiefel uverejnili £lánok [9], v ktorom predsta-

vili itera£nú metódu, nazvanú metóda konjugovaných gradientov. Rie²ili ¬ou systém n

lineárnych rovníc Ax = b o n neznámich, kde A je symetrická kladne de�nitná matica.

Na problematiku rie²enia tohto systému narazíme napríklad pri minimalizácii kvadra-

tickej funkcie v tvare f(x) = 1
2
xTAx − bTx + c. Rie²enie systému Ax = b metódou

konjugovaných gradientov teda zárove¬ dáva optimálne rie²enie minimaliza£nej úlohy

spomínanej konvexnej funkcie (pretoºe matica A je kladne de�nitná). MKG autorov

M. Hestenesa a E. Stiefela dosahuje rie²enie úlohy za nanajvý² n krokoch. Ich £lánok

je zameraný na porovnanie uvedenej metódy s vtedy pouºívanou Gaussovou elimina£-

nou metódou. Autori sa snaºili ukáza´, ºe, z h©adiska pouºitia vtedaj²ej výpo£tovej

techniky na ich realizáciu, MKG prevy²ovala Gaussovu elimina£nú metódu.

Ich itera£ná schéma sa riadi vz´ahmi (2) a (5), pri£om parameter β má tvar

βHSk =
gTk+1yk

dTk yk
, kde yk = gk+1 − gk, dTk yk 6= 0, k ≥ 0 (31)

Dosadením (31) do (5) dostaneme

dk+1 = −gk+1 +
gTk+1yk

dTk yk
dk, k ≥ 0. (32)
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Vynásobením výrazu (32) vektorom yk sprava dostaneme

dTk+1yk = −gTk+1yk + βHSk dTk yk = gTk+1(−yk + yk) = 0. (33)

V²imnime si, ºe tento výsledok nezávisí od pouºitého spôsobu nájdenia optimálneho

kroku αk v MKG.

Uvaºujme opä´ kvadratickú funkciu f(x) = 1
2
xTAx − bTx + c, kde A je symetrická

kladne de�nitná matica. Pre gk platí gk = Axk − b. Preto

yk = gk+1 − gk = Axk+1 − b− Axk + b = A(xk+1 − xk) = Apk (34)

Vyuºime tieto poznatky pre vz´ah (33).

0 = dTk+1yk = dTk+1Apk = αkd
T
k+1Adk, kde αk > 0, (35)

preto dTk+1Adk = 0. Znamená to, ºe v prípade konvexnej kvadratickej funkcie sp¨¬a

vektor dk+1 z (32) De�níciu 1.5 bez oh©adu na pouºitý spôsob nájdenia optimálneho

kroku.

Skalár βHSk môºe nadobúda´ aj záporné hodnoty. Pre zabezpe£enie konvergencie

pre prípad v²eobecnej konvexnej funkcie musí by´ splnených nieko©ko predpokladov

(£erpáme z [7, str.10]). Smery dk musia sp¨¬a´ (17) a v algoritme treba na h©ada-

nie optimálneho kroku pouºi´ kritérium (18) a (19). Nakoniec sa e²te parameter βHS

ohrani£í na nezáporné hodnoty

βHS+k = max{βHSk , 0}, k ≥ 0 (36)
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2.2 Fletcher-Reeves, 1964

V roku 1964 v £lánku [5] autori R. Fletcher a C. Reeves predstavili gradientnú opti-

maliza£nú metódu na h©adanie vo©ného minima funkcie n premenných. Za významné

vlastnosti ich metódy povaºovali jej jednoduchos´ a primeranú pamä´ovú náro£nos´.

Autori zvolili parameter β MKG v tvare

βFRk =
‖gk+1‖2

‖gk‖2
, k ≥ 0 (37)

V²imnime si, ºe βFRk nadobúda iba kladné hodnoty (aº na prípad ||gk+1|| = 0, £o ale

znamená koniec rie²enia úlohy).

V prípade minimalizácie konvexnej kvadratickej funkcie a pouºitia presného opti-

málneho kroku αk je dokázaná n-kroková konvergencia tejto metódy (Veta 1.6 a Veta

1.7).

Praktickou nevýhodou tejto metódy je náchylnos´ na tzv. zasekávanie (preklad

anglického výrazu jamming), po prvýkrát odhalenou v roku 1977 M.J.D. Powellom v

£lánku [13]. Práve táto nevýhoda metódy FR ju £asto diskvali�kuje z pouºitia v praxi.

Poznámka: Zasekávanie je stav, v ktorom metóda robí ve©ké mnoºstvo iterácií (pouºíva

ve©mi malý krok) bez významného priblíºenia sa k optimálnemu rie²eniu x̂.

Parameter βHSk ( prezentovaný v predchádzajúcej podkapitole) je napríklad vo£i

tejto situácii imúnny. V prípade nastatia zasekávania je vektor xk+1− xk pribliºne nu-

lový. To znamená, ºe aj vektor yk = gk+1 − gk je ve©mi blízky nulovému, teda £itate©

výrazu (31) je blízky 0. Pod©a (5) sa vektor dk+1 stáva vektorom −gk+1, £o je smer

najstrm²ieho spádu. Parameter βHSk tak obsahuje pre túto situáciu akýsi vbudovaný

re²tart, ke¤ºe samotná metóda MKG za£ína pouºitím záporného gradientného smeru.

Konvergencia metódy FR v prípade nekvadratickej ú£elovej funkcie a pouºitia pri-

bliºného optimálneho kroku bola dokázaná v roku 1985 autorom M. Al-Baalim v [1].

Pouºitím silných Wolfeho podmienok (18) a (20) s hodnotou kon²tanty σ < 1
2
me-

tóda generuje smery s vlastnos´ou (17) a na základe Vety 1.11 Al-Baali preukázal jej

konvergenciu.
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2.3 Polak-Riebière-Polyak, 1969

PRP metóda2 autorov E. Polaka, G. Riebièreho a B.T. Polyaka prezentovaná v

textoch [11] a [12] pouºíva parameter MKG v tvare

βPRPk =
gTk+1yk

‖gk‖2
, kde yk = gk+1 − gk, k ≥ 0 (38)

Rovnako ako v prípade (31), aj táto metóda je v¤aka ²peci�ckému tvaru parametra

βPRPk odolná vo£i tzv. zasekávaniu (z ang. výrazu jamming), ktorého podstatu sme

vysvetlili v Poznámke na strane 25.

Podobne ako v prípade (31), aj parameter βPRPk môºe nadobúda´ záporné hodnoty.

V prípade silnokonvexnej ú£elovej funkcie a pouºitia presného optimálneho kroku

metóda PRP konverguje (podrobne preskúmané v [11]).

Ak ale ú£elová funkcia nie je silnokonvexná alebo je v prípade silnokonvexnej funkcie

pouºitý iba pribliºný optimálny krok, konvergencia PRP metódy nie je zabezpe£ená.

Na zabezpe£enie konvergencie je pod©a [14] potrebné upravi´ tvar βPRP (38) na

βPRP+
k = max{0,

gTk+1yk

||gk||2
}. (39)

Potom za predpokladu, ºe smer dk sp¨¬a podmienku (17) a v algoritme je pouºité

²tandardné Wolfeho kritérium (18) a (19) na nájdenie optimálneho kroku, metóda

PRP+ bude konvergova´ (popísané v [7, str. 9]).

2slovným spojením PRP metóda ozna£ujeme MKG s tvarom parametra β autorov Polaka,
Riebièreho, Polyaka
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2.4 Dai-Yuan, 1999

V roku 1999 autori Y.H. Dai a Y. Yuan v £lánku [3] predstavili novú verziu MKG - DY

metódu3. Najvýznamnej²ou prednos´ou tejto metódy je jej konvergencia za podmienky

aplikácie ²tandardného Wolfeho kritéria (18) a (19) pre nájdenie optimálneho kroku a

splnenia predpokladov Vety 1.11 (my²lienka dôkazu popísaná v £lánku [7]).

Autori pouºili tvar parametra MKG

βDYk =
||gk+1||2

dTk yk
, kde yk = gk+1 − gk, dTk yk 6= 0, k ≥ 0 (40)

Smery dk vytvárané v DY metóde sú za predpokladu, ºe krok αk sp¨¬a podmienku

(18) a (19) ²tandardného Wolfeho kritéria, vºdy spádové. Pre smer dk platí

gTk dk = gTk (−gk + βDYk−1dk−1) = −‖gk‖2 + gTk dk−1
‖gk‖2

dTk−1yk−1
= ‖gk‖2

(
dTk−1gk − dTk−1yk−1

dTk−1yk−1

)

= ‖gk‖2
(

dTk−1gk−1

dTk−1gk − dTk−1gk−1

)
≤ ‖gk‖2

(
dTk−1gk−1

(σ − 1)dTk−1gk−1

)
= ‖gk‖2(

1

σ − 1
) < 0

Pod©a Lemy 1.2 je preto smer dk spádový.

2.5 Hager-Zhang, 2005

MKG autorov W.W. Hagera a H. Zhanga patrí do jednoparametrickej triedy MKG.

To znamená, ºe do formuly parametra β MKG zakomponovali nový parameter (ozn.

θ ). Ako sami pí²u v £lánku [7, str.13], cie©om ich práce bolo vyvinú´ verziu MKG,

v ktorej by bola zabezpe£ená efektívna spádovos´ (17) bez oh©adu na presnos´ pou-

ºitú pri h©adaní optimálneho kroku. Autori modi�kovali parameter (31) nasledujúcim

spôsobom:

βHZk = βHSk − θk(
‖yk‖2gTk+1dk

(dTk yk)
2

), kde θk ≥ 0, k ≥ 0, (41)

pri£om predpokladajú dTk yk 6= 0, aby bol parameter βHSk riadne de�novaný.

3DY metóda ozna£uje MKG s tvarom parametra β autorov Daia a Yuana
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Tvrdenie 2.1. V prípade pouºitia ²tandardného Wolfeho kritéria (18) a (19) platí

dTk yk > 0

Dôkaz: Vyuºijeme druhú podmienku ²tandardného Wolfeho kritéria ( podmienka

(19) na strane 19).

gTk+1dk ≥ σgTk dk, pri£om 0 < σ < 1. (42)

Od oboch strán nerovnosti (42) od£ítame výraz gTk dk

(gk+1 − gk)Tdk ≥ (σ − 1)gTk dk. (43)

Vieme, ºe (σ − 1) < 0 a vektory dk sú vytvárané ako spádové (Lema 1.2). Potom platí

yTk dk ≥ 0 � Výraz
‖yk‖2gTk+1dk

(dTk yk)
2 v (41) má tri ve©mi významné vlastnosti:

1. Je imúnny vo£i ²kálovaniu ú£elovej funkcie (βHZk sa nemení pri prenásobení ú£e-

lovej funkcie kladným skalárom).

2. Je odolný vo£i tzv. zasekávaniu (z ang. jamming), ktorého podstatu sme vysvetlili

v Poznámke na strane 25.

Nech je pouºité pribliºné Wolfeho kritérium (21). Potom pod©a [7, str.13] platí

|gTk+1dk|
dTk yk

≤ max{σ, (1− 2δ)}|gTk dk|
(1− σ)|gTk dk|

=
max{σ, (1− 2δ)}

(1− σ)
(44)

a ak smer dk sp¨¬a podmienku (17), tak

1

dTk yk
≤ 1

(σ − 1)|gTk dk|
=

1

(1− σ)(−gTk dk)
≤ 1

(1− σ)c‖gk‖2
. (45)

Spojením (44) a (45) a prenásobením ‖yk‖2 dostávame

‖yk‖2|gTk+1dk|
(dTk yk)

2
≤
(
max{σ, (1− 2δ)}

c(1− σ)2

)(
‖yk‖
‖gk‖

)2

. (46)

Z (46) vyplýva, ºe ak nastáva situácia tzv. zaseknutia ( pozri Poznámku na strane

25), celý výraz sa stáva zanedbate©ným (‖yk‖ ≈ 0 a ‖gk‖ > 0). Parameter (41) sa

zjednodu²uje na parameter (31), ktorý je vo£i zaseknutiu odolný .
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3. Vylep²uje efektívnu spádovos´ ( vz´ah (17)) vytváraných smerov dk.

Pod©a [7, str.14] platí

gTk+1dk+1 ≤ −
(

1− 1

4θk

)
‖gk+1‖2. (47)

To znamená, ºe pre θk = θ̃ > 1
4
smer dk sp¨¬a podmienku (17) s kon²tantou c =

(1− (4θ̃)−1).

Parameter θk verzie Hagera a Zhanga je relatívnou váhou medzi dôrazom na efek-

tívny spád (vz´ah 17) a podmienku konjugovanosti MKG (35). Pre θk → 0 sa stáva

parameter (41) parametrom (31), o ktorom sme uº v podkapitole 2.1 ukázali, ºe sp¨¬a

(35). Naopak pre θk → ∞ sa kon²tanta c = (1 − (4θk)
−1) blíºi k 1, £o podporuje

efektívnu spádovos´ vektora dk. Autori na základe svojich experimentálnych výsledkov

zvolili v £lánku [6] hodnotu θ̃ = 2.

V £lánku [6] autori dokázali konvergenciu MKG s parametrom βHZ pre prípad sil-

nokonvexnej ú£elovej funkcie. V dôkaze predpokladali, ºe

1. f(x) je silnokonvexná funkcia na mnoºine L = {x ∈ Rn : f(x) ≤ f(x0)}.

2. f(x) má Lip²icovský gradient (De�nícia 1.9).

3. Pri h©adaní optimálneho kroku αk je pouºité Wolfeho kritérium (18) a (19).

Pre funkcie, ktoré nie sú silnokonvexné, konvergencia MKG s parametrom βHZ za-

bezpe£ená nie je. Autori navrhli upravi´ parameter βHZ v tvare (41) na

βHZ+k = max{βHZk , ηk}, kde ηk =
−1

‖dk‖min{η, ‖gk‖}
, (48)

kde η > 0. Podrobný dôkaz konvergencie je uvednený v [6].
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2.6 Hybridné algoritmy

Na základe predchádzajúcich podkapitol moºno spomínané parametre metódy konju-

govaných gradientov rozdeli´ nasledovne

� parametre βFR a βDY síce za ur£itých predpokladov teoreticky konvergujú, no

v praxi £astokrát podliehaju tzv. zasekávaniu, £o ich jednozna£ne vylu£uje z

pouºitia v praktických algoritmoch

� parametre βHS a βPRP sú naopak vo£i tzv. zasekávaniu imúnne, no ich konver-

gencia nie je zabezpe£ená

Pre tieto dôvody je prirodzená snaha o skombinovanie týchto parametrov tak, aby vý-

sledok odstránil uº uvedené negatívne aspekty správania sa týchto parametrov. Takéto

kombinácie parametrov dávajú priestor novej triede algoritmov MKG, nazývanej aj

hybridné algoritmy.

Ich algoritmus výberu parametra βk je zaloºený na výbere jedného z parametrov na

základe situácie charakterizovanej ur£itou nerovnicou. Ako príklad takej metódy uvá-

dzame verziu D. Touati-Ahmeda a C. Storeyho uvedenú v [7, str.10], ktorá kombinuje

parametre Fletchera-Reevesa a Polaka-Ribiereho-Polyaka podmienkou

βk =

β
PRP
k ak 0 ≤ βPRPk ≤ βFRk

βFRk inak
(49)

Cie©om takejto úpravy je zamedzi´ tzv. zasekávaniu metódy Fletchera-Reevesa. V

takej situácii 0 ≈ βPRPk ≤ βFRk ≈ 1, £o je prvá vetva výrazu (49) a teda relatívna váha

pri tvorbe dk sa posunie ku Cauchyovskému spádovému smeru −gk, ktorý je najlep²ím

rie²ením vzniknutého problému. �al²ie verzie hybridných algoritmov od iných autorov

nájde £itate© napríklad v [7, str.10].
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3 Algoritmy

3.1 Generátory úloh

3.1.1 Generátor kvadratických úloh

Pre potreby experimentov sme vytvorili generátor kvadratických úloh

min {f(x) =
1

2
xTGx+ hTx|x ∈ Rn} (50)

s vopred stanoveným optimálnym rie²ením x̂ ∈ Rn, kdeG je kladne de�nitná symetrická

nxn matica a x, h ∈ Rn.

Vstupy programu:

� n - rozmer poºadovanej úlohy (d¨ºka vektora x̂)

� κ(G) - £íslo podmienenosti matice G

� ρ - vzdialenos´ ²tartovacieho bodu x0 od optimálneho rie²enia x̂ v euklidovskej

norme

Výstupy programu:

� kladne de�nitná symetrická matica G

� optimálne rie²enie x̂ úlohy (50)

� ²tartovací bod x0 a vektor h

Postup:

1. Generovanie optimálneho rie²enia x̂ úlohy (50).

2. Generovanie kladne de�nitnej symetrickej matice G s poºadovaným £íslom pod-

mienenosti κ(G). Pri kon²truovaní matice G pouºitá náhodná dolná trojuholní-

ková matica L, náhodná regulárna matica A, náhodná ortogonálna matica Q a

²peciálna diagonálna matica D. Schéma kon²trukcie

LLT = A→ QR(A) = Q→ QDQT = G, (51)
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kde QR(A) ozna£uje ²tandardnú funkciu programu Matlab realizujúcu QR roz-

klad regulárnej matice A.

3. Generovanie vektora h ∈ Rn tak, aby bol vektor x̂ optimálnym rie²ením vygene-

rovanej úlohy (50), teda h = −Gx̂.

4. Generovanie ²tartovacieho bodu x0 ∈ Rn.

Generátor (zdrojový kód sa nachádza v prílohe A.1, str. 74) sa skladá zo ²tyroch

blokov.

Blok 1 vytvára optimálne rie²enie x̂ kvadratickej úlohy (50) ako celo£íselný n-zloºkový

náhodný vektor z rovnomerného rozdelenia na intervale 〈−ω, ω〉, kde ω predsta-

vuje kladnú kon²tantu. V na²om programe ω=10. Ve©kos´ ω netreba prehá¬a´,

aby funk£ná hodnota v optime nebola zbyto£ne ve©ká.

Blok 2 generuje symetrickú kladne de�nitnú maticu G. Ako je na£rtnuté v (51), tento

úsek generátora najprv vytvára náhodnú regulárnu maticu A = LLT , kde L

je dolná trojuholníková matica s kladnou hlavnou diagonálou. Z QR rozkladu

matice A vyuºíva iba ortogonálnu maticu Q rozmerov nxn. Na vytvorenie matice

G pod©a (51) potrebuje diagonálnu maticu D s kladnou diagonálou a zadaným

£íslom podmienenosti κ(G). �íslom podmienenosti kladne de�nitnej diagonálnej

matice je podiel jej najvä£²ej a najmen²ej vlastnej hodnoty. Ke¤ºe v prípade

diagonálnej matice sú prvky jej diagonály zárove¬ jej vlastnými hodnotami, platí

κ(D) =
λmax
λmin

=
dmax
dmin

, (52)

kde dmax ozna£uje najvä£²í a dmin naopak najmen²í prvok diagonály D. Sta£í

preto vytvori´ kladnú diagonálnu maticu s prvkami z intervalu 〈dmin, dmax〉. Roz-

loºenie vlastných hodnôt na intervale 〈λmin, λmax〉 bolo predmetom experimentu

v podkapitole 4.1. Blok 2 kon£í vytvorením matice G = QDQT .

Blok 3 generuje vektor h ∈ Rn. Ke¤ºe je bod x̂ optimálnym rie²ením generovanej

kvadratickej úlohy (50), musí sp¨¬a´ nutnú podmienku optima

df(x)

dx

∣∣∣∣
x=x̂

=
d(1

2
xTGx+ hTx)

dx

∣∣∣∣
x=x̂

= Gx̂+ h = 0 (53)
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Odtia© pre vektor h musí plati´

h = −Gx̂ (54)

Blok 4 generuje ²tartovací bod x0 tak, aby sp¨¬al podmienku ‖x0− x̂‖ = ρ. Bod x0 je

kon²truovaný ako priese£ník sféry s polomerom ρ so stredom v bode x̂ a náhodnej

polpriamky s po£iato£ným bodom x̂.

3.1.2 Generátor bikvadratických úloh

Pre potreby experimentov generujeme bikvadratické úlohy

min {f(x) =
1

4
(xTDx)2 +

1

2
xTGx+ hTx|x ∈ Rn} (55)

s vopred stanoveným optimálnym rie²ením x̂ ∈ Rn, kde D je diagonálna kladne de�-

nitná matica, G je symetrická kladne de�nitná matica a x, h ∈ Rn.

Vstupy programu:

� n - rozmer poºadovanej úlohy (rozmer rie²enia x̂)

� κ() - £íslo podmienenosti matíc G a D

� ρ - vzdialenos´ ²tartovacieho bodu x0 od optimálneho rie²enia x̂ v euklidovskej

norme

Výstupy programu:

� kladne de�nitná symetrická matica G

� kladne de�nitná diagonálna matica D

� optimálne rie²enie x̂ úlohy (55)

� ²tartovací bod x0 a vektor h

Generátor (zdrojový kód sa nachádza v prílohe A.2) pracuje na rovnakých princípoch

ako generátor kvadratických úloh z prechádzajúcej podkapitoly 3.1.1.
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Tvorba optimálneho rie²enia bikvadratickej funkcie zodpovedá bloku 1 generátora

kvadratických úloh podkapitoly 3.1.1.

Tvorba ²tartovacieho bodu s poºadovanou vzdialenos´ou od optimálneho rie²enia x̂

zodpovedá bloku 4 generátora kvadratických úloh podkapitoly 3.1.1.

Symetrickú kladnede�nitnú maticu G a diagonálnu kladne de�nitnú maticu D zís-

kame postupom totoºným bloku 2 generátora kvadratických úloh podkapitoly 3.1.1.

Blok 3 generátora bikvadratických úloh vytvára vektor h. Ke¤ºe optimálne rie²enie

x̂ úlohy (55) musí sp¨¬a´

df(x)

dx

∣∣∣∣
x=x̂

=
d(1

4
(xTDx)2 + 1

2
xTGx+ hTx)

dx

∣∣∣∣
x=x̂

= 0, (56)

teda

(x̂TDx̂)Dx̂+Gx̂+ h = 0, (57)

vektor h je jednozna£ne ur£ený ako

h = −(x̂TDx̂)Dx̂−Gx̂ (58)

3.2 Programy ur£ujúce optimálny krok αk

V kaºdej iterácii MKG rie²ime úlohu (3), ktorá zodpovedá h©adaniu minima konvexnej

funkcie jednej premennej. Ú£elom programov popisovaných v tejto podkapitole je nájs´

rie²enie takéhoto problému.

3.2.1 Program aplikujúci metódu zlatého rezu

Úlohou programu je nájs´ minimum konvexnej funkcie jednej premennej ϕ(α) =

f(x + αd). Na²a matlabovská realizácia nazvaná Zlatyrez je uvedená v prílohe A.3 na

strane 77.

Vstupy programu:

� xk - bod, v ktorom sa aktuálne nachádza MKG

� dk - vektor udávajúci smer minimalizácie funkcie f(x)

� w - �xný po£et iterácií, ktoré má program vykona´
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Výstupy programu:

� α - aproximácia optimálneho kroku αk

Algoritmus

Uvaºujme situáciu zobrazenú na ©avej £asti Obr. 1. Máme informáciu o funk£ných

hodnotách ϕ(ak) a ϕ(bk). Na za£iatku programu k = 0, kde k reprezentuje k-te upres-

nenie pôvodného intervalu < a0, b0 >. Algoritmus programu postupuje v troch krokoch.
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Obr. 1: K-ta iterácia metódy zlatého rezu pre dva rôzne prípady.

Krok 1 Algoritmus ur£í na intervale Ik =< ak, bk >, k ≥ 0 dva nové body c1,k a c2,k

pod©a predpisu

ci,k = ak + zi(bk − ak), i = 1, 2 (59)

kde z2 =
√
5−1
2

a z1 = 1− z2. Pre tieto ²peciálne zvolené body platí

c1,k + c2,k = ak + bk a
c1,k
c2,k

=
c2,k
bk
. (60)

Krok 1 algoritmu kon£í zaznamenaním funk£ných hodnôt funkcie ϕ(α) v bodoch

c1,k a c2,k (ozna£íme F1,k a F2,k).

Krok 2 Na základe funk£ných hodnôt F1,k a F2,k algoritmus rozhodne o spresnení

intervalu Ik na nový interval Ik+1 =< ak+1, bk+1 >, pri£om Ik+1 ⊂ Ik, |Ik+1| =
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z2|Ik|. Pri ur£ovaní intervalu Ik+1 sa algoritmus riadi nasledujúcim kritériom:

� Ak F1,k > F2,k, potom sa minimum nachádza medzi bodmi c1,k a bk. Preto

ak+1 = c1,k, bk+1 = bk, Ik+1 =< ak+1, bk+1 > .

Navy²e, bod c2,k intervalu Ik je totoºný bodu c1,k+1 intervalu Ik+1. Situácia

je vyobrazená na ©avej £asti Obr. 1 (obrázok A).

� Ak F1,k < F2,k, potom sa minimum nachádza medzi bodmi ak a c2,k. Preto

ak+1 = ak, bk+1 = c2,k, Ik+1 =< ak+1, bk+1 > .

Navy²e, bod c1,k intervalu Ik je totoºný bodu c2,k+1 intervalu Ik+1. Situácia

je vyobrazená na pravej £asti Obr. 1 (obrázok B).

Kým hodnota k nedosiahne hodnotu vstupného parametra w, algoritmus pokra-

£uje krokom 3.

Krok 3 Algoritmus by mal opä´ vykona´ krok 1. Situácia sa v²ak pozmenila, nako©ko

existuje informácia o funk£nej hodnote aº v troch rôznych bodoch (ak+1, bk+1,

ci,k+1 i = 1 ∨ i = 2). Preto algoritmus vytvorí a vypo£íta funk£nú hodnotu

iba v jednom ¤al²om bode (ak uº existuje c1,k+1, potom vytvorí c2,k+1 a naopak).

Následne pokra£uje krokom 2.

Na²a matlabovská realizácia Zlatyrez sa v princípe nelí²i od hore popísaného algo-

ritmu. Sú£as´ou programu Zlatyrez je pomocná funkcia, ktorú sme nazvali Prvá fáza.

Krok 1 algoritmu zlatého rezu totiº potrebuje vstupný interval I0, ktorý ale na za£iatku

nepoznáme.

Cie©om funkcie Prvá fáza je nájs´ interval I, ktorý obsahuje bod α̂ = arg minϕ(α).

Pri tomto h©adaní pouºíva funk£né hodnoty funkcie ϕ(α). Vypo£íta funk£nú hodnotu

v bodoch αk a αk+1 (na za£iatku k=0) pod©a

αk+1 = αk + k(kon²t), k ≥ 1, α−1 = 0, α0 = 0, α1 = 1, (61)
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kde kon²t predstavuje �xnú kon²tantu (v na²om programe kon²t=1+
√
5

2
). Ak

ϕ(αk) ≤ ϕ(αk+1), k ≥ 0 (62)

potom I =< αk−1, αk+1 >. Inak funkcia zvý²i k o 1 a podmienku (62) overí pre patri£nú

dvojicu bodov.

Bolo tieº potrebné o²etri´ porovnávanie funk£ných hodnôt F1,k a F2,k. Ak by boli

hodnoty príliº blízko seba, numerické chyby by mohli spôsobi´ nesprávny výsledok

rozhodovacieho kritéria. Preto e²te pred samotným porovnávaním hodnôt overujeme,

£i relatívna chyba rozdielu F2,k−F1,k nie je za hranicou po£íta£ovej presnosti. V prípade

pozitívnej odpovede program ihne¤ zastavíme, nako©ko rozhodovacie kritérium by uº

nebolo dôveryhodné. Za optimálny krok potom pouºívame bod bk posledného získaného

intervalu Ik.

3.2.2 Program aplikujúci algoritmus W. Hagera a H. Zhanga

Program LSHZ v prílohe A.4 na strane 79 je upravenou realizáciou návrhu prezento-

vaného v £lánku [6, str. 184] autorov W. Hagera a H. Zhanga. Ide o metódu nájdenia

pribliºného optimálneho kroku αk v k-tej iterácii MKG. Cie©om autorov W. Hagera a

H. Zhanga bolo vytvori´ algoritmus s vy²²ou presnos´ou a efektívnos´ou v porovnaní s

konkuren£nými algoritmami.

Vstupy programu:

� xk - bod, v ktorom sa aktuálne nachádza MKG

� dk - vektor udávajúci smer minimalizácie

� Maxit - maximálny po£et iterácií, ktorý umoºníme programu vykona´

Výstupy programu:

� α - aproximácia optimálneho kroku αk

V prípade programu Zlatyrez sme h©adanie minima konvexnej funkcie jednej pre-

mennej ϕ(α) = f(x+ αd) realizovali prostredníctvom porovnávania funk£ných hodnôt

v dvoch ²peciálne zvolených bodoch intervalu Ik. Autori W. Hager a H. Zhang sa
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zamerali na h©adanie nulovej deriváciu funkcie ϕ(α). Motiváciou bola lep²ia presnos´

výpo£tu derivácie v porovnaní s výpo£tom funk£nej hodnoty v po£íta£ovej aritmetike.

Princíp metódy spo£íva v nájdení dvoch bodov a0 a b0 takých, aby sp¨¬ali

ϕ′(a0) < 0, ϕ(a0) ≤ ϕ(0), ϕ′(b0) ≥ 0. (63)

Tieto body budú tvori´ interval I0, ktorý ur£ite obsahuje h©adaný optimálny krok αk,

pre ktorý platí ϕ′(αk) = 0. Ak ani jeden z krajných bodov tohto intervalu nebude po-

vaºovaný za dostato£nú aproximáciu optimálneho kroku (presnej²ie vysvetlené niº²ie),

autori W. Hager a H. Zhang navrhli algoritmus spresnenia intervalu Ij na Ij+1, j ≥ 0,

kde j reprezentuje £íslo vnútornej iterácie programu LSHZ, pri£om

Ij+1 ⊂ Ij a zárove¬ |Ij| → 0 pre j →∞. (64)

Preto pre dostato£ne ve©ké j algoritmus nájde vyhovujúcu aproximáciu optimálneho

kroku αk. V nasledujúcej £asti popí²eme schému algoritmu autorov W. Hagera a H.

Zhanga, jeho úpravy a programovú realizáciu, ktorú sme urobili.

Program sa riadi nasledujúcou schémou

Obr. 2: Schéma programu LSHZ.
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Prvá fáza je £as´ programu LSHZ, ktorej úlohou je podobne, ako v prípade pomocnej

funkcie Prvá fáza programu Zlatyrez, nájs´ po£iato£ný interval I0 =< a0, b0 >, ktorý

obsahuje optimálny krok αk. Body a0, b0 musia sp¨¬a´ (63). Algoritmus je zaloºený na

zis´ovaní znamienka derivácie funkcie ϕ(α). Koniec nastáva vtedy, ak je objavený bod

b0, pre ktorý platí ϕ′(b0) ≥ 0. Výstupom je interval I0.

Overovaním pribliºných Wolfeho podmienok je kontrolovaná dostato£nos´ aproxi-

mácie optimálneho kroku. Ide o podmienky (21), ktorých odvodenie sme priblíºili v

podkapitole 1.3 na strane 20. Podmienky sa overujú pre krajné body intervalu Ij. V

prípade ich splnenia získavame aproximáciu optimálneho kroku αk a program LSHZ

kon£í. V opa£nom prípade program pokra£uje ¤alej.

Na získanie presnej²ej aproximácie optimálneho kroku αk autori W. Hager a H.

Zhang navrhli pouºi´ lineárnu interpoláciu v podobe metódy se£níc. Výstupom je bod,

ktorý sme ozna£ili c.

Po získaní bodu c program LSHZ rozhoduje o jeho polohe vzh©adom na optimálny

krok αk. To sa deje v pomocnom programe Aktualizácia intervalu.

� Ak sa bod c nachádza mimo aktuálneho intervalu Ij, potom neposkytuje ºiadnu

dodato£nú informáciu o polohe optimálneho kroku.

� Ak c ∈ Ij a platí ϕ′(c) > 0, potom sa optimálny krok nachádza na©avo od bodu

c. To umoº¬uje upresni´ interval Ij na Ij =< aj, c >.

� Ak c ∈ Ij a platí ϕ′(c) < 0, potom sa optimálny krok nachádza napravo od bodu

c. To umoº¬uje upresni´ interval Ij na Ij =< c, bj >.

Autori W. Hager a H. Zhang zárove¬ navrhli v j-tej iterácii zopakova´ metódu se£níc

a aktualizáciu intervalu Ij e²te raz. Zdôvodnenie uvádzajú v [6, str. 183]. Musíme tieº

upozorni´, ºe algoritmus pomocného programu Aktualizácia intervalu je v ich podaní

omnoho komplikovanej²í (podrobne v [6, str. 182]). V na²ej práci ale pracujeme iba s

konvexnými funkciami, preto sme mohli ich algoritmus zjednodu²i´.

Po upresnení intervalu Ij program LSHZ overuje, £i pri²lo k dostato£nému skráteniu

jeho d¨ºky. Podmienkou je |Ij| < kon²t |Ij−1|, kde ve©kos´ kon²t ur£uje rie²ite© (v na²ej

realizácii pouºívame kon²t= 0,66).
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� Ak sa interval Ij skrátil dostato£ne, program pokra£uje overovaním pribliºných

Wolfeho podmienok.

� Ak |Ij| > kon²t |Ij−1|, autori W. Hager a H. Zhang navrhli získa´ bod c metódou

bisekcie a interval Ij aktualizova´. Následne program LSHZ pokra£uje overovaním

pribliºných Wolfeho podmienok.

Zmyslom tejto £asti programu LSHZ je zabezpe£i´ splnenie (64).

Overovaním pribliºných Wolfeho podmienok (21) sa kon£í vnútorná iterácia j prog-

ramu LSHZ a za£ína sa j + 1 iterácia. Po£as ná²ho experimentovania sme sa nestretli

so situáciou, v ktorej program LSHZ urobil viac ako 2 vnútorné iterácie. Z programá-

torského h©adiska je ale potrebné zakomponova´ ur£itú bezpe£nostnú poistku v zmysle

horného ohrani£enia po£tu vnútorných iterácií. Preto jedným zo vstupov programu je

aj kon²tanta MAXit.

Program LSHZ s podrobným komentárom v²etkých obsiahnutých funkcií sa nachá-

dza v prílohe A.4 na strane 79.

3.3 Programová realizácia MKG

Programové realizácie MKG sa nachádzajú v prílohách A.5 a A.6. Ide o realizácie

metódy konjugovaných gradientov s parametrami MKG v tvaroch βFRk a βHZ+k .

Vstupy programu:

� x0 - ²tartovací bod úlohy

� macro - maximálny po£et makroiterácií programu

� Fval - predpis ú£elovej funkcie

� Fder - predpis derivácie ú£elovej funkcie

Výstupy programu:

� x1- optimálne rie²enie úlohy

Popis programu:

V texte budeme pouºíva´ pojmy mikro- a makroiterácia. Za jednu mikroiteráciu

povaºujeme postupnos´ príkazov od výpo£tu smeru dk po výpo£et smeru dk+1.
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Program môºe urobi´ maximálne n−1 takýchto mikroiterácií, kde n ozna£uje rozmer

úlohy. Dôvodom je, ºe po skon£ení n − 1 miktoiterácie uº máme n lineárne nezávis-

lých vektorov dk, ktoré tvoria celú bázu priestoru. Preto algoritmus re²tartujeme a

poslednú získanú aproximáciu optimálneho rie²enia pouºijeme ako nový ²tarovací bod.

Makroiterácie budú po£et týchto re²tartov zaznamenáva´.

V²etky realizácie je moºné popísa´ spolo£nou schémou

Obr. 3: Schéma programu MKG.

Blok Vloºenie vstupov záhr¬a okrem uloºenia vstupných parametrov programu aj

deklaráciu v²etkých pomocných premenných a kon²tánt, ktoré bude program potrebo-

va´. Ide aj o kon²tanty, ktoré pouºívajú prípadné pomocné programy (ako napríklad

programy Zlatyrez alebo LSHZ).

Výpo£et gradientu- gradient je jedným zo stavebných kame¬ov MKG.

Nasleduje Overenie podmienok ukon£enia/re²tartu algoritmu. V závislosti od nasta-

venia týchto podmienok môºu nasta´ tieto situácie

� Re²tart algoritmu nastane vtedy, ak po£et mikroiterácií dosiahne hodnotu n− 1,

kde n ozna£uje rozmer úlohy. V takom prípade uº totiº program vytvoril maxi-

málny po£et lineárne nezávislých vektorov dk. �al²ím dôvodom je naakumulova-

nie výpo£tových chýb, preto je re²tart algoritmu nielen nutný, ale aj výhodný.

41



3 ALGORITMY

� V prípade, ak nezadáme ºiadne ²peciálne podmienky ukon£enia programu, prog-

ram sa ukon£í, akonáhle po£et makroiterácií dosiahne hodnotu vstupného para-

metra makro.

� V prípade ²peci�kovania podmienok ukon£enia algoritmu sú tieto podmienky

overované spolu s predchádzajúcou podmienkou. Môºe ís´ o podmienky typu

1. ‖gk‖ < ε,

2. ‖xk − x̂‖ < ε,

3. ‖f(xk)− f(x̂)‖ < ε,

kde ε je nami stanovená kon²tanta.

Podmienku 2 a 3 je samozrejme moºné pouºi´ iba v prípade, ºe optimálne rie²enie

x̂ poznáme. To je napríklad situácia riadeného experimentu.

V prípade nesplnenie podmienok ukon£enia programu nasleduje výpo£et nového

smeru dk pod©a (5). V závislosti od názvu realizácie MKG je pouºitý príslu²ný para-

meter βk MKG.

�as´ Uloºenie potrebných údajov je pasáº, v ktorej program ukladá tie informácie,

ktoré sa pouºijú vo výpo£toch v nasledujúcej iterácii. Ide v prvom rade o bod xk a

gradient gk. Ostatné premenné sa v priebehu ¤al²ích výpo£tov prepí²u.

Nasleduje výpo£et optimálneho kroku αk. Spôsob výpo£tu závisí od ú£elovej funkcie.

V prípade konvexnej kvadratickej funkcie je moºné pouºi´ vzorec z Vety 1.6. Alterna-

tívami sú metódy popísane v predchádzajúcich podkapitolách 3.2.1 a 3.2.2.

Pod©a (2) program aproximuje optimálne rie²enie x̂ novým bodom xk+1. Následne

sa program vracia do £asti Výpo£et gradientu a opakuje celý algoritmus.

Realizácie v prílohách A.5 a A.6 sú v tzv. základom tvare. To znamená, ºe nie sú

²peci�kované ºiadne ²peciálne podmienky ukon£enia programu. Program skon£í po do-

siahnutí poºadovaného po£tu maktoiterácií. V niektorých experimentoch v²ak budeme

²peciálne podmienky ukon£enia pouºíva´. V takom prípade na to vopred upozorníme.
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4 Pomocné experimenty

4.1 �íslo podmienenosti matice a rozloºenie jej vlastných £ísel

Cie© experimentu

Cie©om tohto experimentu je preskúma´ vz´ah medzi rozloºením vlastných £ísel ma-

tice G z kvadratickej funkcie f(x) = 1
2
xTGx + hTx, ktorú vytvárame v podkapitole

3.1.1 a po£tom iterácií MKG potrebných na dosiahnutie ur£itej presnosti v jej funk£nej

hodnote pre rôzne rozmery úloh.

Pozadie experimentu

Budeme rozli²ova´ 6 typov rozloºenia vlastných £ísel:

1. Rovnomerná ,ostromonotónna postupnos´ vlastných £ísel.

2. Prvú polovicu vlastných £ísel bude tvori´ λmin, zvy²ok bude rovnomerná ,ostro-

monotónna postupnos´.

3. Tento typ je ve©mi podobný predchádzajúcemu, ale s tým rozdielom, ºe prvá

polovica bude rovnomerná ,ostromonotónna postupnos´ vlastných £ísel a zvy²ok

bude tvori´ λmax.

4. Tretinu tvorí λmin, druhú tretinu rovnomerná ostromonotónna postupnos´ vlast-

ných £ísel (od λmin po λmax) a zvy²ok λmax.

5. Vlastné hodnoty budú z rovnomerného rozdelenia,ale neusporiadame ich do mo-

notónnej postupnosti.

6. Tento typ bude pozostáva´ z dvoch skupín vlastných hodnôt. Vrámci skupiny sa

hodnoty budú od seba iba nepatrne lí²i´ o malé kon²tantné ε. Pre lep²iu predsta-

vite©nos´ môºeme vlastné hodnoty tohto typu rozloºenia napísa´ ako

λmin, λmin + ε, λmin + 2ε, . . . , λmin +
n

2
ε, λmax −

n

2
ε, λmax −

(n
2
− 1
)
ε, . . . , λmax

kde n je rozmer úlohy a pre ε platí ε� λmin
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�íslo podmienenosti matice G je rovnaké ako £íslo podmienenosti kladne de�nitnej

diagonálnej matice D (vyplýva to zo spôsobu kon²trukcie matice G popísanej v podka-

pitole 3.1.1). Navy²e, pod©a (52) je toto £íslo ur£ené ako podiel najvä£²ej a najmen²ej

zloºky diagonály matice D.

Predpokladajme, ºe chceme vytvori´ maticu G s £íslom podmienenosti κ(G) = 1000.

Takúto maticu môºeme pod©a (52) vytvori´ prostredníctvom viacerých diagonálnych

matíc D, ktoré sa zna£ne odli²ujú vo ve©kosti svojich zloºiek. Ak diagonálnu maticu D

s najvä£²ou vlastnou hodnotou λmax a najmen²ou vlastnou hodnotou λmin ozna£íme

D(λmin, λmax), môºeme pouºi´ napríklad matice

D(0.001, 1) D(1, 1000) D(103, 106)

V na²om algoritme sme pouºívali D(10−3, κ(G)/103) z toho dôvodu, aby sme zbyto£ne

nevytvárali ve©mi ve©ké funk£né hodnoty. Máme teda ur£ené λmin,λmax a rozloºenie

intervalu 〈λmin, λmax〉.

Postup experimentu

Kvadratickú úlohu budeme rie²i´ programom Metóda Fletchera-Reevesa (v prílohe

A.5) s pouºitím formulky (15) na výpo£et optimálnej d¨ºky kroku. Najprv ale ur£íme

potrebné vstupné parametre:

� rozmer úlohy: n = {50, 100, 200, 300, 500}

� £íslo podmienenosti matice G: κ(G) = 100000

� vzdialenos´ ²tartovacieho bodu x0 od optimálneho rie²enia x̂: ρ=100

� najmen²ie a najvä£²ie vlastné £íslo matice D: λmin = 0.001 , λmax = 100

� kon²tanta ε = 10−6

� rozsah rádov presnosti ‖f(xk)− f(x̂)‖, ktoré budeme skúma´: 〈−6, 0〉

Na základe týchto údajov vytvoríme súbor 100 úloh s rovnakým typom rozloºenia

vlastných £ísel a rovnakým rozmerom. Tento súbor budeme rie²i´ algoritmom Fletchera-

Reevesa, pri£om budeme zaznamenáva´ údaj o dosiahnutí rádu ‖f(xk)− f(x̂)‖ a £ísle
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zodpovedajúcej iterácie. Na základe zadaných vstupov získame 6 matíc, pretoºe skú-

mame 6 typov rozloºení vlastných £ísel matice G. Budú rozmeru 100x7 (100 úloh a

7 kontrolovaných rádov presnosti). Z týchto matíc vypo£ítame medián po£tu iterácií

algoritmu Fletchera-Reevesa potrebných na dosiahnutie ur£itého rádu v ‖f(xk)−f(x̂)‖

pre daný typ rozloºenia vlastných £ísel. Výstupom experimentu pre ur£itý rozmer bude

teda 6 vektorov d¨ºky 7.

Analýza výstupov

Zo ²iestich vytvorených súborov úloh (takúto ²esticu sme vytvorili pre v²etky skú-

mané rozmery) sme pre kaºdý súbor (ten obsahuje úlohy s ur£itým typom rozloºenia

vlastných £ísel) dostali ²es´ vektorov s údajmi o mediáne po£tu potrebných iterácií

algoritmu Fletchera-Reevesa na dosiahnutie poºadovanej presnosti f(xk). Pre lep²iu

prezentáciu výsledkov sme urobili gra�cký výstup (strana 85). Na horizontálnej osi

sa nachádza rád dosiahnutej presnosti v funk£nej hodnote f(xk). Na vertikálnej osi je

celkový po£et iterácií algoritmu FR potrebný na dosiahnutie prislúchajúcej presnosti.

Ako je vidie´ na Obr. 4, výsledky sú naozaj pozoruhodné.
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Obr. 4: Vz´ah rozloºenia vlastných £ísel a náro£nosti na výpo£et takej úlohy

Napríklad v prípade rozloºenia vlastných £ísel pod©a typu 6 dokáºe algoritmus naj-
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lep²iu poºadovanú presnos´ (rádu 10−6) dosiahnu´ za pribliºne 10 iterácií, £o je v po-

rovnaní s rozmerom úlohy n = 500 excelentné. Dôvodom je podstata tvorby rozloºenia

typu 6. V tomto prípade má matica v podstate iba 2 vlastné hodnoty, ke¤ºe ε� λmin.

Potom najvä£²ie vlastné £íslo v skupine s λmin má hodnotu λ249 = λmin + 249ε =

0.001249. Teda z globálneho h©adiska sa vlastné £ísla v tejto skupine (podobne je tomu

v druhej skupine) medzi sebou takmer nelí²ia a tento fakt sa významne prejavil aj na

náro£nosti výpo£tu daného typu úlohy.

Rozloºenie pod©a typu 1 a 5 zodpovedá tomu, £o sme o£akávali. Teda ak sú vlastné

£ísla rovnomerne rozloºené na intervale 〈λmin, λmax〉, takýto typ úloh je ve©mi zloºité

rie²i´, pretoºe celý priestor je rôzne pona´ahovaný. Z nameraných hodnôt by sa dala

urobi´ lineárna regresia, ktorá by mohla pomerne dobre popisovala vz´ah medzi dosia-

hnutou prenos´ou a potrebným po£tom iterácií. Taktieº moºno pozorova´, ºe neexistuje

významný rozdiel v tom, £i pri generovaní vlastné hodnoty usporiadame do monotónnej

postupnosti alebo nie.

Typ 3 má graf ve©mi podobný predchádzajúcim dvom typom. Vysvet©ujeme si to

tým, ºe tento typ má v podstate rovnakú stavbu ako predo²lé dva typy, len s tým

rozdielom, ºe typ 3 má aº polovicu vlastných £ísel rovnú λmax, a preto k rie²eniu

konverguje rýchlej²ie (v zmysle men²ieho po£tu potrebných iterácií).

Grafy pre typy 2 a 4 sú taktieº pozoruhodné. Hoci pri týchto typoch je algoritmus zo

za£iatku ve©mi pomalý, po prekonaní rádu -1 dokonverguje do najvy²²ej poºadovanej

presnosti do 20 iterácií. Ide zhruba o tretinu tých, ktoré potreboval na dosiahnutie

presnosti rádu -1. Men²ia náro£nos´ výpo£tu úlohy s rozloºením vlastných £ísel typu

4 oproti typu 2 je spôsobená tým, ºe typ 4 má aº dve oblasti s rovnakým vlastným

£íslom.

Záver

Vykonaný experiment priniesol nieko©ko dôleºitých pozorovaní:

1. Experiment nazna£uje, ºe spôsob rozloºenia vlastných £ísel medzi najmen²ou

vlastnou hodnotou λmin a najvä£²ou vlastnou hodnotou λmax má nezanedba-

te©ný vplyv na náro£nos´ výpo£tu generovanej úlohy. Preto pri generovaní úloh

nesta£í bra´ oh©ad iba na vstupné £íslo podmienenosti. Ak by sme tak urobili,
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mohla by ©ahko nasta´ situácia, kedy by jedna úloha vyºadovala dvoj/trojnáso-

bok po£tu iterácií druhej úlohy, pri£om by obe boli generované s rovnakým £íslom

podmienenosti. To by zna£ne znehodnocovalo ²tatistický výskum.

2. V ¤al²ích experimentoch budeme pracova´ s rozloºením vlastných £ísel ako v type

1. Rozhodli sme sa tak preto, ºe ide o najnáro£nej²í typ (£o sa týka dosiahnutia

rádu ur£itej presnosti vo funk£nej hodnote), pri£om po£et potrebných iterácií

rastie stabilne

3. Bez oh©adu na typ rozloºenia vlastných £ísel je zrejmé, ºe na dosiahnutie vysokej

presnosti je v prípade rie²enia kvadratickej úlohy potrebných nanajvý² n iterácií,

kde n ozna£uje rozmer úlohy. Pozorovanie je v súlade s prezentovanou teóriou

(Veta 1.6).

4.2 Dynamizácia zlatého rezu

Cie© experimentu

Cie©om tohto experimentu je preskúma´ moºnos´ vylep²enia programu Zlatyrez (po-

pis na strane 34) dynamickou úpravou jeho predpísaného po£tu iterácií (¤alej iba

dynamizácia). Jedným z jeho vstupných parametrov je kon²tanta w, ktorá udáva po-

£et iterácií, ktoré má program realizova´. Zaujíma nás, £i moºno hovori´ o maximálnej

hodnote kon²tanty w, ktorá je e²te efektívna (pojem efektívnosti vysvetlený v £asti

Postup experimentu). �alej sa núka moºnos´ preskúmania dynamickej zmeny hodnoty

w za ú£elom dosiahnutia rovnakých výsledkov ako v prípade kon²tantnej hodnoty w,

ale s men²ou výpo£tovou náro£nos´ou programu Zlatyrez.

Postup experimentu

Experiment vykonáme na úlohe s kvadratickou ú£elovou funkciou v tvare

f(x) = 1
2
xTGx+ hTx. Hodnoty vstupných parametrov:

� rozmer úlohy: n = 100

� £íslo podmienenosti matice G: κ(G) = 103
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� typ rozloºenia vlastných £ísel v matici G: prvý typ ( zade�nované v úvode pod-

kapitoly 4.1)

� vzdialenos´ ²tartovacieho bodu od optima: ρ = 100

� vstupný parameter w programu Zlatyrez :{9, 14, 19, 23, 28}

Pouºívame malé £íslo podmienenosti, pretoºe sa zameriavame na otestovanie moºnej

úpravy programu. V prípade preukázania jej opodstatnenosti môºeme zakomponova´

aj vä£²iu mieru výpo£tových chýb v zmysle vä£²ieho £ísla podmienenosti. w iterácií

metódy zlatého rezu skráti interval d¨ºky 1 na d¨ºku
(√

5−1
2

)w
, £o zodpovedá skráteniu

na 10−r d¨ºky pôvodného intervalu, kde r ozna£uje rád skrátenia. Hodnoty vstupného

parametra w sme ur£ili z vz´ahu(√
5− 1

2

)w

= 10−r, r = 2, . . . , 6 (65)

tak, aby sme pôvodný interval skrátili rádom {2, . . . , 6}.

Experimentálnu úlohu budeme rie²i´ metódou Fletchera-Reevesa (program na strane

83) a program ukon£íme po n− 1 mikroiteráciach. Výstupom programu bude textový

súbor zachytávajúci priebeh rie²enia úlohy. Tento súbor bude obsahova´ £íslo mikro-

iterácie, v ktorej aproximácia xk dosiahla nový rád presnosti a dosia© vykonaný po£et

výpo£tov (ozn. náro£nos´) funk£nej hodnoty ϕ(α) = f(x + αd) v programe Zlatyrez.

Na záver budú uvedené rovnaké informácie pre poslednú mikroiteráciu. Úlohu vyrie-

²ime pre v²etky vstupné hodnoty kon²tanty w. Bude nás zaujíma´ hodnota ‖x99 − x̂‖,

príslu²ná hodnota náro£nosti a aj celkový vývoj v náro£nosti. Analýzou výstupných

údajov sa pokúsime zodpoveda´ otázku existencie maximálnej efektívnej hodnoty w.

Poznámka: Za efektívnu hodnotu kon²tanty w budeme povaºova´ hodnotu, ktorá do-

sahuje rovnaké alebo lep²ie výsledky v ‖x99 − x̂‖ v porovnaní s ostatnými hodnotami,

pri£om bude potrebova´ najmenej výpo£tov funk£ných hodnôt v programe Zlatyrez.

Druhou £as´ou experimentu bude pokus o dynamizáciu programu Zlatyrez s cie©om

zníºenia jeho výpo£tovej náro£nosti. Zaznamenáme si údaj o ‖x99 − x̂‖ pre w = ω1.

Na²u dynamizáciu navrhneme nasledovne
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4 POMOCNÉ EXPERIMENTY

1. Za£neme s w = ω2, ω2 < ω1.

2. Po kaºdých n
ω2−ω1+1

pridáme jednu iteráciu programu Zlatyrez (w = w + 1). Na

za£iatku teda w = ω2 a na konci w = ω1.

Podobný postup zopakujeme pre za£iato£nú hodnotu w = ω3, ω2 < ω3 < ω1. Po-

rovnaním získaných hodnôt ‖x99 − x̂‖ (aj náro£nosti) pre hodnotu ω1, dynamizáciu so

za£iato£nou hodnotou ω2 a dynamizáciu so za£iato£nou hodnotou ω3 rozhodneme, £i

má ná² návrh dynamizácie opodstatnenie. Cie©om dynamizácií s ω2 a ω3 je dosiahnu´

rovnakú presnos´ v ‖x99 − x̂‖, ako v prípade hodnoty ω1, za pribliºne rovnaký po£et

miktoiterácií metódy Fletchera-Reevesa, ale s men²ím celkovým po£tom potrebných

výpo£tov funk£ných hodnôt v programe Zlatyrez.

Analýza výstupov

V Tab. 8 prílohy C na strane 87 sa nachádzajú výstupy z experimentu pre v²etky

skúmané hodnoty kon²tanty w. Najlep²í výsledok v ‖x99 − x̂‖ zaznamenala hodnota

w = 28 s výsledkom rádu -5. Program Zlatyrez v²ak vykonal aº 1862 výpo£tov funk£nej

hodnoty.

Po prezretí ostatných výsledkov sme zistili, ºe hoci hodnoty w = 14 a w = 19 dosiahli

iba rád rovný -4, sú ve©mi blízko výsledku hodnoty w = 28 a potrebovali cite©ne menej

výpo£tov funk£nej hodnoty. Zamerali sme sa preto na hodnoty w = 14 a w = 19.

V²imli sme si, ºe rády ‖xk − x̂‖ boli dosahované, aº na záver tabu©ky, v rovnakých

mikroiteráciách programu F letcher-Reeves. Hodnota w = 14 v²ak potrebovala menej

výpo£tov funk£nej hodnoty (st¨pec náro£nos´). Preto sa hodnota w = 14 javila ako

efektívna v zmysle na²ej poznámky na strane 48. Jedinou pochybnos´ou bola lep²ia

presnos´ výsledku v prípade w = 28.

Uvaºovali sme, £i by sa mohol výsledok pre hodnotu w = 14 pri vä£²om po£te po-

volených mikroiterácií zlep²i´ a odstráni´ tak na²e pochybnosti. Úplný výstup rie²enej

úlohy na stranách 88 a 89 poskytol dôleºité informácie. Zamerali sme sa na údaje z po-

sledných iterácií pre hodnoty w = 14 a w = 28. Posledné st¨pce vo výstupoch udávajú,

ako sa vypo£ítaná hodnota ú£elovej funkcie lí²i od optimálnej hodnoty. Dosahované

presnosti sú rádu -11, resp. -12. Pri takýchto rádoch za£ína programová realizácia

metódy zlatého rezu zlyháva´ pri omnoho skor²ej iterácii v dôsledku nerozlí²ite©nosti
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4 POMOCNÉ EXPERIMENTY

funk£ných hodnôt dvoch susedných bodov (spomenuté v 3.2.1). To znamená, ºe hoci

sme nastavili hodnoty w = 14 alebo w = 28, v skuto£nosti program Zlatyrez v zá-

vere vykonal iba pribliºne ²tyri iterácie. Preto nemoºno o£akáva´ uº ºiadne podstatné

zlep²enie výsledku polohy pripustením vy²²ieho po£tu mikroiterácií Fletchera-Reevesa.

Ako vidie´ z Tab. 9 na strane 90, na²e o£akávania sa naplnili. Ide o výstup rie²enia tej

istej experimentálnej úlohy, pri£om sme umoºnili urobi´ o jednu makroiteráciu navy²e.

Pre obe hodnoty w sa uº ale výsledná hodnota ‖xk − x̂‖ nijako významne nezlep²ila.

Pod©a na²ej de�nície efektívnosti nemoºno prehlási´ hodnotu w = 14 za maximálnu

efektívnu hodnotu.

Napriek výsledkom prvej £asti sme sa pokúsili o v úvode popisovanú dynamizáciu,

pri£om sme pracovali s hodnotou ω1 = 28. Otestovali sme dva postupy, pri ktorých

za£iato£ná hodnota kon²tanty w bola ω2 = 14 a ω3 = 19. Výsledky sa nachádzajú v

Tab. 10 na strane 91. Uvedené postupy nedosahujú takú presnos´ ako v prípade vo©by

hodnoty w = 28. Z h©adiska náro£nosti na výpo£et funk£ných hodnôt sa nachádzajú

medzi vo©bami hodnôt w = 14 a w = 28. Podarilo sa teda dosiahnu´ niº²iu výpo£tovú

náro£nos´, no ke¤ºe presnos´ výsledku sa nezlep²ila, sta£ilo by za daných okolností

zvoli´ hodnotu w = 14.

Záver

Cie©om prvej £asti experimentu bolo preskúma´ moºnú existenciu maximálnej efek-

tívnej hodnoty kon²tanty w. Hoci hodnota w = 14 nesp¨¬a na²e kritériá efektívnosti,

na základe analýzy podrobného výstupu rie²enej úlohy má k ich splneniu z testova-

ných hodnôt najbliº²ie. Dôvodom je dosiahnutá vysoká presnos´ v funk£nej hodnote

a druhá najlep²ia presnos´ v polohe. Na jednej strane teda nemôºeme potvrdi´ dosia-

hnutie cie©a prvej £asti experimentu, na druhej strane ale takisto nemôºeme zamietnu´

moºnos´ existencie efektívnej hodnoty.

V druhej £asti experimentu sme sa snaºili o dynamizáciu programu Zlatyrez. Na

základe na²ich výsledkov môºeme zamietnu´ nami skúmaný postup dynamizácie. Hoci

dochádza k úspore po£tu vykonaných výpo£tov funk£ných hodnôt, nedosahuje sa cie-

©ová presnos´ výsledku, a preto zvolený postup dynamizácie stráca zmysel. Na²e vý-

sledky sme skúmali iba na kvadratickej funkcii, no podobné výsledky o£akávame aj
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4 POMOCNÉ EXPERIMENTY

u iných typov funkcií. V ¤al²ích experimentoch budeme v prípade pouºitia programu

Zlatyrez pracova´ s £o najmen²ou hodnotou parametra w.

4.3 Experimentovanie s programom LSHZ

Cie© experimentu

Cie©om tohto experimentu je preskúma´ vplyv hodnôt kon²tánt δ a σ na výkon

programu LSHZ (popísaný v 3.2.2). Tieto kon²tanty sú pouºívané v pribliºnom Wol-

feho kritériu (21), ktoré je v programe LSHZ overované. Autori W.Hager a H. Zhang

algoritmu LSHZ v £lánku [6] navrhli pouºíva´ hodnoty δ = 0.1 a σ = 0.9, s ktorými

mala ich realizácia algoritmu najlep²ie výsledky. My ich odporú£anie otestujeme na

úlohách s bikvadratickou ú£elovou funkciou.

Pozadie experimentu

Pribliºné Wolfeho kritérium bolo odvodené zo ²tandardného Wolfeho kritéria pozos-

távajúceho z podmienok (18) a (19) (odvodenie na strane 20). Tie majú tento tvar

f(xk + αkdk)− f(xk) ≤ δαkg
T
k dk (18)

σgTk dk ≤ gTk+1dk (19)

kde dk je spádový smer a vz´ah δ a σ je ur£ený nerovnicami 0 < δ ≤ σ < 1.

Hodnota kon²tanty σ podmienky (19) má vplyv na vzdialenos´ prípustnej aproximácie

optimálneho kroku αk od kroku α = 0. Na Obr. 5 - Druhá podmienka môºeme vidie´,

ºe zvolená hodnota kon²tanty σ v tomto prípade umoº¬uje za aproximáciu αk vzia´

aº hodnoty vä£²ie ako 1
2
. Malé hodnoty tejto kon²tanty zabra¬ujú akceptácii príliº

krátkych aproximácií optimálneho kroku αk. Na druhej strane, podmienka (19) sama

o sebe umoº¬uje pridlhé aproximácie αk. Tomuto bráni podmienka (18), ktorej úlohou

je zabezpe£i´ primeraný pokles v funk£nej hodnote ú£elovej funkcie (Obr. 5 - Prvá

podmienka). Vo©ba δ → 0 a σ → 1 znamená, ºe vyºadujeme niº²iu presnos´ aproximácie

αk. Z tohto poh©adu sa zdajú by´ hodnoty δ = 0.1 a σ = 0.9 rozumne zvolené. Zárove¬

môºeme z Obr. 5 vidie´, ºe na výslednú aproximáciu optimálneho kroku vplýva hodnota
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Obr. 5: Gra�cké znázornenie podmienok ²tandardného Wolfeho kritéria.

kon²tanty δ viac neº hodnota kon²tanty σ, pretoºe je re²triktívnej²ia. Preto budeme

v experimente skúma´ iba vplyv kon²tanty δ. Malé hodnoty δ umoº¬ujú realizova´

iterácie MKG s relatívne malým poklesom v funk£nej hodnote. Naopak hodnoty blíºiace

sa δ = 0.5 kladú dôraz na výrazný pokles v funk£nej hodnote. Z tohto dôvodu budeme

v experimente sledova´ veli£inu ‖f(xk)− f(x̂)‖. Vplyv hodnoty δ by sa mal prejavi´ na

po£te mikroiterácií MKG potrebných na dosiahnutie ur£itého rádu ‖f(xk)− f(x̂)‖ ako

aj na výpo£tovej náro£nosti programu LSHZ (sledovanej cez po£et výpo£tov derivácií

v tomto programe). O£akávame takýto scenár:

1. Ak zvolíme δ blízko 0 (ozn. δ1), potom by program mohol spo£iatku efektívnej²ie

vylep²ova´ presnos´ f(xk) v porovnaní s vo©bou δ blízko 0.5 (ozn. δ2). Z h©adiska

po£tu potrebných mikroiterácií MKG môºe by´ situácia vyrovnaná, no vo©ba δ1

by mala potrebova´ men²í po£et výpo£tov derivácií v programe LSHZ (oproti δ2).

Preto hovoríme o vy²²ej efektivite.

2. S rastúcou presnos´ou f(xk) by sa príli²ná benevolentnos´ v aproximácii optimál-

neho kroku αk v prípade δ1 mala prejavi´ v náraste po£tu potrebných mikroiterá-

cií MKG oproti δ2. To by mohlo vies´ k vyrovnaniu po£tu potrebných výpo£tov

derivácií pre obe vo©by δ alebo dokonca k lep²ím výsledkom δ2.
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Postup experimentu

Ú£innos´ rôznych hodnôt kon²tanty δ budeme porovnáva´ na základe výsledkov rie²e-

nia súboru 20 úloh s bikvadratickou ú£elovou funkciou. Úlohu budeme rie²i´ programom

Metóda Hagera-Zhanga (v prílohe A.6).

Zvolíme tieto vstupné parametre

� rozmer úloh: n = 100

� £íslo podmienenosti matíc G a D v bikvadratickej úlohe: κ(G) = κ(D) = 105

� vzdialenos´ ²tartovacieho bodu od optima: ‖x0 − x̂‖ = 100

� skúmané hodnoty kon²tanty δ v LSHZ: {0.05, 0.15, 0.25, 0.35}

� hodnota kon²tanty σ v LSHZ: 0.9

� maximálny povolený po£et makroiterácií: macro= 4

Po£as rie²enia úlohy budeme priebeºne zaznamenáva´ dosiahnutý rád ‖f(xk) − f(x̂)‖

a k nemu príslu²né £íslo mikroiterácie a doposia© vykonaný po£et výpo£tov derivácií v

programe LSHZ. Na základe vyrie²enia sku²obnej úlohy sme ur£ili, ºe údaje budeme za-

pisova´ pri dosiahnutí rádov presnosti 6, 5, . . . ,−7,−8. Výsledky ²tatisticky spracujeme

a vyhodnotíme.

Analýza výstupu

Výstup experimentu sa nachádza v prílohe C na strane 92. Obr. C.1 prezentuje

výsledky pre hodnoty kon²tanty δ={0.05, 0.15, 0.25, 0.35}.

Údaje v tabu©ke sú mediánom po£tu mikroiterácií a mediánom po£tu vykonaných

výpo£tov derivácií v LSHZ z vyrie²ených 20 úloh pre kaºdý z dosiahnutých rádov

‖f(xk) − f(x̂)‖. Dôvodom tohto ²tatistického spracovania je moºná variabilita v £ísle

podmienenosti vygenerovaných 20 úloh. Ur£ením £ísla podmienenosti matíc G a D

sme nezabezpe£ili rovnaké £íslo podmienenosti v bode optima x̂ pre v²etky úlohy. Mimo

tohto bodu navy²e mení táto veli£ina svoju hodnotu. Gra�cky uvádzame výsledok expe-

rimentu na Obr. 6. Na²e o£akávania sa takmer naplnili. Z výstupu aj grafov vyplýva,

ºe so zvy²ujúcou sa presnos´ou hodnoty ú£elovej funkcie, vä£²ia hodnota kon²tanty
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Obr. 6: Gra�cká reprezentácia výstupu z experimentu z podkapitoly 4.3.

δ zlep²uje výkon programu LSHZ. Myslíme tým potrebu niº²ieho po£tu potrebných

mikroiterácií ako aj men²iu výpo£tovú náro£nos´ programu LSHZ.

To vidíme napríklad na vzájomnej polohe £ervenej a £iernej krivky. Vysvet©ujeme

si to tým, ºe men²ie hodnoty δ umoº¬ujú pouºíva´ �hor²ie� aproximácie optimálneho

kroku. Na jednej strane to znamená menej potrebných výpo£tov derivácie v LSHZ, no

na strane druhej to má za následok slab²í pokles v funk£nej hodnote ú£elovej funkcie.

Tento fakt sa prejaví na vy²²om po£te potrebných miktoiterácií. Táto situácia sa iba

prehlbuje, £o vyús´uje aj do vy²²ieho po£tu výpo£tov derivácií v LSHZ pre men²ie hod-

noty kon²tanty δ. Totoºnos´ výsledkov pre hodnoty δ = 0, 15 a δ = 0, 25 je dôsledkom

pouºitia mediánových informácií.

Záver výstupu

Tento experiment sme realizovali na úlohách s bikvadratickou ú£elovou funkciou.

Pouºili sme £íslo podmienenosti 105. Na²e závere£né zhrnutie sa vz´ahuje na takýto

typ úloh. Z rovnakých experimentov pre niº²ie £ísla podmienenosti sme zistili, ºe pre

malé £ísla podmienenosti ( pod 1000) nie sú markantné rozdiely vo vo©be hodnoty

kon²tanty δ vo vz´ahu ku rádu ‖f(xk)− f(x̂)‖.

Na základe popísaného experimentu sme pri²li k záveru, ºe v prípade bikvadratickej

ú£elovej funkcie nie je hodnota δ = 0.1 najoptimálnej²ia. Vä£²ie hodnoty tejto kon-

²tanty sú schopné dosahova´ rovnaké výsledky pri men²ej výpo£tovej náro£nosti. Pre

ve©mi zle podmienené úlohy môºe by´ rozdiel vo výsledkoch menej výrazný ako je tomu

v na²om experimente.
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5 Experimentálne porovnanie efektívnosti formúl MKG

V tejto kapitole budeme porovnáva´ efektívnos´ metódy konjugovaných gradientov

pri rie²ení minimaliza£nej úlohy rôznych typov ú£elových funkcií, ke¤ pouºijeme pa-

rameter β v tvare βHZ+, βHS+, βFR a βDY . Zavedieme nasledujúce zjednodu²ujúce

ozna£enie

� metóda FR - metóda konjugovaných gradientov s parametrom β v tvare βFR

� metóda DY - metóda konjugovaných gradientov s parametrom β v tvare βDY

� metóda HS - metóda konjugovaných gradientov s parametrom β v tvare βHS+

� metóda HZ - metóda konjugovaných gradientov s parametrom β v tvare βHZ+

Na za£iatku experimentovania sme sa museli rozhodnú´, ktorý z programov Zlatyrez

alebo LSHZ pouºi´ na nájdenie optimálneho kroku αk. Na základe nieko©kých pokusov

sme sa rozhodli pre program LSHZ. Na²e rozhodnutie zdôvod¬ujeme nasledovne: ur£itá

presnos´ v funk£nej hodnote optimálneho rie²enia úlohy sa dosahuje skôr ako tá istá

presnos´ vyºadovaná od aproximácie optima x̂. Podobne je tomu v prípade gradientnej

informácie (‖gk‖). V na²ich experimentoch plánujeme efektívnos´ metód porovnáva´

práve na základe údajov z ‖xk − x̂‖ a ‖gk‖. Metóda zlatého rezu je postavená na

porovnávaní funk£ných hodnôt v dvoch susedných bodoch. Program Zlatyrez nie je

zo svojej podstaty schopný dosahova´ vysoké presnosti v spomínaných ukazovate©och,

ke¤ºe sa funk£né hodnoty stávajú nerozlí²ite©né. Na druhej strane, program LSHZ,

ktorý pouºíva derivácie, dokáºe na²e poºiadavky splni´.

V programových realizáciách uvedených metód teda pouºijeme na nájdenie opti-

málneho kroku αk program LSHZ, ktorý vyuºíva pribliºné Wolfeho kritérium (21). Pre

metódu FR platí, ºe v prípade pouºitia iba pribliºného optimálneho kroku je potrebné

namiesto ²tandardného alebo pribliºného Wolfeho kritéria pouºi´ silné Wolfeho kritériu

(20) s hodnotou kon²tanty σ < 1
2
(pod©a [7]). Na²im cie©om je preskúma´ efektívnos´

pouºitých tvarov parametra β, preto budeme od programu LSHZ poºadova´ rovnakú

presnos´ aproximácie optimálneho kroku pre v²etky programové realizácie. Z uº uve-

vedených dôvodov budeme v programe LSHZ pouºíva´ hodnotu σ = 0.4. Hodnotu

kon²tanty δ , ktorú program LSHZ taktieº pouºíva, sme ur£ili na 0,3. Vychádzali sme
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z výsledkov experimentu v podkapitole 4.3 v prípade bikvadratickej ú£elovej funkcie.

Pre iné typy ú£elových funkcií nebudeme túto hodnotu meni´, ke¤ºe z h©adiska porov-

nania efektívnosti metód nemá na výsledky vplyv.

V prípade programovej realizácie metódy HZ sme sa museli rozhodnú´, akú hodnotu

parametra θ pouºi´ v predpise (41) paramatra βHZ+. Autori W.Hager a H.Zhang pou-

ºívali vo svojich experimentoch hodnotu θ = 2. Pri na²om experimentovaní sme zistili,

ºe hodnota θ = 0, 5 dosahovala lep²ie výsledky, preto sme sa rozhodli pre túto hodnotu.

Efektívnos´ skúmaných metód budeme porovnáva´ na základe po£tu mikroiterácii

MKG potrebných na splnenie cie©ových podmienok. Vo v²eobecnosti budeme robi´ tieto

experimenty:

Prvý typ Zameriame sa na skúmanie výsledkov v ‖xk − x̂‖. Zadáme rozmer úlohy

a po£as jej rie²enia budeme zaznamenáva´ £íslo mikroiterácie, v ktorej pri²lo k

vylep²eniu rádu ‖xk − x̂‖. Rie²enie úlohy zastavíme, ak nastanú situácie

1. ‖xk − x̂‖ ≤ 10−8 alebo

2. ‖gk‖ ≤ 10−7.

Následne preskúmame získané údaje o po£toch mikroiterácií.

Druhý typ Zameriame sa na informácie z ‖gk‖, ktoré sú pri rie²ení reálnych úloh

rozhodujúce. Pri vylep²ení rádu hodnoty tohto ukazovate©a si zaznamenáme zod-

povedajúce £íslo mikroiterácie a aj £as4, ktorý ubehol od za£iatku rie²enia úlohy.

Získané £asové údaje pouºijeme na zostrojenie grafu Dolanovej-Morého bench-

marku. Údaje o po£te mikroiterácií pouºijeme ako dopl¬ujúce informácie tohto

grafu.

Benchmark autorov E. Dolanovej a J. Morého je popísaný v £lánku [4]. Proces jeho

tvorby vysvetlíme na jednoduchom príklade. Uvaºujme súbor n úloh a p programov,

ktoré budú tento súbor rie²i´. Pre kaºdý program zaznamenáme £as, ktorý potrebo-

val na vyrie²enie kaºdej zo 100 úloh. Získame tak n.p údajov. Vrámci kaºdej úlohy

zistíme najlep²í £as, ktorý dosiahol niektorý z p programov. Týmto £asom predelíme
4Vyuºijeme ²tandardné funkcie programu Matlab- tic a toc. Tieto funkcie merajú celkový uplynutý

£as medzi ich volaniami
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v²etky £asy pre danú úlohu. Získame tak hodnoty od 1 vy²²ie, pri£om hodnotu 1 bude

ma´ najrýchlej²í program, vy²²ie hodnoty budú ma´ ostatné programy. Hodnoty in-

terpretujeme ako násobky najlep²ieho £asu. Následne pristúpime k tvorbe samotného

grafu. Vertikálna os bude predstavova´ percentuálnu £as´ zo súboru generovaných úloh.

Horizontálna os bude predstavova´ násobky najlep²ieho £asu (£asovú jednotku ozna-

£íme písmenom τ). Pre kaºdý z p programov získame graf, ktorého body reprezentujú

percento zo súboru úloh, ktoré daný program vyrie²il za násobok najlep²ieho £asu.

Napríklad body pre τ = 1 hovoria, v ko©kých percentách úloh boli dané programy

najrýchlej²ie. Graf, ktorý sa bude náchádza´ najvy²²ie, reprezentuje najefektívnej²í

program, pretoºe tento program dokázal spomedzi v²etkých programov za ur£itý náso-

bok najlep²ieho £asu vyrie²i´ najvä£²ie percento generovaných úloh.

Pre experimenty sme si zvolili tri rôzne konvexné ú£elové funkcie. Jednou z nich

je bikvadratická funkcia, ktorej sa budeme venova´ v prvej podkapitole. Zvy²né dve

funkcie sme vybrali z £lánku [2]. �lánok obsahuje predpisy ²tandardných testovacích

funkcií na h©adanie vo©ného extrému.

5.1 Bikvadratická ú£elová funkcia

Tento experiment vykonáme na minimaliza£ných úlohách s bikvadratickou ú£elovou

funkciou v tvare

f(x) =
1

4
(xTDx)2 +

1

2
xTGx+ hTx (66)

kde D je kladne de�nitná diagonálna matica, G je kladne de�nitná symetrická matica

a h je vektor z Rn. Úlohy vygenerujeme programom Generátor bikvadratických úloh

uvedeným na strane 76. �tartovací bod x0 vºdy vygenerujeme tak, aby sp¨¬al ‖x0−x̂‖ =

100.

Experiment 1a

Ide o experiment prvého typu.

� rozmer úlohy: n = 100

� £íslo podmienenosti matíc D a G: κ(D) = κ(G) = 1, 5 106
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� po£et vygenerovaných úloh: 101

� maximálny povolený po£et makroiterácií: macro = 14

� sledované rády v norme ‖xk − x̂‖: {0, -2, -4}

V prípade úloh s bikvadratickou ú£elovou funkciou sme neboli schopní zabezpe£i´ rov-

naké £íslo podmienenosti pre v²etky úlohy. Preto sme pristúpili ku rie²eniu súboru

úloh, pri£om sme zaznamenali údaje o kaºdej úlohe a výsledky nakoniec ²tatisticky

spracovali. Výstup z tohto experimentu sa nachádza v Tab. 11 na strane 93. Pre po-

hodlie £itate©a v texte úvadzame niektoré jeho £asti. Prvé, £o si môºeme v²imnú´, je

�íslo podmienenosti v optime úlohy
rozmer úloh=100 min priemer max

2.56e+006 2.91e+006 3.15e+006
Dosiahnutie rádu 0 v ‖xk − x̂‖ priemer medián min max

HS 71 31 7 683
FR 93 43 7 440
HZ 70 27 6 490
DY 82 40 7 388

Tabu©ka 1: Prvá £as´ Tab. 11.

spomínaná variabilita v £ísle podmienenosti v optime generovaných úloh. Vyplýva to z

kon²trukcie na²eho generátora bikvadratických úloh, kde zadávame £ísla podmienenosti

matíc D a G a nie £íslo podmienenosti v optime úlohy.

V tabu©ke sa nachádzajú získané údaje o po£te potrebných mikroiterácií MKG na

dosiahnutie rádu 0 v ‖xk− x̂‖. Údaje o priemernom po£te potrebných mikroiterácií sú

porovnate©né, najlep²ie výsledky dosahujú metódy HS a HZ s po£tom mikroiterácií 71,

resp. 70. Najhor²í výsledok dosahuje metóda FR s priemerom 93 mikroiterácií. St¨pec

medián poskytuje ve©mi dôleºité údaje. Najlep²í výsledok na¤alej dosahuje metóda HZ

s 27 mikroiteráciami, najhor²í stále metóda FR s 43 mikroiteráciami. Hodnoty v st¨pci

medián sú v²ak pribliºne polovi£né oproti hodnotám v st¨pci priemer. Na jednej strane

teda napríklad v prípade metódy HZ sta£ilo v polovici úloh najviac 27 iterácií, no v

priemere to bolo aº 70. To nazna£uje ve©ký rozptyl v nameranom po£te potrebných

mikroiterácií v jednotlivých úlohách. Tento postreh potvrdzujú hodnoty v st¨pcoch

min a max, ktoré obsahujú najmen²í a najvä£²í po£et mikroiterácií potrebných na

dosiahnutie poºadovaného rádu. V ukazovate©ovi max je najlep²iametóda DY s po£tom
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mikroiterácií 388. Metóda HZ potrebovala v niektorej úlohe aº 490 mikroiterácií. I²lo

v²ak o ojedinelý prípad, ke¤ºe metóda dosiahla najlep²ie výsledky v ukazovate©och

priemer a medián.

V prostrednej £asti Tab. 11 na strane 93 sa nachádzajú získané údaje o po£te potreb-

ných mikroiterácií MKG na dosiahnutie rádu -2 v ‖xk − x̂‖. V ukazovate©ovi priemer

je najlep²ia metóda HZ s priemerným po£tom mikroiterácií 195 (nasleduje metóda DY

s výsledkom hor²ím iba o 2 mikroiterácie). V ukazovate©ovi medián sa poradie týchto

dvoch metód nemení. Pozorujeme teda zmenu v efektivite meranej po£tom potrebných

mikroiterácií, kedy na¤alej vedie metóda HZ, no druhou najlep²ou sa javí metóda DY.

Vidíme tieº, ºe sa v súbore vyskytla úloha, s ktorou mala metóda HZ problémy, pre-

toºe potrebovala aº 691 mikroiterácií. Na druhej strane ale metóda HZ vyrie²ila jednu

z úloh iba za 55 mikroiterácií, £o je najlep²í výsledok zo sledovaných metód.

V poslednej £asti Tab. 11 sa nachádzajú získané údaje o po£te potrebných mikro-

iterácií MKG na dosiahnutie rádu -4 v ‖xk − x̂‖.

Dosiahnutie rádu -4 v ‖xk − x̂‖ priemer medián min max
HS 275 246 85 983
FR 288 253 124 880
HZ 264 248 84 797
DY 262 245 121 698

Tabu©ka 2: Posledná £as´ Tab. 11.

V ukazovate©ovi priemer sú stále najlep²ie metódy HZ a DY. V ukazovate©ovi me-

dián sa k nim pridáva metóda HS. V ukazovate©och min a max je porovnate©ná metóda

HS s HZ a metóda FR s DY. Z týchto dvojíc sú najlep²ie metódy HZ a DY, pretoºe

majú najniº²ie hodnoty maximálneho po£tu potrebných mikroiterácií.

V tomto experimente vynikala metóda HZ s najniº²ími hodnotami v ukazovate©och

priemer a medián a s uspokojivými hodnotami v ukazovate©och min a max. So zvy-

²ujúcou sa poºadovanou kone£nou presnos´ou optimálneho rie²enia sa porovnate©nou

metódou stala metóda DY.
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Experiment 1b

Ide o experiment prvého typu. Zaujímalo nás, £i sa závery experimentu 1a zmenia, ak

zvý²ime rozmer úlohy. Rozmer sme preto zvý²ili na trojnásobok. Taktieº sme povolili

niº²í maximálny po£et makroiterácií z výpo£tových dôvodov. Inak sa vstupné údaje do

experimentu nezmenili.

� rozmer úlohy: n = 300

� £íslo podmienenosti matíc D a G: κ(D) = κ(G) = 1, 5 106

� po£et vygenerovaných úloh: 101

� maximálny povolený po£et makroiterácií: macro = 6

� sledované rády v norme ‖xk − x̂‖: {0,-2,-4}

Výstup z tohto experimentu sa nachádza v Tab. 12 na strane 94.

Z výsledkov pre dosiahnutie rádu 0 v ‖xk − x̂‖ vidíme, ºe sa situácia oproti roz-

meru 100 takmer nezmenila. V ukazovate©och priemer a medián sú metódy HS a HZ

identické. Ukazovate© max nazna£uje, ºe sa v súbore nachádzala úloha, s ktorou mala

metóda HZ problémy, pretoºe potrebovala aº 431 mikroiterácií (ostatné metódy majú

niº²ie hodnoty v st¨pci max). Metóda FR je opä´ najhor²ia.

V prostrednej £asti Tab. 12 si v²imnime najmä st¨pec max. Metódy HS a HZ tam

nadobúdajú hodnoty nad 1600. Vrámci 6 povolených makroiterácií sa uº v týchto úlo-

hách výrazne priblíºili ku svojej hranici. Metóda HZ dosiahla najlep²ie výsledky v

ukazovate©och medián a priemer. Je to pozoruhodný výsledok napriek spomínaným

okolnostiam.

Výsledky pre rád -4 ukazujú zaujímavý poznatok. Metóda DY si poradila s kaºdou

z úloh zo súboru za maximálne 1476 mikroiterácií. Ak sa v²ak pozrieme na metódu

HZ, tá dosiahla najlep²í výsledok v ukazovateli medián. Taktieº dosiahla skoro najlep²í

výsledok v ukazovateli min. Oproti metóde DY ide o rozdiel aº 33 mikroiterácií. Prie-

merný výsledok má oproti tejto metóde o 2 mikroiterácie lep²í. V kontexte s faktom,

ºe metóda HZ potrebovala v niektorej úlohe aº 2039 mikroiterácií, to nazna£uje, ºe v

rie²ení ostatných úloh musela by´ metóda HZ efektívnej²ia v porovnaní s metódou DY.
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Pri £íslach podmienenosti v optime rie²enej úlohy pribliºne 106 sa zdá by´ metóda

HZ najefektívnej²ia. Pre niº²ie poºadované rády hodnôt ‖xk − x̂‖ dosahuje podobné

výsledky metóda HS. S rástúcou presnos´ou za£ína metóda HS zaostáva´ a je nahradená

metódou DY.

Experiment 1c

Ide o experiment prvého typu. Doteraj²ie experimenty sme urobili s hodnotou £ísla

podmienenosti matíc D a G 1,5 106. Experiment zopakujeme pre vä£²ie £íslo podmie-

nenosti.

� rozmer úlohy: n = 100

� £íslo podmienenosti matíc D a G: κ(D) = κ(G) =1,5 109

� po£et vygenerovaných úloh: 101

� maximálny povolený po£et makroiterácií: macro = 14

� sledované rády v norme ‖xk − x̂‖: {0,-2,-4}

Výstup sa nachádza v Tab. 13 na strane 94.

V prvých dvoch £astiach Tab. 13 (rád 0 a rád -2) dosahuje najlep²ie výsledky metóda

HS. Metóda HZ dosahuje rovnaké alebo porovnate©né výsledky. Chceme tieº opätovne

upozorni´ na hodnoty v st¨pcoch priemer a medián, ktoré sa výrazne odli²ujú. Dôvodom

je variabilita v £ísle podmienenosti generovaných úloh.

Z výsledkov dosiahnutia najvy²²ej skúmanej presnosti (rád -4 v ‖xk − x̂‖) usudzu-

jeme, ºe si metóda HZ po£ínala rovnako dobre ako metóda HS. Sved£ia o tom podobné

výsledky vo v²etkých ukazovate©och.

Záver experimentu 1

Z výsledkov dosia© vykonaných experimentov môºeme poveda´, ºe z h©adiska po£tu

mikroiterácií potrebných na dosiahnutie cie©ovej presnosti je metóda HZ zo skúmaných

metód najefektívnej²ia. Hoci sa vyskytovali úlohy, v ktorých si táto metóda po£ínala

cite©ne hor²ie oproti konkurencii, z h©adiska celého súboru úloh dokázala vä£²inu úloh
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vyrie²i´ najrýchlej²ie. Za naopak najmenej efektívnu metódu povaºujeme metódu FR,

ktorá dosahovala vo vä£²ine ukazovate©ov aº na pár výnimiek najhor²ie výsledky.

Experiment 2

Ide o experiment druhého typu. V experimente sme sa zamerali na gradientné sto-

povacie kritérium. Rie²enie úlohy sme zastavili, ak ‖gk‖ ≤ 10−2. Zaznamenávali sme

ubehnutý £as a výsledky spracovali do Dolanovej-Morého benchmarku.

� rozmer úlohy: n = 100

� £íslo podmienenosti matíc D a G: κ(D) = κ(G) = 1, 5 106

� po£et vygenerovaných úloh: 50

� maximálny povolený po£et makroiterácií: macro = 14

� stopovacie kritérium: ‖gk‖ ≤ 10−2

Výsledkom tohto experimentu je graf na Obr. 7. Graf nazna£uje, ºe metóda DY bola

Obr. 7: Porovnanie efektívnosti skúmaných metód na úlohách s bikvadratickou ú£elovou

funkciou (rozmer 100)

zo skúmaných metód najefektívnej²ia. Najlep²í výsledok dosiahla v pribliºne 45 per-

centách úloh, pri£om úlohy v generovanom súbore dokázala vyrie²i´ za maximálne
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dvojnásobok najlep²ieho £asu. Metóda HS dosiahla najlep²í výsledok v 16 percentách

úloh. Z tvaru grafu tejto metódy je zrejmé, ºe sa v súbere nachádzali úlohy, ktoré

metóda za povolený po£et makroiterácií nedokázala vyrie²i´. Z toho dôvodu dosahuje

100 percentnú úspe²nos´ aº pri hodnote τ = 3, 25. Metódy FR a HS sú výsledkovo

porovnate©né. V niektorých hodnotách τ je lep²ia metóda HS, v iných zasa metóda FR.

V²imnime si tieº, ºe do τ = 2, 25 majú krivky prudko rastúci tvar. Znamená to, ºe vý-

sledky metód boli ve©mi podobné. V generovanom súbore sa ale nachádzalo 10 percent

úloh, s ktorými mali metódy HS a FR problémy, £o sa prejavilo na tvare ich kriviek.

Ke¤ sme preskúmali údaje o po£te vykonaných mikroiterácií, situácia sa vyjasnila. V

súbore boli úlohy, na ktoré potrebovali metódy HS, HZ alebo FR mimoriadne ve©a

mikroiterácií, £o sa následne prejavilo na celkom £ase rie²enia úlohy. Interpretácia Obr.

7 teda nespo£íva úplne vo výpo£tovej náro£nosti jednotlivých algebraických formúl pa-

rametra β. Výsledky moºno zhrnú´ tak, ºe metóda DY vyrie²ila vygenerovaný súbor

úloh najkonzistentnej²ie. To znamená, ºe po£ty potrebných mikroiterácií MKG boli v

jednotlivých úlohách pribliºne rovnaké. Metódy HZ, HS a FR boli v rie²ení úloh tieº

úspe²né, no ich výsledky boli menej vyrovnané. Inak povedané, niektoré úlohy vyrie²ili

bleskovo, v iných potrebovali neprimerane viac mikroiterácií, ako ich konkurencia.

Podobné výsledky sme dostali z rovnakého experimentu, v ktorom sme ale zvý²ili

rozmer úloh na 300. Graf sa nachádza na strane 86 (Obr. B.2). Najlep²ou sa ukázala

metóda DY. Posunula sa ale hodnota τ , pri ktorej metóda DY vyrie²ila aj poslednú

úlohu.

Záver experimentu 2

Výsledky experimentu 2 na prvý poh©ad nekore²pondujú s výsledkami experimentu

1. Z posledných komentovaných výsledkov totiº vyplýva, ºe najefektívnej²ou metódou

je metóda DY. Táto metóda je v prípade bikvadratickej ú£elovej funkcie naozaj na-

jefektívnej²ia, ak poºadujeme nielen vysokú presnos´ funk£nej hodnoty, ale aj vysokú

presnos´ bodu xk, ktoré toto rie²enie vytvára. V experimente 1 sme sa zameriavali na

ukazovate© ‖xk − x̂‖, pri£om posledným zaznamenávaným rádom bola hodnota -4. V

experimente 2 sme pouºili omnoho silnej²ie ukon£ovacie kritérium, ke¤ sme sledovali

ukazovate© ‖gk‖. Po preskúmaní výstupov sme zistili nasledovné:
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� na za£iatku rie²enia úlohy: ‖x0 − x̂‖ = 100 a ‖g0‖ = 1011

� v experimente 1 sme rie²enie zastavili, ak: ‖xk − x̂‖ ≤ 10−3, £o zodpovedalo

‖gk‖ = 104

� v experimente 2 sme rie²enie zastavili, ak: ‖gk‖ ≤ 10−2, £o zodpovedalo ‖xk−x̂‖ ≤

10−6

V experimente 2 sme teda poºadovali okrem presného rie²enia aj ve©mi presnú apro-

ximáciu bodu, ktoré toto rie²enie vytvára. Uº v experimente 1 bolo moºné si v²imnú´,

ako sa metóda DY postupne zlep²uje a vyrovnáva sa metóde HZ.

Chceme ale e²te raz zdôrazni´, ºe sme v experimentoch skúmali iba efektívnos´ rôz-

nych formúl parametra β MKG. Z toho dôvodu sme kládli rovnaké podmienky na

program LSHZ v prípade kaºdej zo skúmaných metód. Podmienky sme stanovili ve©mi

prísne, aby bol program LSHZ pouºite©ný aj v prípade metódy FR. Ak by sme skúmali

efektívnos´ programovej realizácie metód ako celku, bolo by moºné pre kaºdú z metód

upravi´ hodnoty kon²tánt vstupujúcich do programu LSHZ. Získané výsledky by sa

mohli úplne lí²i´ od tých, ktoré tu prezentujeme.

5.2 Diagonálna funkcia 2

Táto funkcia má predpis

f(x) =
n∑
i=1

(
exp(xi)−

xi
i

)
(67)

kde x ∈ Rn a ²tandardným ²tartovacím bodom je x0 = (1, 1
2
, . . . , 1

n
)T . Optimálnym bo-

dom x̂ je bod (0, . . . , ln
(
1
i

)
, . . . , ln

(
1
n

)
)T . Skúmané metódy budeme testova´ na dvoch

typoch experimentov popísaných na za£iatku kapitoly 5.

Ak nespomenieme inak, skúmaným metódam neumoºníme ºiadnu makroiteráciu. To

znamená, ºe sa rie²enie úlohy ukon£í, ak program dosiahne n − 1 mikroiteráciu (za

predpokladu, ºe e²te skôr nenastanú ukon£ovacie podmienky uvedené v popise experi-

mentov).
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Experiment 3

Ide o experiment prvého typu. Zvolili sme rozmer úlohy 10 000. Vzdialenos´ ²tartova-

cieho bodu x0 od bodu x̂ je ρ = 827. Výstupné údaje sa nachádzajú v Tab. 3.

Rozmer úlohy = 10 000
rád hodnoty ‖xk − x̂‖ (10rád) HZ HS FR DY

0 187 155 1296 1054
-1 371 389 2386 1932
-2 461 499 3503 2823
-3 584 700 4628 3716
-4 805 934 5753 4598
-5 6879 5488

podmienka ‖gk‖ ≤ 10−7 splnená v 917 1024 7542 5889

Tabu©ka 3: Diagonálna 2 funkcia- po£et mikroiterácií MKG vo vz´ahu ku cie©ovému rádu

‖xk − x̂‖.

Výsledky tohto experimentu sú prekvapujúce. Vidíme, ºe metódy HZ a HS dosahujú

podmienku ‖gk‖ ≤ 10−7 zhruba okolo tisícej mikroiterácie, £o je iba jedna desatina z

celkového rozmeru úlohy. Priebeh rie²enia majú ve©mi podobný, v závere je metóda HZ

rýchlej²ia (v zmysle men²ieho po£tu potrebných mikroiterácií). Úplným protikladom

sú výsledky metód DY a FR. Ich po£ty mikroiterácií sú v tisícoch. Ukon£ovaciu pod-

mienku dosahujú v 5889 (metóda DY ) a 7542 mikroiterácii (metóda FR). Ide teda o

výrazne odli²né výsledky rie²enia tej istej úlohy pri rovnakej prípustnej presnosti ap-

roximácie optimálneho kroku αk. Test sme preto zopakovali s tým, ºe sme si nechali

vypisova´ informácie z kaºdej iterácie, najmä hodnoty ‖xk− x̂‖, ‖gk‖ a ‖f(xk)−f(x̂)‖.

Výsledky uvedené v Tab. 3 sme potvrdili. Ukázalo sa, ºe metódy DY a FR robia ve©mi

malý pokrok v ‖xk− x̂‖, £o sa následne prejavuje na ‖gk‖ a ‖f(xk)− f(x̂)‖. Takúto si-

tuáciu sme popísali v kapitole 2 v Poznámke na strane 25. Ide o tzv. �zasekávanie", vo£i

ktorému sú metódy HZ a HS imúnne, £o sa prejavilo aj na ich odli²ných výsledkoch.

Experiment 4

Ide o experiment druhého typu, kde sme zvolili rovnaký rozmer úlohy 10 000 ako v

prípade experimentu 3. Vzh©adom na výsledky tohto experimentu uº vieme, ºe údaje,

ktoré získame, budú ovplyvnené tzv. �zasekávaním"metód DY a FR. Preto pôjde iba

o overenie výsledkov a nie o porovnanie výpo£tovej náro£nosti, ako sme pôvodne plá-
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novali. Z tohto dôvodu uverejníme iba údaje o po£te mikroiterácií (skúmanie £asových

údajov nemá v tomto prípade zmysel). Výstupné údaje sa nachádzajú v Tab. 4.

Rozmer úlohy = 10000
rád hodnoty ‖gk‖ (10rád) HZ HS FR DY

0 1 1 1 1
-1 11 9 7 6
-2 48 43 798 612
-3 128 135 1915 1439
-4 311 239 3043 2331
-5 407 445 4149 3203
-6 545 616 5293 4089
-7 692 807 6399 4989

Tabu©ka 4: Diagonálna 2 funkcia- po£et mikroiterácií MKG vo vz´ahu ku cie©ovému rádu

‖gk‖.

Výsledky sú presne také, aké sme o£akávali. Úplne kore²pondujú s výsledkami expe-

rimentu 3. Najlep²ie sú metódy HZ a HS, no pre dosiahnutie �nálnej presnosti je

najlep²ia metóda HZ. Taktieº si môºeme v²imnú´, ºe dosiahnutá presnos´ v ‖gk‖ ko-

re²ponduje s rádom ‖xk − x̂‖ medzi -3 a -4 v prípade metód HZ a HS. Z tohto dôvodu

Tab. 3 neobsahuje údaje o ráde -5 v ‖xk − x̂‖ pre tieto metódy (metódy skôr dosiahnu

gradientné ukon£ovacie kritérium).

5.3 Hagerova funkcia

Táto funkcia má predpis

f(x) =
n∑
i=1

(
exp(xi)−

√
ixi

)
(68)

kde x ∈ Rn a ²tandardným ²tartovacím bodom je jednotkový vektor x0 = (1, . . . , 1)T .

Funkcia nadobúda svoje minimum v bode x̂ = 1
2
(0, . . . , ln(i), . . . , ln(n))T .
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Experiment 5

Ide o experiment prvého typu, v ktorom sme zvolili rozmer úlohy 10 000. Po£iato£ná

vzdialenos´ ρ bodov xs a x̂ má hodnotu 315. Výstupné údaje sa nachádzajú v Tab. 5.

Rozmer úlohy = 10000
rád hodnoty ‖xk − x̂‖ (10rád) HZ HS FR DY

0 5 5 7 7
-1 12 12 18 17
-2 23 24 42 37
-3 35 35 63 55
-4 46 46 83 72
-5 58 58 105 90
-6 69 69 124 107
-7 79 79 145 124

Tabu©ka 5: Hagerova funkcia- po£et mikroiterácií MKG vo vz´ahu

ku cie©ovému rádu ‖xk − x̂‖.

Prvé, £o si môºeme vo výstupe v²imnú´, je malý po£et mikroiterácií MKG potreb-

ných na dosiahnutie poºadovanej presnosti v ‖xk − x̂‖. Vzh©adom na rozmer úlohy ide

o zaráºajúce hodnoty. Uvaºovali sme teda, £o mohlo spôsobi´ takýto rýchly výpo£et.

Pri²li sme k týmto záverom

1. �tartovací bod x0 sa nachádza pomerne blízko bodu x̂: ‖x0 − x̂‖ = 3, 14 . 102 a

‖x0 − x̂‖∞ = 3, 6.

2. Hessova matica funkcie (68) má tvar diagonálnej matice s diagonálou

(exp(x1), . . . , exp(xn))T . �íslo podmienenosti tejto matice má v bode x̂ hodnotu

100, v bode x0 1. Ide teda o mimoriadne dobre podmienenú úlohu.

Tieto dôvody vysvet©ujú rýchlos´ vyrie²enia úlohy.

�al²ou zaujímavos´ou sú jednotlivé výsledky metód. Metódy HZ a HS sú najrých-

lej²ie s po£tom mikroiterácií 79 pre dosiahnutie poslednej sledovanej presnosti. Metódy

FR a DY potrebovali nezanedbate©ne viac mikroiterácií. Z týchto dvoch metód je me-

tóda FR najhor²ia, pretoºe potrebovala aº 145 mikroiterácií, £o je takmer dvojnásobok

potrebných mikroiterácií metódy HZ alebo HS.

Nakoniec si v²imnime, ºe metódy HZ a HS dosahujú takmer totoºné výsledky. Zna-

mená to, ºe roz²írenie parametra βHZ o výraz
||yk||2gTk+1dk

(dTk yk)
2 nemalo takmer ºiadny prínos.
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Preto v skuto£nosti βHZ = βHS. Uº v kapitole 2 sme uviedli, ºe táto situácia nástava

napríklad v prípade �zasekávania"( Poznámka na strane 25). Zárove¬ to vysvet©uje

výrazne hor²ie výsledky metódy FR a DY.

Experiment 6

Výsledky experimentu 5 nás in²pirovali k overeniu výpo£tovej náro£nosti skúmaných

metód. Budeme v²ak testova´ ibametódy HZ a HS, ke¤ºe zvy²né dve metódy podliehali

�zasekávaniu", a preto by ich výsledky nemali ºiadnu relevantnú informa£nú hodnotu.

Naopak metódy HZ a HS dosahovali rovnaké výsledky, preto by £asové údaje o ná-

ro£nosti výpo£tov mohli prinies´ zaujímavé informácie. Zameriame sa na gradientné

ukon£ovacie kritérium, ke¤ºe pod©a neho sa pri rie²ení reálnej úlohy riadime.

O£akávame lep²ie výsledky metódy HS, ke¤ºe metóda HZ má zloºitej²í tvar para-

metra β, ktorý sa ale v kone£nom dôsledku bude rovna´ parametru βHS. Myslíme si

preto, ºe by sa zbyto£né aritmetické operácie pri výpo£te βHZ mohli prejavi´ na hor²ích

výpo£tových £asoch. Ke¤ºe pôjde zrejme iba o nepatrné zhor²enie, zvý²ili sme rozmer

testovacej úlohy, aby sme prípadné rozdiely zvýraznili. Zárove¬ tú istú úlohu vyrie²ime

viackrát a výsledné £asy spriemerujeme, aby sme aspo¬ £iasto£ne eliminovali apriórne

chyby v meraniach týchto £asov.

Vstupné údaje experimentu

� rozmer úlohy: n = 100000

� po£et opakovaní rie²enia úlohy: 20

� skúmané metódy: metóda HZ a metóda HS
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Z experimentu sme získali tieto priemerné £asové údaje (uvádzané v sekundách)

rád hodnoty ‖gk‖ 0 -1 -2 -3 -4 -5 -6 -7
HZ 4.51 7.41 10.24 12.93 15.61 19.02 21.83 25.15
HS 4.63 7.33 10.03 13.02 15.67 18.87 21.72 24.74

Tabu©ka 6: Hagerova funkcia- výpo£tové £asy (v sek.) vo vz´ahu ku cie©ovému rádu ‖gk‖.

Získané údaje na²e o£akávania nepotvrdili. Aj ke¤ má metóda HZ prevaºne hor²ie

zaznamenané £asy, ide o zanedbate©né rozdiely. Navy²e, pri kontrole po£tu potrebných

mikroiterácií sa ukázalo, ºe metóda HS bola predsalen rýchlej²ia.

rád hodnoty ‖gk‖ 0 -1 -2 -3 -4 -5 -6 -7
HZ 23 42 62 81 100 123 141 163
HS 24 42 61 80 99 121 140 159

Tabu©ka 7: Hagerova funkcia- po£et mikroiterácií vo vz´ahu ku cie©ovému rádu ‖gk‖.

Dôvodom malých odchýlok v £asoch je preto skôr nieko©ko mikroiterácií vykonaných

naviac a tieº apriórna miera nepresnosti v meraní £asov. Zbyto£né výpo£ty v βHZ teda

neboli nato©ko významné, aby sa badate©ne prejavili v hor²ích výsledkoch.
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Záver

Hlavným cie©om tejto bakalárskej práce bolo porovna´ efektivitu MKG autorov W.

Hagera a H. Zhanga s metódami iných autorov navrhnutými v priebehu desa´ro£í

vývoja MKG. Pre splnenie tohto cie©a sme za£ali na²u prácu teoretickými kapitolami,

ktorých úlohou bolo dostato£ne priblíºi´ skúmanú problematiku.

Základnú teóriu metódy konjugovaných gradientov sme uviedli v kapitole 1. Tá

zah¯¬a de�níciu MKG v podkapitole 1.2, konvergen£né vety tejto metódy v prípade

rýdzokonvexnej kvadratickej a v prípade v²eobecnej konvexnej funkcie v podkapitole

1.3. Prezentované vety, tvrdenia a lemy sme sa snaºili po£as dôkazov pre lep²ie po-

rozumenie £itate©a dôsledne komentova´ a jednotlivé kroky vysvet©ova´. V úvodnej

kapitole sme sa tieº venovali problematike nájdenia optimálneho kroku αk ( ide o mi-

nimaliza£nú úlohu (3), ktorú je potrebné rie²i´ v kaºdej iterácii MKG). Uviedli sme v

praxi pouºívané kritériá pre nájdenie pribliºného optimálneho kroku, ale aj relatívne

nový algoritmus, ktorý prezentovali v £lánku [6] autori W. Hager a H. Zhang.

Kapitolu 2 sme venovali historickému vývoju algebraického tvaru parametra αk

MKG. Zamerali sme sa na výhody a nevýhody jednotlivých tvarov v kontexte kon-

vergencie MKG pri konvexnej ú£elovej funkcii.

V ¤al²ej kapitole sme sa zamerali na programovací aspekt na²eho cie©a bakalárskej

práce. Za najdôleºitej²ie £asti tejto kapitoly povaºujeme podkapitoly 3.2 a 3.3. V nich

sme teoretické poznatky prezentované v kapitolách 1 a 2 previedli do programových

realizácií metódy h©adania optimálneho kroku αk a metódy konjugovaných gradientov.

V²etky zdrojové kódy pouºité v tejto práci sú sú£as´ou Prílohy A.

�tvrtá kapitola obsahuje prvé experimenty, ktoré dopomohli k optimálnemu nasta-

veniu programových realizácií popisovaných v kapitole 3. Experiment v podkapitole 4.1

preukázal nezanedbate©nos´ vplyvu rozloºenia vlastných £ísel na výpo£tovú náro£nos´

generovanej úlohy, hoci tá mala za�xovanú hodnotu £ísla podmienenosti ( Obr. 4 situ-

áciu jasne vysvet©uje). V podkapitole 4.2 sme sa snaºili o vlastné vylep²enie metódy

zlatého rezu popísanej v podkapitole 3.2.1. Na základe na²ich výstupov z vykonaných

experimentov ( nachádzajú sa na strane 87) sme nami navrhovanú úpravu programo-

vej realizácie zamietli. Ná² neúspech v²ak neznamená, ºe my²lienka vylep²enia tejto

metódy nie je uskuto£nite©ná.
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V na²ej poslednej kapitole sme sa venovali hlavnému cie©u tejto bakalárskej práce-

experimentálnemu porovnaniu efektívnosti rôznych formúl MKG. Porovnávali sme tieto

tvary parametra β MKG: βHS+ s tvarom (36), βHZ+ s tvarom (48), βFR s tvarom (37)

a βDY s tvarom (40). Experimenty sme robili na troch ú£elových funkciách, konkrétne

na bikvadratickej s predpisom (66), diagonálnej 2 s predpisom (67) a Hagerovej s pred-

pisom (68).

V prípade bikvadratickej ú£elovej funkcie sme zistili, ºe ak nevyºadujeme príli² vysokú

presnos´ v ‖xk − x̂‖ alebo v ‖gk‖, potom je metóda HZ spomedzi skúmaných metód

naozaj najefektívnej²ia. Dokazujú to výsledky experimentov uvedené v Tab. 11, Tab.

12 a Tab. 13 na strane 93. Pri vysokej poºadovanej presnosti metóda HZ svoju efekti-

vitu stráca. Najefektívnej²ou sa stáva metóda DY ako uvádzame na strane 62.

V ostatných dvoch prípadoch skúmaných ú£elových funkcií na²e experimenty na stra-

nách 64 aº 66 preukázali vy²²iu efektívnos´ metódy HZ oproti konkuren£ným testova-

ným metódam ako to bolo deklarované v závere £lánku [6] autorov tejto metódy.

Prínos teoretickej £asti na²ej bakalárskej práce vidíme v zhrnutí najdôleºitej²ích

aspektov MKG. Prvé dve kapitoly na²ej práce môºu poslúºi´ na doplnenie poznatkov

o MKG v prípade hlb²ieho záujmu ²tudentov o túto metódu.

Praktická £as´ na²ej práce bola zameraná na programové realizácie metód popisova-

ných v tejto práci, na rie²enie problémov spojených s prechodom od teórie k praktic-

kému pouºitiu a nakoniec na porovnanie efektívnosti popisovaných metód. V priebehu

práce sme upozor¬ovali na problémy, s ktorými sa môºe £itate© stretnú´ pri vytváraní

programových realizácií teoretických metód. Toto povaºujeme za ¤al²í dôleºitý prísnos

na²ej práce.

Tvorba tejto bakalárskej práce priniesla autorom mnoho nových poznatkov z nume-

rickej matematiky £i algebry. Taktieº musíme spomenú´ programátorskú £as´, ktorá

tvorí významnú zloºku tejto práce. Popri roz²írení si poznatkov o matematickom prog-

rame Matlab tým myslíme vytváranie programových realizácií teoretických metód a

rie²enie problémov vznikajúcich obmedzenými moºnos´ami výpo£tovej techniky. V ne-

poslednom rade autori získali cenné skúsenosti z oblasti experimentálneho porovnania

matematických metód a formálneho spracovania získaných výsledkov.
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A.1 GENERÁTOR KVADRATICKÝCH ÚLOH

Príloha A

A.1 Generátor kvadratických úloh

function [G,h,xopt,xs]=Generkva(condnum,n,ro,typ)
% generator kvadratickej ulohy s kladne definitnou maticou G
% ucelova funkcia f(x)=1/2 x'Gx +h'x
%====================================================================
% VSTUPY:
% condnum − cislo podmienenosti matic
% n − rozmer ulohy
% ro − vzdialenost startovacieho x od optimalneho v euk. norme
% typ − parameter rozvrhnutia vlastnych cisel v matici D
%====================================================================
% VYSTUPY:
% A − kladne definitna matica
% h − vektor
% xopt − optimalne riesenie vygenerovanej kvadratickej ulohy
% xs − startovaci bod, ktory od xopt vzdialeny v norme o ro
%====================================================================

% pouzivane konstanty
xoptmin=10; %pre generovanie optimalneho x

%====================================================================
% BLOK 1: celociselne optimalne riesenie kvadratickej ulohy
xopt=randi([−xoptmin,xoptmin],[n,1]); %[rozsah zloziek],[rozmer vektora]

%====================================================================
% BLOK 2: vytvorenie symetrickej kladnedefinitnej matice G

L=tril(randi([−5,5],[n,n]),−1); %dolnatroj.matica bez hlavnej diagonali
v=randi([1,5],[n,1]); %kladna hlavna diagonala
L=diag(v)+L; %dolnatrojuhol. s hlavnou diagonalou
G=L*L'; %regularna matica
[L,~]=qr(G); %L je ortogonalna matica

% vytvorenie diagonalnej matice so zadanym cislom podmienenosti
% najprv diagonalu s urcenym rozlozenim vlastnych cisel
switch typ
% najvacsie cislo v(1), najmensie v(end)
% podla parametra typ urobi particne rozlozenie vlastnych cisel

case {1}
% rovnomerna ,ostromonotonna postupnost vlastnych cisel

vrch=condnum*0.001;
v=0.001+(vrch−0.001)*rand(n−2,1);
v=round(v*1000)/1000;
v=−sort(−[vrch;v;0.001]);
case {2}

% polovica najmensie vlastne cislo, druha polovica
% rovnomerna ,ostromonotonna postupnost

v=ones(n,1);
vrch=condnum*0.001;
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v(1:round(n/2))=0.001;
v(round(n/2)+1:n−1)=0.002+(0.99*vrch−0.002)...
*rand(length(v(round(n/2)+1:n−1)),1);
v(n)=vrch;
v=−sort(−v);
case {3}

% polovica najvacsie vla. cislo, druha polovica
% rovnomerna ,ostromonotonna postupnost

v=ones(n,1);
vrch=condnum*0.001;
v(1:round(n/2))=vrch;
v(round(n/2)+1:n−1)=0.002+(0.99*vrch−0.002)...
*rand(length(v(round(n/2)+1:n−1)),1);
v(n)=0.001;
v=−sort(−v);
case {4}

% rovnake cislo − rovnomerna ostromonotonna pos. − rovnake cislo
v=ones(n,1);
vrch=condnum*0.001;
v(1:round(n/3))=vrch;
v(round(n/3)+1:round(2*n/3))=0.002+(0.99*vrch−0.002)...
*rand(length(v(round(n/3)+1:round(2*n/3))),1);
v(round(2*n/3)+1:n)=0.001;
v=−sort(−v);
case{5}

% vla. cisla z rovnomerneho roz., neusporiadane do monotonnej pos.
v=ones(n,1);
vrch=condnum*0.001;
v(2:n−1)=0.002+(0.99*vrch−0.002)*rand(length(v(2:n−1)),1);
v(1)=vrch; v(n)=0.001;
case{6}

% 2 skupiny skoro rovnakych cisel− podobne cisla
% v skupine, ale zmenene o male epsilon

eps=10^(−6);
v=ones(n,1);
vrch=condnum*0.001;
for i=1:1:floor(n/2)

v(i)=vrch+eps*(1−i);
end
for i=n:−1:floor((n/2)+1)

v(i)=0.001+eps*(n−i);
end

end
% vytvorenie kladne definitnej matice G s urcenym cislom podmienenosti
G=L*diag(v)*L';

%====================================================================
% BLOK3 : dopocitanie spravneho h, aby bolo xopt optimalnym riesenim
h=−G*xopt;

%====================================================================
% BLOK4: vytvorenie startovacieho bodu vzd. od optima v norme o ro
v=randi([−xoptmin,xoptmin],[n,1]); %[rozsah zloziek],[rozmer vektora]
xs=xopt+(ro/(norm(v−xopt)))*(v−xopt);
end
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A.2 Generátor bikvadratických úloh

function [D,G,h,xopt,xs]=Generbikva(condnum,n,ro)
% generator bikvadratickej ulohy s diag. D a sym.G − obe kladnedefinitne
% ucelova funkcia f(x)=1/4 (x'Dx)^2 + 1/2 x'Gx +h'x
%====================================================================
% VSTUPY:
% n − rozmer ulohy
% condnum − cislo podmienenosti matic
% ro − vzdialenost startovacieho x0 od optimalneho v euk. norme
%====================================================================
% VYSTUPY:
% B − kladnedefinitna diagonalna matica D
% A − kladne definitna symetricka matica G
% h − vektor
% xopt − optimalne riesenie vygenerovanej kvadratickej ulohy
% xs − startovaci bod, ktory od xopt vzdialeny v norme o ro
%====================================================================

% pouzivane konstanty
xoptmin=20; %pre generovanie optimalneho x

%====================================================================
% BLOK 1: optimalne riesenie ulohy,celociselne
xopt=randi([−xoptmin,xoptmin],[n,1]);

%====================================================================
% BLOK 2: vytvorenie symetrickej kladnedefinitnej matice
L=tril(randi([−3,3],[n,n]),−1); %dolnatrojuhol. bez diagonali
v=randi([1,5],[n,1]); %vytvaram + diagonalu
L=diag(v)+L; %dolantrojuhol.
G=L*L'; %regularna matica
[L,~]=qr(G); %L je ortogonalna matica
% vytvorenie diagonalnej matice s cislom podmienenosti stanovenym
vrch=condnum*0.001;
v=0.001+(vrch−0.001)*rand(n−2,1);
v=round(v*1000)/1000; %vo v diagonala matice s urcenym
v=−sort(−[vrch;v;0.001]); %cislom podmienenosti
G=L*diag(v)*L'; %predstavuje G
% vytvorenie diagonalnej kladne definitnej matice D
v=0.001+(vrch−0.001)*rand(n−2,1);
v=round(v*1000)/1000;
v=−sort(−[vrch;v;0.001]);
D=diag(v);

%====================================================================
% BLOK 3: dopocitanie vektora h
h=−G*xopt − (xopt'*D*xopt)*(D*xopt);

%====================================================================
% BLOK 4: vytvorenie startovacieho bodu v norme od optima o ro
v=randi([−xoptmin,xoptmin],[n,1]); %[rozsah zloziek],[rozmer vektora]
xs=xopt+(ro/(norm(v−xopt)))*(v−xopt);
end
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A.3 Realizácia zlatého rezu

function [b]=Zlatyrez(x,d,w)

% program zlateho rezu na urcenie priblizneho optimalneho kroku
%====================================================================
% VSTUPY:
% x− bod, v ktorom sa nachdzam
% d− smer, v ktorom z bodu x idem minimalizovat
% w− konstanta− fixny pocet iteracii ZR, ktore maju prebehnut
% VYSTUPY:
% c1− priblizny optimalny krok
%====================================================================

global Fval; %zapis funkcie pre vypocet hodnoty ucelovej funkcie
z2=0.5*(sqrt(5)−1);
z1=1−z2;

% prva faza−optimalne zuzit interval, aby "rychlejsi a presnejsi ZR"
[a,b]=PrvafazaZR(x,d,1+z2);

c1=a+z1*(b−a); %vypocet laveho vnutorneho bodu (a,b)
c2=a+z2*(b−a); %vypocet praveho vnutorneho bodu (a,b)
F1=Fval(x+c1*d); %vypocet funkcnej hodnoty v c1
F2=Fval(x+c2*d); %vypocet funkcnej hodnoty v c2
k=1;

while(k<w) %algoritmus opakujem az po stanoveny pocet iteracii w
%sledujem,ci plati F1 priblizne= F2,
%co by viedlo k neistym vysledkom ZR

if((abs(F1−F2)/(abs(F1)+1))<10^−15)
return;

end
if((F2/(sign(F1)*F1))>sign(F1)) %ak v c2 vacsia hodnota ako v c1

b=c2; %optimum vlavo na intervale (a,c2)
c2=c1;
F2=F1;
c1=a+z1*(b−a);
F1=Fval(x+c1*d);

else
a=c1; %optimu vpravo na intervale (c1,b)
c1=c2;
F1=F2;
c2=a+z2*(b−a);
F2=Fval(x+c2*d);

end
k=k+1;

end
end

%====================================================================
%====================================================================
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function [a,b]=PrvafazaZR(x0,d,posun)

% prva faza ZR, ktora urci pociatocny interval, ktory sa bude skracovat
%====================================================================
% VSTUPY:
% x0−aktualny bod, v ktorom sa algoritmus MKG nachadza
% d − smer minimalizacie
% posun− konstanta, o ktoru sa bude pravy krajny bod posuvat
%====================================================================
% VYSTUPY:
% a−lavy krajny bod pociatocneho intervalu pre ZR
% b−pravy krajny bod pociatocneho intervalu pre ZR
%====================================================================
%POSTUP:
% zacnem v bode x0+parameter*d
% vycislim funkcnu hodnotu, porovnam s predchadzajucou
% ak nastane situacia F(bod1)>F(bod2)<F(bod3)
% potom vystupom budu krajne body intervalu (bod1,bod3)
%====================================================================

global Fval;
F0=Fval(x0);
a=0; %zacinam v bodoch x0 a x0+d
c=0;
b=1;
x=x0+b*d;
F1=Fval(x);
it=1;

while((F1/(sign(F0)*F0))<sign(F0))
% viem,ze Fval(a)<Fval(c)<Fval(b), takze optimum vpravo od a

a=c; %posuvam lavy bod, aby som vyuzil ziskanu informaciu
c=b;
b=b+it*posun;
it=it+1;

% posuvam sa o hodnotu k*(1+z2) −> optimalny posun, ak b=1 nestaci
F0=F1;
x=x0+b*d;
F1=Fval(x);

end
end
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A.4 Line search autorov W. Hagera a H. Zhanga

function [alfa]=LSHZ(x,d,Maxit)

% line search prezentovany v clanku Hagera Zhanga
%====================================================================
% VSTUPY:
% x − aktualny bod, v ktorom sa MKG nachadza
% d − smer optimalizacie
% Maxit − maximalny pocet cyklov v algoritme (poistka pre zacyklenie)
%====================================================================
% VYSTUPY:
% alfa − priblizny optimalny krok
%====================================================================

global gam;

% ziskanie pociatocneho intervalu na zuzenie
[a,b,Dl,Dp]=Prvafaza(x,d); %vid popis v Prvafaza()
% Dl−> derivacia v bode x+a*d Dp−> derivacia v bode x+b*d

P=0;
%====================================================================

% kontrola splnenia priblizneho Wolfeho kriteria
[hodnota,D0,~]=Wolfeapr(x,a,d,0,Dl); %ak hodnota=1,Wolfe splneny
% D0−> derivacia v bode x −> Fder(x+0*d)'*d
if(hodnota==1) alfa=a;return; end
if(Wolfeapr(x,b,d,D0,Dp)==1) alfa=b;return; end
clear hodnota;
%====================================================================

while(P<=Maxit) %algoritmus spresnovania pociatocneho intervalu
% secant2 metoda autorov Hagera,Zhanga, vid popis secant2()

[A,B,Dl,Dp]=secant2(a,b,x,d,Dl,Dp);
%poznam derivacie v bodoch x+a*d,x+b*d
%zaznamenam derivacie x+A*d,x+B*d do premennych Dl,Dp

if((B−A)> gam*(b−a)) %ak nedoslo k dostatocnemu skrateniu,bisekcia
% metoda bisekcie

c=(A+B)/2;
[A,B,Dl,Dp]=updateInt(A,B,c,x,d,Dl,Dp);

end

% kontrola splnenia priblizneho Wolfeho kriteria
if(Wolfeapr(x,A,d,D0,Dl)==1) alfa=A;return; end
if(Wolfeapr(x,B,d,D0,Dp)==1) alfa=B;return; end
P=P+1;

% aktualizacia intervalu, ktory algoritmus spresnuje
a=A;
b=B;

end
end
%====================================================================
%====================================================================
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function [an,bn,DerL,DerP]=secant2(a,b,x,d,DerL,DerP)

% UCEL: spresnenie intervalu, ktory obsahuje optimalny krok
% skumam funkciu 1 premennej: f(x+alfa*d) s premennou alfa
% derivacia v tvare f'(x+alfa*d)*d
%====================================================================
% VSTUPY:
% a − lavy krajny bod skumaneho intervalu
% b − pravy krajny bod skumaneho intervalu
% x − aktualny bod MKG d− smer optimalizacie
% DerL− derivacia v bode x+a*d DerP−derivacia v bode x+b*d
% VYSTUPY:
% an − aktualizovany lavy krajny bod skumaneho intervalu
% bn − aktualizovany pravy krajny bod skumaneho intervalu
% DerL− derivacia v x+an*d DerP−derivacia v x+bn*d
%====================================================================

[c]=secant(a,b,x,d,DerL,DerP); %vid secant()
% update intervalu, pozri komentar vo funkcii updateINT()
[av,bv,DerLn,DerPn]=updateInt(a,b,c,x,d,DerL,DerP);
if(c==av)

[an,bn,DerL,DerP]=updateInt(av,bv,secant(a,av,x,d,DerL,DerLn),x,d,DerLn,DerPn);
%vychadzam z toho,ze c=av teda Fc=DerLn pre potreby secantu

elseif(c==bv)
[an,bn,DerL,DerP]=updateInt(av,bv,secant(bv,b,x,d,DerPn,DerP),x,d,DerLn,DerPn);

else
an=av;bn=bv;

% ak nastala tato moznost, potom v update intervale nastala situacia
% ze c bolo mimo a,b a teda derivacie krajnych bodov ostavaju
% DerL,DerP
end
end
%====================================================================
%====================================================================

function [an,bn,poa,pob]=updateInt(a,b,c,x,d,poa,pob)
% aktualizacia intervalu
% UCEL: spresnenie intervalu, ktory obsahuje optimalny krok
%====================================================================
% VSTUPY:
% a− lavy krajny bod skumaneho intervalu
% b− pravy krajny bod skumaneho intervalu
% c− bod z intervalu <a,b> −> novy krajny bod spresneneho intervalu
% x− aktualny bod MKG d− smer optimalizacie
% poa− derivacia v bode x+a*d pob−derivacia v bode x+b*d
% VYSTUPY:
% an− aktualizovany lavy krajny bod skumaneho intervalu
% bn− aktualizovany pravy krajny bod skumaneho intervalu
% poa− derivacia v x+an*d pob−derivacia v x+bn*d
%====================================================================

global Fder;
if(c<a || c>b) %ak c mimo <a,b>, interval nemam ako spresnit

an=a;bn=b;return;
else
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Fc=Fder(x+c*d)'*d;
if(Fc > 0) %ak derivacia +, optimalny krok je niekde nalavo od c

an=a;bn=c;pob=Fc;return
else %optimalny krok je niekde napravo od c

an=c;bn=b;poa=Fc;return
end

end
end
%====================================================================
%====================================================================

function [c]=secant(a,b,x,d,poa,pob)
% metoda secnic
% UCEL: urcenie presnejsieho bodu, ze f'(x+bod*d)*d=0
%====================================================================
% VSTUPY:
% a− lavy krajny bod skumaneho intervalu
% b− pravy krajny bod skumaneho intervalu
% x− aktualny bod MKG d− smer optimalizacie
% poa− derivacia v bode x+a*d pob−derivacia v bode x+b*d
% VYSTUPY:
% c− bod vysledkom metody secantov
%====================================================================

global Fder;
% ak nemam vstupnu informaciu, musim si ju vypocitat
if(pob==0) pob=Fder(x+b*d)'*d; end
if(poa==0) poa=Fder(x+a*d)'*d; end

% c= ((a * pob)−(b * poa))/(pob − poa) teoreticky predpis
c=a+(b−a)*(−poa/(pob−poa)); %vypoctovo stabilnejsia formula

if(isnan(c))
fprintf('chyba v secant algoritme \n');
pause;
error('v secante c=Nan');

end
end
%====================================================================
%====================================================================

function [h,pom0,pomA]=Wolfeapr(x,alfa,d,pom0,pomA)
% priblizne Wolfeho kriterium
% UCEL: overenie splnenia oboch podmienok priblizneho Wolfeho kriteria
% pre bod x+alfa*d
%====================================================================
% VSTUPY:
% x− aktualny bod MKG d− smer optimalizacie
% alfa− aproximacia optimalneho kroku
% pom0− derivacia v bode x pomA−derivacia v bode x+alfa*d
% VYSTUPY:
% h− hodnota 1, ak su splnene podmienky priblizneho Wolfeho kriteria
% pom0− derivacia v bode x pomA−derivacia v bode x+alfa*d
%====================================================================

global Fder;
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global delta;
global sig;
h=0;

% ak nemam potrebne vstupne udaje(derivacie), tak ich vypocitam
if(pomA==0) pomA=Fder(x+alfa*d)'*d; end
if(pom0==0) pom0=Fder(x)'*d; end

if(pom0>=0)
% situacia moze nastat, ak smer d nespadovy alebo numericke chyby

eh=errordlg('Koniec algoritmu! Derivácia v alfa=0 nezáporná!');
uiwait(eh);
fclose('all');
error('program ukonceny');

end

% prva adruha podmienka priblizneho Wolfeho kriteria
% vztah delta a sigma delta < min(0.5,sigma)
if((2*delta*pom0>=pom0+pomA)&&(pomA>=sig*pom0))

h=1;
end
end
%====================================================================
%====================================================================

function [a,b,Fa,Fb]=Prvafaza(x0,d)
% prva faza
% UCEL: ziskanie pociatocneho intervalu, ktory obsahuje optimalny krok
%====================================================================
% VSTUPY:
% x0− aktualny bod d−smer optimalizacie
% VYSTUPY:
% a− lavy krajny bod vystupneho intervalu b−pravy krajny bod −||−
% Fa−derivacia v bode a Fb−derivacia v bode b
%====================================================================

global Fder;
a=0;
Fa=0;
b=1;
Fb=Fder(x0+b*d)'*d;
it=1;

while(Fb<0) %hladam bod, ktory ma + derivaciu−> protilahla strana udolia
a=b;
Fa=Fb;
b=b+2*it;
it=it+1;
Fb=Fder(x0+b*d);

end
end
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A.5 Metóda Fletchera-Reevesa

function [x1]=FletcherReeves(xs,macro,Fval,Fder)

% realizacia MKG s parametrom MKG autorov Fletchera,Reevesa
% na najdenie opt. kroku pouzita metoda zlateho rezu
%====================================================================
% VSTUPY:
% xs− startovaci bod
% macro− maximalny pocet makroiteracii programu
% Fval− function handle na vypocet fun. hodnoty ucelovej funkcie
% Fder− function handle na vypocet derivacie ucelovej funkcie
%====================================================================
% VYSTUPY:
% x1− optimalne riesenie
%====================================================================
% deklarovanie potrebnych premennych
j=0; %riadenie postu makroiteracii
n=length(xs); %zistenie rozmeru ulohy
%====================================================================
%====================================================================

x0=xs;
g0=Fder(x0); %vypocet gradientu v pociatocnom bode
% urcenie poctu nutnych fixnych iteracii zlateho rezu
[ZRit]=Zlatyrez1(x0,−g0,norm(g0,2),4);
%====================================================================

while(j<=macro) %strazenie poctu makroiteracii
d=−g0; %prvy smer podla definicie −grad.

% metoda najdenia opt. kroku−> ak kvadraticka ucelova funkcia, pouzitelna
% formula pre opt. krok, inak metoda zlateho rezu
%alfa=−(d'*g0)/(d'*G*d);

alfa=Zlatyrez(x0,d,ZRit);
x1=x0+alfa*d;
g1=Fder(x1);
k=1; %strazenie poctu mikroiteracii−iba tolko linearne
while(k<n) %nezavislych smerov, aky je rozmer riesenej ulohy

% konstrukcia smeru podla formuly (5) v kapitole 1
d=−g1 + ((norm(g1,2)/norm(g0,2))^2)*d;
g0=g1;
x0=x1;
alfa=Zlatyrez(x0,d,ZRit);

% alfa=−(d'*g0)/(d'*G*d);
x1=x0 + alfa*d;
g1=Fder(x1);
k=k+1;

end %restart po doiahnuti max. poctu lin. nezavislych smerov
x0=x1;
g0=g1;
j=j+1;
end
end
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A.6 Metóda Hagera-Zhanga

function [x1]=HagerZhang(xs,macro,Fval,Fder)

% realizacia MKG s parametrom MKG autorov Hagera,Zhanga
% na najdenie opt. kroku pouzita metoda Hagera,Zhanga
%====================================================================
% VSTUPY:
% xs− startovaci bod
% macro− maximalny pocet makroiteracii programu
% Fval− function handle na vypocet fun. hodnoty ucelovej funkcie
% Fder− function handle na vypocet derivacie ucelovej funkcie
%====================================================================
% VYSTUPY:
% x1− optimalne riesenie
%====================================================================

% pouzite konstanty a pomocne premenne
j=0; %strazi pocet makroiteracii
n=length(xs); %rozmer riesenej ulohy
const1=0.01; %vo vypocte parametra MKG Hagera a Zhanga
global delta;global sig;global gam;
delta=0.1; %konstanta do priblizneho Wolfeho kriteria
sig=0.9; %konstanta do priblizneho Wolfeho kriteria
gam=0.66; %konstanta do programu LSHZ−> kontrola skratenia intervalu

%====================================================================

x0=xs;
g0=Fder(x0);
[ZRit]=Zlatyrez1(x0,−g0,norm(g0,2),4);

while(j<=macro)
d=−g0;
alfa=LSHZ(x0,d,ZRit); %optimalny krok cez LSHZ
x1=x0+alfa*d;
g1=Fder(x1);
k=1;
while(k<n)

y=g1−g0;
Beta=(g1'*y − 2*((norm(y,2)^2)/(d'*y))*g1'*d)/(d'*y);

% novy smer podla formuly (5) v kapitole 1
d=−g1 + max(Beta,−1/(norm(d,2) * min(norm(g0,2),const1)))*d;
g0=g1;
x0=x1;
alfa=LSHZ(x0,d,ZRit); %optimalny krok cez LSHZ
x1=x0 + alfa*d;
g1=Fder(x1);
k=k+1;

end
x0=x1;
g0=g1;
j=j+1;
end
end
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Obr. B.1: Podkapitola 4.1: Vz´ah rozloºenia vlastných £ísel a náro£nosti na výpo£et takej

úlohy
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Obr. B.2: Podkapitola 5.1, experiment 2: Porovnanie efektívnosti skúmaných metód na úlo-

hách s bikvadratickou ú£elovou funkciou
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Príloha C

Hodnota ko²tanty ω= 9
iterácia ‖xk − x̂‖ náro£nos´

1 5.54e+001 13
17 9.83e+000 238
51 9.59e-001 725
60 9.71e-002 856
66 8.75e-003 942
99 9.49e-004 1292

(a)

Hodnota ko²tanty ω= 14
iterácia ‖xk − x̂‖ náro£nos´

1 5.52e+001 18
17 9.84e+000 323
50 9.86e-001 961
60 8.39e-002 1151
64 5.15e-003 1226
68 7.95e-004 1291
99 1.94e-004 1508

(b)

Hodnota ko²tanty ω= 19
iterácia ‖xk − x̂‖ náro£nos´

1 5.52e+001 23
17 9.84e+000 408
50 9.75e-001 1183
60 7.96e-002 1400
64 4.36e-003 1480
67 6.99e-004 1529
99 1.29e-004 1736

(c)

Hodnota ko²tanty ω= 23
iterácia ‖xk − x̂‖ náro£nos´

1 5.52e+001 27
17 9.84e+000 474
50 9.68e-001 1288
59 9.68e-002 1490
63 8.20e-003 1567
67 9.94e-004 1634
99 5.20e-004 1841

(d)

Hodnota ko²tanty ω= 28
iterácia ‖xk − x̂‖ náro£nos´

1 5.52e+001 32
17 9.84e+000 522
50 9.68e-001 1333
59 9.68e-002 1529
63 9.05e-003 1610
66 8.63e-004 1662
72 9.16e-005 1728
99 6.80e-005 1862

(e)

Tabu©ka 8: Výstup prvej £asti experimentu z podkapitoly 4.2
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Príloha C

Hodnota kon²tanty ω= 14
iterácia ‖xk − x̂‖ náro£nos´

1 5.52e+001 18
17 9.84e+000 323
50 9.86e-001 961
60 8.39e-002 1151
64 5.15e-003 1226
68 7.95e-004 1291
199 1.75e-004 2242

(a)

Hodnota kon²tanty ω= 28
iterácia ‖xk − x̂‖ náro£nos´

1 5.52e+001 32
17 9.84e+000 522
50 9.68e-001 1333
59 9.68e-002 1529
63 9.05e-003 1610
66 8.63e-004 1662
72 9.16e-005 1728
199 6.59e-005 2340

(b)

Tabu©ka 9: Prvá £as´ experimentu z podkapitoly 4.2-pridanie makroiterácie
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Príloha C

Hodnota kon²tanty ω= 14
iterácia ‖xk − x̂‖ náro£nos´

1 5.52e+001 18
17 9.84e+000 323
50 9.86e-001 961
60 8.39e-002 1151
64 5.15e-003 1226
68 7.95e-004 1291
99 1.94e-004 1508

(a)

Hodnota kon²tanty ω= 28
iterácia ‖xk − x̂‖ náro£nos´

1 5.52e+001 32
17 9.84e+000 522
50 9.68e-001 1333
59 9.68e-002 1529
63 9.05e-003 1610
66 8.63e-004 1662
72 9.16e-005 1728
99 6.80e-005 1862

(b)

Hodnota kon²tanty ω= od 14 po 28
iterácia ‖xk − x̂‖ náro£nos´

1 5.52e+001 18
17 9.83e+000 339
50 9.76e-001 1093
60 8.00e-002 1308
64 4.64e-003 1386
68 8.65e-004 1447
99 2.17e-004 1676

(c)

Hodnota kon²tanty ω= od 19 po 28
iterácia ‖xk − x̂‖ náro£nos´

1 5.52e+001 23
17 9.84e+000 415
50 9.74e-001 1220
60 7.90e-002 1438
64 3.71e-003 1515
67 6.54e-004 1562
99 1.08e-004 1758

(d)

Tabu©ka 10: Výstup druhej £asti experimentu z podkapitoly 4.2
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Príloha C

Obr. C.1: Výstup experimentu z podkapitoly 4.3
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Príloha C

�íslo podmienenosti v optime úlohy
rozmer úloh= 100 min priemer max

2.56e+006 2.91e+006 3.15e+006
Dosiahnutie rádu 0 v ‖xk − x̂‖ priemer medián min max

HS 71 31 7 683
FR 93 43 7 440
HZ 70 27 6 490
DY 82 40 7 388

Dosiahnutie rádu -2 v ‖xk − x̂‖ priemer medián min max
HS 215 177 65 890
FR 219 174 68 701
HZ 195 161 55 691
DY 197 162 70 597

Dosiahnutie rádu -4 v ‖xk − x̂‖ priemer medián min max
HS 275 246 85 983
FR 288 253 124 880
HZ 264 248 84 797
DY 262 245 121 698

Tabu©ka 11: Podkapitola 5.1, experiment 1a - po£et mikroiterácií MKG vo vz´ahu ku cie©o-

vému rádu ‖xk − x̂‖.
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Príloha C

�íslo podmienenosti v optime úlohy
rozmer úloh= 300 min priemer max

2.77e+006 3.08e+006 3.27e+006
Dosiahnutie rádu 0 v ‖xk − x̂‖ priemer medián min max

HS 29 16 9 370
FR 41 24 9 396
HZ 29 16 9 431
DY 38 21 9 395

Dosiahnutie rádu -2 v ‖xk − x̂‖ priemer medián min max
HS 405 378 50 1680
FR 390 383 72 1450
HZ 348 287 56 1748
DY 357 389 66 1400

Dosiahnutie rádu -4 v ‖xk − x̂‖ priemer medián min max
HS 540 516 95 1930
FR 573 550 162 1650
HZ 498 399 108 2039
DY 500 484 141 1476

Tabu©ka 12: Podkapitola 5.1, experiment 1b - po£et mikroiterácií MKG vo vz´ahu ku cie©o-

vému rádu ‖xk − x̂‖.

�íslo podmienenosti v optime úlohy
rozmer úloh= 100 min priemer max

2.56e+009 2.91e+009 3.15e+009
Dosiahnutie rádu 0 v ‖xk − x̂‖ priemer medián min max

HS 85 28 6 491
FR 101 45 8 462
HZ 81 30 7 362
DY 92 38 8 467

Dosiahnutie rádu -2 v ‖xk − x̂‖ priemer medián min max
HS 208 168 82 768
FR 242 245 119 680
HZ 209 180 83 477
DY 228 198 90 570

Dosiahnutie rádu -4 v ‖xk − x̂‖ priemer medián min max
HS 257 250 87 782
FR 295 267 136 1476
HZ 254 253 88 776
DY 272 256 142 683

Tabu©ka 13: Podkapitola 5.1, experiment 1c - po£et mikroiterácií MKG vo vz´ahu ku cie©o-

vému rádu ‖xk − x̂‖.
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