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Abstrakt v statnom jazyku

Poliak, Matej: Centrélna trajektoria v linedirnom programovani [Bakalarska pracal, Uni-
verzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra
aplikovanej matematiky a Statistiky; vedici: doc. RNDr. Margaréta Halicka, CSc., Bra-
tislava, 2012, 55 s.

V préaci sa zaoberame alternativnymi charakterizaciami centralnej trajektorie v line-
arnom programovani. Na tuvod uvadzame niektoré zakladné poznatky tedrie linearneho
programovania. Nasleduje ivod do metéd vnutorného bodu vratane definicie centralne;j
trajektorie a jej znama reprezentacia cez p-centrujuci systém. Definujeme analyticky
stred mnoziny pre polyédrické mnoziny a ukazeme existenciu a jednozna¢nost analytic-
kého stredu pre mnoziny vystupujice v tlohe linearneho programovania. Na dvojroz-
mernom priklade pozorujeme, Ze analytické stredy tirovhovych mnozin duélnej tcelovej
funkcie st zhodné s dualnou centralnou trajektoriou. Dokézeme, Ze tato vlastnost plati
vo vSeobecnosti pre analytické stredy troviiovych mnozin primarnej aj dualnej tucelo-
vej funkcie a tiez podiroviiovych mnozin primarnej a nadiroviiovych mnozin duélnej

ucelovej funkcie.

Krluacové slova: Linearne programovanie, Metody vnutorného bodu, Centralna

trajektoria, Analyticky stred mnoziny



Abstract

Poliak, Matej: Central Path in Linear Optimization [Bachelor Thesis|, Comenius Uni-
versity in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of
Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. RNDr. Margaréta Halicka, CSc.,
Bratislava, 2012, 55 p.

In our work we deal with alternative ways of characterizing the central path in
linear optimization. First, we summarize some fundamental results of linear program-
ming theory. Introduction into interior point methods follows along with definition of
central path and its well known characterization as the solution of the system of u-
centering equations. We define analytic center of a polytope and we show existence and
uniqueness of analytic center of sets appearing in linear programming problems. We
observe on a two-dimensional example, that analytic centres of level sets of the dual
objective function are the same points as the dual central path. We prove, that this is

a general property of level sets of dual and primal objective function.

Keywords: Linear optimization, Interior point methods, Central path, Analytic

center of a set
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UVOD UVOD

Uvod

Linearne programovanie je disciplina v ramci SirSieho spektra matematického prog-
ramovania a zaoberd sa hladanim optimélnej hodnoty linearnej ucelovej funkcie na
mnozine danej linedrnymi ohrani¢eniami. Vyvoj linedrneho programovania bol podnie-
teny zaujmom riesit praktické ulohy ekonomického planovania, rozlozenia zdrojov [1],
[9]. Za prvych vyznamnych priekopnikov st povazovani Leonid Kantorovi¢ (1939) a
George Dantzig, znamy vypracovanim simplexovej metody (1947). Simplexova metoda
umoziuje rutinne riesit tlohy linearneho programovania a spoc¢iva v presuvani sa po vr-
choloch pripustnej mnoziny tak, Ze hodnota ticelovej funkcie sa zlepsuje, tzn. zmensuje
pri tlohéch minimaliza¢nych a zvicsuje pri tlohéch maximalizacnych. Klee a Minty [5]
ale poukazali na priklad, v ktorom simplexova metéda navstivi kazdy z 2n vrcholov
,zdeformovanej” n-rozmernej hyperkocky, kym doputuje do posledného, optimalneho
vrchola, teda moze vyzadovat az 2" — 1 iteracii. Aj ked takto naro¢né priklady v praxi
pozorované nie s, pri tlohach velkych rozmerov sa vyskytuju problémy s trvanim
vypoctov a numerickou presnostou [6]. S prvym navrhom polynomialneho algoritmu
prisiel Chacijan (1979), ale skuto¢na revolucia, nielen v linedrnom programovani ale v
celej optimalizacii, prisla s algoritmom Karmarkara (1984) |2]. Na zéklade Karmarkaro-
vych myslienok zacal prudky vyvoj tzv. metdéd vniatorného bodu. K téme vzniklo velké
mnozstvo prac a aj uéebnice, napriklad [8], [10], ktoré mnohé préce cituju. Na rozdiel
od simplexovej metoédy prebiehaji iteracie vo vnitri mnoziny pripustnych rieseni. To
sa zabezpedi transformaciou tcelovej funkcie za pouzitia nasobkov Specidlnej, tzv. bari-
érovej funkcie. Takéto transformované funkcie sa nasledne daji minimalizovat, pri¢om
z bodov minim tychto funkcii vznikne krivka nazyvana centralna trajektoria konvergu-
juca k optimalnemu rieseniu. Algoritmy vnutorného bodu centralnu trajektoriu sleduja
a priblizuja sa k limitnému bodu centralnej trajektorie — ostro komplementarnemu
optimélnemu rieseniu. Hlavnou vyhodou je vypoctova zlozitost, ktora je pre pouzivané
algoritmy z tejto triedy polynomiélna. To teoreticky znaci ¢asovu tsporu oproti expo-
nencialne zlozitej simplexovej metode najmé pre tulohy velkych rozmerov — napriklad
[10, str. 366] uvadza priklad ulohy s radovo tisic premennymi a ohrani¢eniami, ktora
simplexova metoda riesi desiatky hodin a algoritmus vnatorného bodu len niekol'ko mi-

nut. KedZe v sucasnej praxi existuje potreba riesit ulohy takychto, aj omnoho vacsich
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rozmerov, skiimat metédy vnitorného bodu ako efektivne metody rieSenia sa ukazuje
ako opodstatnené.

V tejto praci sa zaoberame predovsetkym uz spominanou centralnou trajektoriou.
Praca moze sluzit aj ako urcité zhrnutie niektorych zakladnych poznatkov o téme, pri-
¢om doraz bude okrem iného kladeny na nazorné grafické zobrazenie vzorovych tloh, ¢o
by mohlo vzbudit v ¢itatelovi zaujem o tému. Pred tym ako uvedieme definiciu central-
nej trajektorie, zopakujeme zékladné vysledky teodrie linedrneho programovania. Ako
vychodiskovi literaraturu tu pouzivame [8]. Na niekolkych jednoduchych dvojrozmer-
nych prikladoch graficky ilustrujeme, ako moze centralna trajektoria vyzerat a skusime
odpozorovat nejaké jej vlastnosti. Zaujimat nas budua predovSetkym iné, ekvivalentné
definicie centréalnej trajektorie, ku ktorym sa dostaneme cez pojem analytického stredu

mnoziny.

12



1 ULOHA LINEARNEHO PROGRAMOVANIA A ZAKLADY TEORIE
DUALITY

1 Uloha linearneho programovania a zaklady teodrie
duality

V tejto kapitole uvadzame definiciu tlohy linearneho programovania (LP) a zakladné

tvrdenia, ktoré su potrebné pri dalsom stadiu subjektu linearneho programovania.

Definicia 1.1. (Priméarnou) tlohou linedrneho programovania (P) rozumieme tilohu
(P) min {c"z | Ax =0, 2>0,},

kde A je matica rozmerov m x n, vektory x,c € R*, b € R™. Funkcia ¢’z : R® — R
ktord minimalizujeme, sa nazgva (primarna) ucelova funkcia a mnoZina P = {z €

R"|Az = b,z > 0} je tzv. mnozina (primérne) pripustnych rieSeni.

Inak povedané, ulohou linedrneho programovania je najst taky vektor z (pokial
existuje) z pripustnej mnoziny P, Ze hodnota ucelovej funkcie ¢’ je na pripustnej

mnozine minimalna, teda ¢’z < ¢’'z, Va € P.
Pozndmka: Vseobecny tvar tilohy linedrneho programovania vyzera nasledovne:
min {c! o' + el 2?| Ayt + Agx? > a, Bix' + Bya® = bzt > 0,,,2% € R™}.

Podla [7] sa d4a Tubovolna tloha LP transformovat na tlohu v tvare (P) vhodnym za-
vedenim novych premennych, ¢ize nam sa stac¢i zaoberat tlohami v tvare (P). Podobne
sa nemusime zvlast zaoberat tlohami maximaliza¢nymi, kedZe vo vSeobecnosti tloha

max {f(z) | M} je ekvivalentna s ulohou min {—f(z) | M}.

Definicia 1.2. Duélnou ulohou (D’) k wlohe (P) rozumieme ilohu:
(D) max {bTy | ATy <c}.

Zavedenim tzv. doplnkovej premennej s dostaneme ekvivalentna tulohu (viac o vy-
zname s je piSeme vo vete 1.14 na konci kapitoly). Vznikna tym ohranicenia v tvare

rovnosti:

13



1 ULOHA LINEARNEHO PROGRAMOVANIA A ZAKLADY TEORIE
DUALITY

Definicia 1.3. Duélnou ulohou (D) k wlohe (P) je tloha:
(D) max {b"y | ATy+s=c, s>0,}.

bTy nazgvame dudlnou uéelovou funkciou a mnozinu D = {(y,s) € R™"| ATy + s =

¢,s > 0} dudlne pripustnou mnoZinou.

Pozndmka: 7 linearnej algebry st zname nasledujice tvrdenia. Ak mé matica B line-
arne nezavislé stlpce, matica BT B je regularna. Navyse matica B* = (B”B)~'B” je k
B Tava inverzna.

V dalsich kapitolach budeme predpokladat, Ze hodnost matice A je m < n, ¢ize
jej riadky st linedrne nezavislé. K AT preto existuje lava inverzna matica AT*. V
ATy + s = c existuje medzi s a ¢ jedno-jednoznaény vztah: s = c— ATy, y = AT*(c—3s).
Preto budeme pre skratenie ¢asto hovorit iba o jednom vektore z dvojice (y,s) € D,
pricom druhy vektor sa povazuje za uréeny spomenutymi vztahmi (napr. zapisom s € D

myslime (y, s) € D,y = AT*(c — s)).

Definicia 1.4. Ak x € P, hovorime, Ze x je primarne pripustné (rieSenie, vektor).
Mnozinu P° = {z € P | x > 0} nazgvame mnoZinou vnitornyjch bodov primdrnej
dlohy. MnoZinu P* = {2 € P | T2 <cl'z, Vx € P} nazjvame mnoZinou optimdlnych
riesent primdrnej ulohy.

Ak (y,s) € D, v zmysle predchddzajicej pozndmky stotoznujeme (y,s), y, s a hovo-
rime, Ze si dudlne pripustné (rieSenia, vektory). MnoZinu D° = {(y,s) € D | s > 0} na-
zgvame mnoZinou vnitorngch bodov dudlnej wilohy. MnoZinu D* = {(¢,3) € D | b7y >
by, Vy € D} nazjvame mnoZinou optimdlnych rieseni dudlnej ilohy.

Howvorime, Ze primdrna (dudlna) iloha je pripustna, ak P # 0 (D # (). Primdrna
(dudlna) tloha sa dalej nazgva neohranifend, ak je pripustnd, ale nemd optimdlne
rieSenie, teda hodnoty icelovej funkcie nadobidaji na pripustnej mnozine lubovolne

malé (velké) hodnoty.

Veta 1.5 (Slaba veta o dualite). Pre kaZdé primdrne pripustné x a kaZdé dudlne pri-

pustné (y, s) plati x7s >0, resp. cFx > bTy.

14



1 ULOHA LINEARNEHO PROGRAMOVANIA A ZAKLADY TEORIE
DUALITY

Dékaz. Kedze x je pripustné, x > 0. KedZe s je pripustné, s > 0. Preto #7s > 0. Po

rozpisani s ako s = ¢ — ATy dostavame: 0 < a¥s = 27 (c — ATy) = 2Tc — 2T ATy =

vlc — (Az)Ty = 27c — by, lebo x je pripustné a teda Az = b. O

Nasleduje niekol'ko viet, ktoré tu uvadzame bez dékazu. Su to zakladné vysledky
z tedrie duality a maju svoje miesto snad v kazdej ucebnici ¢ prednaske linearneho

programovania, napr. [8, str. 89|, [10, od str. 60, [7].

Veta 1.6 (Silna veta o dualite). Ak md jedna z dloh (P), (D) optimdlne rieSenie, md
optimdlne riesenie aj druhd, pricom hodnoty ucelovyjch funkcii v optimdlnych rieseniach

sa rovnaju.

Veta 1.7. Ak P #0 a D #0, potom (P) aj (D) md optimdlne riesenie.

Pre dvojicu tloh (P) a (D) mdéZe nastat prave jeden z nasledujicich pripadov:
e obidve ulohy majiu optimdlne riesenie;

e jedna z dvojice tuloh je neohranicend a druhd nepripustnd;

e obidve tulohy su nepripustné.

Veta 1.8 (o komplementarite). Pre lubovolni dvojicu optimdlnych rieseni x* € P*,
(y*,s*) € D* plati *Ts* = 0 (resp. z}s; = 0). TieZ ak pre dve pripustné riesenia

x €P, (y,s) €D plati x¥'s = 0, tieto riesenia si optimdlne.

Definicia 1.9 (Ostra komplementarita). Optimdlne riesenia x* € P*, (y*,s*) € D* sa

nazyvaji ostro komplementdrne, ak pre kazdé 1 = 1,2,...,n plati dvojica implikdcii:
r; =0 = s; >0,
s5i=0 = x; >0.

Inak zapisané, plati x* 4+ s* > 0,.

Veta 1.10 (o ostrej komplementarite). Ak maji (P) a (D) optimdlne rieSenia, existuje

dvojica ostro komplementdrnych riesend.

KedZe sa zaoberame tzv. metédami vnutorného bodu, v nasledovnych kapitolach

budeme predpokladat, Ze pripustné mnoziny maju vnitorné body, teda P° # (), D° £ (.

15



1 ULOHA LINEARNEHO PROGRAMOVANIA A ZAKLADY TEORIE
DUALITY

K tymto podmienkam, ako hovori nasledovné veta, existuju ekvivalentné podmienky

hovoriace o ohrani¢enosti podmnozin P, D definovanych v nasledovne definicii.
Definicia 1.11. Pre 6 € R definujeme droviiové mnozZiny primdrnej icelovej funkcie
Ps={reP|co=5§={zeR"|Az=0b, 2>0,, c'z=7}
a podurovnové mnoziny primdrnej ucelovej funkcie
P, ={reP|z<6},
resp. po zavedeni doplnkovej premennej p
Ps.={(2,p) ER" xR | Az =0b, £>0,, cTz+p=25, p>0}
Podobne, pre v € R definujeme uroviiové mnoziny dudlnej ucelovej funkcie
Dy ={(y.s) €D [by=9}={(y,s) ER" xR" | ATy +s=c¢, 520, b'y=1}
a naduroviiové mnoziny dudlnej ucelovej funkcie
D/%L:{yGD | "y >4},
cize po zavedeni doplnkovej premennej o dostdvame
D, ={(y,5,0) ER"xR"xR | ATy+s=c, s>0,, bly—c=r~, 0 >0}

Horngm indexom 0 oznacujeme podobne ako pre vlastné P a D mnozZinu vnitornijch

bodov prislusne; mnoziny, teda

Py ={x€Ps| x>0}
,Pg, = {<I7p> € Ps- | x> 07 p > 0}7
DY = {(y,5) €D, | s > 0},
DY), ={(y,s5,0) €Dyy | s >0, 0 > 0}.
Pozndmka: Hoci by sme mali hovorit o dvojici (z,0) € Ps_, ¢asto budeme pre skratenie
oznacovat x € Ps_, pricom p je uréené jednoznacne, p = 6 — clx > 0 ak (z,p) € Ps_.
Analogicky pre D4, kde o = bTy — 7.
Je zrejmé, Ze pre niektoré hodnoty ~ alebo ¢ stt mnoziny z definicie 1.11 préazdne.

Tie povazujeme definitoricky za ohranicené.
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1 ULOHA LINEARNEHO PROGRAMOVANIA A ZAKLADY TEORIE
DUALITY

Veta 1.12. Nech pristupné mnozZiny P aj D si neprdzdne. Potom si nasledujice tur-

denia ekvivalentné:
1. mnoZina D je neprdzdna;
2. mnoziny D~ si ohranicené pre kaZdé v € R;
3. mnoZina D* je ohranicend.

Veta 1.13. Nech pristupné mnoziny P aj D su neprazdne. Potom su nasledujice tvr-

denia ekvivalentné:
1. mnoZina D je neprdzdna;
2. mnoziny Ps_ su ohranicené pre kaZdé 6 € R;
3. mnoZina P* je ohranicend.
Podrobné dokazy mozno najst v [8, str. 100-103].

Pozndmka: Kedze Ps C Ps— a D, C D,, z ohranicenosti Ps_ vyplyva ohranic¢enost

Ps a z ohranicenosti D, vyplyva ohranic¢enost D,.

Nasledujiica veta sa zaobera vektormi typu s > 0 z ohranic¢eni dualnej pripustne;j
mnoziny. Pohladom na jednotlivé ohranicenia, aly + s; = ¢; mozno intuitivne vytusit,
7e s; predstavuje vzdialenost od hrany a’y = ¢; (a; sme oznadili i-ty stlpec matice A).

Ako je to presne, objasni nasledujtca veta.

Veta 1.14 (Interpretacia s). Majme nadrovinu N dani N = {z € R" | aTx = c}.
Vektor a je pre N normdlovyj, teda je na nadrovinu N kolmy. Nadroviny a’x + o =
¢, a’x —o =c, 0 >0 st s N rovnobeiné a vzdialenost kazdej z nich od N je m
Nadrovina a*x + o0 = ¢ sa nachddza v afinnom polpriestore uréenom hranicou N a
smerom —a, nadrovina a’x — o = ¢ zas v polpriest g hranicou N kt

, = polpriestore urcenom hranicou N a vektorom

a.

Dokaz. Fakt, 7e vektor a je pre nadrovinu {z € R" | a’z = ¢} normélovy, je dobre zna-

mym tvrdenim z analytickej geometrie. Rovnaky normalovy vektor maju aj nadroviny
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1 ULOHA LINEARNEHO PROGRAMOVANIA A ZAKLADY TEORIE
DUALITY

a's =c—o0, a’x = c+ 0, st teda s N rovnobezné. Majme bod Z z nadroviny N, teda

a’z = c. Zostrojime priamku p z bodu z kolmt na N, ¢iZze so smerovym vektorom a.

p: T+ Aa.
Hladame prienik p a nadroviny N’ : a2z = c+ o', o' € R:

a’ (Z + Xa) = c+ o,

a’z+Xa'a=c+o,

) c+o —a's c4+o0 —c o’ o’

a’a aa  dla  ||a|?

’ -

Teda priamka p pretina nadroviny N a N’ na nu kolmé v bodoch Z a = + |ZH2a. Dlzka
2

tejto usecky, teda vzdialenost N a N’ je

0_/
r—|x+ a =
( [al[? )H ‘

Ked teda mame nadrovinu a’x + o = ¢, ¢ize a’x = ¢ — 0, 0 > 0, jej vzdialenost od

0_/ /| |O_/|

a
lal”

lall =

¢

Al lall

Nje Lol = o Zaroven t =
llall llall” |

—0

Az < 0, ¢ize od N k tejto nadrovine smeruje vektor —a.

T T

Ked mame nadrovinu a"x — o = ¢, ¢ize a’ © = c+ 0, 0 > 0, jej vzdialenost od N je

% = ﬁ Zaroven A = W > 0, ¢ize od N k tejto nadrovine smeruje vektor a. O
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2 CENTRALNA TRAJEKTORIA V LP

2 Centralna trajektoéria v LP

2.1 Zakladné vlastnosti

V tejto kapitole sa venujeme vlastnému pojmu centralnej trajektorie v lineArnom prog-
ramovani. V prvej casti priblizujeme ideu metéd vnitorného bodu, ktora sa odvija
od pojmu centralnej trajektorie, zavadzame zékladné definicie a uvadzame doblezité
zakladné tvrdenia, z ktorych budeme neskor vychadzat.

Poc¢inajuc touto kapitolou predpokladame splnenie dvoch predpokladov:

Predpoklad 1. Hodnost matice A je m < n, ¢ize matica A ma plna riadkova
hodnost a jej riadky s linedrne nezavislé.

Predpoklad 2. Primarna aj dudlna pripustnd mnoZina maju vnttorné body, P° #
0, D° £ 0.

Zatial ¢o predpoklad 1 je skor technického razu a slizi na zjednoduSenie dokazov,
predpoklad 2 je pre fungovanie metéd vnutorného bodu nevyhnutny. Na zaklade pred-
pokladu 2 tiez platia ekvivalentné podmienky uvidzané vo vetach 1.12, 1.13 a plati
preto aj tvrdenie z poznamky za vetou 1.13. Taktiez je vztah medzi y a s jednoznaény,
ako hovori poznamka za definiciou 1.3.

Od tejto kapitoly tiez za¢iname pouzivat do istej miery neStandardné oznacenie.
Ako je zvykom, skalarne premenné spravidla znac¢ime malymi gréckymi pismenami.
Vektory, ktoré vzdy povazujeme za stlpcové vektory, oznatujeme malymi latinskymi
pismenami. Jednotlivé zlozky vektora znac¢ime dolnym indexom, teda i-ta zlozka vek-
tora v je v;. Vektor jednotiek vhodného rozmeru oznacujeme e ked je jasné aky jeho
rozmer je, pripadne pre upresnenie e,(€ R™). Podobne vektor nul oznac¢ujeme jedno-
ducho 0 alebo 0,. Matice zna¢ime velkymi latinskymi pismenami. Co je uz nestan-
dardné oznacenie, vektor, ktorého zlozky st prevratenymi zlozkami v znaéime v~1,
teda v7! = (%, %, e %)T Pre vektor v zna¢ime velkym pismenom V' diagonéalnu

Stvorcovii maticu, ktord ma na diagonéle vektor v.
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2.1 Zakladné vlastnosti 2 CENTRALNA TRAJEKTORIA V LP

Priklad. Pre zavedené znacenie napriklad plati:
u = Ue,
vl =Vle,
Uv=Vu=UVe=VUe,
Uv=eov=u'lou=0v"1

Vol=VV-le=e.

Ucelom tejto Casti prace je okrem iného priblizit zakladné myslienky za metodami

vnutorného bodu. Za¢neme prvym doélezitym pojmom — pojmom bariérovej funkcie:

Definicia 2.1. Pre redlne c¢islo p > 0 rozumieme priméarnou logaritmickou bariérovou

funkciou funkciu
fulz) =c'z — ,uZlnxi, fu:RY, =R
i=1

Ulohou (P,) oznacujeme tilohu min {f,(r)|Az = b} = min f,(z).
Tz€RY | PO

Bariérova funkcia je teda akasi funkcia, ktorou nahradime pdévodna ucelova fun-
kciu. Téato funkcia uz nie je linearna, onedlho ale ahko ukdZeme, Ze je (v pripade
primarnej funkcie) konvexna. Vdaka jej tvaru ju tiez dokdZeme celkom lahko mini-
malizovat technikami nelinedrnej optimalizacie. Dalej mozeme pozorovat, ze fu sa od
povodnej primarnej tcelovej ¢’z funkcie az tak nelii, ma iba ,navyse” tzv. bariérové
cleny —p zn: In x;. Logaritmy zariadia, Ze defini¢ny obor tcelovej funkcie sa zmensi na

=1
kladné Vef{tory. To je zrejma vyhoda, pretoze ohrani¢eniami z > 0 sa uz nemusime za-
oberat — zostava nam brat do uvahy len ohranicenia v tvare rovnosti Ax = b. KedZze
tli%l Int = —o0, ked sa niektoré z zy, blizi k nule, —yIn z, zapri¢ini, ze hodnota f, ide
do +00. Na kladnych ¢islach ma f, ale koneéné hodnoty a tito (konvexni, ako o chvilu
ukazeme) funkciu mozeme minimalizovat s ohrani¢enim Ax = b — tvrdenie o existen-
cii a jednoznac¢nosti tohoto minima je pre teériu velmi doélezité. Minim4 najdeme pre
rozne j > 0 —tieto tvoria tzv. centrdlnu trajektoriu. Teraz sa znova pozrieme na tvar
bariérovej funkcie: ¢cf'z — u i Inz;. Ked sa p blizi k nule, bariérova funkcia sa Coraz
i=1
viac za¢ina podobat na pI‘iH‘ZléLI‘Ilu ucelovi funkciu ¢’ z. Zabezpecili sme teda dodrzanie
vSetkych ohranic¢eni z P, pricom na tejto mnozine mame najdené minimé funkcif stale

viac a viac podobnych tucelovej funkcii. Oc¢akavame (a dalsia teoria to potvrdi) teda,

ze v limite sa s u — 0+ dostaneme do optimalneho riesenia (P).
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2.1 Zakladné vlastnosti 2 CENTRALNA TRAJEKTORIA V LP

mu =50 mu =2 mu=1
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0 @
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
mu=0.1
1
0.5 Q
0
-0.5
-1
1 0 1 1 0 1 1 0 1

Obr. 1: Uroviiové mnoziny logaritmickej bariérovej funkcie pre rozne p

Tvrdenie 2.2. Funkcia f,, je rjdzo konvexnd na svojom definicnom obore, R _ .

Doékaz. Pocitame:

of, 0 ~ - B 1
a—xi—axi(chxl—,uZlnxz)—cl—,u 2

Pl ~ 0 (o N (g, t)y— L
022 o\ M) T M:c? _M:C?’

0? 0 1 S,
Ju_ _ <cz~—u$—)= , 1F ]

Teda Hessova matica je pre kazdé x > 0 diagonélna s kladnymi prvkami ,uﬁ, preto je
O]

kladne definitna a f,, rydzo konvexné.

Definicia 2.3. Pre ;o > 0 je dudlna logaritmicka bariérova funkcia

guly,s) =b"y+pd s, g, :R" xR}, =R

i=1

Podobne ako pre primdrnu bariérovi funkciu je (D,,) tloha

ma ,S AT + S=cCr = Ima ,3 .
i, Aoy, )lA%y b= max gu(y,s)
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2.1 Zakladné vlastnosti 2 CENTRALNA TRAJEKTORIA V LP

Niekedy tiez budeme uvazovat funkciu g, do ktorej je dosadené s = c— ATy. Vznikne
Guly) ="y +p> In(c— ATy);,
i=1
ale vlnovku nad ¢ vdaka ekvivalencii v zmysle poznamky za definiciou 1.3 ¢asto vyne-
chavame.

Pre dualnu bariérovi funkciu mézeme zopakovat podobné pozorovania a tivahy ako
pre priméarnu. Logaritmy obmedzujt s na kladné hodnoty. Pre y — 0+ sa g, priblizuje
bTy. V tejto kapitole pouzivame ¢asto prave dualnu tlohu kvoli tomu, Ze jej ekvivalentny
tvar (D’) (max {bTy|ATy < c}) je veImi dobre pouZitelny na grafické znazornenie ak
m = 2, teda y € R2. Pripustnd mnoZina je teda prienikom n polrovin. Takto bola
zostrojena aj ukazka s troviiovymi mnozinami (obr. 1). K podobnym prikladom sa

eSte v tejto kapitole dostaneme.

Tvrdenie 2.4. Funkcia g, je konkdvna na svojom definicnom obore R™ x R} _ .

Za predpokladu 1 je g, na svojom definicnom obore Ay < ¢ rydzo konkdvna.

Dékaz. Derivovanie g, vykoname zrychlene, lahko moézeme napisat rovno cely gradient

a Hessovu maticu.

Vog.ly,s) = ’ , V3g,(y,s) = 0 0 <0 kedze s > 0.
s 0 —uS—2
Hessova matica funkcie gg je zaporne semidefinitné Vs > 0, funkcia gg je preto kon-
kévna.
Dalej oznacime i-ty stlpec matice A ako a;, potom s; = (¢ — ATy); = ¢; — aly.
Riadok j matice A zase oznacime A;.. Dostavame:

guly) =b"y+p ) In(c— A"y);,

=1

Gy, \ } - 1 9 Y N B - _(ai>j__ o1
Gyj(y>_bJ+M;{(C—ATy)i 3.%(6Z aiy)]_bj+ﬂz o= A

Viu(y) =b— pAs.
Dalgim derivovanim ziskame Hessovu maticu:
- _ 5. 0 5 0
V23.(y) = V(b — pAs™!) = 0 — pA(=S 2)(f),—ys = pAS Qa—y(c — Aly) =
= pAST2(—A") = —pAS2AT.
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2.1 Zakladné vlastnosti 2 CENTRALNA TRAJEKTORIA V LP

Pre s > 0 plati S=2 > 0. Nasledovne sa da definovat istd4 norma urcena kladne de-
finitnou maticou S=% wfAS?2ATu = (ATuw)'S2(ATu) = ||ATul|g-= > 0. Z toho
vyplyva, ze ak AT ma linedrne nezavislé stipce (teda ak je splneny predpoklad 2),
u=0<x ATu = 0 & ||ATu||s-2 = 0 a Hessova matica —AS™?A” je teda zaporne

definitna. Preto je g, rydzo konkévna. O

Veta 2.5. Pre kazdé 1 > 0 ma (P,) aj (D,) prdve jedno optimdlne riesenie.
Dokaz neuvadzame, nachadza sa napriklad v [8, str. 91], [3].

Definicia 2.6 (Centralna trajektoria). Pre u > 0 definujeme z (1) ako optimdlne rie-
senie (P,). MnoZinu {x(1) | 1 > 0} nazjvame primarna centralna trajektoria.
Podobne nech (y(p), s(1)) je optimdine riesenie (D). Mnozinu {(y(n), s(p)) | p >
0} potom nazgvame dudlna centralna trajektoria.
Mnozinu {(z(un),y(p), z(p)) | w0 > 0}, voldme primarno-duélna centralna trajekto-

ria.

Definicia 2.7 (p-centrujuci systém). Nech p > 0. Potom sa p-centrujucim systémom

nazyva sustava:

(C1) Az =b, >0,
(C2) ATy+s=c, s5>0,

(C3) Xs = pe.
Podmienky (C1), (C2) a (C3) nazgvame tieZ centrujice podmienky.

Veta 2.8 (Ekvivalentna definicia centrélnej trajektorie cez u-centrujici systém). Nech

> 0. Potom:

e © € R” je optimdlnym riesenim (P,) < existuji y € R™, s € R" také, Ze (z,y,s)

je riesenim p-centrujiceho systému.

e (y,s) € R xR" je optimdlnym riesenim (D,,) < existuje v € R™ také, Ze (z,y,s)

je riesenim p-centrujiceho systému.
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2.2 Dvojrozmerny priklad 2 CENTRALNA TRAJEKTORIA V LP

Dokaz v [8, str. 91], [3]. Idea dokazu je taka, Ze centrujuce podmienky st vlastne
nutné a postacujice podmienky pre minimum f, resp. g,.

Na zaklade vety 2.5 vidime, ze pre kazdé p > 0 existuje prave jeden bod centralnej
trajektorie, ¢ize prave jedno rieSenie u-centrujiceho systému. Teda centralna trajekto-

ria je dobre definovana.

2.2 Dvojrozmerny priklad

Priklad 1. Majme nasledovné zadanie tlohy LP:

-1 1 0 0
0 0 -1 1

—_ —_ —_ —_
=
V)

Na priklade sa budeme snazit vypozorovat niektoré vlastnosti centralnej trajektorie,
pricom sa k nemu viac krat v priebehu kapitoly vratime. Prvym cielom bude najst
predpis pre centralnu trajektoriu.

Najdeme riesenie p-centrujuceho systému:

T
-1 1 0 0 i) bl
- ) T > 07
0 0 -1 1 T3 bg
Ty
-1 0 S1 1
1 0 U1 S9 1
+ = , S8 > 0,
0 —1 Yo S3 1
0 1 S4 1
T181 1
T2S52 1
= i
T3S3 1
L4594 1
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2.2 Dvojrozmerny priklad

2 CENTRALNA TRAJEKTORIA V LP

Matice a vektory roznasobime:

—T + To = bl, —UY1 + S1 = ]_, S$1T1 = W,
—xT3 + Ty — bg, U1 + S9 = ]., Soly = W,
—Y2 + 83 = 1, $3T3 = 4,
Yo + 84 =1, S4T4 = [
Z rovnosti zodpovedajicim ATy+s = ¢ vyjadrime sy, . .., s4 a dosadime do X's = pe.

Zéaroven mozno z rovnosti pre Ax = b vyjadrit x5 pomocou x; a x4 pomocou Is:

z1(l+y1) = p, 1) z(l+w)=n,
zo(1 =) = p, Ty = b1 + 21, (2) (b +a)(I—y1) =p,
z3(1 +y2) = p, (3)  w3(L+ye) =p,
z4(1 —y2) = p, Ty = by + 22, (4) (b2 +a3)(L—y2) = p.

V tretom stlpci sme dosadili 5 a 4. Z (1) vyjadrime x; a dosadime do (2), ¢im

ziskame jedind rovnicu pre y;:

z(1):  m = ¢f, pricom 1 +y =51 > 0.
(2) : (b1 + 1£,)(1 —y1) = p rozndsobime a p presunieme na lavi stranu:

b —bwyr + o — T — =10

/- (L+u)
by + biyr — by — biyf + p— s — pp— pyr = 0
—biy; — 2uy1 + b1 = 0.

Dostali sme kvadratickd rovnicu, z ktorej vyjadrime y;:

_pt VA2 + 403

—2by

n

Pre kazdé p > 0 musi byt splnené ohranic¢enia s; = 1+ y; > 0, teda y; > —1 a
so =1—19y; >0, ¢ize y; < 1. Vo vetve ,+” pre u — oo ide Citatel 2u + \/m —
+00. Podl'a znamienka b; preto ide cely zlomok do +oc a preto nie je splnené jedno z
ohraniceni y; > —1,y; < 1. Vyberieme teda vetvu ,,—":

= AP AR p = P 0 p VPR 0
O e R RV

—b%

by
“bi(p+ V) b

n
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2.2 Dvojrozmerny priklad 2 CENTRALNA TRAJEKTORIA V LP

Rovnice pre 4, teda (3), (4) st zhodné s (1), (2), iba v nich namiesto b, vystupuje
: : b

by (a x3 namiesto x1). Preto analogicky y, = m

Plati b7 < p? + bZ, preto vidime, Ze |b;] < |+ /p? + b?| pre vietky b; € R, u > 0.

. . .. b; _ ) o - ' .

Preto podiel tychto &isel, '—M \/u?_Jrlﬁ‘ lyil < 1, z éoho —1 < y; < 1 a nakoniec
skutocne s > 0, kedze po zlozkach s; =14+ y1, So =1 —1y1, sS3=14+1ys, sS4 =1 — ys.

Zvysné prvky centralnej trajektorie uz dopocitame l'ahko. Pre kazdé p > 0 uz mame
y(1), pomocou ktorého postupne vyjadrime s(u) a x(u): s(p) = c— ATy(p), x(u) =
ps~t(u). Nas viak bude viac zaujimat y(u) € R?, ¢ize dualna centralna trajektoria v

tlohe (D’), ktort ako dvojrozmernti vieme zobrazit v rovine.

I I I I I I I I I I I
-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

Obr. 2: Dualna centralna trajektéria v pr. 1 pre b = (2,1)7

Pre b = (2,1)7 je centralna trajektoria zobrazena na obrazku 2. Pre takéto b je
optimélne rieenie prislugnej tlohy (D) bod (1,1)T. Vidime, Ze centrélna trajektoria k

tomuto bodu konverguje. Toto je vSeobecna vlastnost centralnej trajektorie. 0

Veta 2.9. Centrdlna trajektoria (x(p), y(p), s(n)) konverguje pre p — 0+ k optimdl-

nemu rieseniu primdrnej a dudlnej ulohy.

Dokaz v [3]. Do istej miery bude tieZ zrejmy z pozorovani v nasledujicej podkapitole.
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3 CT AKO ANALYTICKE STREDY

3 Centralna trajektoria ako analytické stredy

3.1 Analyticky stred mnoziny

Na priklade 1 skimame dalSie vlastnosti centralnej trajektorie. Podla obr. 2 sa zda, Ze

vychadza z bodu (0, 0), teda ,stredu” pripustnej mnoziny. Toto pozorovanie overime:

lim y; = lim ——F————

H—00 ,u—)oolu_|_ /M _|_b2

Tento vysledok sme dostali pri duélnej centralnej trajektorii bez ohladu na vektor

b — bod y(oc0) := lim y(u) teda zavisi iba od dudlnej pripustnej mnoziny. Ako sme
HU—00

pozorovali, bod y(o0) je tiez ,stredom” duélne pripustnej mnoziny a préave pojem stredu

je predmetom nasledujicej definicie.
Definicia 3.1. Majme mnozinu
M ={(u,v) eR" xR' | Nju+ Nov =d, u >0},

kde Ny je matica rozmerov r X k, matica Ny md rozmery r X 1, d je vektor z R" a celé
¢islak >0, 1 > 0,r > 0. MnoZina vnitornigch bodov M je M° = {(u,v) € M | u > 0}.

Ak M° # (), analytickym stredom mnoZiny M nazjvame bod

argmax {h(u Zlnu, u,v) € M,u > 0}.

Dalej oznacime M, = {u | (u,v) € M}, M = {u e M, | u> 0} = {u | (u,v) €
MY}, KedZe funkcia h(u) je funkciou iba premennej u a nie v, MY je defini¢ny obor
funkcie h(u).

Pozndamka: Pre dudlnu pripustnii mnozinu D je analytickym stredom rieSenie tlohy

(Sp) : max {d.Ins; | ATy + s = ¢, s > 0}, oznacujeme ako bod (ys,ss). Uelovii

funkciu tejto tlohy oznacujeme Y Ins; =: gs(s), resp. ak s je vyjadrené pomocou y,
i=1

gs(y) = Y. In(c — a’y);. Podobne ako pre g, budeme vlnovku pre jednoduchost vyne-
i=1

chavat na zéklade jedno-jednoznaéného vztahu medzi y a s (poznamka za definiciou

1.3). Ked si bude potrebné rozdiel medzi gs(y) a gs(s) uvedomit, upozornime na to.

Analytickym stredom P je riesenie (Sp) : max {>_ Inz; | Az =b, = > 0}, bod zg,
=1

pricom podobne tu ucelovu funkciu znacime » Inz; =: fs(z).
i=1
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3.1 Analyticky stred mnoziny 3 CT AKO ANALYTICKE STREDY

Nasleduje niekol'ko tvrdeni o existencii a jednoznacnosti analytickych stredov najprv
v8eobecnych mnozin a neskor mnozin P a D. Tieto tvrdenia su dolezité, kedze analy-

tické stredy hraju centralnu ulohu v d'alsich pozorovaniach v préci.

Lema 3.2. Ucelovd funkcia v tlohe hladania analytického stredu mmoZiny h(u) =

n
™ Inwu; je rjdzo konkdvna na svojom definiénom obore M.
i=1

Dékaz. Najdeme druhua derivaciu funkcie h(u).
Vh(u) = VZlnui =ut
i=1
Vih(u) = -1-U? = -U"*

Hessova matica funkcie h(u) je —U~2, diagonalna matica so zapornymi ¢lenmi, kedZe

na M? plati u > 0. Je preto zéporne definitna a h(u) je rydzo konkavna. ]

Lema 3.3. Konvexnd mnoZina K je neohranicend < K obsahuje polpriamku.
Ak konvexnd mnozZina K obsahuje polpriamku, obsahuje aj polpriamku s nou rovno-

bezni vedend z lubovolného bodu K.
Ide o zname tvrdenia o konvexnych mnozinach, dokaz napriklad v [7].

Veta 3.4 (Existencia a jednozna¢nost analytického stredu). Majme mnoZinu M a z
nej vytvorené M° = 0, M, a M? podla definicie 3.1. Ak M je ohranicend, jej analyticky
stred existuje. Naopak, ak M, je neohranicend, analyticky stred M neexistuje.

Ak hodnost matice Ny je | (vrdtane pripadu ked | = 0 a maticu Ny ani vektor v

nemdme), analyticky stred M je jednoznacny.

Dokaz. Prva cast dokazu podla [4]. Predpokladajme, Ze M je ohranicena. Kedze M #
0, obsahuje aspoii jeden prvok a ten ozna¢ime (u®,0°) € MP°. Vytvorfme mnoZinu
M = {(u,v) € M° | h(u) > h(u®)}. Je zrejmé, e M C M a maximum h(u) na M
(ak existuje) lezi v M. Kedze M je ohrani¢end, je ohranicené aj jej podmnozina M.
Ked ukézeme, ze M je uzavreta, budeme vediet, ze M je kompaktné, ¢ize funkcia h
nadobida svoje maximum na M a teda aj na M. Majme teda postupnost {(u*, v¥)} C

M konvergujicu k (i, 0). Ukazeme, Ze (4,0) € M, ¢o je definicia uzavretosti mnoziny.
Niwb + Nov®* =d VE = Nya+ Nyo =d,

28



3.1 Analyticky stred mnoziny 3 CT AKO ANALYTICKE STREDY

>0 Ve = >0,
h(uF) > h(u®) Yk = h(a)>h@’) = a>0.

Limitnym prechodom sa rovnost aj neostra nerovnost zachovali, pricom kedze sucet
logaritmov, funkcia k(%) ma konetni hodnotu, plati @ > 0. Teda (,0) € M, M je

uzavreta a podla predchadzajucich tvah maximum h(u) na M existuje.

f)alej predpokladajme, Zze M, je neohrani¢ena. UkéZeme, Ze analyticky stred M
neexistuje. Podla lemy 3.3 obsahuje M, polpriamku p’ : {u! + &u® | € > 0}. Plati
u® # 0 aby definicia polpriamky dévala zmysel a tiez u® > 0. Keby totiz pre nejaky
index 7y bol uf; < 0, existovalo by také &y, ze £ > &y = u}0+§u% < 0, teda u' +&u® # 0,
p & M,. Kedze M° # (), tiez plati, ze M. # 0, teda existuje u’ € M?. Podla lemy
3.3 lezi aj polpriamka p : {u® + &u® | € > 0} v mnozine M,. Plati v > 0, teda
u® + &u® > u® > 0, teda p C MD. Dalej u® # 0, teda pre nejaky index i, je ui > 0.
Preto pre £ = +oo ide u) + &u? — +o0, ¢ize aj In(u) + &uf ) — 4o00. Pre ostatné
indexy plati uf > 0, teda u) + &uf > u?, teda In(u? + &u?) > In(uf). Preto sudet
logaritmov, funkcia h(u’ + &u®) — 400 pre & — +oo. Ucelova funkcia nadobuda

Tubovolne velké hodnoty na M?, preto jej maximum neexistuje.

Zostéava ukazat jednoznacnost analytického stredu za predpokladu, ze hodnost ma-
tice Ny je l. Podla lemy 3.2 je funkcia h(u) na svojom defini¢énom obore, konvexnej
mnozine M. rydzo konkévna, preto ak existuje ug, maximum h(u), je jediné. Ak [ = 0,
vektor v nemame, M, = M a ug je analyticky stred M. Nech [ > 0, pricom matica N
mé plni stlpcovii hodnost I. Nulovy priestor matice Ny je potom {0;}. Podl'a poznamky

ze definiciou 1.3 k N, existuje lava inverzna matica, Nj. Potom

N1US + NQU = d,
NQU =d— N1US,

UV = UVsg = NQ*(CZ — N1US).

Bod vg je uréeny bodom ug jednoznacne, preto je (ug, vs) jednoznaény analyticky stred

mnoziny M. O

Definicia 3.5. Oznacime:
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® 0,0 hodnotu v maxime primdrnej ucelovej funkcie na P, resp. Omae ‘= +00 ak

mazximum neezistuje (¢ize P je neohranicend);
® 0,.n hodnotu v minime primdrnej ucelovej funkcie na P;

e 0g hodnotu primdrnej ucelovej funkcie v xg, analytickom strede P, resp. dg =

+oo ak analyticky stred neexistuje (¢ize P je neohranicend);
® Ymaz hodnotu v mazime dudlnej icelovej funkcie na D;

® YVmin hodnotu v minime dudlnej icelovej funkcie na D, resp. Ymin = —00 ak

minimum neexistuje (¢iZe D je neohranicend);

e s hodnotu dudlnej icelovej funkcie v ys, analytickom strede D, resp. v := —00

ak analyticky stred neexistuje (¢ize D je neohranicend).

Pozndmka: Za predpokladu 2 st priméarna aj duélna tuloha pripustné, preto podla vety

1.7 existuju optiméalne rieSenia oboch tloh, v,,4. & i existuju a st konecné.

Lema 3.6. Nech ¢ # 0, a b # 0,,. MnoZina Ps obsahuje vnitorné body pre § €
(Omins Omaz) - MnoZina Ps_ obsahuje vnitorné body pre § > 6min. MnoZina D, obsahuge

vnitorné body pre v € (Ymin, Ymaz)- MnoZina D, obsahuje vnitorné body pre v < Ymaq-

gam_max gam_max

gam_min

Obr. 3: Ohranicéena D Obr. 4: Neohranicéena D

Doékaz. Duélny pripad. Ak b # 0,,, dualna tcelova funkcia moze svoje minimum alebo

maximum nadobudat iba na hranici pripustnej mnoziny, inak sa vzdy da posunit v
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smere vektora b do vyssich hodnot b7y, resp, v smere —b do nizsich hodnot b'y. Teda

mnoziny D5 aDs . (ak je 0, koneéné) obsahuji iba hrani¢né body D, ¢ize nijaky

mazx min

vnitorny bod.
Podla predpokladu 2 existuje vnttorny bod D, ktory ozna¢ime y°. K nemu prisli-

9 > 0, a kedZe na trovni b’y = Ve vnitorné body nelezia, plati v =

chajice s
bTy° < Ymaz- Vyberieme jedno optimalne riesenie (D), bod y!. Plat{ preto by = Y4z,
s' > 0. Usetka bez krajnych bodov spajajtca y° a y* pretina kazda Groviiov mnozinu
by = v, v € (Y0, VYmaz) Prave v jednom bode. UkdZeme, 7e tieto body st vntitorné

body mnoziny D. Majme teda bod yy = Ay + (1 — A\)y°, X € (0,1). Potom

sa=c—ATy = A+ (1 =N))e— ATy + (1= N)°) =
=Mc—ATy) + (1 = N)(c—ATyY") = Xs' + (1 — \)s°

Plati s' > 0, preto As' > 0. Tiez vieme, ze s° > 0, preto aj (1 — \)s® > 0, ¢ize sy > 0,
yx je vonatorny bod D, €ize vnitorny bod tdroviiovej mnoziny D., pre v = bl y,.

Ak je D ohrani¢ena, analogicky by sa ukazalo, Ze vnutro tsecky spajajicej y° a y2,
bod minima b’y na D, ma jeden spolo¢ny bod s kazdou z mnozin D, v € (Yumin,Y0)-
Tieto body st zaroven vnutorné body D,.

Teda ak je D ohranicend, D, obsahuje vntutorné body pre v € (Yimin, Ymaz)-

Ak je D neohranicené, podla lemy 3.3 existuje polpriamka p idtca z bodu z". Ana-
logicky s druhou ¢astou dokazu vety 3.4 st vSetky body polpriamky p vnitorné body
D. Zarovein p smeruje ku mensim hodnotam by ako . Keby smerovala k vi¢sim hod-
notam, potom by b’y nemala na D maximum a p tiez nemoze lezat v D.,, kedZe této
mnozina je podla vety 1.12 ohranic¢ena. Teda kazda mnozina D, pre v < 7o ma jeden
spolo¢ny bod s p, ¢o je vnutorny bod D,. Spojenim s prvou ¢astou dokazu dostédvame,
ze D, obsahuje vnatorné body préave pre v € (=00, Vmaz) = (Ymin, Ymaz) kedze pre
neohrani¢end mnozinu sme definovali 7,,;, = —o0.

Mnozina D,, .+ = D kedze vicsie hodnoty ako e, ucelova funkcia nenado-

Ymax ?

buda, tato mnozina teda vnutorné body D neobsahuje. Pre v € (Vmin, Ymaz) Mnozina

Ymaz+Y
2

D, obsahuje mnozinu D,,, v = € (Yimin, Ymaz), Ktora obsahuje vnttorny bod,
teda aj D,4 obsahuje vnitorny bod. Pre v < «,,, je uz D,y cela D, ktora obsahuje
vnitorny bod.

Dokaz pre primarny pripad je analogicky. O]
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Dosledok 3.7. Analyticky stred mnozin P a D existuje prave vtedy, ked je prislusnd
mnoZina ohranicend a ak existuje, je jednoznacny. Pre hodnoty v a § v rozsahu podla

lemy 3.6 analytické stredy mnoZin Ps, Ps—, D.,, Dy existuji a su jednoznacné.

Dékaz. Dokaz vyuziva znacenie zavedené v definicii 3.1.

Nech je splneny predpoklad 2, preto maju P aj D vnitorné body. Ak je potom
mnozina P (D) ohranicené, existuje analyticky stred podla vety 3.4. V mnozine P =
{z | Az = b, = > 0} sa vyskytuju iba nezdporné premenné, preto [ = 0 a podla vety
3.4 je analyticky stred jednozna¢ny. Pre mnozinu D = {(y,s) | ATy + s =¢, s > 0}
zas plati Ny = AT, podla predpokladu 1 ma matica AT plna stlpcovit hodnost m =,
preto znovu podla 3.4 je analyticky stred jednozna¢ny.

Ak je M = P neohrani¢ené, M, k mnozine P je vlastnia P, pretoze [ = 0. M,
je teda neohranicena, podla vety 3.4 analyticky stred neexistuje. Nech je mnozina D
neohrani¢ena. Ak je neohrani¢ené v premennych y, existuju body I'ubovolne daleko od
niektorych hrani¢nych nadrovin ATy = c. Podla vety 1.14 je prave vektor s priamo
umerny tymto vzdialenostiam, teda ak su vzdialenosti neohranic¢ené, D je neohrani¢ena
aj v premennej s. Prave mnozina {s | (y,s) € D} je pre D mnozina M, preto podla
vety 3.4 analyticky stred D neexistuje.

Za splnenia predpokladu 2 st podla viet 1.12 a 1.13 a poznamky za nimi mnoZziny Ps,
Ps—, D,, D, ohranicené. Ich analytické stredy teda existuji ak maji mnoZiny vniatorné
body, ¢ize ak v a § st v rozsahu podla lemy 3.6. Zostéva ukazat jednozna¢nost. Mnoziny
Ps, Ps— obsahuju iba nezaporné premenné, v nich je preto [ = 0, analyticky stred je

jednoznac¢ny. MnoZina D, ma ohranicenia:

] |

Ak st stlpce AT linearne nezavislé, linearne nezévislé st aj stlpce (bT ), teda tato matica

mé plna stipcovii hodnost, preto je analyticky stred jednoznaény. Podobne mnozina

(o )G+ )= ()

Maticou N, je tu rovnaka matica (‘;‘; ) s linearne nezéavislymi stIpcami, preto je analy-

D, ma ohranicenia:

ticky stred jednoznacny. O
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Neskor vyuzijeme gradienty funkcii gs a fg, preto ich vypocitame v leme:

Lema 3.8. Gradient funkcie gs(y) = >_ In(c— ATy);, teda icelovej funkcie pri hladani
i=1
analytickijch stredov D je Vgs(y) = —As™!
Gradient fs(x) = > Inxz; je Vfs(x) =a~ "
i=1

Dékaz. Pre gg je vypocet zhodny s dokazom tvrdenia 2.4, ibaZe bez ¢lena b’y. Plati
teda
Vgs(y) = —As L

Pre fs(z):

Vfs(x) = VZlnxi =zt
i=1

Vratme sa k bodu y(oo) = ILHC}O y(u). Pozrieme sa na takyto bod vo vSeobecnom
pripade. Z definicie centralnej tﬁajektérie je takyto bod optiméalnym rieSenim (D,,) pre
p — oo (ak také maximum existuje). Pripomenieme tlohu (D,,) : (yrgzg) L 9uly, s), cize
maximalizujeme funkciu ¢, (y, s) na akejsi mnozine (nezavislej na p). Ked téelovi fun-
kciu nasobime kladnou konstantou, maximum sa nezmeni: ak g,(4,3) > g,(y,s) =

ag,(y,5) > ag,(y,s) pre a > 0. Preto mozeme namiesto g,(y, s) maximalizovat fun-

kciu %g#(y, s) = bTTy + > Ins;. Pre 4 — oo sa hodnota bTTy blizi k nulovej a zostane
i=1

n
(Do) : max {> Ins; | ATy +s=rc, s> 0}, ¢o je presne definicia analytického stredu
i=1
D. 7 predchadzajicich viet tiez vieme, kedy limita existuje — vtedy, ked existuje
analyticky stred D, ¢ize prave vtedy, ked je mnozina D ohranic¢ené.

Pojem analytického stred vystupuje aj v dalSom pozorovani o centralne trajektorii:

Veta 3.9. Ak b = 0,,, dudlna centrdlna trajektoria je jeding bod nezdvisly na u, a to ys,
analyticky stred D. Ak ¢ = 0,, primdrna centrdlna trajektoria je jediny bod nezdvisly

na i, rg, analyticky stred P.

Dékaz. Nech b = 0,,. Zistujeme, ako vyzerd centralna trajektoria. p-centrujici systém
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ma tvar:

Az =0, x>0,
ATy+s=c, s5>0,

Xs = pe.

Z tretej rovnosti vyjadrime z = ps~! a dosadime do prvej:
pAs™t =0.

Kedze p > 0, mézeme vydelit a dostavame systém:

As™1 =0,

ATy+s=c, s>0.

Okamzite je o¢ividné, ze systém od p nezavisi. NavySe, podla lemy 3.8 je gradient

funkcie gg rovny —As~!. N4§ systém je teda systémom
Vgs =0, ATy+s=c¢, s>0,

¢ize je to uloha hladania volného maxima funkcie gg(y) (presnejsie funkcie gs(y) =
gs(c — ATy)) na D, cize tloha hladania analytického stredu D. Zistili sme teda, Ze
ak b = 0, centralna trajektoria je jeden bod, a to analyticky stred duélne pripustne;j
mnoziny (ak ten existuje). To nie je velmi prekvapujice — duélna tucelova funkcia
je konstantna, nulova, preto vSetky pripustné riesenia su aj optimélne. Jednobodova
centrilna trajektoria v tomto pripade zaujimava nie je, preto budeme v budtcich tvr-
deniach va¢sinou predpokladat, ze b # 0.

Podobny vysledok ocakdavame pre priméarnu tulohu, v pripade ked zas ¢ = 0,. V

p-centrujiicom systéme vyjadrime s = pz~! a dostaneme systém:

ATy +px™t =0, Az =0b, x>0,

ATg—l—x_lz(), Ax =b, z>0. (1)
I

Hladanie analytického stredu P ale nie je hladanie volného extrému. V priméarnom
pripade sa riesi uloha: max {>_ Inz; | Ax = b, > 0}. Lagrangeova funkcia je:

=1

L= Zlnxi—i—u(/}x—b), ueR™ z>0.
i=1
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Podmienky optimality su:
Vol=2"'4+ATu=0, Az=0b, z>0. (2)

Dostavame rovnaky systém ako (1), pricom vektor Lagrangeovych multiplikitorov je
u = % Systém (2) zostava rovnaky, preto sa pre rozne p sice moze menit y v (1), u
aj x zostavajui rovnaké. Ak ¢ = 0, priméarna centralna trajektoria je preto jediny bod,

analyticky stred P. m

3.2 Centralna trajektoria a tirovitové mnoziny

Vratme sa spéat k prikladu 1. Pri hladani analytického stredu duélne pripustnej mnoziny

D riegime dlohu (Sp) : max {> Ins; | ATy + s =c¢, s > 0}, teda konkrétne pre nas
i=1

priklad:

4

max {Zlns” —pF+s1i=1, y1+se=1, —ypa+s3=1, yo+s4=1, s> 0}.
i=1

Vektor s vyjadrime pomocou ¥, pricom pamétame na to, ze s > 0 a preto musime najst

vhodné hranice pre y:

81:1+y1, y1:51—1>0—1:—1,
Sy =1—y, y=1-—s5<1-0=1,
s3 =14 ys, Yyp=83—1>0—-1=-1,

84:1—y2, y2:1—84<1—0:1.

Po dosadeni vznikne:
max{gs(y) = In(1+y)+In(l—y)+In(1+y2) +In(l—y)| -1 <y <1, -1 <y, < 1}.

V rovine mdzeme zakreslit vrstevnice ucelovej funkcie gg (obr. 5).
Limitny bod centralnej trajektorie, y(oo), sme uz vedeli vyjadrit ako analyticky
stred nejakej mnoziny — konkrétne D. Nagim cielom je teraz vyjadrit vlastné body

centralnej trajektorie ako analytické stredy akychsi mnozin. Dava zmysel pozriet sa na
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1t 1t

0.8r 08l \ 2.5
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or or 0.5
-0.2 -0.2
-0.4- -0.4
-0.6- -0.6
-0.8 -0.8
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—‘l —C;.S —6.6 —C;.4 —6.2 C‘) O‘.Z O‘.4 O‘.B O‘.S 2‘[ —‘l —6.5 6 0‘.5 :‘L
Obr. 5: Vrstevnice gs(y1,y2) Obr. 6: Uroviiové mnoziny b’y = v,y € D

tiroviiové mnoziny dudlnej téelovej funkcie b7y. Zatial ¢o pri vypocte y(oo) sa nepouzila
informacia o b, samotna centrilna trajektoria uz od b zavisi a prave tuto informaciu
dodame v duélnej tdelovej funkcii b7y. Spominané trovilové mnoZiny s uz v prvej

kapitole oznac¢ené mnoziny:
D, {(y.s) | Ay +s=c, s>0, b'y=1}

(obr. 6 pre b = (2,1)7; vidime, e v tomto pripade ide o tsecky). Podla désledku 3.7 méa
zmysel hladat analytické stredy pre vhodné hodnoty ~. Analytickym stredom takejto
mnoziny pre nejaké « je podla definicie rieSenie tlohy

4
max {Zlnsi | ATy +s=c, >0, by =~}
i=1

Teda k tlohe hladania analytického stredu D sme pridali dodatoéné ohranicenie by =

~. Vyjadrime s pomocou y a dostavame:
max{In(1+y)+In(1—y)+In(14+y) +In(l—g)|—1 < yy < 1,—1 < yy < 1,0y =~}

Majme teraz v pevné. Maximalizujme funkciu gs(y) na mnozine D, = {y € D | by =
~v}. Z Obr. 5 mame predstavu o tom, ako gs(y) vyzera. Na  kruzniciach” s mensim
polomerom mé gg(y) postupne vécsie hodnoty. Najvacsiu hodnotu na mnozine D,
dosiahne gg(y) v takom bode z D,, ktory lezi na vrstevnici gs(y) s ¢o najmensim

polomerom — takej, ktora sa tsecky D., dotyka (obr. 7).
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Obr. 7: Hladanie maxima gg na D

Takéto maximéa najdeme pre rozne «, ¢im ziskame akusi krivku (obr. 8 vs. obr.
1). V skuto¢nosti ide o dualnu centralnu trajektoriu, ¢o dokdzeme vo vSeobecnosti v

nasledovnej vete. Najprv vSak sformulujeme a dokazeme dve pomocné tvrdenia.

1 1k
08 //f7 ANRN 08
s N
0.6 / - - 0.6
I / \ \
0.4 / / 0.4}

-0.4 / -04
-0.6 \\ e -0.6
\\
-0.8 — N -0.8
_1l -1
*‘l *(;.8 *(‘).6 *C‘).4 *(;.2 6 012 O‘.4 O‘.G 018 Z‘L _‘1 —6.8 —[;.6 _6_4 _0‘.2 6 012 0‘.4 0‘.6 018 :‘l.
Obr. 8: Maximé gg na roznych D, Obr. 1: Dualna centralna trajektoria

Lema 3.10 (Podmienky na analyticky stred D, a Ps). a) Nech ¥ € (Ymin, Ymaz)- Bod
y € D, je analytickym stredom mnoziny D, prdave vtedy, ked existuje také 7 € R, Ze

plati
Vf}s(y) = T1b.

b) Nech § € (Omin, Omaz)- Bod x € Py je analytickym stredom mnoZiny Ps prave vtedy,

37



3.2 CT a troviiové mnoziny 3 CT AKO ANALYTICKE STREDY

ked existuji také T € R a u € R™, Ze plati
Vfs(z) — ATu = 1ec.

Doékaz. a) Nech v € (Ymin, Ymaz)- Z dosledku 3.7 vieme, ze mnozina D, mé analyticky
stred prave pre v v tomto intervale. Uloha hladania analytického stredu je tlohou
konvexného programovania, preto vieme napisat nutné a postacujice podmienky na

existenciu jej riesenia. RieSime teda tulohu:

max {Zlnsi | ATy +s5s=r¢c, >0, by =~}

i=1
NapiSeme Lagrangeovu funkciu (s minusovou uéelovou funkciou, kedze ide o maxima-
liza¢nu ulohu):
L(y,s,u,7) = — znzlnsi—l—uT(ATy—l—s—c)+T(bTy—7), L:R"xR}, xR"xR —R.
i=1
Nutné a postacujice podmienky su:
1. y je volna premenné, preto V,L = 0;
2. s > 0 je otvorend mnozina, preto hfadame vzhladom na s volny extrém, V L = 0;

3. Pri w st ohranicenia v tvare rovnosti, preto V,L = 0;

4. Pri 7 st ohranicCenia v tvare rovnosti, preto V,L = 0.

Dostéavame teda rovnice:

V,L=Au+710=0 = —Au=T), (3)
ViL=-s5'+u=0 = u=s1 (4)
VoL =ATy+s—c=0 = Aly+s=c, (5)
V. L=b"y—y=0 = by=x (6)

Dosadenim u z (4) do (3) dostavame:
—As™! =710 (7)
Lema 3.8 hovori, Ze Vgs(y) = —As™t. Tiez b = Vbly. Preto dostavame nasledovnt

podmienku:

Vis(y) = 7Vb'y = 7b. (8)
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Zostava este zahrnit nerovnost s > 0, ktora vystupuje uz v definicii ilohy. Podmienky
(5) a (6) spolu s s > 0 davaju y € D.,. Dodato¢na podmienka je podmienka (7), resp.

(8)-
b) Primarny pripad. Nech 6 € (d,min, Omaz). Podla dosledku 3.7 ma Ps jednoznaény

analyticky stred. Vieme vyjadrit podmienky na rieSenie tilohy:

max {fs(x) = Zlnxi | Az =b, >0, ¢’z =6},
i=1

Lagrangeova funkcia:

L(z,u,7) = —Zlnxi+uT(Ax—b)+T(ch—5) L:RY, xR™"xR =R
i=1

Podmienky optimality:
e 7 je definované na otvorenej mnozine x > 0, preto V,L = 0;
e ohranicenia pri u st v tvare rovnosti, preto V,L = 0;

e ohranicenie pri 7 je v tvare rovnosti, preto V..L = 0.

To su teda rovnice:

Vol =—a '+ AMut+7¢=0 = r1c=a"— Ay, (9)
VuL=Ar—b=0 = Ax =0, (10)
V.L=c'z-§=0 = cdr=0. (11)

Pozrieme sa na (9). Podla lemy 3.8 plati V fs(z) = 27!, teda z (9) dostavame:
Tc = Vfs(zr) — ATu. (12)
Dostali sme teda podmienky = € Ps s dodatoénou podmienkou (12). n

Na zéklade vlastnosti (8) vieme ukazat vztah medzi v a 7. Podobny vztah existuje

aj v primarnom pripade.

Lema 3.11. a) Majme bod y, ¥ € (Ymin, Ymaz) v ktorom plati podmienka z lemy 3.10,
Vis(y,) = 7b a bTy, =, b # 0. Potom plati:

7>0 < 7€ Vmins),
T=0 = Y =78,

T<0 <~ Y€ (7577maz)-
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(Ak je D neohranicend, oznacili sme Ypin = —00, Y5 = —00, zostdva preto iba tretia
podmienka, T <0 < v < Yimaz)

b) Nech 6 € (Smin, Omaz) @ pre bod xs plati clxs = § (¢ # 0) a existuje u, Ze
Vfs(x) — ATu = 7c. Potom:

7>0 < §€ (Omin,Is),
T=0 <& §=0dg,
7<0 < € (ds0maz)-

Doékaz. Uplny dokaz uvadzame pre dualny pripad.

Mame konkavnu funkciu gg definovani na otvorenej mnozine D°. UvaZzujeme body
Y-, pre ktoré plati Vgs(y,) = 7b, pricom predpokladame, ze b # 0. Zistujeme, aké
znamienko ma 7 v zavislosti od .

Nech je mnoZina D neohrani¢ené. Podla dosledku 3.7 analyticky stred D neexistuje.
Vektor b smeruje k existujicemu optimalnemu rieseniu, teda smerom k hranici D. Fun-
kcia gg rastie smerom dovnitra mnoziny — je totiz rastucou funkciou zloziek vektora
s ktoré je podla vety 1.14 vzdialenostami od jednotlivych hran D a tieto vzdialenosti
sa smerom dovnitra mnoziny zviacsuji. Gradient gg je smer najvacsieho rastu funkcie,
teda smeruje dovnutra D, opacnym smerom ako b. Preto 7 < 0 pre kazdé v < Vimae-

Nech D je ohrani¢end mnozina, jej analyticky stred preto existuje a oznac¢ime ho yg,
pricom hodnotu dualnej ucelovej funkcie v iom oznac¢ime vg = b’ yg.

Nech v = ~vs. Bod ., je analytickym stredom D,, ktory vieme, Ze je jediny. Na
trovni bTy = vg lezi volny extrém funkcie gs(y), bod yg. Bod ys je teda aj viazanym
extrémom funkcie gg(y) na trovni Ty = g, teda je analytickym stredom mnoZziny
D,,. Plati Vgs(y,) =0 a z gs(y,) = 0,,, = 7b vyplyva 7 = 0.

Naopak, nech 7 = 0. Potom gs(y,) = 7b = 0,,, ¥, je volnym extrémom gg, ¢ize
analytickym stredom D. Vieme, Ze analyticky stred je jediny, plati preto y, = yg a
teda v = vg.

Tymto ostdvame ekvivalenciu 7 = 0 < v = 5.

Nech v > vg. Bod ys budeme skratene oznacovat S a bod y., ozna¢ime K. Dokazeme,
ze 7 < 0. Uz sme vylacili moznost, ze 7 = 0. Sporom predpokladajme, ze 7 > 0,
¢ize Vgg(K) ma rovnaky smer ako b. Ako bod L. oznacime bod K + eb,e > 0. ¢

mozeme volit dostatoéne malé, tak, aby bod L. = K + b stale lezal v otvorenej
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gam > gam_S

gam < gam_S

Obr. 9: Dokaz lemy 3.11

mnoZine D°. Kedze v > g a vektor b smeruje k eSte vicsim hodnotam funkcie b7y
ako 7, tsecka spajajtca body S a L. ma priese¢nik s nadrovinou bTy = v — tento
priese¢nik ozna¢ime M,. Vektor idici z bodu K do bodu M, oznacime b:. Kedze body
K a M. lezia na nadrovine by = v, vektor ich spajajuci, b7, je kolmy na normalovy
vektor nadroviny, b. Symbolicky zapisané: b7b* = 0. Derivécia funkcie gs v bode K v
smere b je: (Vgs(K))Tb = 767b = 7]|b||* — smer gradientu pozname z matematickej
analyzy ako smer najvacsieho rastu funkcie. Derivacia funkcie gs v bode K v smere
bt je: (Vgs(K))Tbr = 767" = 70 = 0. Existuje dostatocne malé g-okolie bodu K, na
ktorom je funkcia gg dostatoc¢ne dobre aproximovana linedrne pomocou svojej prvej
derivacie, teda na tomto okoli v smere b rastie priblizne linedrne a v smere b* je na
p-okoli priblizne konstantna. Zvolime ¢ tak, aby aj L. aj M. lezali vnitri spominaného
@-okolia. Plati preto gs(M.) ~ v < gs(Lc). Zaroven je bod S maximom funkcie gg,
preto gs(M.) < gs(L:) < gs(5). Ozna¢ime oy = gs(L.). Funkcia gs je konkdvna a
pre kazda konkavnu funkciu plati, Ze jej nadtroviiové mnoziny {y | gs(y) > a} sa
konvexné. Mnozina {y € D° | gs(y) > ar} ale konvexna nie je — obsahuje body S a
L. ale neobsahuje bod na tsecke medzi nimi, M., lebo gs(M.) < a; = gs(L.). Teda
dostavame spor a plati 7 < 0.

Nech v < vg. Dokazeme, ze 7 > 0. Postupujeme analogicky ako v pripade v >
vs. Bod ys oznacime S a bod y, ozna¢ime K'. Sporom predpokladame, ze 7 < 0,

¢ize Vgs(K') ma opacny smer ako b. Ozna¢ime L. = K’ — eb,e > 0. Vektor —b
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smeruje k hodnotam bTy < v < g, preto tsecka spijajica L. a S m4 priesecnik s
nadrovinou b’y = v — tento priesecnik nech je M!. ¢ zvolime dostato¢ne malé na
to, aby body L. aj M! lezali na yp-okoli bodu K’, na ktorom funkciu gs dostato¢ne
presne aproximuje linearna funkcia uréena derivaciou gg(K’). Kedze predpokladame
T < 0, gradient Vggs(K') mé rovnaky smer ako vektor —b, preto gs(S) > ap =
gs(L') > gs(K') ~ gs(M’), S je maximum funkcie gg. Naddroviiovd mnozina {y €
D° | gs(y) > ar/} konkavnej funkcie gg nie je konvexna, pretoZe neobsahuje bod M’
na usecke spajajucej S a L', ¢im dostavam spor. Plati preto 7 > 0.

Dokéazali sme zatial ekvivalenciu 7 = 0 < v = 75 a implikacie
T<0Ey>y, T>0<&79<7s. (13)
Obmenami implikécii (13) vzniknt ekvivalentné tvrdenia
T>20=7<7, T<0=792>7s (14)
Pouzitim ekvivalencie v = 75 < 7 = 0 na (14) dostavame implikacie
T>0=>9<7s, T<0=7v>n7s. (15)
Dokazované ekvivalencie vznikna spojenim (13) a (15).

Pre primarny pripad ukédzeme iba ekvivalenciu 7 = 0 < § = dg. ZvysSné tvrdenia
platia analogicky s dudlnym pripadom, iba by dokaz bol zloZitejsi kvoli ATw, ¢lenu
naviac v podmienke V fs(z) — ATu = 7¢. Ked 6 = dg, maximalizujeme funkciu fg na
trovni ¢’z = §g, teda trovni na ktorej lezi g, maximum fg na mnozine P. Analyticky

stred Pjs je teda analyticky stred P, v ktorom, ako sme ukazali v dokaze vety 3.9 plati:

'+ AT =0, Az =b, x>0.

1

Porovnanim s podmienkou 7! — ATu = 7¢ dostavame z jednoznac¢nosti Langrangeovho

multiplikdtora v tlohe konvexného programovania v’ = —u a teda 7 = 0.

1

Naopak, ak predpokladédme 7 = 0, dostaneme z (9) 7! — ATu = 0. Z jednozna¢nosti

existencie analytického stredu dostavame, Ze rieSenie x7' — ATu = 0 je 25 a teda

0 =0g. [l

Veta 3.12 (Reprezentacia centralnej trajektorie cez analytické stredy troviiovych mno-

zin duélnej ucelovej funkcie). Majme mnoziny D, = {(y,s) € R™ x R" | ATy + s =
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¢, s >0, bTy =~}, pricom b # 0 (pripad b = 0 je rozoberany vo vete 3.9). Analytické
stredy mnozin D, pre ¥ € (Vs, Ymaz) SU prave dudlna centrdlna trajektoria.

Dékaz. Pripomenieme podmienky pre analyticky stred D, z lemy 3.10 (lavy stlpec) a

pi-centrujiici systém (pravy stipec):

(7) —As™t =7b Ar=1b, x>0, (C1)
(5) ATy+s=c, s>0 ATy+s=¢, s>0, (C2)
(6) by =~ T =pus L. (C3)

Dokazeme najprv, ze bod spliajici podmienky na analyticky stred D, v € (Vs, Yimaz)
splha aj podmienky p-centrujiiceho systému a nésledne opaéné tvrdenie, ze pre bod
spliiajiici centrujice podmienky splia podmnienky (7), (5), (6).

Nech v € (vs, Ymaz). Podla lemy 3.11 plati 7 < 0. Aby sme zo (7) dostali Az = b,

zavedieme dal$iu rovnost:

1
st=—10 & x=-=51 (16)
T
—As™! = 7b,
TAx = Tb,
Az = b. (17)

Kedze 7 # 0, mozeme bez problémov delit. Aby sme z (16) dostali (C3), zostava
substituovat pu = —%. Kedze 7 < 0, plati y = —% > 0 a potom kedZe aj s > 0,
z (16) dostavame z > 0. Nerovnosti z u-centrujiceho systému, x > 0 a s > 0 su
teda splnené. Rovnosti z p-centrujiceho systému tvoria (17), (5), (16), pricom mame
dodatoéntt podmienku (6), ¢ize b'y = . Tato podmienka je potrebna, pretoze u je v

ulohe hladania analytickych stredov nezndma naviac oproti u-centrujicemu systému.

K podmienke (6) vieme vyjadrit ekvivalentnt podmienku:
e = Xs /sucet po zlozkéch,

npu=a's=ax"(c— Aly) =a"c— 2" ATy =Tz — b"y,
o —bly o —n

= - =— (18)

Teraz ukadzeme, zZe plati aj opacné tvrdenie. Z pu-centrujiceho systému pre dané

p > 0 dostaneme podmienky na rieSenie (7), (5) a (6), pricom plati v € (Vs, Ymaz)-
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Dosadenim (C3) do (C1) dostavame

1
pAs~t =0, resp. — As ' = —;b. (19)

Vidime, ze podmienka (19) je (7) pre 7 = —%. Podmienka (5) je zhodna s (C2). Pod-
mienka (6) je b7y = 7. RieSenie p-centrujiiceho systému, ¢ize bod centralnej trajektorie
¢o je vnttorny bod mnoziny D, preto v = b7y < Vmaee. Nakoniec mozeme vdaka (19)

pouzit lemu 3.11 pre 7 = —}% < 0 a teda plati v > ~s. n
Priklad 2. Hladame analyticky stred D., pre nas priklad 1, pricom by, by # 0:

1
-1 1 0 0
0 0 -1 1

—_ = =
o o
V) =

Riesime teda systém:
Ar=b, ATy+s=c, Xs=pe, ~v=0bly

pre nami zvolené ~y. Z prvych troch rovnosti sme pri hladani centralnej trajektorie

(priklad 1) dostali:
bryi + 21 — by = 0, (20)
bayfs + 242 — by = 0. (21)

7 podmienky v = by dostavame:

biyr + by = 7. (22)
Vyjadrime yo z (22): y = 7%, ¢o dosadime do (21):

2 _92~b b21? —b
gl Y011 + 07Y1 —1—2;17 1Y1

b22 by
v = 29byys + byt + 2uy — 2ubiys — b3 =0/ —b; - (20),

by

—by=0 /by,

v — 2ybyyy + 2py — dpbiyy — b3 4+ b = 0.

Z (20) vyjadrime 2 a dosadime:

b= byt 1—
_ 1 1Y1 _ bl Y1 (2?))
Y1 hn

20
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1—9? 1—9?
yl o 2b1y1 bl yl
Y1 Y1

Yy — 29b1y; + b1 (1 — y7) — 2b5y1 (1 — yi) — byyr + biyy =0,

7 = 2901y + b

Yy — 29b1y; + vbr — ybiyi — 2bys + 2b7y; — bayr + by = 0,

Qb%yf - 37511/% + (72 - bg - b%)yl + by = 0.

Pre y; sme dostali kubickt rovnicu, ktord moéze mat tri korene. Ku kazdému z

korefiov dopocitame yy = %;’"“ a za vyhovujuice rieSenie vyberieme taku dvojicu, pre
ktoru je s > 0, teda, ako sme uz ukazali, -1 <y; <la—1<y <1.

Pre konkrétne ¢isla by = 2,b, = 1,y = 1 dostavame kubicki rovnicu:

222 —3-1-2yf + (1P =22 —1%) +1-2 =0,

8ys — 6y7 — 4y, +2 = 0.

MATLAB néajde priblizné korene polynému ako y; : —0.6404, 1.0000, 0.3904. K nim
st prislusné y, = %;yl : 2.2808, —1.0000, 0.2192. V hraniciach (—1, 1) je tretia dvojica,

teda
0.3904

0.2192

p modzeme vyjadrit podla (23): p = by 1;;? =2 1;8:23832 =2.1712.

Podl'a lemy 3.8 vypocitame

. T —0.9212
Vgs(y) = —As™ = —Alc—A"y)" =
—0.4606
Pozorujeme, ze skutocne plati z dokazu vety 3.12.
—0.9212 2
—uVgs(y) = —2.1712 = =b.
—0.4606 1

Priklad 3. Podobne ako v priklade 1 chceme zobrazit analytické stredy troviiovych

mnozin, tentokrat ale pre tilohu s neohrani¢enou pripustnou mnozinou. Zadanie je:

1
-1 10 2
= Cc = 1 b=
0 01 1
1
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Dostavame p-centrujuci systém:

—T1 + Xg = 2, —y1+s1 =1, 5171 = [,
r3 =1, Y1+ 82 =1, S9Ty = [,
Yo+ 853 =1, 833 = M.
Rovnice pre y; st zhodné s prikladom 1, dostavame teda y; = ] = 2

p/ 12 +b2 N /24
Uz Tahsie sa vyjadri ys:

Yo=1—s3=1—-p

Vidime, Ze centralna trajektoria je skutoéne neohrani¢ené, kedze lim y, = lim 1—
H—>—+00 H—>+00

it = —oo. Podobne ako na obrazkoch 7 a 8 ndjdeme graficky analytické stredy réznych

D, ¢im dostaneme duédlnu centralnu trajektoriu pre priklad 3 (obr. 10).

1 - -
O - -
_17 .
_2, .
-3 DN / \‘\ N\ =
| I\
N | AN
N a

-4 | |

l l l l l

-1 -0.5 0 0.5 1

Obr. 10: Analytické stredy D, v priklade 3
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Centralnu trajektoriu teda vieme reprezentovat ako analytické stredy troviiovych
mnozin duélnej tcelovej funkcie. Ocakavame, ze podobné tvrdenie plati aj pre analy-

tické stredy primarnej ucelovej funkcie. Znovu vyuzijeme lemy 3.10 a 3.11.

Veta 3.13 (Reprezentacia centralnej trajektorie cez analytické stredy troviiovych mno-
7in primarnej ucelovej funkcie). Majme mnoziny Ps = {x € R" | Ax =b, x > 0, Tz =
0}, ¢ # 0. Analytické stredy mnozin Ps pre § € (Omin,0s) St prdve primdrna centrdlna

trajektoria.

Doékaz. Chceme ukazat, ze z podmienok existencie analytického stredu Ps pre 6 €
(Omin, 0s) dostaneme p-centrujici systém teda ze ked je bod zs analytickym stredom
Ps pre 0 zo spominaného intervalu, je to bod centralnej trajektérie. Pripomenieme

podmienky na analyticky stred Ps (Tavy stlpec) a p-centrujuci systém (pravy stipec):

(9) vt — Ay =1c Az =b, x>0, (C1)
(10) Az =0, >0 ATyt+s=c, >0, (C2)
(11) cr=6 T =ps . (C3)

Upravime (9). Predpokladame v € (Ymin,7s), preto podla lemy ?? plati 7 > 0 a
mozeme 7 aj delit.
v —ATu=7c | —71¢c; (—1),
—r '+ ATut+Te=0 /X,
1
—e+ X(ATu+71¢)=0 /4e -—,
-

X(AT% 4+ ¢) = L (24)

-
Oznacime s = ¢ + AT% a substituujeme u = —7y aby s = ¢ — ATy Nakoniec ozna¢ime

= % Dostéavame:
(10) Az =b, ATy+s=c, (24) Xs=pe, (11)c'z=4.

Dostali sme teda p-centrujici systém s dodato¢nou podmienkou ¢’z = §. Ako uz vieme,

cTz—bTy

z rovnic p-centrujiceho systému plati u = , preto ekvivalentna podmienka ku

T — §in, — 0=b"y
cr=0jepu==—->
Zostéva urcit, ¢i platia nerovnosti z p-centrujuceho systému. Mame uz x > 0 a

vieme, ze 7 > 0, preto u = % > 0. Z Xs = pue potom plati s > 0.
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Ukézeme, Ze plati opacné tvrdenie, teda budeme vychadzat z bodu, ktory je rieSenim
p-centrujiceho systému a ukazeme, Ze tento bod je analytickym stredom mnoziny Py,
pricom § € (dpmin, Is).

Majme teda bod, pre ktory platia centrujice podmienky (C1), (C2), (C3). Dosade-
nim s z (C2) do (C3) dostavame:

1
X(e—ATy)=pe [ X7 2,
i
lc _ATd z
7 7
re=x"'+ Al (1y). (25)

Podla (25) moézeme pouzit lemu 3.11. Plati 7 = ;l:, > 0, preto bTy = § € (Spmin, 5),

splnena je podmienka (11). Rovnost (25) je po substiticii u = —7y zhodna s (9) a (C1)
nam dava (10). Rovnosti z podmienok na analyticky stred Ps st splnené. Nerovnost

x > 0 je tiez splnend, a to uz z podmienok p-centrujiceho systému. O]

3.3 Centralna trajektoria a nadtirovinové a podirovinové mno-
ziny
Ukézali sme, Ze analytické stredy tdroviiovych mnozin tvoria centralnu trajektoriu.
Podl'a désledku 3.7 aj podaroviiové mnoziny primérnej ucelovej funkcie Ps_ = {x €
P | ¢’z < ¢} anadtaroviiové mnoziny dudlnej ucelovej funkcie D,y = {y € D | b7y > ~}
maji analytické stredy pre vhodné v, . Pozrieme sa na tieto analytické stredy najprv
pre priklad 1.
Mame néajst analyticky stred mnoziny D!, = {(y,s) | ATy+s=c, s >0, bTy >~}
V definicii pre analyticky stred sa vSak vyskytuja iba ohranic¢enia v tvare rovnosti, preto
bl'y > ~ prepiSeme ako bTy — o =7, o > 0. Nova doplnkova premenn4 o je nezaporna,
preto podla definicie 3.1 pri hladani analytického stredu D,y vystupuje v tucelovej

funkcii aj Ino. Analyticky stred D,y je teda rieSenie tlohy:
max {1n0+21n3i | ATy+s=c¢c, s>0, bly—0=r, 0 >0}
i=1
Pre niekolko hodnét + je priblizné maximum spolu s vrstevnicami ucelovej funkcie

zobrazené na obrazku 11.
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gam = 2 gam=1 gam =0

Obr. 11: Hladanie analytickych stredov D, pre mnozinu z prikladu 1

1 1t i
08t 0.8 ]
06f 0.6r 1
0.4 0.4f |
02t 0.2} |

0 or 7
-0.2 -0.2+ 1
-0.4 -04 1
-0.6 -0.6 1
-0.8 -0.8 1
1 L |

Ly S R S S
-1 -08 -06 04 -0.2 0 02 04 06 08 1 -1 -08 06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

Obr. 12: Analytické stredy D (pr. 1) Obr. 2: Duéalna centralna trajektoria (pr. 1)

Pospéjané body maxim su na obr. 12. Rovnakym postupom zhotovime obrazky pre
mnozinu z prikladu 3. V obidvoch pripadoch sme dostali krivku, ktora znovu vyzera
ako centralna trajektoria. Ze to tak naozaj je, ukdzeme vo vSeobecnosti v nasledujuicej

vete.

Veta 3.14 (Reprezentécia centralnej trajektorie cez analytické stredy naduroviiovych
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pd

1 1 1 1 1

-1 -05 0 0sR 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Obr. 14: Analytické stredy D, (pr. 3)  Obr. 10: Duélna centralna trajektoria (pr. 3)
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mnozin duélnej ielovej funkcie). Majme mnozinu D, = {(y,s) € R"xR" | ATy+s =
¢, s >0, bly—o =, o > 0}, pricom b # 0. Analytické stredy mnoZin D, pre

Y < Ymaz SU dudlna centrdlna trajektoria.

Dékaz. Chceme ziskat nutné a postacujice podmienky pre bod analytického stredu
D.,+. Podla dosledku 3.7 rieSenie existuje a je jediné prave pre v < 7pq,. Vieme teda

napisat nutné a postacujice podmienky na rieSenie:

max {lna—l—Zlnsi | ATy +s=¢c, s>0, b'y—0=r, cd >0}
i=1

Lagrangeova funkcia je:

L(y,s,0,u,7) = —Ino — Zlnsi +uf(ATy+s—c)+17(bTy — 0 —7),
i=1

L:R" xR} xRy xR*"xR—=R.

Nutné aj postacujice podmienky:

V,L=Au+7b=0 = —Ag — b, (26)
VL =—-s'4u= = Su=e, (27)
VoL=—01'-7=0 = 0:—%, (28)
Voib=ATy+s—c=0 = Aly+s=c, (29)
V.k=by—-0-~v=0 = by—0c=r. (30)
Vsimneme si, ze 7 = —% < 0, preto 7 # 0 a mozeme 7 delit. Snazime sa upravit
podmienky na rovnice p-centrujiceho systému. Substituujeme u = —7x aby sa z (26)

stalo (C1): Az = b. (27) sa tym zmeni na Sz = —1e = oe podla (28). Nahradenim p =
o dostavame (C3): Sx = pe. Pridanim (29)~(C2) dostavame rovnosti p-centrujiceho
systému. Dodato¢na podmienka je (30), ¢ize bTy — o = by — pu = ~.

Aby boli splnené aj nerovnosti z p-centrujiceho systému, zostava ukazat, ze x > 0.
Plati p = o > 0, preto z X's = pe vyplyva x > 0.

K podmienke b’y — 1 = v vieme znova vyjadrit ekvivalentnti podmienku dosadenim
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bTydo,u:%.
:ch—bTy
H N
de—y—p
p=— /st
npAp=cle—ry [/ (n+1),
_ca—
=

Ukazeme opaéné tvrdenie, Ze bod splhajuci u-centrujici systém je analytickym stre-

dom nejakej Dy, ¥ < Ymaz- Majme teda splnené pre zadané p > 0:
(C1) Az =b, >0, (C2) ATy+s=c, s>0, (O3)Xs= pe.

Oznacéime = 0 = —%, ¢im je splnené (28). Oznacime v = bTy—o = by — pu o je (30),
pri¢om kedze p > 0, dostavame v = b"y — p < b'y < Ypaq. Zavedenim z = —% = pu
dostavame (26) z (C1) a zaroven z (C3) mame puSu = pe, ¢o po vydeleni pu dava (27).
Zostéavajuca rovnost, (29) je priamo (C2). Jedind nerovnost z podmienok na analyticky

stred D4, s > 0, uz je splnené v p-centrujicom systéme. ]

Pozndmka: Pri hladani analytického stredu D.; vieme interpretovat p vdaka pod-
mienke = by — . Ked podmienku prepiSeme na bly — pu = v, podla vety 1.14 je

vzdialenost nadroviny b7y = 7 a analytického stredu {y € D | b7y > v} rovna ﬂllf_ll

Uz skratene sa zameriame na primarny pripad. KedZe tloha je minimaliza¢né, mé
zmysel sa zaoberat podiroviiovymi mnozinami Ps_ = {x € P | Tz < 4}, ktoré st

podla vety 1.13 ohranic¢ené.

Veta 3.15 (Reprezentacia centréalnej trajektorie cez analytické stredy podiroviiovych
mnozin primérnej acelovej funkcie). Majme mnoZinu Ps_ = {z € R" | Az = b, x >
0, c'e+p =206, p> 0}. Analytické stredy mnoZin Ps_ pre & > Opin st primdrna

centrdalna trajektoria.

Doékaz. Podrobne dokazovat nebudeme, dokaz je analdgiou dokazov viet 3.14 a 3.13.
Mnozina Ps_ mé analyticky stred pre 6 > 6,,;,. Z podmienok optimality pre rieSenie
tlohy .

max {1np+Zlnxi | Az =b, >0, c'a+p=46, p>0}

=1
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dostaneme systém

T T d—bly
Ar=bxr >0 Aly+s=c Sr=pe p=6—cux = . (31)
n+1
To je p-centrujici systém s dodaténou podmienkou p = 6 — ¢!z, resp. podmienkou k

5—bTy
n+1

nej ekvivalentnou p = . Podobne ako v dokaze vety 3.14 plati up = p > 0, preto
plati s = ux=t > 0.
Rovnako plati opa¢né tvrdenie, zo systému (31) sa daju ziskat centrujuce podmienky,

pricom 0 > 0,in- L]
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Zaver

V préaci sme ukazali, ze centralna trajektoria v linedrnom programovani sa d& inter-
pretovat ako mnozina analytickych stredov réznych mnozin. Zna¢na cast prace sme
venovali definicii analytického stredu mnoziny (definicia 3.1) a niektorym délezitym
zékladnym vlastnostiam ako existencii a jednoznacnosti, ako vo vSeobecnom pripade
(veta 3.4), tak aj 8pecidlne pre mnoziny nasho zaujmu, P, Ps, Ps_, D, D.,, D, (dosle-
dok 3.7). Dosledok 3.7 bol ¢asto citovany pri dokazovani viet o interpretécii 3.12, 3.13,
3.14 a 3.15. Zhrnutie vysledkov tychto §tyroch viet sa nachadza v tabulke 1. Stlpce
tabulky st: mnozina M, ¢ize mnozina, ktorej analyticky stred v danej vete hladame;
oznacenie mnoziny M pouzivané v texte; dodatoéna podmienka v tlohe hladania analy-
tického stredu k podmienkam p-centrujiceho systému; k nej ekvivalentna alternativna
podmienka; reprezentacia ju, kde 7 je gs(y) = 7b, d je vzdialenost nadroviny b7y = v

(c'z = §) a bodu analytického stredu M.

Mnozina M Ozn. M | Urovne | Dod. podm. | Alt. podm. | Interp. p

'y=vy€D| Dy | (18 Yma) | by=7 | p=%2 | p=-1
e=6reP Ps (Omin, 0s) e =46 K= 572Ty
chf
bTyZ’YayGD Dv—l— Y < Ymaz bTy—,u:’y B = n+1fy d:ﬁ
Tz <§xreP Ps— 0> Omin | CTT+p=20 /“L:(s;bfly d:ﬁ
Tabul'ka 1: Zhrnutie vysledkov viet 3.12 az 3.15
Vysledky mozu mat teoreticky vyznam — mohli by sme vdaka nim odvodzovat

dalsie vlastnosti centralnej trajektorie. Navyse je pristup geometricky nazorny. Tvrde-
nia ktorych sa praca dotkla mozu mat aj prakticky vyznam — hoci dnesné praktické
algoritmy skor nami skiimané interpretécie nevyuzivaji, toto sa moéze v budicnosti
zmenit. Text moze posluzit aj pre zdujemcu o problematiku metéd vnutorného bodu
ako zhrnutie istych poznatkov a mozno trochu odlisny pohlad na problematiku, ako
pouziva vacsina ucebnic. Vytvaranie prace tiez dodalo autorovi mnozstvo sktisenosti
so samostatnou pracou, so samostatnym riesenim problémom a taktiez s dodrziavanim

formalnej stranky prace.
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