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Abstrakt v statnom jazyku

Rizman, Tomas: Vyuzitie NCP-funkcii v lineArnom programovani |[Bakalarska précal,
Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Kate-
dra aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: Mgr. Peter Fuasek, PhD., Bratislava,
2012, 42 s.

V nasej praci sa zaoberdme NCP-funkciami, uvadzame niekolko ich zakladnych
vlastnosti, prislusné vyhladzovacie metody (aproximécie pomocou vyhladzovacieho pa-
rametra), ktoré z nich robia vyborny nastroj na rieSenie linedrnych programov. Venu-
jeme sa podrobne odvodeniu a vysvetleniu dvoch algoritmov, ktoré vyuzivaju prave
NCP-funkcie. V zaverecnej kapitole sme tieto algoritmy implementovali v MATLABe
a porovnali ich vysledky pri réznych nastaveniach parametrov a pre rozne linearne

programy.

Kruacové slova: NCP-funkcie, Predikéno-Korekéna metdda, linearne programovanie



Abstract

Rizman, Thomas: The use of NCP-functions in linear programming [Bachelor’s thesis|,
Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,
Department of Applied Mathematics and Statistics, Supervisor: Mgr. Peter Fusek,
PhD., Bratislava, 2012, 42 p.

In our work we deal with NCP-functions. We are writing about their basic proper-
ties, the smoothing methods (approximation with smoothing parameter), which makes
them an excellent tool for solving linear programs. We are dedicated to a detailed ex-
planation of the two algorithms ,which are using NCP function as a tool for solving
linear program. In final chapter we implemented our algorithms in MATLAB and com-
pared their numerical results with different parameter settings for a variety of linear

programs.

Keywords: NCP-function, Predictor-Corrector smoothing method, linear

programming
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Zoznam pouzitych symbolov
Nieco o pouzitej symbolike, notécii:

e Vsetky normy, napriklad || F||, blizsie nespecifikovaného vektora I st euklidovské
normy. Teda || F|| = /3¢, F(4)?, kde k je dlzka vektora F' a F(i) je jeho i-ta

zlozka.
e R™ oznacuje n-dimenzionélny realny vektorovy priestor.

e Horny index v kapitole 3 znamena poradové ¢islo iteracie. Teda napriklad z* je

vektor x pochédzajici z k-tej iterécie.

e Symbolom z > 0, kde x € R™ myslime nezapornost kazdej zlozky vektora z.

Podobny vyznam maji symboly z < 0,2 < 0,2 > 0.

e Celkom casto budeme pouzivat symboliku w = (z, A, s)(z € R", A € R™,s € R"),

aj ked matematicky by bolo viac spravne: w = (27, AT, sT)T. Samozrejme, w €

Rn+m+n
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UVOD UVOD

Uvod

"RieSenie linearneho programu je jedna z najzakladnejsich a napriek tomu stéale vyzy-
vavych problémov v numerickej matematike."([1] )

Aj preto sme sa rozhodli vybrat si ako bakalarsku pracu préave rieSenie linearneho
programu pomocou NCP-funkcii. NCP-funkcia je funkcia dvoch premennych, ktorad ma
nasledovnu vlastnost. Je nulova prave vtedy, ked obe vstupujice premenné su neza-
porné a aspon jedna z nich je nulova, ¢o sa da, ako neskdér uvidime, krasne vyuzit pre
potreby linearneho programovania.

Ked si v dnesnej dobe ¢lovek chce nieco zistit o nejakej problematike, prvé ¢o urobi
je to, ze zada danu problematiku Googlu. Ked do Googlu zaddme heslo "NCP- func-
tion", najdeme mnozstvo ¢lankov. Vécsina z nich je vSak od D. Suna, CH. Kanzowa
a par dalsich autorov (|4],[5],...). Ked vsak do Googlu zadame heslo "NCP-funkcia",
natrafime len na jednu diplomovi pracu, kde sit NCP-funkcie len okrajovo spomenuté
a medzi dalsimi odkazmi je napriklad skratka NCP, ktoré oznacuje Ninja Club Praha.
Takze teoreticky sa da povedat, Ze na slovenské pomery je nasa problematika relativne
nepreskiimané resp. nie velmi zdokumentovana. Preto si davame za ciel ukazat pouzi-
tie NCP-funkcii v linedrnom programovani a hlavne pokusit sa dosiahnut primerané
numerické vysledky pomocou algoritmu na riesenie linedrneho programu s vyuzitim

NCP-funkcii na nami zvolenom portféliu tloh.
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1 CIELOVA ULOHA

1 Cielova tloha

V naSej praci sa budeme zaoberat istymi Specidlnymi metédami pre linedrne pro-
gramovanie (LP). Budeme riesit linearny program s nezapornymi premennymi a ohranice-
niami v tvare rovnosti. To znamené, Ze cielom bude najst optimalne x* pre tato opti-

malizacni tlohu:
'z — min
Az =b (1)
x>0

O matici A budeme predpokladat, Ze je rozmeru m x n a méa plnt hodnost. Mézeme
to urobit bez Ujmy na vSeobecnosti. Ak by totizto hodnost nebola plna, znamenalo
by to, Ze v matici mame dva linearne zavislé riadky a to podla prislusnych pravych
stran, alebo ekvivalentne vektora b (¢i su tiez linearne zavislé alebo nie) znamené bud
nepripustnost rieSenia alebo zdvojenie ohranic¢enia (ohranic¢enia by vyjadrovali to isté
a jedno z nich je tam zbytoc¢ne). Z tohto predpokladu vyplyva pre rozmer matice ze m,
to znamenda pocet riadkov matice A alebo tiez pocet ohraniceni, je mensi alebo rovny
n, ¢ze poétu stlpcov matice A alebo poétu premennych.

Vektor ¢ bude mat rozmer n a vektor b bude mat rozmer m.

Pre nasu tlohu budeme pojmom mnozina pripustnych rieSeni rozumiet nasledujicu

mnozinu (P):
P={x€eR": Az =0b,z > 0}
A mnozinou optimalnych rieseni (P*):
P = {x* eP:cla<clxVre P}

Ako sme uz uviedli, budeme sa zaoberat riesenim linedrnych programov v tvare (1).
Ak by chcel ¢itatel pouzit nas algoritmus na rieSenie tlohy v nejakom inom tvare (rézne

tvary ohraniceni, volné premenné...), vieme ho previest na tvar (1) néasledovne:

1. Maximalizaciu mozeme zmenit na minimiliziciu rovnakého programu zmenou
znamienka ucéelovej funkcie. TakZe namiesto riesenia ¢’ x — mazr mozeme ekvi-

valentne riesit —cl'x — min.

12



1 CIELOVA ULOHA

2. Ak mame program s volnymi (readlnymi) premennymi z;, vieme ho previest na
program s nezapornymi premennymi nasledovnou substittciou: kazda volna pre-
mennu x; nahradime rozdielom novych nezapornych m; a J:;’. Tym ziskame pro-
gram s nezapornymi premennymi. Treba si v8ak uvedomit, Zze sme za to zaplatili
zdvojnasobenim rozmeru (dimenzie) programu. Ak by boli premenné aj volné,

aj nezaporné, substiticiu uskutoénime iba pre volné premenné.

3. Ak mame niektoré ohranic¢enia v tvare nerovnosti, vieme z nich vyrobit ohranice-
nia v tvare rovnosti pridanim novych pomocnych premennych. Teda napriklad ak
jedno z ohraniceni bolo x; +78z5 < 1000, pridanim novej nezdpornej premenne;j s
ziskame rovnost, teda ziskame x; + 78z + s = 1000. Opét sme zaplatili zvySenim

rozmeru avSak nie na dvojnasobok ale iba o tol'ko, kolko ohrani¢eni sme menili.

TakZe sme si ukézali, ako si vieme linedrne programy upravit na tvar, s ktorym sa
nam bude dobre pracovat. Pre viac informacii ohladne tvarov uloh LP, odkazujeme
Citatela na ([3]).

Jednym z ¢asto pouzivanych néstrojov na rieSenie optimaliza¢nej tlohy (1) je simple-
xova metoda([3]), ktora moze byt alternativne aplikované aj na duélnu optimalizacni
tlohu prislusna k (1):

b\ — max

AT) <e¢
A t4 moze byt prepisana na:

b\ = mazx
AT N+ s=c¢ (3)

s>0

Zo Zakladnej vety linedrneho programovania ([3]) vieme, Ze pre kazdua tlohu LP moze

nastat jeden z nasledujtcich troch pripadov:
1. Nepripustnost: Mnozina pripustnych rieSeni je prazdna.

2. Neohranicenost: Ucelova funkcia je na mnozine pripustnych rieSeni v smere opti-

malizacie neohranicena.

13



1 CIELOVA ULOHA

3. Optimalita: Uloha mé optimalne riesenie.

Kedze jeden z nasich cielov je aj implementécia nasho algoritmu v MATLABe, budeme
sa zaoberat najmaé tretim pripadom, teda tlohami, ktoré maja optimélne riesenie.
Vdaka silnej vete o dualite ([3]) vieme, Ze primarna a dudlna tloha LP maju istt
suvislost a dokonca, v pripade existencie optimalneho rieSenia jednej z nich, existuje
aj optimalne rieSenie druhej z nich a hodnoty ucelovych funkcii v tychto optimélnych
rieSeniach sa rovnaju.

Nieco podobné vyuzivaji aj rozne metody vnatornych bodov, ktoré st ¢asto vyuzivanou
alternativou ku simplexovej metode Georga Dantziga. Pre nase potreby zatial uvedieme
iba fakt, Ze najispesnejsie metody vnutorného bodu su zalozené na rieSeni primarno-

dualnych podmienok optimality ([1]):

Az =b
AT N+s=c¢
s; >0,ie{l,2...,n} (4)

x; >0,ie{l,2...,n}
x5 =0,0€{1,2...,n}
KedZe tieto podmienky optimality st Specialnym pripadom Karush-Kuhn-Tuckerovych
podmienok (ako si o chvilu ukdzeme) optimality obidvoch, primérnej aj duélnej tlohy,
nasledujtce tvrdenie bude pravdivé:

(1) ma rieSenie <= (2),(3) ma rieSenie <= (4) ma rieSenie

Z hore uvedeného ziskame opréavnenie riesit systém (4) namiesto nasho cielového prog-

ramu (1). Budeme ho riesit ako systém linedrnych a nelinearnych rovnic:
O(x,\,5) =0 (5)

Neskor sa ukaze, ze nas systém (5) je nehladky a pre potreby nasho algoritmu zavedieme

vyhladzovaci parameter 7 > 0 a k nemu ekvivalentne systém:

O, (x,\,8)=0 (6)

Pod'me si este ukazat, ze podmienky (4) st naozaj len $pecialnym pripadom podmienok

14



1 CIELOVA ULOHA

Karusha-Kuhna-Tuckera. Potrebujeme Lagrangeovt funkciu, ktora pre nas pripad (1)
bude vyzerat takto: L(x,\) = 'z + AT (Ax — b), pricom L : R® x R™ — R. Avsak
ako je vSeobecne zname, Lagrangeove multiplikatory, teda A st pre nasu Lagrangeovu
funkciu (prislusna k (1)), totozné s premennymi duélnej tlohy. VSeobecne by

Karush-Kuhn-Tuckerove podmienky mali tvar:

oL _
> =0

A v naSom konkrétnom pripade to bude:

o c — AT\ > 0, pricom vieme 7Ze s = ¢ — AT\, a teda v tejto podmienke je aj

s=c—AT\ajs; >0,ie{1,2...,n}
o (c— ATXN)Tz =0, ¢o je to isté ako s;z; = 0,4 € {1,2...,n}
o JZZZO'LG{]_,Q,TL}

o Az =150

Teraz uz je jasné, ze naSe priméarno-dualne podmienky optimality st naozaj iba Speciél-
nym pripadom Karush-Kuhn-Tuckerovych podmienok a teda moézeme pokracovat druhou

kapitolou.

15



2 NCP-FUNKCIE

2 NCP-funkcie

2.1 Nelinearny problém komplementarity

Velka cast ¢lankov popisujucich NCP-funkcie ich vyuZiva na rieSenie nelinearneho
problému komplementarity (z anglického nonlinear complementarity problem, skratene

NCP, odtial vyplyva aj ndzov NCP-funkcia). Podme sa pozriet na to, ¢o to je:

Definicia 1.: Dana je spojito diferencovatelna funkcia F' : R® — R". Potom Ne-
linedrnym problémom komplementarity NCP(F) nazveme tlohu néajst vektor y € R"

taky, ze:
y>0,F(y)>0,y"F(y)=0

Uz na pohlad je jasné a literattrou ([1]) je potvrdené, Ze nelinearny problém komple-
mentarity je ovela vSeobecnejsi problém, ako nasa uloha (1). Je vSak medzi nimi nasle-
dovny vztah. Nasa uloha (1), ktora je ekvivalentna priméarno-duélnym podmienkam
optimality (4), je iba $peciadlnym pripadom nelinearneho problému komplementarity.

Sta¢i vhodne zvolit vektor y a funkciu F'. Nasledujtca volba je jednou z moznosti:

x c— AT\ =)\
y= |\ a F(y) = Az —b :
N\ —Az+0b

kde y € R™2m; N\ € R™; F @ R — R™2™ pricom A" a A" st nové nezdporné
vektory premennych splhajice A = A" — X", Je dolezité si uvedomit, ze ich volba je
nejednoznacna. Ak by sme chceli jednozna¢nost, museli by sme pridat napriklad pod-
mienku komplementarity.

Pod'me sa pozriet na to, ¢o nam daju vlastnosti nelinedrneho problému komplementa-
rity, pre nami zvoleny vektor y a funkciu F'(y).:

y > 0 nam dava z > 0, F(y) > 0 nam dava Az —b >0 a —b+ Az > 0, z ¢oho hned
vyplyva pripustnost v ohranic¢eniach primérnej ulohy((1)), teda Az = b. Z nerovnosti
c—AT(N" = )\") > 0 vyplyva, ze c— ATA > 0 a z toho hned méame (kedze s = c— AT \),
s > 0. V definicif nelinearneho problému komplementarity uz ostava iba y* F(y) = 0.
7 tejto vlastnosti pre nas pripad vyplyva: (A\)7(Az —b) = 0 a (\)7(—Ax 4+ b) = 0,

¢o nam nedava ni¢ nové, pretoze Ax — b je, ako sme si ukazali nulové a teda tieto dve

16



2.2 NCP-funkcia 2 NCP-FUNKCIE

rovnosti st splnené. Posledné, ¢o sme ziskali vdaka y” Fy = 0 je 27 (c — AT(\" — \"))
a to je ekvivalentné z7's = 0.

Teda sme dostali
1. > 0, ¢o je iba vektorovo napisané x; > 0,7 € {1,2...,n}
2. Az =0
3. AT\ — ¢ = s (premenna s je tak uréena)
4. s >0, ¢o je znova iba vektorovy ekvivalent s; > 0,7 € {1,2...,n}
5. 27s =0, z ¢oho mame x;s; = 0,7 € {1,2...,n}

Ukézali sme si teda, ze vhodnou volbou funkcie F' a vektora y vieme zmenit nelinearny

problém komplementarity na nasu tlohu (4).

2.2 NCP-funkcia

Podmienky optimality mézu byt preformulované na systém linearnych a nelinedrnych

rovnic pouzitim NCP-funkeii:

Definicia 2.: Zobrazenie ¢ : R?> — R budeme nazyvat NCP-funkcia prave vtedy, ak

spliia nasedovné vlastnosti:
ola,b)=0<a>0,b>0,ab=0,
to znamend Ze NCP-funkcia je nulovd prdve na oboch nezdporniych poloosiach.

Nech ¢ je nejakd NCP funkcia, potom pravi stranu systému (5), teda funkciu & :

R" x R™ x R* — R™ x R™ x R" definujeme nasledovne:
AT N +s—c¢
O(w) = P(x, N\, s) = Az —b ;
¢(z,s)
kde ¢ : R* x R" — R" je definovana:

Qb(l’, S) = (@(mh 51)’ @(IQ, 82)? 90(1;37 33)7 XD So(xm Sn))T

17



2.2 NCP-funkcia 2 NCP-FUNKCIE

Z toho hned vyplyva, ze w* = (z*, \*, s*) je rieSenim podmienok optimality (4) vtedy

a len vtedy, ked w* je rieSenim systému rovnic:
®(w) =0 (7)

Podme sa dalej blizsie zaoberat NCP-funkciami, pre zaciatok uvedme nejaké prik-

lady:
1. pi(a,b) :=2min{a,b}.
2. po(a,b) :==a+b— Va? + 2.
3. ¢s3(a,b) := maz(ab,0) + mazx {—b, —a,0}
4. p4(a,b) := Ma+b— a2+ b2) + (1 — N)maz {0, a} maz {0,b} , A € (0,1).

5. ps(a,b) := A(min{a,b}) + (1 — N)mazx {0, a} maz {0,b} , A € (0,1).

6. pe(a,b) = \/[apg(a,b)]Q + a[maz {0,ab}]* o >0

7. pr(a,b) = \/[cpg(a, b)]> 4+ a [mazx {0,ab}]* a > 0

8. ws(a,b) == \/[max {©a(a,b),0}* 4+ a[maz {0,ab}]* a >0

@o(a,b) := /]al’ + b —a—b, p € {1,2,...00}.

Funkcia 7 sa nazyva minimova funkcia (terminologia je iba volnym prekladom ter-

©w

minologie z ([1])) a yo sa nazyva Fisherova-Burmeisterova funkcia. Dvojka pri funkcii
¢1 je tam preto, aby sme ju vedeli pekne aproximovat (ukaZeme si v dalSom odseku).
Nie je velmi tazké si v8imnut, Ze funkcie ¢4 a @5 st len zovSeobecnenim funkcii ¢; a
w9 a preto sa im aj podobne bude hovorit penalizovand minimova funkcia a penali-
zovand Fisher-Burmeisterova funkcia. Funkcia ¢3 je nasou vlastnou tpravou jednej z
triedy odvodenych funkcii v ¢lanku ([6]). Funkcie g, p7 a ¢g st podla ([5]) len is-
tou odvodeninou od Fisher-Burmeisterovej funkcie (¢2). T4 ma eSte jednu zaujimavi
vlastnost, ktortt by sme chceli spomenit a to Ze jej druha mocnina (p9)? je spojito
diferencovatelna (|5]). Dokonca v tom istom ¢lanku sa moézeme docitat, Ze pre nase
priklady funkcii plati: —¢y 0 (minus je tam kvoli kozmetickému odlieniu od ([5])) sa

lisi od funkcii g, @7 a pg iba v prvom alebo tretom kvadrante. Funkcia ¢q pochédza
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2.3 Hladké aproximacie NCP-funkcii 2 NCP-FUNKCIE

z ¢lanku([8]) a ako si moZno v8imnit, je v istom zmysle generalizovanou, respektive
zovSeobecnenou verziou Fisher-Burmeisterovej-funkcie, kde parameter p vyjadruje druh

p-normy, ktori tato funkcia vyuziva.

Pre lepsiu predstavu o NCP-funkciach pripajame obrazok funkcie 3 (Obr. 1). Nie
je tazké uvidiet, ze zltymi ¢iarami sme zvyraznili nulové nezaporné poloosi a z obrazku
je evidentné, Ze mimo nich funkcia rastie do kladnych hodnét. Teda splita definiciu

NCP-funkeii.

e

Obr. 1: ps3(x,y), pricom z,y € (—1,1)

Na nésledujicom obrazku (Obr. 2) sme opét, pre vylepsenie predstavy o NCP-funkciach
nacrtli graf vrstevnic pre funkciu ¢;. To znamena o1 (x, y) = ¢, pre hodnoty ¢ z nasledu-
jucej mnoziny: {—2,—1.5,—1,—-0.5,0,0.5,1,1.5,2}. Vrstevnica pre ¢ = 0 je z hladiska
NCP-funkcii najdodlezitejsia (zelena farba) a vidime, Ze je konzistentna s dosledkom
definicie NCP-funkcii (a teda tym, ze NCP-funkcia je nulova prave na oboch neza-

pornych poloosiach).

2.3 Hladké aproximacie NCP-funkcii

Ako si mozno vsimnit, ¢i uz z obrazkov alebo predpisou NCP-funkcii, tieto funkcie nie

st hladké. Nagim cielom je v8ak pouzit tieto funkcie na rieSenie sustavy linearnych a
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..............................................

-1 -D.‘S 6 UIS 1I 1.‘5 2‘
Obr. 2: vrstevnice funkcie i (x,y), pricom z,y € (—1,1)

nelinearnych rovnic (5). Tuto sistavu chceme riesit aplikovanim Newtonovej metody,
¢o pre nas znamend, Ze potrebujeme zabezpecit hladkost systému (5). Ako sme uz v
predchadzajucej kapitole nacrtli, urobime to pomocou vyhladzovacieho parametra 7 >
0, s ktorym sa pocas jednotlivych iteracii budeme blizit k nule a ktory bude sluzit na
predefinovanie NCP-funkcii. Potom uz budeme vediet aplikovat Newtonovu metédu na
systém (6). Podme si teda podrobnejsie prebrat hore spomenuté. Na zac¢iatok uvedme

niekol'ko prikladov:
1. ¢ra)(a,b) :=a+b—+/(a—b)%+ 4712

2. or2)(a,b) :==a+b—va*+b>+272

3. @ry(a,b) == Xp-y + (1 — )\)\/max {0,a}? max {0,b}° + 472, X € (0, 1).

4. oriy(a,b) == Xpr9) + (1 — )\)\/max {0,a}> max {0,b}° + 272, X € (0, 1).

5. 0re)(a,b) = {/lal’ + b + 77 —a —b, p € {1,2,...00}.

Hore uvedené hladké aproximécie sa prislusné ku funkciam uvedenym v odseku 2.2.
Teda napriklad o) je prislusSnou hladkou aproximaciou funkcie ;. Konkrétne této
aproximacia sa nazyva Chen-Harker-Kanzow-Smaleova vyhladzovacia funkcia. Je to
jedna z moznosti, ako hladko aproximovat minimova funkciu. Podstatné je to, ze ak
zvolime parameter 7 = 0, dostavame po1y(a,b) = a+b—+/(a — b)2 = a+b—|(a — b)| =
2min{a,b} = pi(a,b) a teda sme si vysvetlili napriklad aj vyznam konstanty 2 pred

minimovou funkciou.
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Ako sme v tvode spominali, pouzijeme tieto hladké aproximacie NCP-funkcii na pre-
formulovanie systému linearnych a nelinearnych rovnic (5) na systém (6). Teda budeme
rieSit &, =0, kde &, : R" x R™ x R — R" x R™ x R" je definované nasledovne:
ATXA +5—c
P, (w) = O (z, A, 5) = Az —b ;
or(z,s)
kde ¢, : R x R" — R" je definovana:

¢T(27, S) = (907(5517 31)7 @T(ZBQ, 32)> 907'(3337 83), e 907—(33”, Sn))T

S parametrom 7 pdjdeme pocas jednotlivych iterdcii k nule, ¢o zabezpeci zhodu
rieSeni sustav rovnic (5) a (6) (na ur¢iti aproximacni presnost). Robime teda nieco
podobné ako robia metédy vnutorného bodu. Tie totizto riesia série bariérovych tloh

(podmienok):

Az =0
AT N+ s=¢
s;>0,i€{1,2...,n} (8)

r; >0,ie€{l,2...,n}
ris; =720 € {1,2...,n}

kde 7 > 0. Na kazda barierova ulohu (8) aplikuju tak isto ako budeme aj my, pre
nasu sastavu (6), nejaky druh Newtonovej metody, pomocou ktorej hladaju centralnu
trajektoriu, ktora zarucuje kladnost primérnych a dualnych premennych(z, s).
Jeden z hlavnych rozdielov medzi nasim algoritmom a metédami vntatorného bodu bude
aj to, ze pozitivnost primarnych a dualnych premennych uz nebude pocas jednotlivych
iteracii zarucena. Citatela odkazujeme na (19]), pre viac informécii o metodach vnu-

torného bodu.

Lema 1.: Pre kazdu z horeuvedenych hladkych aproximacii NCP-funkcii existuje kons-

tanta ¢ > 0, nezavisla od 7, tak Ze plati:

|or(0)(a,b) — @i(a,b)| < 7
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2.4 Jacobiho matica pre ststavu (6) 2 NCP-FUNKCIE

Dokaz: Kedze v praktickej asti budeme pouzivat funkciu ¢, (1), budeme uvadzat tento
a aj nasledujtice dokazy najma pre tuto funkciu.

Chceme dokazat: |¢T(1)(a, b) — ¢1(a, b)| < c7, plati:

|<P7—(1)(CL, b) —¥1 <a7 b)| =
= ’a+b— (a—b2+472 — (a+b—+/(a —D)?)
= |-V=r a4 Va7 =
= Ja—b2+4r2— 2/ [a—0((a — b2 + 479) + (a— b)? =

= \/2(@—1))2 + 472 — 2¢/4(a — b)272 = 2(a — b)?2 =

= At —2/A(a— b =
= 412 —4la—b|T < V42 =21

7 poslednej nerovnice je uz zrejmé, ze volba ¢ = 2 nam zarudi jej platnost. Pre
ostatné funkcie je dokaz velmi podobny, spomenieme v8ak Ze napriklad pre funkciu
©r2) by nam konsStanta c vysla ¢ = V2 a rovnako by nam konstanty vysli aj pre

prislusné penalizované funkcie.

Podobni lemu moézeme sformulovat aj pre nas hladky systém linedarnych a ne-

linearnych rovnic (®,(w) = 0) vyuzivajuci niektora s NCP-funkeif :

Lema 2.: Pre systém linearnych a nelinearnych rovnic ®,(w)(6), existuje konstanta

K > 0 nezavisla od 7 a w, tak ze plati:
[P (w) = @(w)|| < K7

Doékaz: Dokaz pre (6), vyuzivajici @1y je len pouzitie lemy 1, a teda zvolenie K =
v/n2, konkrétne pre minimovi NCP-funkciu, pri¢om vSeobecne by sme volili K = y/nc,

kde ¢ je konstanta z lemy 1.

2.4 Jacobiho matica pre sustavu (6)

KedZe sme hladko aproximovali NCP-funkcie, Jacobiho matica pre systém linearnych
a nelinearnych rovnic ®,(w) = 0, bude existovat pre lubovolny vektor w a parameter

7 > 0. Chceme teda najst %, ¢o budeme dalej oznacovat ®_. Podme na to viak
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postupne a urobme si potrebni pripravu:

Opry(@isi) _  mi—si
81’7; \/(%1 — Si)Q + 472
0 T 1y 91
Oor)(@is ) _ et
3xj
—a¢7—(1) (:E’ 8> - .DTI'J
Ox ’
kde D, je diagonalna matica, pricom plati: D, ,(i,7) = 1 — ——2=L— pre i €

V/ (zi—si)2+472’

{1,2...,n} a D;,(i,j) = 0, pre Vi # j (symbolikou D(i, j) mame na mysli prvok ma-

tice D v i-tom riadku a j-tom stlpci). f)alej elementarnou matematikou a derivovanim

ziskame:
0pr) (24, 5i) 1 —x; + st
a T iy 91
Opr)(@ir8i) _ oo
aSj
—a(bq—(l) <x’ S) — D’T S
Js ’

kde D, je diagonalna matica, pricom plati: D, (i,1) = 1 — ——Zt pre i €

V(@i—si)?+4r2’
{1,2...,n} a D, 4(i,7) = 0, pre Vi # j.

KedZe ostatné ¢iastkové derivacie st bud derivacie linedrnych funkcii alebo evidentne

nulové, uvadzame rovno vysledok:

0 AT I
d(w)y=| A 0 0 (9)
DT,;U 0 DT,S

Pre niektort int funkciu z funkcii ¢ hore uvedenych by sme postupovali podobne.

Lema 3: Jacobiho matica @ (w) je regularna pre Iubovolny vektor w = (x,\,s) €

R" x R™ x R™ a pre Iubovolny parameter 7 > 0.

N - . . . , . , .. L. Opr 1) (xi,si
Dokaz: Vsimnime si najprv, do akého intervalu patri nasledujtica derivacia: % =
1

1— T;—S1

——==—=__ Podjde o to, aké hodnoty moze nadobidat nasledujtci ¢len:
N 0jde o to, aké hodnoty moze nadobidat nasledujici ¢len

x;—St

N (wi—si)24472 "

23



2.5 Dalsie vlastnosti NCP-funkcii 2 NCP-FUNKCIE

T;—S1i
(zi—s;)2 4472

guje do 1 alebo —1, v zavislosti od z; a s;. Teda bude platit, Ze celkovd hodnota

Zjavne limita pre 7 — oo bude nulova a limita pre 7 — 0 dokonver-

%ﬂgf“si) € (0,2), z ¢oho vyplyva ze matica D, , je kladne definitna. Rovnakym pos-
tupom by sme ukézali kladnt definitnost aj pre D .

Zoberme teraz nejaky vektor r = (r1,79,73) € R* x R™ x R", ktory splha ®_(w)r = 0.
Ak sa nam podari ukéizat, Ze vektor r je nulovy, dokizali sme regularitu <I>/T (w).

Podl'a (9) dostavame:

Alry 4753 =0 (10)
Ary =0 (11)
DTJ;TI + DT’ST3 =0 (12)

Ked prenasobime (10) r{ sprava, dostaneme r{ ATry + rfr3 = 0. Ked si viimneme
aj (11), dostaneme r!r3 = 0. KedZe D, je kladne definitna, mozeme (12) prenasobit
D- 1. Z toho dostaneme vztah pre 7y, a ked ho skombinujeme s r{r3 = 0, dostaneme
r3 D7Dy g3 = 0. Spolu z tohto a faktu, Ze matice D, a D, st diagonélne a kladne
definitné, mame hned r3 = 0. Z (12) potom dostaneme r; = 0 a z (10) spolu s pred-
pokladom o plnej hodnosti matice A mame ro = 0. Teda sme ukazali, ze r = 0 a tym
aj regularitu matice ®_(w) pre vietky w € R" x R™ x R" a pre lubovolny parameter

T > 0.

2.5 Dalgie vlastnosti NCP-funkcii

V nésledujicom odseku uvedieme iba zoznam dalsich vlastnosti bez dokazu, ich dokaz

sa nachadza v ¢lanku ([1]).:

1. Pre NCP-fukcie ¢4 a 5, mnozinu L.:
L.:={w=(z,\,s) € R" x R" x R"|Az = b, ATA\ + s = ¢, || ®(w)]| < c}

a pre lubovolni konstantu ¢ € R plati nasledovna vlastnost:
Ak existuje striktne pripustny vektor pre primarno-dualne podmienky optimality

(4), potom mnozina L. je kompaktna.
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2. Pre NCP-fukcie ¢4 a @5, mnozinu L ;:
Lesi={w=(z,\5) € R"x R™" x R"|Az = b, AT\ + s = ¢, |®,(w)| < ¢},

pre Tubovolnt konstantu ¢ € R a 7 > 0, plati nasledovna vlastnost:

Ak existuje striktne pripustny vektor pre primarno-duélne podmienky optima-
lity(4), potom mnozina L., je ohrani¢ena.

Takisto pre mnozinu L., plati nésledovné:

Mnozina |J L., je ohrani¢ena pre kazdé 7 > 0 a kazdé ¢ € R.
(0,7)

3. Uvazujme NCP-fukcie 4 a 5. Predpokladajme existenciu striktne pripustného
vektoru pre primérno-duélne podmienky optimality (4). Potom systém linearnych
a nelinearnych rovnic (6) mé riesenie pre kazdé 7 > 0. Zaujimavé je eSte spoment,
ze jednozna¢nost tohto rieSenia je nejasna (v ramci horeuvedenych viet bude
urcite izolované, av8ak toto nevylucuje existenciu viacerych rieseni). NaSe algo-
ritmy vS8ak budu s vyhladzovacim parametrom konvergovat k 0, preto sa tymto

problémom dalej zaoberat nemusime.

Aby nam to vSetko davalo zmysel, poslednu vlastnost si aj dokdzeme. Predtym si ale
spomenieme eSte par faktov, s ktorymi potrebujeme byt oboznameni. Pre zjednoduse-
1

nie zapisu zavedieme funkciu V. (w) : R" — R, ¥ (w) = 3 | @, (w)|]”. A trivialnymi

tpravami déjdeme aj k pozorovaniu, ze ¥, (w) = . (w)®,(w)).
Doékaz: Nech 7 > 0 je fixné, uvazujme optimaliza¢ny problém:
U, (w) — min
Ax =1
AT +s=c¢

Kedze A mé plnt hodnost, mnozina L., je neprazdna (pre dostato¢ne velka konstantu
¢ > 0) a kompaktna. Z toho dévodu hore uvedeny optimalizacny problém nadobuda
svoje globdlne minimum, vektor w, = (2., A;, s;). Nasim cielom bude ukazat, ze tento
vektor je rieSenim systému linearnych a nelinedrnych rovnic (6). Horeuvedeny opti-

malizacny problém je linearny v ohraniceniach, ktoré st v tvare rovnosti. Preto budua
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existovat Lagrangeové multiplikatory p € R™ a n € R™, tak Ze w,, ;1 a  budi spliat
Karush-Kuhn-Tuckerové podmienky pre horeuvedenti optimaliza¢nu dlohu:
ATy
V‘IJT(IUT) + | Ap =0.

1

Kedze ¥ (w) = ® (w)"®,(w)), mozeme tieto KKT podmienky prepisat nasledovne:

0 A D,, AT\, + s, —¢ ATn
AT 0 0 Az, —b + | Ap =0.
I 0 D ¢r(2+, 57) It

Toto mézeme prepisat na tvar troch rovnosti, nasledovne (vyuzijeme pri tom fakt, ze

w, je pripustny pre hore uvedent optimaliza¢ni tlohu):
1. Dryo-(xr,s,) = —Ap
2. Ap=0
3. Dy o6r(try5,) = —pt

Ked prenasobenime tretiu rovnicu maticou A, vezmeme do tvahy druht rovnicu a

vyjadrenim a dosadenim ¢.(z,, s;) z prvej rovnice, dostaneme:
AD. D; ATy =0.

Teraz uz len spojenim predpokladu o plnej hodnosti matice A a kladnej definitnosti
matic D,, a D.,, ziskame n = 0. Potom z tretej rovnice vyplyva ¢,(z,,s;) = 0.
Nakoniec znova pouzijeme fakt, Zze w, je pripustné rieSenie hore uvedeného optimaliza-
¢ného problému a spolu s ¢, (z,, s;) = 0 uvidime, Ze je aj rieSenim sustavy linearnych

a nelinearnych rovnic (6).
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3 Algoritmy pouzivajice NCP-funkcie

V tejto kapitole si uvedieme ako prakticky vyuzit NCP-funkcie definované v kapitole

2. Zéakladnou myslienkou je aplikacia globalizovanej Newtonovej metédy na systém

linearnych a nelinearnych rovnic (6). Vdaka vyhladzovaciemu parametru 7 > 0, ktory

bude konvergovat k nule, je Jacobiho matica reguldrna a teda Newtonov krok vieme

vyratat.
3.1 Algoritmus 1
1. VoIba gtartovacieho bodu w?® := (2%, X\ s%) € R* x R™ x R*, 7y > 0,8 >
1@, (WO)|| /70, p € (0,1),0 € (0,1),€ > 0 a nastavit k = 0.
2. Ak ||®,, (wo)]|| < €, koniec.
3. Vypocet kroku Awk = (Az* AN* AsF) € R" x R™ x R", podla nasledovného
vztahu:
o (W AWk = —@,, (wh) (13)
4. Vypocet pomocného parametra t, = max {pl|l =0,1,2,3,.. .}, pricom dole uve-
dené podmienka musi ostat splnené:
\IlTk(wk + trAw®) < [\ (w") + tkoV\IJTk(wk)TAwk (14)
A nastavit Wt = w” + L, AwF
5. Vypocitat v, = mazx {pl|l =0,1,2,3,.. } tak, aby platilo:
@y (WD < B — )7 (15)
A volI'ba nového 711 = (1 — k) 7%
6. Prechod na dalsiu iteraciu, teda k < k + 1 a navrat do kroku 2.

Hore uvedeny algoritmus pochadza z knihy C. Ciegeva a Ch. Kanzowa ([10]). Pozrime

sa na to, ako funguje. V prvom bode zvolime Startovaci vektor w® a prislusny parame-

ter 7, ktorym aproximujeme zvoleni NCP-funkciu. Takisto konstantu 3, ktora bude v
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istom zmysle urcovat kritérium prijmania nového kroku. Vsimnime si fakt, ze keby sme
ju zvolili najmensiu moznt, teda B = [|®,,(w®)|| /70, hodnota 7y bude rovna norme
vektora @, (w’). Teda B urcuje spolu s parametrom 7 kritérium maximélnej normy,
ktori moze dosiahnut w® v k-tej iteracii. Vdaka tomu, Ze pocas procesu iterovania
bude 7, konvergovat do nuly, bude aj 57, konvergovat k nule. KedZe norma vektora
®,, (w*) v k-tej iteracii je vzdy mensia ako (7%, bude aj norma ®,, (w") konvergovat
k nule, o znamena, Ze sme nasli optimalne riesenie. Dalej volime parameter p, ktory
urcuje rychlost klesania dlzky kroku pri jej optimalizécii (jej optimalizadciou mame na
mysli najvicsiu moznu dizku, pri ktorej podmienka prijatia kroku ostane stale splnena).
Teda ak sa napriklad rovna 0.5, znamena to Ze pri procese sktsania, ktora dlzka kroku
je najlepgia, sposobilost dlzok testujeme v tvare mocnin 0.5. Teda pri velkej viicsine
pripadov je lepsie zvolit skor vacsie p, aby sme vyskusali viac moznosti, ale nie zas prilis
velké, aby tych moznosti nebolo prilis vela. Napriklad keby sme zvolili p = 0.001, teda
relativne malé, budeme testovat vhodnost najprv celého kroku Aw*, potom 0,001 Aw*
a potom 0, 000001 Aw* a tak dalej. Ak by bola optiméalna dlzka napriklad 0.7, prijmeme
krok 0,001Aw*, ¢o je od optimalneho celkom vzdialené.

Podobnitt funkciu mé p aj pri zmenSovani parametra 7. Podobne ako pri dizke kroku
urcuje, ako rychlo budeme 7, zmensSovat a popritom testovat, ¢i sme neporusili pod-
mienku prijatia kroku, teda & @, (w*) < Br;,. Opét ked je p velmi malé, moze sa stat,
7e T, zmensime ovela menej ako sme mohli, ¢o nie je dobré.

Parameter o reprezentuje len akusi konstantu v podmienke (14), pricom moéze v pod-
state vytvorit priestor na nasledné zrychlenie procesu hl'adania optimalnej dlzky kroku,
ale na druhu stranu, ak je prili§ velk4, moze nastat situacia, Zze budeme prijmat kroky,
ktoré su velmi vzdialené od optimélnych a tym vzniknu zbytoéné iteracie. Posledné sa
voli €, ktoré urcuje presnost, aku chceme dosiahnut pocas nasho algoritmu.

Ked méame vSetky parametre zvolené a vysvetlené, moZzeme prejst na druhy bod Algo-
ritmu 1. Ten iba otestuje, ¢i sme uz dostatocne blizko k optimalnemu rieSeniu a ak éno,
ukonéi algoritmus. Ak v8ak nie, vypocita sa Newtonov smer podla (13) a hlad4 sa jeho
optimélna dlzka ¢, ktorti chceme ¢o najvicsiu ale zaroven taku, aby (14) bolo splnené
aj v novej iteracii. Potom sa snazime ¢o najviac zmenS$it parameter 7, samozrejme

opét tak, aby sme neporusili kritérium prijmania nového kroku (15) pre noviu iteraciu.
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Ked sme toto zvladli, mozeme prejst na dalsiu iteraciu, otestovat ¢i uz nie sme dosta-
to¢ne blizko k optimalnemu rieSeniu a ak nie tak znova vypocitame Newtonov krok
podla (13), ndjdeme jeho optimélnu dlzku a ¢o najviac zmensime parameter 7.

Toto opakujeme, a7z kym nedokonvergujeme k optimalnemu rieSeniu (na e-ovi pres-

nost).

3.2 Algoritmus 2

1. Vol'ba startovaciecho bodu w® := (2% X% s%) € R* x R™ x R",1y > 0,8 >

|, (w°)|| /70, p € (0,1),0 € (0,1),€ > 0 a nastavit k = 0.
2. Ak [|®,,(wo)|| < €, koniec.
3. Predikény krok:

e Vypocet kroku Aw* = (Azk AN As®) € R" x R™ x R™, podla nasle-

dovného vztahu:
O (wh)Aw® = —d(w) (16)

o Ak ||®(w" + Aw")|| < ¢, koniec.
e Ak H<I>Tk (w* + Awk)H > [, tak zvolime:
wk = wk;

Th =7

e Inak pocitame t;, = p', kde [}, je nezaporné celé &islo spliajuce:

HCIDTkpj(wk - Awk)H < Brep’, pre Vj € {0,1,2,..., 1}
a || @, o (W 4+ Awk)|| > Brpht!

TP

A potom zvolime:

Th = 7F,,
wk = wk, ak I, = 0,

inak w* = wk + Aw*:.
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4. Korekény krok:

e Vypocet kroku Awk = (AAQ:’“,AA)\’“,AAS”“) € R" x R™ x R", podla nasle-
dovného vztahu:

. (wF)Awk = — B (wk) (17)

e Vypotet pomocného parametra t;, = maz {pl]l =0,1,2,3,.. .}, pricom dole

uvedend podmienka musi ostat splnena:
U (wh + £, Awk) < U (wF) + G0V~ (wk)T Awk (18)

A nastavit Wbt = wk + . Awk

e Vypocitat v, = max {pl|l =0,1,2,3,.. .}, tak aby platilo:
‘Fuwmﬂw“UHéﬁﬂ—vm@ (19)
A volI'ba nového 741 = (1 — k) 7.

5. Prechod na dalsiu iteraciu, teda k < k + 1 a navrat do kroku 2.

Na prvy pohlad si méZzeme vSimnut, ze 4-ty krok a teda korekény krok, robi presne to
isté ako Algiritmus 1. Co je vsak nové, to je krok 3 a teda predikény krok. Najhlavnejsi
rozdiel medzi tymito dvoma krokmi je vo vypo¢toch kroku a teda v rovniciach (16) a
(17). Sustava rovnic (16) narozdiel od (17) nemoze byt interpretovana ako oby¢ajna
Newtonova rovnica. Totizto pre siustavu (17), aj prava aj [ava strana rovnice zavisi
od vyhladzovacieho parametra 7 a v ststave (16) je prava strana od vyhladzovacieho
parametra nezavisla.

Pozrime sa na to, ako predikény krok funguje. Tento krok najprv vypocita vektor Aw
podla rovnice (16). Potom podla velmi podobného kritéria ako sme opisovali pri al-
goritme 1 rozhodne, ¢i je krok prijaty alebo nie. V pripade, Ze by nebol prijaty ani
jeden krat (teda v kazdej iteracii algoritmu), Algoritmy 1 a 2 su totozné. Ak je krok
Aw prijaty, snazime sa ¢o najviac zmenSit vyhladzovaci parameter 7. Ak sa nam ho
v8ak zmensit nepodari (teda nastane situacia kedy I, = 0), krok neprijmeme aj napriek

tomu, ze podla prijmacieho kritéria bol vyhovujuci.
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Po tomto kroku prejdeme na krok, ktory uz dobre pozname a to je krok 4, teda algorit-
mus 1. Po vykonani kroku 4, teda korekéného kroku, prejdeme na krok 5, ktory ukonéi
tato iteraciu a nastavi algoritmus na zaciatok novej. Cely tento postup opakujeme az

kym neziskame pozadovand presnost.

3.3 Vlastnosti algoritmov

V nasledujicom odseku uvedieme zoznam vlastnosti, ktoré platia pre nase algoritmy
a mozu sluzit ako ozrejmenie principov ich fungovania. Dokazy uvidzat nebudeme,

Citatela s pripadnym zaujmom odkazujeme na ([1]).

e Dlzka kroku #; algoritmu 1 (rovnako dlzka predikéného kroku v algoritme 1) a

tiez dlzka t), pre korekény krok algoritmu 2 je jednoznacne definovana.

e Iteracie w* generované algoritmami 1 alebo 2 splitaju podmienku H‘% (wk)H <

BTy pre kazdé k € {0,1,2,...}.

e Predpokladajme, Ze &tartovaci vektor w® = (2°,\°,s%) € R® x R™ x R" splha
rovnice Az = b a ATA + s° = ¢. Potom vSetky iteracie generované algoritmami
1 alebo 2, spliiaju tieto rovnice tiez. To znamena mame Az* = b a ATNF 4+ s = ¢

pre kazdé k € {0,1,2,...}.

e Predpokladajme, Ze postupnost {wk = (2%, M\, sF) € R* x R™ x R”} generovana
iterovanim algoritmov 1 alebo 2 ma aspon jeden hromadny bod. Potom postup-
nost vyhladzovacich parametrov {73} prislusnych k danym iteraciam konverguje

k nule.

e Kazdy hromadny bod postupnosti {wk = (2%, \F sF) € R x R™ x R”} generovanej

algoritmami 1 alebo 2, je rieSenim priméarno duélnych podmienok optimality (4).
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4 Numerické vysledky

4.1 Generovanie linearnych programov

Potom, ako sme implementovali nase algoritmy v MATLABe, vyskytol sa problém
hladania testovacieho portfélia. Potrebovali sme totiz linedrne programy v tvare (1),
ktoré st navyse pristupné. Kedze matica A ma rozmer m xn a premenné maju byt nezé-
porné, na cielovia tlohu (1) sa d& pozriet ako na linedrny program s n premennymi a
n~+m ohrani¢eniami. Z toho vyplyva, Ze vo vel kom mnoZstve nahodne vygenerovanych
pripadov nastane nepripustnost. Obzvlast keby sme generovali iba nezaporné prvky ele-
mentou A, b a c. Ked sme vSak generovali ndhodné prvky matice A (rozmery na trovni
okolo n = 2m) a takisto sme pre kazdy z nich vygenerovali ndhodné znamienko, vo
velkej ¢asti sme dospeli k pripustnému linedrnemu programu (prislusné vektory b, ¢
stacilo vygenerovat nezaporne).

Je potrebné podotknut, Zze sme predpokladali regularitu matice A a pri tomto pos-
tupe nie je regularita zarucena. AvSak moznosti ako vygenerovat jeden prvok matice
je napriklad pri 16-cifrovej presnosti 10'%, z ¢oho hned vyplyva, Ze pravdepodobnost
vzniku singularity urcite nebude vyznamné.

Nakoniec sme horeuvedenym spoésobom vygenerovali matice A, B,C, D, E, F,G, H, I, J,
ich pristupnost sme overili matlabovskou funkciu uréenou na linearne programovanie

a spustili na nich nase algoritmy.

4.2 Startovacie vektory wy

Vygenerované programy sme testovali s pouzitim 4 roznych Startovacich vektorov.

Podme sa pozriet na to, aké su medzi nimi rozdiely:

e Vektor 1.: pre tento vektor plati nasledovné:

1. 2(i) =0,i € {0,1,...n}
2. 5(i) =0,i€{0,1,...n}

3.A0)=1,i€{0,1,...m}
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Tento Startovaci vektor je velmi jednoduchy, vo vicSine pripadov v fiom nie je
splnené ani Ar = b, ani AT\ 4+ s = c. Ako vSak uvidime neskor, niekedy s nim
dosiahneme prekvapivo dobré vysledky. To moze byt napriklad preto, ze nahodné
prvky matice A a vektorou b, ¢ st z inervalu (0, 1) a my sme zvolili vektor, ktory
obsahuje hrani¢né ¢isla tohto intervalu, a teda niekedy moze byt celkom blizko k

optimalnemu rieseiu.
e Vektor 2.:

1. x = ATy, kde y je riesenim AATy = b

2. A je riesenim AAT\ = Ac

3. s=c— AT\
Tento Startovaci vektor je o nie¢o komplikovanejsi. Vdaka spdsobu volby jed-
notlivych elementov Startovacicho vektora bude platit Az = b a takisto aj AT\ +

s = ¢, a teda vektor @, (w’) bude mat na zaciatku prvych n + m elementov

nulovych.

e Vektor 3.:

1. x = ATy, kde y je rieSenim AATy = b

2. s(i) =c(i),i € {0,1,...n}

3. A(i) =1,i € {0,1,...m}
Pri tomto spodsobe volby Startovacieho vektora postupujeme o niec¢o kompliko-
vanejsie ako pri vektore 1 ale jednoduchsie ako pri vektore 2. Vdaka spésobu

volby jednotlivych elementov Startovacieho vektora bude platit Az = b a teda

vektor @, (w") bude mat na zaciatku prvych n elementov nulovych.
e Vektor 4.:

1. z(i) = 10000, € {0,1,...n}
2. s(i) = 10000,i € {0,1,...n}

3. A(4) = 10000, € {0,1,...m}
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Tento vektor sme cheeli zvolit pokial moZno v celku vzdialeny od optimalneho.
Podobne ako pri vektore 1, rovnice Ax = b a AT\ + s = ¢ budu pravdepodobne

nesplnené.

4.3 Ziskané vysledky a interpretacia

Posledna vec, ktort treba urcite spomenitt je fakt, ze pri nasej implementacii v MAT-
LABe sme pouzili minimovi NCP-funkciu a jej prislusnt aproximéciu, obe uvedené v
kapitole 2.

Na tivod sme algoritmy spustili na programe A. Jeho rozmer bol 10 x 5. Pre vsetky
4 startovacie vektory dosiahol algoritmus 2, ktory je v podstate vylepSenim algoritmu
1 na pohlad lepsie vysledky. AvSak algoritmus 2 je zloZitejsi a teda porovnavat pocty
iteracii nemusi byt vobec relavantné. Predikény krok, ktory obohacuje algoritmus 2
oproti algoritmu 1, je jednoduchsi a teda ak je pocet iteracii v pomere (1:2) alebo
lepsom, mo6zeme s urcitostou povedat, Ze bol algoritmus 2 uspesnejsi. Tento fakt vSak
neznamend to, ze ak to tak nie je, algoritmus je horsi.
Téato situdcia v pomere iteracii nastala napriklad pri Startovacom vektore 1 (prvy ria-
dok tabulky 1).
Pri dalsom ratani sme zvolili parametre o, p velmi nevhodne (riadky 7-8 tabulky 1).
Pocet iteracii pre oba algoritmy a Startovacie vektory vysiel vysoky a identicky. Identita
sa da vysvetlit tym, ze predikény krok nebol nikdy akceptovany (aby bol pri takychto
parametroch akceptovany, muselo by sa nam podarit zmensit vyhladzovaci parameter
pri kazdej vnutornej iteracii predikéného kroku aspoii na desatinu (hodnota p), ¢o je
maéalo pravdepodobné). Vysoky pocet iteracii zabezpecuje vysoka hodnota parametra
o a takisto hodnota p(opét budeme prijmat v korekénom kroku bud cely, desatinovy,
stotinovy... krok, ¢o znamené, Ze sa budeme priblizovat k optmalnemu vektoru relativne
pomaly).
Pri linedrnom programe B sa zacala vyskytovat situacia, kedy pocet iteracii pri niek-
torych Startovacich vektoroch jednoduchsieho algoritmu (algoritmu 1), vysiel nizsi ako
pri algoritme 2, ktorého jedna iteracia je zlozitejsia. Dokopy sa to stalo v 20 experi-
mentoch z celkovych 42. Princip, ako si to mézeme vysvetlit, je ukryty vo fungovani

predikéného kroku. Ako si mozno viimnut, predikény krok neoptimalizuje dlzku kroku
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Tabulka 1: Vysledky experimentu

Problém | m | n p o € start | Algoritmus 1 | Algoritmus 2
A 5 110| 0.9 | 0.0001 0.00001 1 11 5
A 5 110| 0.9 | 0.0001 0.00001 2 10 6
A 5 110| 0.9 | 0.0001 0.00001 3 7 5
A 5 110| 0.9 | 0.0001 0.00001 4 20 17
A 5 10| 0.9 | 0.0001 | 0.00000001 | 2 11 8
A 5 10| 0.9 | 0.0001 | 0.00000001 | 3 9 7
A 5 | 10| 0.1 0.9 0.0001 2 120 120
A 5 110| 0.1 0.9 0.0001 3 119 119
B 10 { 19| 0.9 | 0.0001 0.0001 1 9 8
B 10 { 19| 0.9 | 0.0001 0.0001 2 9 11
B 10 { 19| 0.9 | 0.0001 0.0001 3 9 10
B 10 { 19| 0.9 | 0.0001 0.0001 4 17 16
B 10 | 19 | 0.99 | 0.00005 0.0001 2 9 9
B 10 | 19 | 0.99 | 0.00005 0.0001 3 8 9
C 25 |50 | 0.9 | 0.0001 0.0001 1 15 9
C 25 |50 | 0.9 | 0.0001 0.0001 2 11 16
C 25 |50 | 0.9 | 0.0001 0.0001 3 15 10
C 25 |50 | 0.9 | 0.0001 0.0001 4 21 16
D 48 199 | 0.9 | 0.0001 0.0001 1 20 11
D 48 199 | 0.9 | 0.0001 0.0001 2 12 17
D 48 199 | 0.9 | 0.0001 0.0001 3 16 14
D 48 199 | 0.9 | 0.0001 0.0001 4 31 21

a preto sa Casto krat moze stat, ze prijmeme krok, ktory sa sice priblizi k optimalnemu
vektoru, ale keby sme ho neprijali, vdaka optimalizacii dizky kroku v korekénom kroku
by sme optimalne rieSenie nasli rychlejsie.

Co sa tyka Startovacich vektorov, ukizalo sa, ze Startovaci vektor 4 je jednoznacne

najhorsi, ¢im sa naplnili nase oc¢akavania (pri jeho volbe sme sa snazili, aby bol ¢o
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Tabul'ka 2: Vysledky experimentu, ¢ast druhéa

Problém | m n P o € start | Algoritmus 1 | Algoritmus 2

66 | 130 | 0.9 | 0.0001 | 0.0001 1 18 18
E 66 | 130 | 0.9 | 0.0001 | 0.0001 | 2 11 32
E 66 | 130 | 0.9 | 0.0001 | 0.0001 | 3 16 39
E 66 | 130 | 0.9 | 0.0001 | 0.0001 | 4 38 36
F 130 | 250 | 0.9 | 0.0001 | 0.0001 1 32 39
F 130 | 250 | 0.9 ] 0.0001 | 0.0001 | 2 25 45
F 130 | 250 | 0.9 | 0.0001 | 0.0001 | 3 17 17
F 130 | 250 | 0.9 | 0.0001 | 0.0001 | 4 48 79
G 300 | 600 | 0.9 | 0.0001 | 0.0001 1 32 39
G 300 | 600 | 0.9 | 0.0001 | 0.0001 | 2 44 191
G 300 | 600 | 0.9 | 0.0001 | 0.0001 | 3 59 265
G 300 | 600 | 0.9 | 0.0001 | 0.0001 | 4 150 267
H 300 | 1000 | 0.9 | 0.0001 | 0.0001 1 38 17
H 300 | 1000 | 0.9 | 0.0001 | 0.0001 | 2 22 22
H 300 | 1000 | 0.9 | 0.0001 | 0.0001 | 3 28 23
H 300 | 1000 | 0.9 | 0.0001 | 0.0001 | 4 294 289
I 519 | 1154 | 0.9 | 0.0001 | 0.0001 | 2 33 33
I 519 | 1154 | 0.9 | 0.0001 | 0.0001 | 3 26 27
J 700 | 1500 | 0.9 | 0.0001 | 0.0001 | 2 24 35
J 700 | 1500 | 0.9 | 0.0001 | 0.0001 | 3 24 62
K 1000 | 2100 | 0.9 | 0.0001 | 0.0001 | 2 33 54
K 1000 | 2100 | 0.9 | 0.0001 | 0.0001 | 3 26 28

najhorsi). Velmi dobré vysledky dosiahli Startovacie vektory 2 a 3 a neiekedy aj vektor
1 (dévody sme uviedli pri vysvetlovani jeho volby). Uréit celkovo najlepsi startovact
vektor na zéklade nasho portfolia je velmi narocné. Pre nizSie rozmery sme totiz do-

siahli va¢si tspech s vektorom 2 a pre vyssie rozmery s vektorom 3, avSak rozdiel v
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iteraciach pri vyssich rozmeroch nebol velmi signifikantny (konkrétne nenulovy nastal
len pri programoch K a I a bol rovny siedmym iteraciam). Teda by sme zvolili vektor
3.

Ked si pozrieme numerické vysledky v ¢lanku ([1]), na prvy pohlad uvidime ovela
lepsie vysledky, nizke pocty iteracii pre radovo aj tri krat vyssie rozmery programov
v porovnani s naSimi. Pokusime sa teda zddvodnit aj tento fakt v niekolkych bodoch

poukazujicich na mozné priciny.

1. Pouzitie rozli¢nej NCP-funkcie. V ¢lanku (|1]) pouzili Penalizovani-Fisher-Burmeisterovu

funkciu a my sme pouzili minimovit NCP-funkciu.

2. Pouzitie rozlicného terminacného kritéria, kym my sme ukonéili iterovanie az ked
norma vektora @, (w;) v i-tej ieracii bola mensia ako e, v ¢lanku ([1]) ukoncili
iterovanie, ked 7; < 107 (v i-tej iterécif).

7o sme volili rovnakym sposobom, a to nasledovne: 75 = min {10000, || D (wp)]| }-

3. V ¢lanku ([1]) nepouzili presne tento algoritmus, ale jeho modifikaciu na troj-
krokovy. Prvy krok bol predikény krok s tym, Zze ak cely vypocitany krok teda
Aw nevyhovoval prijmaciemu kritériu, brali aj polovi¢ny, Stvrtinovy atd. Druhy
krok bol predikény krok ale s nahradenim pravej strany v (16) za ®,(w), a tretim

krokom bol korekény krok tak ako ho pozname.

4.4 Porovnanie s MATLABom

Co moze byt este zaujimavé, je porovnanie hodnét tiéelovych funkcii, teda hodnot ¢z,
dosiahnutych pomocou jednotlivych algoritmov a pomocou MATLABovskej funkcie
linprog. O tejto problematike nam hovori nasledujica tabulka. V prvom stlpci st
linearne programy, na ktorych sme realizovali optimalizaciu, v druhom stlpci je hod-
nota vyhladzovacieho parametra 7, dosiahnuté nasim algoritmom 1. V tretom stipci
je hodnota ¢’z dosiahnuta algoritmomom 1. étvrty a piaty stlpec su podobne ako
druhy a treti, len hovoria o algoritme 2, nie 1. V &iestom stlpci je absolitna hod-
nota rozdielu medzi hodnotami vyrazou ¢’ z, dosiahnutymi algoritmomom 1 a MAT-
LABovskou funkciou linprog. Siedmy je ekvivalentny ku Siestemu, len s pouzitim al-

goritmu 2. Vsetky tieto hodnoty boli vypocitané s pouzitim nasledovnych nastaveni:
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e p=10.9
e o = 0.0001
e Startovaci vektor: vektor 2.

e presnost € = 0.0001

Tabul'ka 3: Vysledky experimentu, porovnanie s MATLABom

Problém | 7-1 clz-1 7-2 c'z-2 | matlab-1 | matlab-2
(x107%) (x1073) (x107%) | (x1073)

A 0.7734 | 1.3632 | 0.0272 | 1.3632 0.2991 0.0004

B 0.5869 | 25.1555 | 0.4775 | 25.1557 | 0.3101 0.2052

C 0.3545 | 7.9141 | 0.0712 | 7.9141 0.3127 0.0126

D 0.1636 | 6.7800 | 0.0240 | 6.7800 0.1357 0.0029

E 0.2046 | 39.8409 | 0.0165 | 39.8409 | 0.2679 0.0017

F 0.2179 | 21.9234 | 0.0082 | 21.9234 | 0.5700 0.0008

G 0.0118 | 246.0581 | 0.0087 | 246.0581 | 0.0046 0.0023

H 0.0096 | 8.7898 | 0.0082 | 8.7899 0.0064 0.0045

I 0.0770 | 26.1467 | 0.0013 | 26.1467 | 0.3741 0.0001

J 0.0645 | 42.9619 | 0.0052 | 42.9619 | 0.3328 0.0022

K 0.0156 | 42.2006 | 0.0005 | 42.2006 | 0.0268 0.0000

Nase algoritmy bezali s presnostou € = 0.0001. Preto sme aj dané ukazovatele

uvéadzali iba na Styri desatinné miesta. Ako vidime, vyhladzovaci parameter 7 sa pohy-
boval v rozmedzi 10~* az 107¢. Jedine pri lineArnom programe B sme iterovanie algo-
ritmu 2 ukon¢ili uz pri o nieco vyssej hodnote 7, ¢o sa potom aj prejavilo na najvyssej
odchylke od MATLABovskej funkcie. Ked porovname hodnoty ¢’z oboch algoritmov,
st takmer identické. Odchylky vysledkov nasich algoritmov od MATLABovskej funkcie
st opét az na spominany linearny program B algoritmu 2 nizsie ako presnost, s ktorou

sme pocitali. Teda po tejto stranke funguju nase algoritmy velmi uspokojivo.
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4.5 Vyvolanie implementovanych funkcii

V prilohe A uvadzame link, kde sa nachadza MATLABovsky materiél ktory sme pouzili.
Pre zaujemcov uvadzame kratky néavod, ktory popisuje spravne volanie implemento-

vanych funkcii.

1. Stbor novinka.mat obsahuje vSetky matice a vektory, ktoré sme v tejto kapitole
pouzivali (teda matice A,B,C,D,E,F,G,H,I,J, K a k nim prislusné vektory
b, c, pricom vektory AA, AAA su prislusné k matici A, BB, BBB k matici B
atd.).

2. Algoritmus 1 reprezentuje funkcia:
function[z,iter, teta] = Hlavnyprogram2(A,b,c,epsilon), kde x je optiméalne
rieSenie linearneho programu, iter je pocet iteracii, a teta je hodnota parametra
T v poslednej iteracii. Vstupné parametre su prislusna matica, vektory linearneho

programu a pozadovand presnost.

3. Pre algoritmus 2 méame funkciu:
function[z,iter; iter2, teta] = Hlavnyprogram33(A, b, ¢, epsilon), kde maju vietky
vstupné aj vystupné parametre rovnaky vyznam, az na to ze hodnota iter2
symbolizuje pocet tspesSnych iteracii v predikénom kroku a hodnota iter pocet

celkovych iterécii.

4. Pre zmenu Startovacich vektorov méame jednotlivé funkcie Generbakalarka a os-

tatné parametre menime priamo v hlavnych funkciach algoritmov.
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ZAVER ZAVER

Zaver

Cielom nasej prace bolo nastudovat teoriu NCP-funkcii a aplikovat tieto poznatky
v praxi, implementéciou vhodnej metédy v MATLABe. Co sa tyka teoretickej Casti,
dokézali sme dat dokopy slusny balik teoretickych poznatkov o NCP-funkciach, ich
prislusnych vlastnostiach a prislusnych vyhladzovacich metodach. Vdaka tomu, Ze sme
sa snazili vysvetlovat a dokazovat aj vety, ktoré v mnohych ¢lankoch boli iba okrajovo
spomenuté alebo ponechané bez dokazu, moze tato praca posliazit ako kvalitny Stu-
dijny material (najmé pre ¢loveka, ktory sa zaujima o dant problematiku a nema o nej
ziadne vedomosti).

Co sa tyka numerickych vysledkov a implementécie algoritmov, dosiahnuté vysledky
boli o nieco hordie, ako sme ocakavali. Ci uz v porovnani s ¢lankom ([1]), ktory bol
nost numerickych vysledkov sme dokazali racionalne vysvetlit v kapitole 4. Zaroven
by sme chceli ¢itatelovu pozornost upriamit na priestor pri experimentovani s imple-
mentovanymi algoritmami. Pri nasej implementécii sme pouzili iba najjednoduchsiu
NCP-funkciu, vdaka ¢omu vznikd priestor pre experimentovanie a vyskuSanie niek-
torych dalsich NCP-funkeii z kapitoly 2 alebo nejakych inych. Dalej je tu mnoho nas-
taviteInych parametrov a moznych drobnych uprav algoritmov, ktoré by mohli vysledky
teoreticky vylepsit.

Prinos nasej prace je teda hlavne teoreticky. AvSak aj po numerickej stranke sa ndm
podarilo ukéazat, Ze uvedené metody funguju a aj ked zatial nie aZ tak efektivne ako

napriklad met6édy vntutorného bodu, je tu stéle priestor na vylepsovanie a napredovanie.
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Pristup k Matlabovskym stiborom

http : [ Juloz.to/xzDmH BE /bakalarka — rizman — rar
Heslo: bakalarkal

Alebo alternativne(avsak bez stboru novinka.mat):

http : | Jwww.mbso ftworks.sk /dropbox /bak2.rar
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