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Abstrakt

ROSA, Samuel: Hadamardove matice a ich aplikacie v optimalnom dizajne [Bakalarska
préaca|, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky,
Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; vedici prace: RNDr. Méaria Trnovska,
PhD., Bratislava, 2012, 81 s.

V tejto bakalarskej praci sa zaoberame Hadamardovymi maticami a ich aplikaciami v
optimalnom dizajne experimentov. Venujeme sa teoretickym vlastnostiam Hadamardo-
vych matic a rozoberame ich zakladné konstrukcie: Sylvestrovu konstrukciu a Paleyove
konstrukcie. Cielom prace je analyzovat aplikicie Hadamardovych matic v optimal-
nom dizajne vazenia a optimalnom faktorovom dizajne. V praci ponikame tvod do
problematiky dizajnu vaZenia aj faktorového dizajnu pre ¢itatela, ktory nie je v tychto
oblastiach zbehly. Stru¢ne sa zaoberdme aj témou ortogonalnych poli. Analyzujeme
aplikdcie Hadamardovych matic pri tvorbe optimalnych dizajnov vazenia na chemic-
kych a pruzinovych vahach, ked su tieto vahy nevychylené aj ked su vychylené. Tiez
rozoberame aplikdcie Hadamardovych matic pri konstrukeii optimalnych ¢iasto¢nych

faktorovych dizajnov, ked su vSetky faktory na dvoch trovniach.

Krlacové slova: Hadamardova matica, Optiméalny dizajn, Dizajn vaZenia, Faktorovy

dizajn



Abstract

ROSA, Samuel: Hadamard matrices and their applications in optimal design |[Bachelor
Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Infor-
matics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: RNDr. Maria
Trnovské, PhD., Bratislava, 2012, 81 p.

In this bachelor thesis we study Hadamard matrices and their applications in opti-
mal design of experiments. We survey theoretical attributes of Hadamard matrices and
analyze some of their basic constructions: Sylvester construction and Paley construc-
tions. The objective of this work is to analyze applications of Hadamard matrices in
optimal weighing design and in optimal factorial design. In our work we provide an
introduction to weighing design and to factorial design to a reader not familiar with
these areas. We also briefly study the topic of orthogonal arrays. We analyze the app-
lications of Hadamard matrices in the construction of optimal chemical balance and
spring balance weighing designs, both unbiased and biased. We also study the applica-
tions of Hadamard matrices in the construction of optimal fractional factorial designs

with all the factors on two levels.

Keywords: Hadamard matrix, Optimal design, Weighing design, Factorial design
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ZOZNAM POUZITYCH SYMBOLOV

Zoznam pouzitych symbolov

matica velkosti n  Stvorcova n X n matica

I, matica identity velkosti n

Jmxn m X n matica so vSetkymi prvkami rovnymi 1
In matica velkosti n s prvkami rovnymi 1

Ormxn m X n matica so vSetkymi prvkami rovnymi 0
1, stlpcovy n x 1 vektor samych 1

0, stlpcovy n x 1 vektor samych 0



UVOD

Uvod

Ked v 19. storo¢i franctizsky matematik J. Hadamard vo svojej praci [9] riesil problém
maximalneho determinantu pre vybranu triedti matic, zistil, Ze rieSenim tejto tlohy sa
isté Specialne matice. Takéto matice sa ¢asom zacali oznacovat Hadamardove. Napriek
tomu Hadamard nebol prvy, ktory sa takymito maticami zaoberal, vyskytuji sa uz v
praci J. Sylvestra [24].

Hadamardove matice st také stvorcové matice, ktorych prvky su iba 1 alebo -1 a
ich stIpce st navzajom ortogonalne. Hoci sa vyskytuji uz v spominanych préacach z 19.
storoCia, az najma v 20. storo¢i sa ukazalo aké velké mnozstvo aplikicii maju - v teérii
dizajnu, ale aj v inych oblastiach matematiky, napriklad v teorii koédovania. Mnohé
z aplikacii s zhrnuté v ¢lanku [10]. Spomedzi roznorodych aplikacii Hadamardovych
matic sa v tejto praci budeme zaoberat ich vyuzitim v optimélnom dizajne experimen-

tov.

Pri ziskavani idajov z experimentov nie je dolezité len spravne spracovanie tdajov,
ale aj spravne prevedenie experimentu. Je prirodzené, Ze pri spracovani tdajov si
konzultovani Statistici. Aj skiimanie prevedenia experimentov je vSak tlohou Statistiky.
Touto problematikou sa zaobera jej disciplina, navrhovanie (dizajn) experimentov.

Uz sktimanie jednoduchého problému vazenia objektov, nie je také jednoduché, ako
sa zda. Ak chceme zistovat vahy velmi Tahkych objektov, je nepresné vazit ich jednot-
livo. Vyvstava tak otazka, ako tieto objekty vazit tak, aby bol vysledok ¢o najpresnejsi.
To je otézka optimalneho dizajnu vazenia (angl. Optimal weighing design). Hadamar-
dove matice su uzitocné pri rieSeni tohto problému, ako uvadza okrem inych ¢lanok
[17].

Inou castou teodrie dizajnu, ktorej sa budeme venovat, je faktorovy dizajn (angl.
Factorial design). Faktorové experimenty su také, pri ktorych vstupné veli¢iny, faktory,
mozu nadobudat iba koneéni mnozinu hodnot. Pri hladani optiméalneho faktorového
dizajnu, teda pri hladani ¢o najvhodnejsich sdd merani pre faktorové experimenty, je

mozné pouzit Hadamardove matice (vid [8]).

Zaroven so spoznavanim aplikacii, sa rozvija teoreticky vyskum Hadamardovych



UVOD

matic. Doélezitou otédzkou tohto vyskumu, je otazka existencie Hadamardovych matic
roznych velkosti. Znama domnienka o existencii Hadamardovej matice kazdej vyho-
vujuicej velkosti (tzv. Hadamardova domnienka), doteraz stale nebola potvrdena ani
vyvratena. Preto mé velky vyznam konstrukcia Hadamardovych matic konkrétnych
velkosti.

Prirodzene teda v sti¢asnosti prebieha vyskum tychto matic dvoma smermi. Jednak
st to ich teoretické vlastnosti a konstrukcie Hadamardovych matic pre ¢oraz viac vel-
kosti, napriklad v pracach [12], [20]. Na druhej strane sa dalej skimaju ich rozmanité
aplikacie (napriklad publikacie 1], [22], [11]), ¢i uz v Statistike, alebo aj v inych oblas-

tiach matematiky.

Cielom tejto bakalarskej prace bolo prezentovat zékladné teoretické vlastnosti Ha-
damardovych matic a niektoré zname konstrukcie Hadamardovych matic. Nésledne ro-
zobrat ich aplikicie v optimalnom dizajne experimentov, konkrétne v dizajne vazenia a
vo faktorovom dizajne. Pricom sme chceli témy spracovat v jasnej a podrobnej forme,
aj s dokazmi vyslovenych tvrdeni. Problematiku sme sa snazili spracovat matematicky
exaktne, ale zaroven tak, aby bola pristupné aj ¢itatelovi, ktory nie je odbornikom v

danej oblasti.

V sulade s cielmi prace sme rozdelili nasu pracu na dve ¢asti. Prva, teoreticku,
cast sme rozdelili na dve kapitoly. V prvej kapitole uvedieme zakladné poznatky o
Hadamardovych maticiach, pricom ¢erpat budeme najmé z [10] a [27]. V druhej kapi-
tole sa budeme zaoberat niektorymi zakladnymi konstrukciami Hadamardovych matic
uvedenymi v ¢lanku [10]. Na rozdiel od spominaného ¢lanku, konstrukcie podrobne ro-
zoberieme a Cerpajuc z inych publikacii (napr. [1], [11]) aj odprezentujeme ich dokazy.

V druhej ¢asti sa budeme venovat aplikiciam Hadamardovych matic v optimalnom
dizajne. Aj tato cast sa sklada z dvoch kapitol. V tretej kapitole naSej prace sa budeme
zaoberat dizajnom vazenia a uvedieme aplikicie Hadamardovych matic v optimalnom
dizajne vazenia, Cerpajic hlavne z ¢lanku [17]. V poslednej kapitole oboznamime ¢ita-
tela s problematikou faktorového dizajnu a problematikou ortogonélnych poli. Néasledne

uvedieme aplikdcie Hadamardovych matic pri konstrukeii optimélnych ¢iastoénych fak-
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UVOD

torovych dizajnov, najmé podla prac [11], [8].

V préci sme postupovali hlavne podla ¢lanku [10], no v spominanom ¢lanku st len
zékladné tvrdenia, bez dokladnejsieho uvedenia do problematiky a takmer bez dokazov
tychto tvrdeni. Na druhej strane, v inych vyssie spomenutych publikaciach je dana téma
podrobne rozobrana, ale ¢astokrat len s ¢iastkovou informaciou z pohladu problematiky
Hadamardovych matic. Na jej pochopenie ja navySe zvycajne potrebné nastudovanie
inych pasazi z danej publikiacie. Preto za hlavny prinos prace pokladdme to, Ze na
jednom mieste zhifia niektoré teoretické poznatky a aplikdcie Hadamardovych matic,

ktoré su zaroven dokladne rozobrané a v pre Citatela zrozumitelnej forme.

11



1 HADAMARDOVE MATICE

1 Hadamardove matice

1.1 Zakladné definicie

V prvej kapitole budeme ¢erpat najmé z ¢lanku [10] zhfhajicom poznatky o Hadamar-
dovych maticiach. Preto vSetky definicie v tejto podkapitole st na zaklade spominaného

¢lanku.

Definicia 1.1. Stvorcovd n x n matica H sa nazjva Hadamardova matica, ak kaZdy

jej prvok je 1 alebo -1 a ak plati HHT = nl.

Poznamenajme, Ze podmienka H HT = nl je ekvivalentn s podmienkou H'H = nl.
Teda H je Hadamardova matica prave vtedy ked H? je Hadamardova matica.

Zarovenn podmienka HH? = nl znamené, 7e riadky matice H st navzajom orto-
gonalne, podobne H'H = nl znadi, ze stipce matice H st navzajom ortogonalne.
Hadamardova matica je teda takd matica s prvkami z mnoziny {1, -1}, ktorej riadky,

resp. stlpce st navzajom ortogonélne.

Priklad 1.2.

o1 1 1]
11 11 -1 —1
1 -1 |1 -1 -1 1
1 -1 1 -1

Y I Y I

11| |1 =1] o 2|’
o1 o1 1] [t o1 1] 400 0
11 -1 -1 {1 1 -1 -1] [0400
21 -1 1] |1 -1 -1 1] foo 4o
1 -1 1 <1 [1 =1 1 =1 {00 o0 4

Definicia 1.3. Stvorcovi maticu P nazyvame znamienkova permutacna matica ak jej
proky si 1, -1 alebo 0 a kaZdy stlpec a kaZdy riadok matice P obsahuje prdve jeden

nenulovy prook.

12



1 HADAMARDOVE MATICE

Teda znamienkova permutacné matica vznikne z permutacnej matice prenasobenim
niektorych jej riadkov -(—1). Je zjavné, Ze stlpce znamienkovej permutacnej matice st

ortonormalne a teda takd matica P je ortogonélna. Cize plati PPT = I, resp. PTP = I.

Definicia 1.4. Hadamardove matice H, Hy nazjvame ekvivalentné, ak existuji zna-

mienkové permutacné matice Py, Py také, Ze PLH, = HyPs.

Definicia 1.5. Hadamardova matica sa nazyjva normalizovana, ak v jej prvom riadku
aj prvom stlpci su vsetky proky 1, seminormalizovand ak v jej prvom stlpci si vSetky

proky 1.

1.2 Nutné podmienky existencie Hadamardovej matice

Veta 1.6. Nech H je Hadamardova n X n matica a P je znamienkovd permutacnd

n X n matica. Potom matice HP a PH su Hadamardove.

Dékaz. Oznacme h;; prvky matice H. Dalej ozna¢me X := HP a jej prvky z;;. Potom
z;j = 1- hy alebo x;; = —1 - hy pre nejaké k,l z mnoziny {1,...,n}. Teda z;; je
z mnoziny {—1,1}. Podobne ak ozna¢ime y;; prvok matice PH, tak y;; = *hy pre

nejaké k,l z mnoziny {1,...,n}. Navyse
(HP)(HP)" = HPPT"H" = HH™ = nl,
(PH)(PH)" = PHH"P" = PnP" = nPP" =nl.
Takze matice HP a PH st Hadamardove. O
Veta 1.7. Nechn > 2. Ak n x n matica H je Hadamardova, tak n je delitelné 4.

[27] uvadza dokonca dva rozne ddkazy tejto vety.

Dékaz 1. Nech n > 2 a H = (h;;) je Hadamardova matica velkosti n. Kedze HH” =

nl, dostavame pre prvok i, j

0, aki#j,

> highg =
k=1

n, aki=j.

13



1 HADAMARDOVE MATICE

Vdaka tomu mozeme vypocitat sumu

n

> (hk + har) (hax + har) = Z W+ Y hwhar + Y haghar + > hogha
k=1 k=1 k=1

k=1

:thk+0+0+0:n.

Pre kazdé 1 < k < n plati, ze hiy + hor a hq, + hsp nadobtidaju hodnoty 2, 0, alebo -2,
kedZe su to sucty 1 a -1. To znamena, Ze kazdy sc¢itanec sumy

n

Z(hlk + hog) (hix + hak)
k=1

musi byt 4, 0, alebo -4, ¢ize je delitelny 4. Teda cela suma je delitelna 4 a kedze sa

zaroven rovna n, tak n musi byt delitelné 4. O

Doékaz 2. Nech H = (712-]-), nech P je diagonéalna matica velkosti n s prvkami na diago-

nale 1 alebo -1, taka, ze HP ma prvy riadok zloZzeny zo samych 1, ¢ize

]}1’1 0O --- 0
o 0 ﬁ1,2 e 0
0O --- 0 Bl,n

Kedze P je $pecialny pripad znamienkovej permutac¢nej matice, tak H P je podla Vety
1.6 Hadamardova matica velkosti n. Mozeme teda pracovat s maticou H P, ozna¢me
jej prvky h;; a jej riadky h,;. Musi platit, Ze 2. a 3. riadok matice H P st kolmé na jej
prvy riadok a teda hlh; = hlh; = 0 . Ked ozna&ime k pocet 1 v 2. riadku, tak to

znamena

O:hghlzihgi-l
= > 1+ ) (-

isho;=1 isho;j=—1
=k+(n—k)(-1)
=2k —n

a teda k = 7, cize 2. riadok musi mat presne 3 1 a § -1. Analogicky plati, Ze aj 3.

riadok musi obsahovat presne 7 1 a § -1. Teda n musi byt parne. Oznacme r := 3 a

nech nt je pocet stlpcov HP, ktoré obsahuja v 2. riadku 1 a v 3. riadku -1. Podobne

14



1 HADAMARDOVE MATICE

ozna¢me n; (pocet stlpcov HP, ktoré obsahuji v 2. riadku -1 a v 3. riadku 1), nT a

n_.
Pocet 1 v 2. riadku je to isté ako pocet stIpcov, ktoré obsahuju 1 v 2. riadku. Tie mozu

v trefom riadku obsahovat 1 alebo -1 a teda

r=nt+nl. (1.1)
Podobne plati

r=mn,+n_, (1.2)

r=nl+ng, (1.3)

r=nt+n". (1.4)

Od¢itanim (1.1) — (1.4), (1.2) — (1.4) dostaneme
nt =nZ, (1.5)
ny =nr. (1.6)

KedZe 2. a 3. riadok musia byt tiez navzajom ortogonalne, plati
n
0=hihs=>_ hohs.
k=1
Téato suma sa da rozdelit na Styri sumy, podla toho akd kombinécia ¢isel je na k-tom
mieste v 2. a 3. riadku:

Zn:h%h%: D114 D> 1 (=D+ > (=114 ) (=) (-1,

har=1 hak=1 hor=-1 hap=-1
hak=1 hsr=—1 h3k=1 hap=—1

Mnozina {k;hy, = 1,hsr = 1} predstavuje poéet stlpcov H P, ktoré obsahuju v 2.
riadku 1 aj v 3. riadku 1, ¢ize nT. Analogicky pre n*, n, nZ. Musi teda platit
Ozni—nf—ni—kni,
a teda
nf+nZ=nt+nl.
Vyuzijic (1.5) a (1.6) dostavame
Qni = 2n7, &ize ni =nT.
Dosadenim do (1.1) dostavame r = 2n¥ a teda n = 2r = 4nT. KedZe nZ je prirodzené

¢islo, tak n je delitelné 4. ]

15



1 HADAMARDOVE MATICE

Je obsahom Hadamardovej domnienky, 7e pre kazdé n, ktoré je delitelné 4, exis-
tuje Hadamardova matica velkosti n. Téato domnienka dodnes nebola potvrdena ani

vyvratena. (vid napriklad [10], [20])

Tvrdenie 1.8. Nech H je Hadamardova matica velkosti n, ktord md prvy riadok zlo-
Zenyj zo samyjch 1, oznacéme jej dva rozne riadky u = (uy, g, ..., Up), v = (V1,V2, ..., V),

kde uw ant v nie su prvy riadok. Potom
(i) u obsahuje presne n/2 1 an/2 —1,

(i3) je n/4 indexov i spliagicich u; = 1,v; = 1, n/4 spliagicich u; = 1,v; = —1, n/4

spliagicich u; = —1,v;, = 1 a n/4 spliagicich u; = —1,v; = —1,
(11i) analogické tvrdenia platia pre stlpce H ak md jednotkovy prvy stipec

Dokaz. Kedze H mé jednotkovy prvy riadok, platia pre nu argumenty druhého dékazu
Vety 1.7.

V druhom doékaze Vety 1.7 sme pre Hadamardovu maticu s jednotkovym prvym
riadkom dokézali, Ze (i) plati pre 2. riadok. Analogicky dokaz je pre Tubovolny riadok
u, okrem prvého.

Cast (ii) sme v spominanom dokaze dokézali pre 2. a 3. riadok. Rovnaka tvaha ako
v dokaze Vety 1.7 plati pre Tubovolné dva riadky u,v okrem prvého riadku.

Cast (i17) vyplyva z toho, ze H je Hadamardova matica prave vtedy ked HT je
Hadamardova matica. Ak Hadamardova matica H méa jednotkovy prvy stlpec, tak H”
mé jednotkovy prvy riadok a pre jej riadky plati (i), (i7), ¢o st zaroven stlpce H. Cize

aj pre stlpce H platia tvrdenia analogické k (i), (i4). O
[27] uvadza zaujimavta podmienku pre existenciu $pecialnej Hadamardovej matice.

Veta 1.9. Ak H je Hadamardova matica velkosti m, ktord obsahuje J,, ako podmaticu,

tak m > n?.
Dokaz (podla [27]). MéZzeme predpokladat, ze matica H je v tvare

I X
Y Z

16



1 HADAMARDOVE MATICE

kde Z je Stvorcova s X s matica s prvkami +£1 a m = n + s. Keby H nebola v takom
tvare, mozeme ju permutovat, podobne ako v dokaze Vety 1.7, na P HP;, ktora v
tvare (1.7) bude. Tato matica by bola tiez Hadamardova, velkosti m a stacilo by vetu
dokézat pre nu.

KedZe H je Hadamardova, plati
HH" = (n+ s)I,,.
Zaroven, po blokovom roznasobeni

o x\ [ ovT J2 4 XXT
HH" = =
Y Z Xt zr
kedze JI' = J,.
Porovnanim tychto dvoch zapisov dostdavame J2+ X X7 = (n+ s)I,. Kedze J? = n.J,,

tak plati
XXT = (n+s), —nJ, (1.8)

Matica nJ, mé zjavne (n — 1)-nasobnu vlastni hodnotu 0. Okrem nej je jej vlastna
hodnota este n?, kedZe matica n.J, — n*l, je singularna. D4 sa to overit napriklad
pripoé¢itanim 1. a7 (n — 1). riadku matice n.J, —n*I, k jej poslednému riadku. Vznikne
tak na kazdom mieste v n-tom riadku n + (n — 1)n —n? = n? —n? = 0.
Pre vlastné hodnoty matice na pravej strane rovnice (1.8) plati: ak A je vlastna hodnota
nJ,, ¢ize det(nJ, — Al,,) = 0, tak p = n 4+ s — A je vlastna hodnota (n + s)I,, — nJ,,
kedze

det((n+ $)I,, — J,, — ul,) = det(\,, — J,) = 0.
Teda vlastné hodnoty (n + s)I, — nJ, st

n+s—n2, n+s, ..., Nn-+Ss.

KedZe matica na lavej strane rovnosti (1.8), X X7 je kladne semidefinitna a teda ma
nezaporné vlastné hodnoty, tak to plati aj pre maticu na pravej strane (1.8). Teda

n+s—n?>0akedze n+ s =m, tak m > n?. m

17



1 HADAMARDOVE MATICE

1.3 Determinant Hadamardovej matice

Francuzsky matematik Jacques Hadamard dokazal v [9], ze Hadamardove matice maju
najvacsi determinant spomedzi Stvorcovych matic danej velkosti s prvkami —1,1. V
tejto podkapitole uvedieme dokaz tohto tvrdenia.

Na pocest tohto zisteniu a dalsieho vyskumu Hadamardovych matic, ktorému sa
Hadamard venoval (napr. v minulej podkapitole spominanéd Hadamardova domnienka),

sa takéto matice nazyvaju Hadamardove matice.

Veta 1.10. Nech X = (x;;) je nxn matica, pre ktorej proky plati |z;;| < 1 pre kaZdé i, j.

Potom | det(X)| < n™2. Rovnost nastdva prdve vtedy, ked X je Hadamardva matica.

Dékaz (podla [4]). Ozna¢me x,...x, riadky matice X. Potom geometricky vyznam
determinantu je: | det(X)| je objem rovnobeZznostena so stranami zi,...,xz, v eukli-

dovskej norme. Takze

| det(X)| < |o1] - |@a| - ... - |24, (1.9)

kde |z;| je euklidovska dlzka z;. Pritom rovnost nastava prave vtedy, ked 1, ...z, st
navzajom kolmé alebo niektoré z; je nulovy riadok.

Kedze |z;;| <1 pre kazdé i, j, tak

v = (2 + -+ 2l )2 <nM? (1.10)

pri¢om rovnost nastéva prave vtedy, ked |z;;| = 1 pre kazdé j. Rovnost nastéva pre
kazdy riadok, ak x;; = £1 pre kazdé ¢, j.
Potom zjavne ziaden riadok matice X nie je nulovy. TakZe rovnost nastava v (1.9) aj v
(1.10) pre kazdé x; prave vtedy, ked su riadky navzajom kolmé a kazdy prvok matice
X je 1 alebo -1.
Teda

|det(X)| < n'/2. ... . pt/2=n"/?

pricom rovnost nastava prave vtedy ked su riadky navzajom kolmé a kazdy prvok

matice X je 1 alebo -1, ¢ize prave vtedy ked X je Hadamardova matica. O]

Désledok 1.11. Determinant Hadamardovej matice velkosti n je n™?.
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2 Konstrukcie Hadamardovych matic

Kedze Hadamardove matice nie si definované konStrukéne a vieme len nutni pod-
mienku na ich existenciu, je vyznamnym vyskumnym problémov konstrukcia Hadamar-
dovych matic pre ¢o najviac velkosti. V tejto kapitole uvedieme a dokaZzeme niektoré z
najznamejsich konstrukeii uvedenych v [10]. Pre oboznamenie sa s dalsimi spésobami
konstrukeii odportucame ¢itatelovi ¢lanok [20].

Mnohé Hadamardove matice st dostupné na internete v kniznici Hadamardovych

matic |21].

2.1 Sylvestrova konstrukcia

Zrejme najjednoduchsou konstrukciou je Sylvestrova konstrukcia, na zaklade Kronec-
kerovho siucinu, ktorou ziskame Hadamardove matice pre velkosti, ktoré st mocninou
2. Pojem Kroneckerovho si¢inu bude uzitoény aj neskor pri skimani optimélneho fak-

torového dizajnu v kapitole 4.

Definicia 2.1. Nech A = (a;j) je m x n matica a B = (b;;) je p x ¢ matica. Potom
Kroneckerovym stc¢inom matic A a B nazijvame mp X nqg maticu vytvorend nahradenim

kazdého prvku a;; matice A maticou a;; B. Kroneckerov sicin znacime A ® B.

CLHB algB
A & B = a21B CLQQB

Veta 2.2. Ak H, je Hadamardova matica velkosti m a Ho je Hadamardova matica

velkosti n, potom Hy ® Hy je Hadamardova matica velkosti mn.

Doékaz. Oznacme X = H; ® Hs. f)alej ozna¢me prvky H; h;; a bloky matice X
Y = hijHz, 1 <i,j < m. Potom blok i, j matice X X7 je

D YuYE = haHohHy = hyhyHoHy =Y highjnl,,
k=1

k=1 k=1 k=1
pricom

n 0-nl,, aki#j,
> hahgnl, =
k=1

m-nl,, aki=j;
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a teda _ _
mnl, 0 cee 0
T 0 mnl, --- 0
XX = _ _ _ . = mnl,,.
0 . 0 mnli,

Kazdy prvok X je 1 alebo -1, kedze je to su¢in jedného prvku matice H; s jednym

prvkom matice Hy a tie si £1. Teda X je Hadamardova matica velkosti mn. O]

Désledok 2.3. Ak H je Hadamardova matica velkosti n, potom matica

H H
H —-H

je Hadamardova matica velkosti 2n.

Dékaz. Nech H je Hadamardova matica.

Matica

1 1
H, =
1 -1

je podla Prikladu 1.2 z kapitoly 1 Hadamardova a teda matica

H
H —-H

Hi®H=

je Hadamardova. O]
Doésledok 2.4. Pre kaZdé prirodzené cislo k existuje Hadamardova matica velkosti 2F.

Doékaz. Opakovanym k—nasobnym pouzitim Dosledku 2.3 dostavame

1 1 1 1
H = R R ,
1 -1 1 -1
potom H je Hadamardova 2% x 2¥ matica. O]

Takito 2% x 2F Hadamardova matica sa nazyva Sylvestrova matica a kostrukcia
Sylvestrovych matic sa nazyva Sylvestrova konstrukcia ([1], [12]).
Konstrukcia novych Hadamarodvych matic z uz znamych, pouzitim Kroneckerovho

stcinu, sa nazyva sucinovd konstrukcia (22|, alebo konstrukcia Kroneckerovym sicinom
[1].
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Priklad 2.5. Hadamardova matica velkosti 4 sa dd zostrojit nasledovne

1 1 1 1

1 1 1 1 1 -1 1 -1
® =

1 -1 1 -1 1 1 -1 -1

1 -1 -1 1

2.2 Paleyove konstrukcie

Nasledovné konstrukcie Hadamardovych matice vyuzivaju algebraické znalosti o ko-
ne¢nych poliach. Nazyvaju sa Paleyove konstrukcie (|1], [20]), podla anglického mate-
matika R. Paleya, ktory ich vo svojom ¢lanku [19] ako prvy uviedol. Konecné polia na-
zyvame aj Galoisove polia, na pocest franciizskeho matematika E. Galoisa. V apendixe
knihy [11] je stru¢ne zhrnutd problematika Galoisovych poli. Uvedieme ich zakladné
vlastnosti, ¢erpajtc z [11]. Tato problematika je dokladnejsie spracovana v [16].

Pod Galoisovijm polom (Galois Field) alebo tieZ konecnym polom rozumieme trojicu
(GF(q),+,*), kde GF(q) je konetnéa g-prvkova mnozina a (4, *) s binarne operacie,

pricom platia nasledujtice vlastnosti:

1. a+b=>b+a pre kazdé a,b € GF(q);
2. (a+b)+c=a+ (b+c) pre kazdé a,b,c € GF(q);
3. existuje prave jeden prvok 0 € GF(q) taky, ze a + 0 = a pre kazdé a € GF(q);

4. pre kazdé a € GF(q) existuje prave jeden prvok —a € GF(q) taky, ze a+ (—a) =
0;

5. axb=0bxa pre kazdé a,b € GF(q);
6. (axb)*xc=ax(bxc) pre kazdé a,b,c € GF(q);
7. existuje prave jeden prvok 1 € GF(q) taky, Ze a * 1 = a pre kazdé a € GF(q);

8. pre kazdé a € GF(q), a # 0 existuje prave jeden prvok a=' € GF(q) taky, Ze

a*xat=0;
9. ax(b+c) =axb+ axcpre kazdé a,b,c € GF(q).
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Galoisove pole sa bezne oznacuje skratene GF'(q). Takéto pole je teda kone¢na mno-
zina, na ktorej je dobre definované s¢itanie, nasobenie, od¢itanie aj delenie. Je zname, ze
Galoisove pole velkosti ¢ existuje iba ak ¢ je mocninou prvocisla. Vlastnosti 1 az 4 zna-
¢ia, ze (GF(q),+) je grupa a podobne vlastnosti 5 az 8 znamenaju, ze (GF(q)\{0}, *)
je grupa. Nas bude obzvlast zaujimat multiplikativna grupa (GF(q)\{0}, *) a budeme
ju znacit GF(q)*.

Jednoduchym prikladom Galoisovho pola je mnozina zvySkovych tried po deleni
prvocislom:
ak ¢ je prvocislo, teda ¢ = p, tak mnozina zvyskovych tried modulo p s operaciami
s¢itania a nasobenia modulo p tvoria Galoisove pole GF(p).

[5] uvadza pomerne jednoduchy sposob konstrukcie Galoisovych poli pre ¢ = p°.

Ozna¢me Fy mnozinu zvyskovych tried po deleni p (ktoré je polom GF(p)). Nech f(z)

je neredukovatelny polyném stupiia o nad Fy v tvare
f(x) =2+ co 12 '+ ...+ 12 + 0.

Neredukovatelnost znaci, Ze polynéom nemédze byt nad polom Fy vyjadreny ako sucin
netrividlnych polynémov nizsieho stupnia. Navyse nech koeficienty ¢; st z Fjy. Ozna¢me
a koren f(z), ¢ize f(a) = 0 nad polom Fy. Potom prvky pola GF(p®) st vyrazy v
tvare

Yo + y1a + y2a2 4+ ...+ ya,laa’l,

kde y; st prvky z Fjy. Pricom s¢itanie a nasobenie je modulo p

Priklad 2.6. Skonstruujeme Galoisove pole velkosti 9. Kedze 9 = 3%, tak Fy = {0,1,2}.
Potrebujeme neredukovatelny polyndm stupria 2, taky je napriklad f(z) = x*> + 1. Nech
a je koreni f(x), ciZe

a® 4+ 1 = 0(mod 3),

teda
a? = 2(mod 3).

Potom proky pola GF(9) si 0, 1, 2, a, 1 +a, 2+ a, 2a, 1 + 2a, 2 + 2a.
Priklad scitania: 1+ (2+a) =3+ a = a,
priklad ndsobenia: (1 + a)2a = 2a + 2a* = 2a + 4 = 2a + 1.

22



2 KONSTRUKCIE HADAMARDOVYCH MATIC

Pred uvedenim Paleyovych konstrukcii potrebujeme najprv zaviest niektoré nové

pojmy a dokézat niekol’ko pomocnych tvrdeni.

Definicia 2.7. Prvok x € GF(q) nazyvame Stvorec ak ezistuje y € GF(q) také, Ze
r =y

Prvok x € GF(q) nazgvame kvadratické reziduum ak je nenulovym Stvorcom.
Lema 2.8. Ak g = p*, kde p je neparne prvocislo, potom
(i) pre lubovolny prvok a € GF(q)* plati

T =1 prave vtedy ked a je kvadratické reziduum,

qg—1

a2z = —1 prave vtedy ked a nie je kvadratické reziduum.

(ii) presne polovica nenulovych prvkov GF(q) si kvadratické rezidud.
Doékaz. Dokaz v [25]. O

Dosledok 2.9. -1 je kvadratické reziduum prdve vtedy ked ¢ = 1(mod 4) a nie je
kvadratické reziduum prdve vtedy ked g = 3(mod 4).

Dékaz. V (i) Lemy 2.8 polozime a = —1 a dostavame

-1

-1 je kvadratické reziduum prave vtedy ked (—1)qT =1,

-1 nie je kvadratické reziduum prave vtedy ked (—1)% =—1.

Teda -1 je kvadratické reziduum préave vtedy, ked % je parne. Takze musi platit

-1
qT = O0(mod 2);

g —1=0(mod 4);
q = 1(mod 4).

Podobne -1 nie je kvadratické reziduum prave vtedy ked ‘I;QI je neparne, ¢ize ked

¢ = 3(mod 4). O
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Definicia 2.10. Nech q je mocnina nepdarneho prvocisla. Potom zobrazenie x nazgvame
Legendreov symbol (kvadraticky charakter) (angl. Legendre symbol [1|; quadratic
character [12], [10]) ak plati:

Xt GF<q) - {07 17 _1}7
kde x(0) = 0 a pre nenulové x

1 ak x je kvadratické reziduum,
x(z)
—1  ak x nie je kvadratické reziduum.

Lema 2.11. Pre kazdé z,y € GF(q) plati

x(zy) = x(x)x ().

Dokaz. Ked aspon jedno z x,y je nulové, tak aj zy = 0, ¢ize plati

0= x(z)x(y) = x(zy).

Nech x,y # 0, potom aj zy # 0. Plati rovnost

y = (zy) 7.

g—1 g-—1 g—1
€T 2

Potom vyuzijeme (i) z Lemy 2.8 a dostavame:

(i) Nech z,y st kvadratické rezidua, teda

tak aj

q—1

(zy) = =1
a teda aj zy je kvadratické reziduum. V zapise pomocou Legendreovho symbolu:

ked x(z) = x(y) = 1, tak x(zy) = 1.

(ii) Nech jedno z z,y je kvadratické reziduum a druhé nie. Nech je kvadratické rezi-

duum bez ujmy na vSeobecnosti z. Potom
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a teda

q—1

(zy)z = -1,

¢ize zy nie je kvadratické reziduum. Takze plati: ked jedno z x(x), x(y) je 1 a
druhé -1, tak x(zy) = —1.

(iii) Nech nie je x ani y kvadratické reziduum. Takze

a potom
1

(zy)® =1,

¢ize zy je kvadratické reziduum. Teda plati: ked x(z) = x(y) = —1,
tak x(zy) = 1.

Takto sme pre vSetky kombinacie x(x), x(y) dokazali pozadovanti rovnost. ]

Definicia 2.12 (podla [1]). Stvorcovii ¢ x ¢ maticu Q = (qu,) nazjvame Jacobsthalova

matica ak, pouZijic prvky GF(q) na oznacenie jej stlpcov a riadkov, plati pre kazdé x,y

oy = X(y — ).
Lema 2.13. Pre Jacobsthalovu maticu () plati
(i) Guo =0 pre kaZdé x a gy = +1 pre x # y;

(i1) Jacobsthalova matica je symetrickd prave vtedy ked' q = 1(mod 4) a antisymetrickd

prave vtedy ked ¢ = 3(mod 4);
(1) ak su proky GF(q) v prirodzenom poradi, t. j. 0,1,2,...,q—1, tak @ui1y+1 = Guy

Dékaz. (i) Pre kazdé x plati ¢, = x(x —x) = x(0) =0 a pre x,y ¢y = x(v —y) = £1
ak © #£ .
(ii) Pre kazdé x,y plati
oy = X(x —y) = x(=1)(y — x)
= x(=Dx(y — ) = x(=1)gya,
pricom y(—1)(y — z) = x(=1)x(y — x) plati podla Lemy 2.11.
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Teda @) je symetricka ak -1 je kvadratické reziduum a antisymetrickda ak -1 nie je
kvadratické reziduum. Takze @ je podla Dosledku 2.9 symetrickd prave vtedy ked
g = 1(mod 4) a antisymetricka prave vtedy ked ¢ = 3(mod 4).

(iii) Ak sa prvky GF(q) v prirodzenom poradi, potom

Grrigrr = X(y+1) = (2 +1)) =x(y —z)
= (zy-

O

Lema 2.14. Nech x je Legendreov symbol na GF(q) a ¢ je nenulovy prvok GF(q),

potom

) Y x@)=

z€GF(q)

(i) > xO)x(b+c)=-1.

beGF(q)
Dékaz (podla [1]). Podla (ii) Lemy 2.8 plati, Ze presne polovica nenulovych prvkov
G'F(q) st kvadratickeé rezidua. Kazdé kvadratické reziduum prispievadosumy >~ x(2)
2€GF(q)

hodnotou x(z) = 1. Polovica nenulovych prvkov nie st kvadratické rezidua a kazdé z

nich prispieva do tejto sumy hodnotou x(z) = —1. Teda

2€GF(q)
a tym je dokazana cast (i).
Nech ¢ € GF(q), ¢ # 0. Kedze x(0) = 0, tak mozeme b = 0 zo sumy vypustit. Pre

b # 0 mozeme substituovat b + ¢ = bz, pre z, # 1. Dostavame

> xbxb+e) =Y x)xb+e) = > x(b)x(bz).
beGF(q) b#£0 beGF(q)
To je, pouzitim Lemy 2.11,
> x®)x(z) = x(=),

beGF(q) 2p#1

kedZe pre nenulové b nadobuda x(b) hodnoty 1, -1 a teda (x(b))* = 1 pre kazdeé b # 0.
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Vyuzitim (i) dostavame
doxm) = D x(@) —x(1)
2p#1 2, €GF(q)
=0-1
=1,
kedZe 12 = 1 a teda 1 je $tvorec, ¢ize x(1) = 1. Teda

S X+ = -1,

beGF(q)
]

Veta 2.15. Nech Q) je Jacobsthalova matica definovand na GF(q), kde q je mocnina
nepdrneho prvocisla. Potom QJ, = J,Q = 0yxq a QQT = ql, — J,.

Dékaz (podla [1]). Pre vaésiu prehladnost budeme namiesto J,, I, 04«4 pisat J, I, 0.
Ozna¢me A = (a,,) = QJ. Potom

Ay = Z Quy = Z X(y—fﬂ)

yEGF(q) yEGF(q)

a vdaka substiticii y — x = z mo6zeme pouzit (i) z Lemy 2.14 a teda

Agy = Z x(z) =0.

z€GF(q)

Analogicky postup plati pre J@Q = 0.
Nech D = (d,,) = QQ*. Potom

z2€GF(q) 2€GF(q)

= Z (x(k))? kde k = z — z,

keGF(q)

=D (x(k)* + (x(0))*

k0
=q—1+0=¢—-1
aprex Fy

2€GF(q) 2€GF(q)

= Z Xb)(x(b+¢)),kdeb=z—rac=x—y,
beGF(q)

— 1
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podla (ii) z Lemy (2.14).
Teda D =ql — J. O

Teraz mame konec¢ne pripravenii podu na dokézanie Paleyovych konstrukeii.

Veta 2.16 (podla [12]). Ak g je mocnina nepdrneho prvocisla a ¢ = 3(mod 4), tak

existuje Hadamardova matica velkosti g + 1.

Dékaz. Opat budeme namiesto Iy, Jy, 04x, zapisovat 1, J, 0.

Nech
T
1 - 1q

1, Q+1

Kedze matica ) mé podla Lemy 2.13 mimo diagonaly prvky 1 alebo -1 a na diagonéle

H =

0, tak @ + I ma vsetky prvky +1 a teda kazdy prvok matice H je 1 alebo -1.

T T
I =1 1 15
1, Q+I||-1, QT +1I

HHT =

1+ 171, 17 —17(Q+1)
| Lg — @+ D1, 1,17 +(@Q+D(Q"+1)

1+gq -17Q
—Qly 117 +QQ"+Q+ Q" +1

17Q je jeden riadok matice J@Q a té je podla Vety 2.15 0, 17Q je teda nulovy riadok
OqT. Podobne @1, je jeden stlpec matice QJ a teda je nulovy vektor 0,. Podla tej istej
vety QQT = qI — J. Podl'a predpokladu ¢ = 3 (mod 4) plati podla Lemy 2.13, Ze Q je

antisymetricka, ¢ize Q + QT = 0. Dostavame tak

[ T
HET — 1+¢q 0,
0p JH+gl—J+1
14+¢q 0r
= ! = (q + 1)LZ+17
| 0, (¢+1)]
teda H je Hadamardova matica. O
Veta 2.17. Ak q je mocnina nepdrneho prvocisla a q = 1(mod 4), potom existuje

Hadamardova matica velkosti 2(q + 1).
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Doékaz. Oznacme I = I1, J = Joy1, 0= O(g41)x(g+1)-
Nech S je (¢4 1) x (¢ + 1) matica

0 17

1, @Q

Kedze ¢ = 1(mod 4), tak podla Lemy 2.13 (ii) je @ symetricka, a teda

T T
o _ 0 1 _ 0 1,
1, QF 1, @
¢ize S je tiez symetrické.
Nech
1 1 1 -1
H=5S® +I®
1 -1 -1 -1
S+1 S—-1
S—1 -5—-1

KedZe S méa na diagonéle samé 0 a mimo diagonaly iba +1 alebo -1, tak matica £S5+ 1
mé prvky 1 alebo -1 . Teda kazdy blok matice H mé prvky z mnoziny {1, —1} a preto
aj vSetky prvky matice H si 1 alebo -1.

Navyse, kedze S je symetricka,

s |S+I S—I||S+I S-1
HHT =
S—1 —-S—1I||S—-T —-S—1
| SHEDS+D+(S-DS -1 (S+DS =D+ (S-D)(=S-1)
(S=D(S+D)+(-S—1)(S—1) (S—=I)(S—I)+ (=S —I)(—S 1)
(52 425414522511 2[4
S? - T1-S*+1 S?—25+T+5%+25+1
_ 2057+ L) Oggrnyxiary)
i O(g+1)x(q+1) 2(5% + Ig41)
Zaroven
e [0 L0 gl e | 0y
1, Q| |1, Q Qly 1,17 +@? 0F J+ql—J
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kedze Q% = QQT = qI — J podla Vety 2.15.
Teda S? = ql,+1. Potom

2(qly41 + 1 0
HHT — ( q+1 q+1) _ 2(q + 1)]2((1—’—1)‘
0 2(qlg41 + Ig+1)
Takze H je Hadamardova matica velkosti 2(q + 1). O

Konstrukcia Hadamardovej matice velkosti ¢+ 1 pomocou Vety 2.16 sa nazyva Pale-
yova konstrukcia typu 1. Konstrukcia Hadamardovej matice velkosti 2(¢ + 1) pomocou

Vety 2.17, sa nazyva Paleyova konstrukcia typu 2. (podla [12], [11]).

Priklad 2.18. Hadamardova matica velkosti 12 sa dd skonstruovat nasledovne:
Vsimnime si, Ze 12 = 11+1, pricom 11 je prvocislo a 11 = 3(mod 4). Zvolme prirodzené

usporiadanie prvkov GF(11), ¢ize 0,1,2,...,10. KedZe

kde vsetky kongruencie si modulo 11, tak kvadratické rezidud GF(11) si 1,3,4,5 a 9.
Teda prvy riadok Jacobsthalovej matice @Q je (0,1,—1,1,1,1,—-1,—1,—1,1,—1)". Na
ziskanie prvého stlpca Q vyuZijeme antisymetrickost Q podla (i1) z Lemy 2.13. Ostatné

proky lahko ziskame vyuZitim (iii) z tej istej lemy. Teda Jacobsthalova matica je

0 1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 1 -1
-1 0 1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 1
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Potom podla Vety 2.16 je

In Q+1

Hadamardova matica.

1 1-1 -1 -1 1 1 1 -1 1 1 -1
1 -1r 1-1-1-1 1 1 1 -1 1 1

Priklad 2.19. Konstrukcia Hadamardovej matice velkosti 20.
Vsimnime si, Ze 9 = 3% a 9 = 1(mod 4), teda vieme pomocou Vety 2.17 skonstruovat

Hadamardovu maticu velkosti 2(9 + 1) = 20. Podla Prikladu 2.6 si prvky GF(9)
0,1,2,a, 1+a,2+a, 2a, 1+ 2a, 2+ 2a, (2.1)

kde a* = 2(mod 3). Potom ich druhé mocniny si

0? =0, (1+a)?=1+2a+da*=3+2a=2a,

17 =1, (2+a)?>=4+4a+a*=6+4a = 4a = a,
2 =4=1, (2a)? =4a*=8=2,

a’ =2, (1+2a)=1+4a+4a*=1+a+8=a,

(2+2a)? =4+8a+4a*=1+2a+a®>=1+2a+2=2a,

pricom vSetky rovnosti si modulo 3. Teda kvadratické rezidud GF(9) su 1, 2, a, 2a. Ak
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oznacime riadky a stlpce Jacobsthalovej matice QQ postupne podla (2.1), tak

1 1 1 -1 -1 1 -1 -1

b r1r 1 1 1 1 1 1 {
r 0o 1 1 1 -1 -1 1 -1 -1
i1 1r o0 1 -1 1 -1 -1 1 —1
i 1r 1 o0 -1 -1 1 -1 -1 1
5 1 1-1 -1 0 1 1 1 -1 -1
1 -1r 1 -1 1 O 1 -1 1 -1
1 -1r-1 1 1 1 0 -1 -1 1
1 1-1-1 1 -1 -1 0 1 1
1 -1r 1 -1 -1 1 -1 1 0 1
_1 -1 -1 1 -1 -1 1 1 1 Q
a potom
_ S+1 S—-1
C|s-1 —s-1

je Hadamardova matica velkosti 20.
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3 Hadamardove matice a optimalny dizajn vaZenia

Pri vazeni viacerych objektov po jednom mozu byt odhady hmotnosti nepresné, ob-
zv1ast ak si objekty velmi l'ahké. To je napriklad problém vézenia chemikalii. V takom
pripade je vyhodné vazit objekty po skupinach, aby sme zniZili nepresnost nasich od-
hadov. Tym, ktoré objekty do jednotlivych vazeni vybrat, sa zaobera dizajn vazenia.

Majme p objektov, o¢islujme ich 1,2, ..., p, s neznamymi vahami wy, wo, . . . w,. Od-
hadujeme ich vahy pomocou N merani. Budeme uvazovat dva rozne typy vah na ktorych
vazime: chemické dvojramenné vahy a pruzinové (perové) vahy.

V tejto kapitole budeme ¢erpat hlavne z ¢lankov [10] a [17]. V oboch kapitolach
tykajucich sa optimalneho dizajnu experimentov budeme pouzivat zakladné poznatky o
linedrnej regresii a metode najmensich Stvorcov. Pristupnou formou sa linearnej regresii
venuje kniha [7], do hibky postacujticej pre nasu pracu. Samozrejme, tejto problematike

sa venuje aj mnozstvo inych publikacii, za vSetky spomenme [26].

3.1 Chemické vahy

Pri chemickych vahach sa pocas kazdého vazenia pre dany objekt rozhodujeme, ¢ ho
zahrnieme do vazenia a ak ano, na ktord stranu vih ho umiestnime.

Definujme N x p maticu X = (x;;) tak, ze
(

1 ak objekt j je umiestneny pocas vaZenia i na lavej strane véh,

ZTij = 4 —1 ak objekt j je umiestneny pocas vazenia ¢ na pravej strane vah,

0 ak objekt 7 nie je vazeny pocas vazenia 1.
\
Potom matica X charakterizuje experiment vazenia, nazyvame ju dizajn vdZenia na
chemickyjch vdhach.

V jednotlivom vézeni ¢ predstavuje vysledok vazenia y;, 1 < ¢ < N, namerany
rozdiel medzi vahou objektov na lavej strane oproti objektom na pravej strane. Teda
namerana vaha na lavej strane je o y; vacSia oproti pravej.

KedZe vaZenie nie je uplne presné, namerané hodnoty sa od skuoénych ligia. To moézeme
reprezentovat linearnym modelom

Y; = Z w; — Z wj + &4,

7 na Tlavej strane J na pravej strane
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kde y; je vysledok vazenia, w; st skuto¢né vahy a e; predstavuje ndhodnt chybu vaZenia.

Pomocou prvkov X moézeme tento model zapisat ako

N
j=1
Oznacme (px 1) vektor skutoénych vah W = (wy, wa, . .., w,)T, (px 1) vektor vysled-

kov vazeni Y = (yi, s, ...,yn)T a (N x 1) vektor ndhodnych chyb e = (g1, ¢9,...,en)T.

Potom model (3.1) moézeme zapisat ako
Y =XW +e. (3.2)

Budeme predpokladat, ze ¢; st ndhodné premenné so strednou hodnotou 0 a varianciou
o2, tiez budeme predpokladat, Ze st po dvojiciach nezéavislé. Teda ¢ je nahodny vektor
so strednou hodnotou Oy a s kovarianénou maticou o?Iy.
Potom vahy w st odhadnutelné, ak X7 X je regularna matica a odhad metodou
najmensich stvorcov
W= (XTx)"'xTy
je zaroven najlepsi linearny nevychyleny odhad (best linear unbiased estimator, BLUE)

pre W, s varianciou

Var(W) = (XTX) 102,

Veta 3.1. Pre lubovolny N X p dizajn vdZenia na chemickych vahach X plati Var(w;) >
%2 pre kaZdé i =1,2,...,p. Navyse, vsetky odhady w; nadobidaji minimdlnu varianciu

%2 prdve vtedy, ked X*X = N1I,.
Dékaz. Tuto vetu dokazal Hotelling v ¢lanku [13]. ]

Vzhl'adom na predchédzajucu vetu je prirodzena nasledujica definicia. Ttto defini-

ciu uvadzajua [10], [17].

Definicia 3.2. Dizajn vdzZenia na chemickijch vihach X nazyvame optimalny ak pri

a?

Jeho pouZiti nadobida kaZdy odhad w; svoju minimdlnu varianciu %

Podl'a Vety 3.1 je potom N X p dizajn vazenia na chemickych vahach X optimalny
prave vtedy, ked XX = NI,
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Tvrdenie 3.3. Nech pre N x p dizajn vdZenia na chemickyjch vihach X plati XTX =
NI,. Potom X md vsetky proky z mnoZiny {—1,1}.

Doékaz. Nech v je stlpec X. Kedze prvky X su 0,1, alebo -1, plati

N
Vo= 0l =k -1+ (N—k)-0=F,

1
i=1
kde k je pocet nenulovych prvkov v stlpci v. Zaroven musi platit v"v = N, a teda

k= N. ]
Teda aby bol dizajn vazenia optimélny, musi v kazdom véazeni vyuzit kazdy objekt.

Veta 3.4 (podla [10]). Kazdyjch p(< N) stlpcov Hadamardovej matice velkosti N tvori

N X p optimdlny dizajn vdZenia na chemickiyjch vdhach.

Dokaz. Nech H je Hadamardova matica velkosti V. Vyberme z nej p stlpcov, oznaéme
ich hi, ho, ... h, a ozna¢me nimi vytvorend n x p maticu X := (hq, ho, ..., h,). Chceme
ukazat, ze tato matica X bude optimélnym dizajnom vazenia na chemickych vahach.
Prvky X st z mnoziny {—1,0,1}, v silade s Tvrdenim 3.3 st dokonca iba z {—1,1}.
Zaroven [ubovolny prvok i, j matice X7 X, vdaka tomu, Ze jej stIpce st z Hadamardovej
matice, nadobuda hodnotu
hIh; =0 prei# j,

(XTX)y =
hfh; =N prei=j.

Teda XX = NI, O

3.2 PruzZinové vahy

Na rozdiel od chemickych vah, nie st pruzinové (perové) vahy dvojramenné a teda v
jednotlivom vazeni sa pre kazdy objekt rozhodujeme len, ¢i ho na vidhy umiestnime

alebo nie. Teda pre prvky N x p matice X = (x;;) plati

1 ak objekt j je vaZeny pocas vazenia i na lavej strane vah,
xij =
0 ak objekt j nie je vaZeny pocas vazenia i.

Inak je model (3.2) rovnaky ako pri chemickych vahach.
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KedZe dizajny véazenia na pruZinovych vahach st podmnozinou dizajnov vaZenia
na chemickych vahach (majua viac obmedzené prvky z -1,0,1 na 0,1), tak pre ne tiez
plati Tvrdenie 3.3. Teda aby sme mohli pomocou dizajnu vazenia na pruzinovych vé-
hach odhadnit vahy s varianciou ¢?/N, museli by sme do kazdého véZenia zahrnit
kazdy objekt. Pre pruzinové véhy to znamend, ze X = Jyy, a potom X*X = NJ, je
evidentne reguldrna matica (a nespliia Vetu 3.1).

Takze dizajn vazenia na pruzinovej vahe X nemoze mat odhady vah s varianciou
0?/N, nemdze byt optimalny v zmysle Definicie 3.2. Mo6Zeme viak nédjst dizajn, ktory

bude splhat niektort z optimalit podla nasledujicej definicie.
Definicia 3.5 (podla [10]). Dizajn vdZenia X z mnoZiny M sa nazgva

A-optimélny, ak stopa (X7 X)™! je minimdlna spomedzi vsetkijch dizajnov z mno-

Ziny M,

D-optimalny, ak determinant (X7 X)™! je minimdlny spomedzi vietkyjch dizajnov

z mnoziny M,

E-optimalny, ak najvicsia viastnd hodnota (XT X))~ je minimdina spomedzi vset-

kych dizajnov z mnoZiny IN.

Ukazeme, 7e pomocou Hadamardovej matice velkosti N sa da skonstruovat
D-optimalny dizajn, kde 91 je mnozinou vsetkych (N — 1) x (N — 1) dizajnov vaZenia

na pruzinovych vahach.

Veta 3.6. Ak existuje Hadamardova matica velkosti N, tak existuje D-optimdlny dizajn

vdzZenia na pruzinovych vahach pre N — 1 objektov na N — 1 vdZeniach.

Dékaz (na zéklade [10], [17]). Nech Hy je Hadamardova matica velkosti N, ktora ma
v prvom riadku aj v prvom stlpci samé 1 (to je mozné zabezpecit prendsobenim Ha-
damardovej matice H znamienkovymi permutacnymi maticami P, [ Py). Teda Hy je

normalizovana. ZapiSme ju

1 1%
Hy = N-1

Ino1 Gy

Ukazeme, ze Ly_; definovana ako
1
L1 = 5(Jv-1 = Gyo) (3.3)
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je pozadovany D-optimélny dizajn.

Najprv ukdZeme prepojenie medzi maticami velkosti N s prvkami —1,1 a maticami
velkosti N — 1 s prvkami 0, 1.

Majme N x N maticu Ay s prvkami a;; = +1 taki, Ze v jej prvom riadku a prvom
stlpci st vietky prvky +1. Ozna¢me By_; maticu velkosti N —1 vzniknutt odstranenim

prvého riadku a stlpca z Ay. Potom Ay moZzeme zapisat

1 1%
Ay = N-1

In-1 By

Odpo¢itajme jej prvy riadok od ostatnych riadkov, tak aby sme vynulovali prvy stlpec
okrem jeho prvého prvku. Od kazdého z riadkov 2,3, ..., N teda odpocitavame jednot-

kovy riadok, teda od By_; odpocitavame Jy_;. Oznac¢me vzniknutt maticu

Ao | ! 1N
Onv-1 Byo1—Jna
Odpocitanim riadkov od seba navzajom sa nemeni determinant matice, takze
det(Ay) = det(Ay). Determinant Ay vyjadrime rozvojom podla prvého stipca, Eize
det(Ay) = 1det(By_1 — Jn_1).
Pre prvok u;; matice By_1 — Jy_1 plati
1-1=0 ak a;; =1,
Ui =

-1-1=-2 akay=-1

Teda v kazdom riadku st vSetky nenulové prvky —2.

Vynasobme kazdy riadok matice By_1 —%, aby boli vSetky nenulové prvky matice

rovné 1. Ozna¢me vzniknutd maticu
1 1
Kn_q:= _§(BN71 - JNfl) = §(JN71 - BNfl)-

Jej prvky st z mnoziny {0, 1} a zaroven

1 -
det(KN_l) = (—1)N_12N71 det(BN_1 — JN—I) = (-1)N_12N71 det(AN)
1

Tento postup mozeme vykonat aj spéitne: ak mame dant maticu Ky_; s prvkami

0,1, vynasobime jej riadky —2, pridame (na prvé miesto) stlpec nil a nésledne (na
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prvé miesto) riadok jednotiek. Nakoniec pripo¢itame prvy riadok k ostatnym riadkom.
Dostaneme tak N x N maticu Ay s prvkami 1 a s jednotkovym prvym stlpcom a

riadkom, pre ktort plati det(Ay) = (—=1)V"12N¥"1det(Ky_;). Schematicky sa to da

zapisat
N
N — 9
Onv-1 —2Kn
1 15,

AN == P
Ino1 —2Kn_1+ Iy

det(Ay) = det(Ay) = 1- (—=1)N-12V "1 det(Ky_1).

Teda ku kazdej matici velkosti N — 1 s prvkami 0,1 sme priradili maticu velkosti
N s prvkami —1,1 s jednotkovym prvym riadkom aj stipcom taku, ze det(Ky_;) =
(—1)V 15— det(Ap).

Pre Tubovolna maticu K_; velkosti N — 1 s prvkami 0, 1 teda plati

1
IN-1

det(Ky_1) = (=M1 det(Ay),

kde Ay je maticami velkosti IV, ktorej je Ky_; priradena. KedZe pre Tubovolnu $tvor-

covit maticu M plati det(M7) = det(M), tak

1

det(Kﬁ_lKN,l) = (det(I(N—l))2 = <<_1)N_12N71

det(Ayn))? = (det(An))>.

22(N-1)

Je zjavné, ze matica Ly_; z (3.3) vznikla z Hy vyssie uvedenym postupom a teda

1
det(LﬁflLN,l) = m (det(HN))2

Kedze | det(Hy)| > | det(An)| pre Tubovolnt maticu velkosti N s prvkami —1, 1, tak
aj
1

o (et(H))? > s (det(An),

— 92(N-1)
Cize

det(L% Ly_1) > det(Kxy Kn_1),
pre Tubovolni maticu Ky_; velkosti NV s prvkami 0, 1. Potom

1 1
<
det(LZJ\ﬂ_lLN,l) - det([(]r‘l\;il[(]\/,1>7
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a kedze det(X 1) tak

_ 1
T det(X)?

det((Ly-1Ly_1)™") < det((Kn-1Ky_1)™").
Takze Ly_1 je D-optimélny dizajn. O

Na to, aby sme ukazali akd varianciu maji odhady vah pri pouziti D-optimalneho

dizajnu Ly_; z minulej vety, dokdZeme najprv pomocnid lemu.
Lema 3.7. Nech Ay = Iy + Jy, potom det(Ay) = N + 1.

Doékaz. Dokaz matematickou indukciou.

(i) pre N =2 je

AQZ )

det(Ay) =4—1=3=N+1.
(ii) Nech det(Ay) = N + 1. Determinant Ay 4y vypocitame rozvojom podla prvého
stlpca. Nech M; ; oznacuje maticu vzniknuta odstranenim ¢-teho riadku a j-teho stipca

z matice Ay4qi. Teda My = Iy + JJv = Ay, pre 3 <7 < N je

17, 1 1N in
Miy=| Lo+ Jies Lia Ji—oyx(N—it1) | >

Jv—irnx(-2) In—it1 In—iqn + JInv—in

1 1%
M2,1 - N )

Inor Inoa+JInaa

In_g 1
MN+1,1 =

Inov+JIvo1r Ina

N+1 ,
Potom det(An;1) = 2det(My1)+ > (—1)" det(M; ). Na vipocet determinantu M, ;
i=2
odpocitajme prvy riadok (ktory sa sklada zo samych 1) od ostatnych riadkov. Dosta-

vame tak
17, 1 11Tv—i+1
det(M;) = det I Oi2  Ou—2)x(v—it1)
Ov—it1)x(i-2) On—it1 In_i1
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f)alej odpocitajme riadky 2,3,..., N + 1 od prvého riadku, teda

T
01‘72

det(Mi,l) = det Ii—

Ov—it1)x(i-2) On—it1

T
ON—z’—l—l

Oi—2  Op—2)x(N—it1) | »

[N—H-l

permutujme postupne riadky (1,2),(2,3),...,(i—2,i—1), to je i —2 permutécii a teda

I Oi—2  Og—2)x(N—i+1)
det(Mm) = (—1)i_2 det O'LT—Z 1 Oj];/—i—&—l ,
Ov—it1)x(i-2) On—it1 In_iv1
¢ize det(Mivl) = (—1)1'72.
Bez dolnych indexov sa déa tento postup prehladnejSie zapisat
1 1 1 1 11
det(M; ) =det |T4+J 1 J | =det|I 0 0
J 1 I+J 0 0 I
010 I 00
=det |7 0 0| =(=1)"2det |0 1 0
0 0 I 0 0 I
= (1)
Podobne vypocitame
| 1 1%
det(My,1) = det N
| Lv—1 In_i+ JInaa
[ 1 1%
= det Nt
|Ov-1 v
=1
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det(MN+171) = det

1n_ 1 On_ 1
= det V-t = det N
_[N71 On—1 Inoi On—y
In_1 On_
= ()N et | M
On_1 1
= (_1>N717

teda det(M; ;) = (—1)""2 pre 2 < i < N + 1. Potom

N+1

det(Any1) = 2det(My1) + Y (—1)""" det(M;1)
=2
N+1
= 2det(Ay) + Y (1) (=1)"?
=2

N+1
=2(N+1)+ Y (-1)* ' =2N+2+N(-1)™"
=2

=N +2

]

Préce [10] a [17] udavaju rozdielne variancie odhadov vah pri pouziti D-optiméalneho
dizajnu Ly_;. [10] uvadza 4(N — 1)0?/N a [17] uvadza 4(N — 1)0?/N?. UkaZeme, Ze

spravnu varianciu uvadza ¢lanok [17].

Veta 3.8. Variancia kaZdého odhadu vah w;, + = 1,2,..., N pri pouZiti dizajnu Ly_4

z Vety 3.6 je

Var(w;) = 4(%21)02.
Dékaz. Oznatme N x N maticu C' = (¢;;), C := L% _,Ly_1. Varianéno-kovarianén4
matica vektoru odhadnutych vah je Var(W) = 02C~'. Ozna¢me d;; prvky matice C 1.
Potom odhady jednotlivych vah maja varianciu Var(w;) = d;;. Na zistenie diagonalnych

prvkov inverznej matice vyuzijeme vypocet inverznej matice pomocou adjungovanej

matice. Je zndmy poznatok z linearnej algebry, Ze pre prvky inverznej matice plati
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dij = m(—l)i+j det(M;;), kde M;, je matica ziskana odstranenim j-teho riadku a
i-teho stipca z matice C' (vid [23]).
Pripomenme, Ze Ly_; = %(JN,l — G) je (N —1) x (N — 1) matica, pricom H je

normalizovand Hadamardova matica velkosti N a

o 1 1%_1
]—N—l G
Potom
N 1%_1 + 1%_1(;

H'H =
Iy +GY Iy + GG

KedZe H je Hadamardova, tak

N 15, +15.,6| | N 0k,
v+ GT Iy +GTG | |oxoy NIyl
¢ize
15 ,G=—1% | atedaaj Jy_1G = —Jy_1,
GTly_ 1= —1n_1 ateda GTJIy_1 = —Jn_1, (3.4)
G"G =NIy_1— Jn_1.
Potom
C = %(JN_1 — G)T%(JN_l - G) = i(Jﬁ_IJN_l —J% G -G Iy +GTQ)

1
= Z«N —1)Jno1+JIvog + Ina + Nivoy — Ivoa)

N
= Z(IN—l + Jn_1),

teda det(C) = (§)V'det(Iy_1 + Jn_1) a potom podla Lemy 3.7 plati

cr- ()" x

Kedze C' = & (In_1 + Jy_1), pre (N —2) x (N — 2) maticu M;; plati

N | L1+ Ji J—1)x(N—i—1 N

1,0

4 Jv—icnyx(-1) In—ic1+ JIN—ic1

a teda podla Lemy 3.7 je jej determinant
A\ V-2 N\ N2
det(Mm') = (Z) det([N_Q + JN_Q) = (Z) (N — 1).
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Teda
1 N-2
dm = — (_]—>22 (_> (N - ]')

("N 1

4(N —1)
a potom

R 4(N —1)o?
Var(w;) = N2

3.3 Vychylené vahy

Merania na chemickych aj pruzinovych vahach moézu byt wvychylené (angl. biased).
Nazyvame tak stav, ked vysledky merani maju tendenciu byt prilis vysoké alebo prilis
nizke oproti skuto¢nym hodnotam, teda merania obsahuji systematicka chybu.

Ak sa obavame, Ze vazenia obsahuju vychylku b, ktora nie je vopred znama, po-
trebujeme ju odhadnit. To je mozné uskutocnit tak, ze ju budeme pokladat za jednu
z neznamych vah, taki, ze sa vyskytuje v kazdom merani na pevne zvolenej strane
vah (v pripade chemickych vah) alebo je v kazdom merani na vahach umiestnena (v
pripade pruzinovych vah). Teda vychylku reprezentujeme tak, Ze prvy stipec dizajnu
zvolime za vektor jednotiek. To nie je v pripade chemickych vah problém, ako ukazuje

nasledujtca veta.

Veta 3.9 (podla [10]). Ak existuje Hadamardova matica velkosti N a p < N, potom

existuje optimdlny dizajn vaZenia na vychijlengch chemickyjch vahach pre p—1 objektov,

vyuZivagici N vdzZend, ktory navyse odhaduje vychylku vih s varianciou var(b) =

2%

Dékaz. Hadamardovu maticu H moZeme seminormalizovat na H = PH, teda vynaso-
bif znamienkovou permuta¢nou maticou aby mal prvy stlpec H vietky prvky rovné 1.
Ozna¢me X maticu tvorent I'ubovolnymi p — 1 stlpcami spomedzi stlpcov 2,3, ..., N
matice H. Rovnakym argumentom ako v dokaze Vety 3.4 plati, ze X7 X = NI, ; a X

je optiméalny dizajn pre p — 1 objektov na nevychylenych vahach. Ukazeme, Ze

%= o]
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je optimalny dizajn pre p — 1 objektov na vychylenych chemickych vahach.

17 171y 15X

X7 XT1y XTX

Kedze 1y je prvy stlpec H, tak je kolmy na vietky ostatné stlpce H, ¢ize 1]7\}X(pr,1) =

0p—1 a teda
S N 0,
X' X = = NI,
Op—1 NI,y

Potom (XTX)™! = 41,

Teda pri pouziti dizajnu X je kazdej z vah w;, 2 < i < p priradeny stlpec i a variancia
odhadu w; je Var(w;) = %2, teda X je optimalny. Pomocou X odhadujeme aj vychylku,
je jej priradeny prvy stipec a teda X je optimalny dizajn pre vychylené chemické vahy.

Navyse, vychylka je tiez odhadnutéa s varianciou % O]

Pre pruzinové vahy je podmienka jednotkového stlpca obmedzujtca, kedze pri tvorbe
D-optimalneho dizajnu z Vety 3.6 sme odstranili prvy stlpec z Hadamardovej matice s
jednotkovym prvym stIpcom a v d'alsich krokoch sme novy jednotkovy stlpec neutvorili.

Je preto rozumné ocakavat, ze variancia odhadov jednotlivych vah bude vécsia.

Veta 3.10. V N x p dizajne pre pruzinové vihy s jednotkovym progm stlpcom plati

. o2 . 40?%
Var () :%, Var(w;) > W,zzZ,B,...,N
Dékaz. Tuto vetu dokazal Moriguti v [18]. O

Takze podobne ako sme definovali optimalitu pre chemické vahy, mézeme definovat

optimalitu pre vychylené pruzinové vahy.

Definicia 3.11 (podla [6]). Dizajn vdZenia pre vychiyjlené pruZinové vihy sa nazjva
optimélny, ak odhaduje kaZdi vahu s minimdlnou varianciou, teda
40
Var(w;) = —, 1
ar(w;) N
Veta 3.12 (podla [10]). Ak existuje Hadamardova matica velkosti N, potom ezistuje

optimalny dizajn vdZenia pre vychylené pruzinové vahy pre N — 1 objektov, vyuZivajict

N merant, ktory je navyse A-optimdlny a odhaduje vijchylku s varianciou Var(lS) =02,
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Dékaz. Nech Ly_q je (N —1) x (N — 1) matica z Vety 3.6. UkaZzeme, 7e

¥ _ 1 15,

In-1 JIn-1— Ly
je pozadovany dizajn. Ly_; ma prvky z mnoziny {0, 1}, potom Jy_; — Ly_; ma tiez
prvky z mnoziny {0,1}, kedze 1 —1 =0, 1 — 0 = 1. Teda X ma prvky z mnoziny
vyhovujtcej pre dizajn vaZzenia na pruzinovych vahach.
Tiez Ly_1 = %(JN—1 —G), teda Jy_1— Ly_1 = %(JN_1 + (), kde G je matica ktora
vznikla odstranenim prvého riadku a prvého stlpca z normalizovanej Hadamardovej

matice velkosti N. Potom

1 N 1 Iy

In_g %(JN—l +GT)| [1n_s %(JN—l + G)

XTX =

1+171 17 +172(J + G)
1+3J+GN1 1T+ X J+GNHi(JT+G)

N 17+ 1177 + 317G
114+ 1G"T J+YJJ+GTI+JG+GTG)

kde dolné indexy sa nezmenili a preto sme ich kvoli prehladnosti vynechali. Vdaka

vlastnostiam G (3.4) potom plati

. N 17 4 AT — 17 N 4T
X' X = =
1421 L) (N=1)J—J—J+NI—J)| |1 Y(14)
Ozna¢me maticu C' = (¢;;), C := X7TX. Varianéno-kovarianén4 matica vektoru

odhadnutych vah je Var(W) = 02C~!. Ozna¢me d;; prvky matice C~'. Potom odhady
jednotlivych vah maja varianciu Var(w;) = d;. Diagonélne prvky inverznej matice
vypocitame ako vo Vete 3.8, d;; = #(C)(—l)”i det(M;;), kde M;; je matica ziskana
odstranenim i-teho riadku a i-teho stipca z matice C.

Na vypocet determinantu C' odpocitajme %-nésobok prvého riadku od ostatnych,

teda
N ﬂlT_ N N-1
det(C) = det R (—) :

N
On-1 TIn-
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Pre ¢ > 1 plati

N1T NqT
N 2 1io TN N N7
2 —
M= |81, T(Lia+ Jia)  TJuayxiv— =y N ;
Sinee FT(Un—2+ In_2)
N N N 2 4
Sinoi FIv—ixi-2 3 Un—i+ In_s)

potom po odpocitani %—nésobkfl prvého riadku od ostatnych dostévame

N ﬂlTi N N-2
det(Mw) = det 2 N2 =N (Z) .
On—2 %IN—z
Teda N
N(EHN2 4
di = (_1>2Z (;\lf)Nl = A
N(F) N
Cize pre ¢ > 1 je
40
Var(w;) = —.
ar(w;) N

Navyse (M) = %(IN_l + Jn_1) a potom podla Lemy 3.7

N N-1 N N-1
det(MLl) = (Z) det(IN_1 + JN—l) =N (—) .

Potom

dy = (—1)?

a teda variancia odhadu vychylky je Var(l;) = 02, ¢o je v zhode s Vetou 3.10 pre p = N.

Stopa matice je stcet diagonalnych prvkov, teda stopa tr(C~!) je % d;;. Nech X je
Tubovolny iny N x N dizajn vazenia pre N — 1 prvkov na VychYIeI;/lch pruzinovych
véhach. Ozna¢me d;; prvky matice (X7X)~! a ; odhady véh pri pouziti dizajnu X.
Podl'a Vety 3.10 plati

402

Var(,) = 0 = Var(w,), Var(w@;) > N = Var(w;) pre i > 1

a kedze Var(W) = (XTX)"'0?, tak

CZH = dn, Jm > dy; pre ¢ > 1.

Potom
N N
Z di; = Z dii
i=1 i=1
cize tr((XTX)™1) > tr((XTX)™Y), teda X je A-optimalny. O
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4 Hadamardove matice a optimalny faktorovy dizajn

4.1 Faktorovy dizajn

Vo faktorovom experimente skiimame, aké hodnoty nadobtida merana veli¢ina v za-
vislosti od vstupnych veli¢in, ktoré nadobudajua iba obmedzeny pocet hodnot. Takéto
veli¢iny nazyvame faktory a hodnoty, ktoré nadobtidaju nazyvame urovne. Faktormi
st castokrat kvalitativne velic¢iny, ako napriklad typy hnojiv pri merani arody plodiny
v polnohospodarstve, alebo typy chemikalii v chemickych experimentoch. Za faktory
ale mozeme pokladat aj kvantitativne veli¢iny ak ich nejakym spdsobom diskretizu-
jeme. Vtedy vykonévatel experimentu musi urcit urovne, ktoré bude pre také veli¢iny
uvazovart.

Po urceni faktorov a ich drovni zistujeme, aky vplyv maju faktory na meranu veli-
¢inu. Rozhodujeme sa, pri akych kombinaciach trovni faktorov budeme skiimanu veli-
¢inu merat. To urcuje faktorovy dizajn. Ak pre kazda mozni kombinéciu drovni fakto-
rov vykoname aspon jedno meranie, experiment sa nazyva uplny faktorovy experiment.
Problémom je, Ze experiment uréeny tuplnym faktorovym dizajnom si vyzaduje zvy-
¢ajne velmi velky pocet merani. To je Casto z Casovych alebo rozpoctovych dévodov v
praxi neuskutoc¢nitelné. Vtedy uskuto¢nime iba ¢ast, merani a ciastocngm (neiplngm)
faktorovym dizajnom urcime, ktoré merania do experimentu zahrnut.

Na formalny popis faktorového dizajnu je potrebné v prvom rade zaviest zédkladné
znacenie. V tejto kapitole sme vo velkej miere ¢erpali z knihy [11] preto sme z nej aj
prebrali nasledovné znacenie.

Ozna¢me
k pocet faktorov zahrnutych v experimente
1,2, ...,k jednotlivé faktory
S; mnozinu urovni faktora [,1 =0,1,...,k,
s; = |S;| pocet urovni faktora I,l =0,1,...,k,
L mnozinu vSetkych kombinacii urovni faktorov,
M = |L| = s189 + ... s poCet prvkov L,
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N pocet vSetkych merant,
7 jednu kombinacia trovni faktorov a
r, > 0 pocet merani priradenych ku kombinacii 7.

V tejto praci sa budeme zaoberat faktorovymi experimentami, v ktorych su vSetky
faktory na dvoch trovniach. Potom s; = 2 pre kazdé [ = 1,2,...,k a M = 2*. Tieto
urovne budeme oznacovat —1,+1 alebo skratene —, 4, takéto znacenie pouziva napri-
klad [3]. Toto znacenie je motivované oznacenim vysokej trovne daného faktoru +1 a
nizkej urovne —1. Iné znacenie trovni (ktoré pouziva napr. [11]) je 0,1, motivované
oznacenim pritomnosti daného faktoru 1 a nepritomnosti 0.

Prvky L casto potrebujeme mat usporiadané. Vtedy zvycajne pouzijeme Standardné
usporiadanie, ¢o je opacné lexikografické usporiadanie. Poradie dvoch kombinécii arovni
je uréené na lexikografickom zaklade (v pripade ¢isel to znaéi, ze najprv ide nizsie ¢islo),
pricom najprv sa porovnava posledné uroven, v pripade zhody predchadzajiaca atd.
Toto usporiadanie pouZivaju okrem inych prace [11] a [2]. V inych publikiciach (napr.

[8]) sa pouziva lexikografické usporiadanie.

Priklad 4.1. Pre k =3 a s1 = sy = 2 je Standardné usporiadanie kombindcii drovni

<_7 T _)v (+7 o _)7 (_7 +, _>7 (+7 +, _)7 (_7 T +>7 (+7 > +)7 (_7 +, +)7 (+> +, +)'

Faktorovy experiment je uréeny tym, na akych trovniach su faktory v jednotlivych
meraniach. Potom faktorovy dizajn je N x k matica s riadkami vyjadrujicimi mera-
nia a stlpcami vyjadrujicimi faktory, ktora v kazdom riadku obsahuje na I-tej pozicii
prvok podla toho na akej trovni bol [-ty faktor v danom merani. Tak4d matica plne

charakterizuje faktorovy experiment.

Definicia 4.2. Faktorovym dizajnom nazijvame N X k maticu F' ktorej prvok na pozicii
(1,1) je rovny droveni l-tého faktoru v i-tom merand.

Ak r. > 1 pre kaZdi kombindciu drovni T € L, tak faktorovy dizajn sa nazyjva Gplny
faktorovy dizajn (angl. complete factorial design).

Ak r. = 0 pre niektord kombindciu drovni T € L, tak faktorovy dizajn sa nazjva

¢iastoCny (neuplny) faktorovy dizajn (angl. fractional factorial design).
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Pre . > 1 bude Y;;,5 = 1,2,...,7, znacit namerani hodnotu meranej velic¢iny
prislachajicu k j-temu meraniu, ktoré je priradené ku kombinacii trovni 7. Potom

linedrny model pre prislusnd premennt je
YT]' = Ur + ETj, (41)

kde p, je popula¢ny priemer meranej veli¢iny pri kombinécii trovni 7 a €,; je ndhodna
odchylka j-teho merania pre 7 od popula¢ného priemeru. Budeme predpokladat, Ze
vietky e,; maji stredni hodnotu 0 a konStantnu varianciu o?. Potom E(Y,;) = u, a
Var(Y,;) = 0. Budeme tiez predpokladat, Ze e,; st nekorelované.

Ozna¢me p M x 1 vektor populac¢nych priemerov pu, v $tandardnom poradi podla
kombindcii trovni. Y bude znacit N x 1 vektor nahodnych premennych Y;; v §tandard-
nom poradi podla 7 a podobne £ bude N x 1 vektor nahodnych chyb.

Potom model (4.1) mézeme zapisat vektorovo
Y = Xp+e, (4.2)

kde X je N x M matica jednotiek a nil so stipcami oznaenymi kombinaciami arovni v
standardnom poradi a riadkami oznac¢enymi podla indexov Y. Pri¢om jej prvky spliiajua

1, ak7=1,
Xrjr =

0 inak.

Teda X vyjadruje, od ktorého popula¢ného priemeru p, zavisi prvok 7j vektoru
Y. KedZe pre dané meranie 7] existuje prave jeden populaény priemer s, splhajtci
7" = 7, tak X ma v kazdom riadku prave jednu 1. Ak r, = 0 pre 7 € L, teda ak
populaény priemer z; nemeriame, tak stlpec 7 matice X ma vietky prvky rovné 0. Ak
rr = 1 pre kazdé 7 € L, potom X je matica identity ;.

Takto zapisany model ndm poskytuje informaciu o tom, akd hodnotu meranej ve-
liciny moézeme ocakéavat pri danych trovniach faktorov. Nés ale najmé zaujima, aky
maji na meranu veli¢inu jednotlivé faktory a ich interakcie vplyv, preto potrebujeme

model transformovat do viac vyhovujiceho tvaru.

Definicia 4.3 (podla [11]). Nech c¢ je M x 1 wektor spliajici ¢"1y; = 0. Potom

kontrastom nazjvame linedrnu kombindciu c* . Kontrast je teda linedrna kombindcia
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populacnych priemerov, ktorej koeficienty sa scitaji na 0.

Hovorime, Ze dva kontrasty ¢!'jn a cXp si ortogonalne, ak spliiaji ¢!'cy = 0.

Kontrast ¢ i1 je odhadnutelny pri danom modeli a pri vijbere N kombindcii iirovnd, ak
ezistuje W'Y linedrna kombindcia Yy, kde h je M x 1 vektor a E(hTY) = c¢''u. Taky

vektor h sa potom nazjva nevychyleny odhad ¢’ p.

V préci [11] je spracovanie faktorového experimentu pre citatela pochopitelne naz-

nacené v nasledujicom priklade.

Priklad 4.4. Skimame 2?(= 2 x 2) faktorovy experiment. Mdme teda 2 faktory, kazdij
je na dvoch drovniach, oznacme ich —1,+1, alebo skrdtene —,+. Potom kombindcie
drovni v Standardnom poradi si (—,—), (+,—), (—,+), (+,+). Vektor populacnijch
priemerov je

o= (e i iy i)

Nech
1
c1 = 5(—1, +]_, —1, +1)T7
potom
T 1
CLp = (o pm = fimg o+ piy)
1
= §(M++ — P e — i)

je kontrast, kedze c'14 = 0. (pyy—p—4) a (puy——p——) predstavuji vplyv zmeny irovne

faktoru Ay ak droveri faktoru As ostdva rovnakd (v prvom pripade +1, v druhom —1).

Teda tento kontrast predstavuje vplyv A; spriemerovany cez obe trovne A,. Takijto

kontrast budeme nazyvat hlavny vplyv alebo hlavny efekt (main effect) faktora A;.
Hlavny efekt faktora Ay je podobne

1
et = (e = g g+ )
1
= §(M++ — P e — i)

pre

1
Cy = 5(—1, —1, +1, +1)T

Iny kontrast, ktory sa casto skima je

1
3= 5(#—— = Hpe = Peg )
1
= §(N++ — P — (fp— — p—-))
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a teda

1
C3 = §(+1, —1, —1, +1)T,

kde (pyy — p—y) predstavuge vplyv faktora Ay, ked As je na tdrovni 1 a (pu—y — pi—_)
predstavuje vplyv faktora Ay, ked Ay je ma drovni —1. Kontrast ciu porovndva tieto
dva vplyvy a teda zistuje, ¢i vplyv Ay zdvisi od trovne Ay alebo ekvivalentne ¢i vplyv
Ay zdvist od tdrovne A;. Takyto kontrast sa nazgva vplyv (efekt) interakcie (interaction
effect) faktorov Ay a As.

Kontrasty c¢t'p, cfp a ¢k si navzdjom ortogondlne, kedze cley = cl'ez = cez = 0.

Tieto kontrasty sa daju ziskat aj zadefinovanim matice Z pomocou Hadamardovej ma-

tice H.
11
-1 1
1
J=—H

V2
Potom, ked ® znaci Kroneckerov siucin podla Definicie 2.1 z kapitoly 2, vektor

L1 1 1) [p-- Poo e pgp A+ flg + gy
-1 1 =1 1} |ps- L[ —pe T e — g+ gy
-1 -1 1 1| |ps Il (R o VRSN o (AT

L1 =TT R e e

obsahugje na svojich poslednyjch troch miestach kontrasty ctp, cXu a ctp.

Postup z Prikladu 4.4 mézeme zovSeobecnit. Nech H je 2 x 2 Hadamardova matica

11
—1 1|
nech Z; st ortogonalne matice
1
Zy=—H, 1< <k,

V2
Oznaéme V =7, 0 Z,_1 ® - ® 7. Kedze H ® H ® --- ® H je Hadamardova, plati

1
VIV = W(H@H@---@H)T

1 1
Ml/z(H®H®“‘®H>:MM[M:IM

a teda V' je ortogonalna matica.
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Definujme M x 1 vektor 3
=V

a oznacme jeho prvky S, ., kde i € {—1,+1}, I =1,2,... k s indexami usporiada-
nymi v Standardnom poradi. Pre k =2 bude 8 = (8__, 8+ _, B+, B+4)" .

Veta 4.5. Poslednijch (M — 1) prvkov vektora [ si navzdjom ortogondlne kontrasty.

T

Navyse ak vyjadrime Bi,i, i, = ¢’ p, potom c'c = 1.

Dékaz. Ozna¢me Tubovolny prvok 8 okrem prvého B, i, = Br = ¢’ u. Vieme, Ze

1

T
ML/2 he b,

ﬁT:UZM:

kde v! je riadok matice V prislichajtici kombinécii trovni 7 a Al je prislusny riadok
riadok matice H @ H ® ---® H. Teda ¢ = WhT.

Kedze H je Hadamardova matica, tak k-nasobnym pouZitim Vety 2.2 z kapitoly 2
je H® H® --- ® H Hadamardova matica velkosti M = 2*. H ma v prvom riadku
samé 1, potom aj H ® H ® --- ® H ma v prvom riadku samé 1: prvky prvého riadku
vyslednej matice totiz vznikli tak, Zze prvy riadok sa v kazdom medziprodukte vynésobil
vzdy prvkom z prvého riadku H, ¢o je +1. Potom, podla Tvrdenia 1.8 z kapitoly 1, v

kazdom z jej poslednych (M — 1) riadkov je presne polovica prvkov 1 a polovica prvkov

—1. Potom hl'1y; = 0 a teda aj cT'1); = W%hflM = 0, ¢ize B, je kontrast.

KedZe V je ortogonalna matica, tak ¢’'c = vIv, = 1. Nech dva spomedzi poslednych
(M — 1) prvkov 8 st 8, = clua B, = cfu. Potom ¢; = v, a cg = v, a teda
i ¢a = v vy, =0, kedZe V' je ortogonalna matica. O

Definicia 4.6 (podla [11]). Nech Bii,. 4, je prvok vektora 3. Oznacme
](leglk) = {l € 1,2,...,]€‘7;l = 1},

teda I(iyiz ... 1) vyjadruje mnoZinu indexov, ktoré predstavuji trovne +1 prislusnych
faktorowv.

Ak I(iyia... 1) = 11, teda mnoZina je len jednoprvkovd, hovorime Ze Bii,. .. je
hlavny vplyv (efekt) faktora A;.

Ak |I(iyty .. i) = m > 2, teda I(iris .. .ix) = {l1,la, ..., s}, hovorime, Ze Bii,. i,

je vplyv (efekt) m-faktorovej interakcie faktorov A, A, ..., 4,

m*

52



4 HADAMARDOVE MATICE A OPTIMALNY FAKTOROVY DIZAJN

Prvy prvok (v Standardnom usporiadani) vektora [, teda jediny, pre ktory plati

|I(i13s .. .1;)| = 0 nazgvame konstantnym prvkom.

Uké&Zeme, Ze tato formalna definicia je v zhode s intuitivnymi ocakavaniami o hlav-
nych a interakénych vplyvoch. Najprv si treba uvedomit, ¢o by mali efekty splitat.

Podobne ako v Priklade 4.4, predstavuje hlavny vplyv faktoru [ v k-faktorovom
experimente vplyv zmeny trovne faktoru [, ked droven vSetkych ostatnych faktorov sa
nemeni — teda normovany sucet rozdielov . — .-, kde [ je v 7 na arovni 1, v 7’ je na

urovni —1 a ostatné faktory st v 7 a 7’ na rovnakych trovniach. Cize

KZ(MT - ,uT/)a

kde K je normujica konstanta zavisiaca od poctu faktorov k, suma je cez vSetky
kombinéacie arovni faktorov 1,...,1— 1,1+ 1,...,k,
T = yig...0, 4y =1, 7 = fifo... fx, i = —1 a1, = f; pre t # . Teda aby bol

kontrast hlavnym efektom, mal by spliiat

K <Z e MT) , (4.3)

=1 i=—1
kde sumacia je cez vSetky faktory okrem /.

Analogicky ako v spominanom priklade, interakény efekt dvoch faktorov /; a ls mo-
zeme vyjadrit ako porovnanie vplyvov zmeny faktora [; pri réznych trovniach faktora

Iy, teda

K (D = 1) = Y1 — 1)) (4.4)

kde suma je cez vSetky faktory okrem [; a [y a

v 11 je faktor [y na trovni 1, faktor /y na trovni 1,

v T je faktor [y na trovni —1, faktor /5 na trovni 1,
v 73 je faktor [y na drovni 1, faktor /5 na drovni —1 a
v 74 je faktor [y na trovni —1, faktor /5 na trovni —1.

Upravime vyraz (4.4) na tvar

KZ(NJH — M1y = Hrs + #74)‘

Ked si uvedomime, ze v 71 a 74 plati 4;,4;, = 1 a v 75 a 73 plati 4,4, = —1, potom (4.4)
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sa da zapisat
ity iy =1 iy iy =—1
Podobne moézeme vyjadrit vplyvy interakcii vysSieho radu. Vplyv interakcie t fak-
torov iy, 1, ...,4, je porovhanim vplyvu ¢t — 1 faktorov 4, ,4,,...,%, , pri roznych

urovniach faktoru 7;,. Z toho vyplyva nasledovny zapis interakénych efektov.

Tvrdenie 4.7. Intuitivne chdpany vplyv interakcie faktorov ly,ls, ... l;, t > 2 sa dd

zapisat ako

T=-1

t

kde K je normujica konstanta zdvisiaca od k, T = ] 4, a sumy su cez vSetky faktory
u=1

okrem ly,ls, ..., l;. NavySe tato rovnost plati aj pre hlavné vplyvy, cize pret = 1, vtedy

T = 1.

Dékaz. Dokazeme matematickou indukciou vzhladom na ¢.

(i) Pre t = 2 sme tvrdenie dokazali vyssie, vid (4.5).
t—1

(ii) Ozna¢me T = iyiy...0, T" = ][] 41, a v vplyv interakcie faktorov ly,ls, ..., l;_1.
u=1

Potom na zaklade indukéného predpokladu plati

7:K<Z,U/T_ Z ,uT)y
T'=1 T'=-1

kde suma je cez vSetky faktory okrem [y, s, ..., l;_1. Pri danej tirovni faktoru [/; je teda

vplyv faktorov i;,,4,, ..., %, ,

Vip=iy, = K Z fr — Z pr |

T'=1ly=i;, T'=—1l=iy,
kde suma je cez vSetky faktory okrem Iy, [, ..., [;.
Efekt interakcie ¢ faktorov ¢, ,,, . . ., 7, predstavuje porovnanie vplyvu t—1 faktorov
Uy Uyy - - -5 21, PIifaktore ¢ na Grovni 1 s vplyvom ¢ — 1 faktorov pri faktore ¢ na trovni
—1. Teda efekt interakcie faktorov ;,, 4, ..., %, je Y,=1 — Vi,=—1, ¢iZe
K[( - > m)—( Y= > /LT>],
T'=1,l;=1 T'=—1,l;=1 T'=1,l;=—1 T'=—1,l;=—1
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kde sumy st cez vsetky faktory okrem i, ,1%,,...,14,. To sa d& upravit na
DR VD SIS Y
T'=1,l;=1 T'=—1l;=1 T'=1,l=—1 T'=—1ly=—1

t
a to sa rovna, ak oznac¢ime 7' = [] 4, = T",,
u=1

K(;MT— > MT>.

T=—1

Ze tato rovnost plati aj pre hlavné vplyvy je zjavné z (4.3). O

Na dokaz toho, Ze formalne definované hlavné a interakéné efekty splhaju (4.6)

budeme potrebovat nasledujicu lemu.

Lema 4.8. Nech By, Bs, ..., By su s; X s; matice pre 1 < | < k. Oznacme ich prvky:
b() je prvok v i-tom riadku a j-tom stlpci matice B;. Nech A := B, @ Bj_1 @ ... Bj.
Oznacme riadky matice A (iy, s, ..., i), 1 < iy < 5V a jej stipce (41, ja, ... k), 1 <

g1 < s Vl. Potom pre pruky matice A plati

Qi1 in,eoyi),(J1,525--Jk) | |bzl,gl

Dokaz. Lema priamo vyplyva z definicie Kroneckerovho suéinu, ked riadky a stipce
vyslednej matice znac¢ime kombindciami prvkov jednotlivych matic B;. Formalne doka-
zeme matematickou indukciou vzhladom na k.

(i) Nech B, = (bg}j)), B, = (bg?), A = By ® By, jej prvky oznacme a(, i,)(j.jz)-

v2B, b)B,
A=B, @B = | v2B, !B, -],

teda prvky v kazdom bloku (42, j2) st b2 p) Vi1 Vj1, takéto prvky st znacené a, i,), (s jo)-

12,72 711,71

Teda a, i), (j1.j2) = blz?h bzl 1> Cize tvrdenie plati pre sucin 2 matic.
(ii) Predpokladajme, Ze lema plati pre suc¢in Tubovolnych & — 1 matic. Nech
A = Bk®Bk_1®®B1 = Bk®(], kde C' = Bk_1®Bk_2®...®Bl S prvkami

Clitsizyomsin_1),(r,jordi_1) ZDAcenymi pozadovanym sposobom. Pre prvok A plati analo-
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= b(k) . 7 in-

gicky ako v prvej casti dokazu a ik Cli1 i, in—1), (G102 G5—1)

01,8250k )5 (J1,52,-+-Jk)

dukéného predpokladu vyplyva, ze

k—1
. o 1
(11,82, y1k—1), (1,02, Jk—1) — i

=1

a teda

_ U]
iy yig,enyin),(G1,525--58) — | I Zig
=1

]

Pri dalsom sktumani faktorového dizajnu vyuZijeme eSte jednu technickt lemu o

Kroneckerovom stdéine.

Lema 4.9. Pre Kroneckerov sucin dvoch matic A, B plati
(Ao B)" = A" @ BT

Dékaz. Nech A = (a;;) je my X my matica a B = (b;;) je n1 X ng matica. Potom v

blokovom zépise plati
CLHB algB
AR B = anB a»xB ---],

teda blok (i,j) matice A® B je a;;B. Potom blok (i, ) matice (A ® B)T je a;;BT.

Zaroven
CLllBT 21 BT

AT & BT = algBT a/22BT AR )

teda blok (4, j) matice AT @ BT je zhodny s blokom (4, j) (A ® B)” pre Iubovolné i, 7,

¢ize matice sa rovnaju. O

Veta 4.10. Nech |I(iyis...ix)| = t, potom pre Bii,..i, plati rovnost (4.6) z Turdenia
4.7.

Dékaz. Ozna¢me 7 = iy ...1, nech |I(7)| = t. Ozna¢me [y, ls, ..., 1; tie faktory, ktoré

st v 7 na urovni 1. Vieme, ze

1
ﬁ:V,U:Zk®Zk71®"'®Zl,U:WHk®kal®"‘®Hh
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11
-1 1

Ozna¢me prvky matice H h;;, kde riadky a stlpce st znaené troviiami faktorov i a
j. Teda v prvom riadku je i = —1, v druhom riadku je ¢ = 1 a podobne pre stlpce.
Oznaéme stlpce matice V kombinéaciami trovni, jej riadky jednotlivymi kontrastami a

teda jej prvky UBfy o pys(G1ek)
Potom podla Lemy 4.8 plati

k
1
By pps(G1edi) = ok/2 H hfzjw
=1

teda pre 3, plati
k
1
Br = Z VB, Mgt = k2 Z H Pyt (4.7)
T/ T =1

kde sumaécia je cez vSetky kombinacie trovni 7/ = j; ... j;. Kedze [ h;;, moze nado-
1

budat iba hodnoty 1 alebo —1, zistujeme len aké znamienko je pred roznymi g,

Prvok h;; nadobtida hodnotu —1, teda meni znamienko stcinu, iba ak 7; = 1 a
Ji = —1. Teda h;;;, mé& Sancu zmenit znamienko stcinu iba ak ¢ = 1. Potom cely
produkt mézeme zapisat ako produkt cez mnozinu Iy, lo, ..., l,. Cize
k t
H hijj, = H hij, = H hizujzu'
1=1 i=1 u=1

t

Oznac¢me T' = [] hy, j, - Potom g je vo vyraze (4.7) so znamienkom + ak 7' =1 a so
u=1

znamienkom — ak 7' = —1.

Teda 3, mozeme zapisat

1 : 1
B =5 2 1 i = 5 (ZMT/ - /@) :

7 u=1 T=1 T=-1

]

Teda formélna definicia hlavnych a interakénych vplyvov je v zhode s intuitivnym

vnimanim tychto vplyvov.

57



4 HADAMARDOVE MATICE A OPTIMALNY FAKTOROVY DIZAJN

KedZe V je ortogonalna matica a 8 = Vpu, tak p = V3. k-ndsobnym pouzitim
Lemy 49 plati VI = (2, @ Zp 1 @@ Z)' = (ZF @ ZL | ® - o ZT), ¢ize

p=(Zy ® Zi_, @ @ Z)P.
Potom model (4.2) mézeme pomocou efektov zapisat
Y=X(ZleozZl | @0 ZD)p+e (4.8)

Tym sme zapisali model tak, Ze vyjadruje vplyvy faktorov a ich interakcii na meranu
veli¢inu.

Poznamenajme, Ze pre maticu V plati: kedze

tak podla Lemy 4.8 je kazdy prvok v prvom riadku matice V' rovny

1= =11>% =37
=1 =1 \/§ 2 /

Teda prvy stlpec matice V7 sa skladé zo samych 2]% Teda, ekvivalentne, H' ®.. . @ H”

je seminormalizovana.

4.2 Ortogonalne polia

Pri skiimani ¢iasto¢ného faktorového dizajnu vyuzijeme tzv. Ortogonélne polia. Najprv
ale ¢itatela s porblematikou ortogonalnych poli obozndmime a ukidZeme ako st s nimi

prepojené Hadamardove matice.

Definicia 4.11 (podla [11]). Nech S je mnoZzina s prvkov. N x k matica A sa nazyjva
ortogonalne pole (orthogonal array) s s tiroviiami, so silou ¢ a indexom X\ (pre t spliiajiice
0<t<k)akkazdi N x t podmatica A obsahuje kaZdi usporiadani t-ticu prvkov z S
presne A\-krdt ako riadok. Znacime ho OA(N, k, s,t).

Index A sa v zapise ortogonalneho pola neuvéadza, kedZe je priamo vypocitatelny zo

zvysnych parametrov.

Tvrdenie 4.12. Nech A je OA(N,k,s,t) s indezom X\, potom A = N/s'.
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Dékaz. Pocet rozdielnych t-tic prvkov z S je s'. Vezmime Tubovolni N x t podmaticu
A’ matice A. Potom kazda t-tica sa vyskytuje ako riadok A’ rovnako ¢asto. Celkovo
obsahuje A’ N riadkov a teda kazda t-tica sa vyskytuje ako riadok A’ presne N/s'-
krat. O]

Ak s > 2, prvky mnoziny S sa znacia zvycajne 0,1,...,s — 1. V tejto praci sa vSak
budeme zaoberat najméa ortogonalnymi polami s 2 troviami, vtedy S bude zvy¢ajne
{—1,1}, v sulade so znacenim urovni vo faktorovom experimente.

Sila ¢ pol'a A znaéi, Ze ak vyberieme I'nubovolnych ¢ stlpcov, bude sa v nich vyskytovat

kazda mozna t-tica prvkov S a navySe sa budu vyskytovat rovnako ¢asto.

Priklad 4.13. Nasledovné je OA(2,5,2,1), kedZe je to 2 x5 pole s prokami z mnoZiny
{—1,1} welkosti 2 a v kaZdom stlpci obsahuje —1 aj 1 presne raz (md teda index X = 1).
-1 -1 -1 -1 -1
1 1 1 1 1
Priklad 4.14. KaZdd dvojica stlpcov 8 x 3 pola A uvedeného niZsie obsahuje ako riadok
kazdi uspriadani dvojicu prvkov z mnoziny {—1,1}, éize (—1,—1),(—1,1),(1,-1),(1,1),

presne 2-krdt (md teda index A = 2). Teda je to ortogondlne pole OA(8,3,2,2).

-1 -1 -1

-1 1 1

1 -1 1

Ao 1 1 -1
1 1 1

1 -1 -1

-1 1 -1

_—1 —1 1_

Lema 4.15. Ak A je OA(N,k,s,t) am <t, potom A je aj OA(N, k,s,m).

Dékaz. Nech A je OA(N, k, s,t). Vezmime bez ujmy na vieobecnosti prvych m stipcov
A a ozna¢me nimi vytvorent maticu A’. Ak by sme nevzali prvych m stlpcov, mohli
by sme permutovat stlpce A a vytvorif ortogonalne pole B, ktoré je OA(N, k,s,t) a
jeho prvych m stlpcov tvori A’. Ukazeme, ze A’ obsahuje kazda m-ticu prvkov z S ako

riadok presne A = N/s™-krét.
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Uvazme t stipcov A obsahujucich stlpce A’ doplnené o Iubovolnych inych ¢ — m
stlpcov A, oznaéme nimi tvorent maticu A”. Teda A” = [A’ C]. Oznaéme v [ubovolnu
m-ticu prvkov z S. Potom pocet rozdielnych ¢-tic prvkov z S zaéinajicich na v je st=™.
Zaroven, kedze A je sily ¢, kazda t-tica sa vyskytuje ako riadok A” N/s'-krat. Vyskyt
v ako riadku v A’ je suc¢tom vyskytov rozdielnych t-tic v A” zacinajucich na v, ¢ize

N

st

Stfm

a to sa rovna N/s™. Teda A je sily m. O

Lema 4.16. Nech A je OA(N,k,s,t), potom lubovolngjch m < t stlpcov A tvori
OA(N,m,s,m).

Dékaz. Nech A je OA(N, k,s,t). Podla Lemy 4.15 je A aj OA(N, k,s,m). Nech A’ je
N x m podmatica A. Kedze A mé silu m, obsahuje A’ kazdu m-ticu ako riadok presne
N/s™-krat. Zaroven je A’ N x m matica s prvkami z s-prvkovej mnoziny. Teda A’ je

OA(N,m,s,m). O
Teraz mozeme ukazat prepojenie Ortogonalnych poli a Hadamardovych matic.

Veta 4.17. Ortogondlne pole OA(4X, 4\ — 1,2,2) existuje prave vtedy, ked existuje

Hadamardova matica velkosti 4.

Dékaz (na zéklade [11]). Nech A je OA(4\,4X—1,2,2) pre Grovne z mnoziny S={—1,1}.
Ozna¢me tiez N = 4\, teda A je N x (N — 1) matica s prvkami z mnoziny {+1}. Nech
H = [1y A], teda H je N x N matica s prvkami z mnoziny {£1}. Ukdzeme, ze H je
Hadamardova matica velkosti N.

HTH 1% [1]\; A} _ N 1TA
AT AT1y ATA
Oznaéme prvky matice A a;; a jej stlpce a;. Kedze A ma silu 2, tak pre jej Tubovolné

dva stipce a;, a; plati ze obsahujt v riadkoch kazdu z (—1,—1), (1,—1), (=1,1), (1,1)

presne (N/4)-krat. Teda ny = |{ila;j = —1,as% = 1}| = & a podobne definované
n® =n- =nf = I Pocet prvkov stlpca a;, ktoré sa rovnaja 1 je teda nf +n* =&

a takisto pocet -1 v j-tom stlpci je %

Potom

N
j=1

7;2(11'21 i:ai:—l
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ateda 15A=0%_, a AT1y = (154)T = 0n_1.

Zéaroven pre j # k :

ajay=ni-1-14+nt-1-(=1)+ny-(=1)-1+n-(=1)-(-1) =

ateda ATA= NIy_;.

Potom
N 0y,

On—1 NIy

HTH = = Nly,

¢ize H je (seminormalizovana) Hadamardova matica. Tym je dokdzany jeden smer
ekvivalencie.

Pre dokaz druhej implikicie opéat ozna¢me N = 4\. Nech Hy je seminormalizované
Hadamardova matica velkosti N, nech S = {—1, 1}. Vynechanim prvého stlpca vznikne
N x (N — 1) matica, ozna¢me ju A. Potom spliia A definiciu ortogonalneho pola
OA(4N, 4\ — 1,2, 2), kedze mé spravnu velkost, jej prvky st z dvojprvkovej mnoziny S
a A méa silu 2 podla Tvrdenia 1.8 v kapitole 1: podmatica tvorena I'ubovolnymi dvoma,
roznymi stipcami A obsahuje ako riadok (-1,-1), (1,-1), (-1,1), (1,1) presne (N/4)-krat,
¢ize A-krat. O

Veta 4.18. Ortogondlne pole OA(N, k,2,2u) existuje prave vtedy, ked existuje ortogo-
ndlne pole OA(2N, k +1,2,2u+ 1)

Dékaz (na zéklade [11]). Nech A je OA(N,k,2,2u) s indexom A, nech S = {1,—1}.
Oznacme
-4 Iy 2N xk+1

Je zjavné, ze —A je tiez OA(N, k,2,2u), kedZe vznikla len preznaenim prvkov A.
Ukazeme, ze B je OA(2N,k + 1,2,2u + 1), takisto s indexom A. Ozna¢me t = 2u + 1.
Nech B’ je 2N x t podmatica B. Moézu nastat dva pripady.

(1) Posledny stlpec B je zaroven (poslednym) stipcom B’. Potom kazda (¢ — 1)-tica
z prvkov 1,-1 sa nachadza v prvych t — 1 stIpcoch prvych N riadkov B’ A-krat, kedze
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A ma silu t — 1. Potom kazda t¢-tica konciaca na -1 sa nachadza ako jeden z prvych N
riadkov B’ presne A\-krat. Teda kaZzda t-tica kon¢iaca na -1 sa nachadza ako riadok v
celej B’ presne A\-krat, kedZe v druhych N riadkoch koné¢i kazdy riadok na 1. Podobne
kedZe —A ma silu t — 1, kazda t-tica konéiaca na 1 sa nachadza ako riadok v druhych
N riadkoch B’ a teda ako riadok v celej B’ presne A-krat. Teda v takom pripade je
splnena definicia pre silu ¢.

(41) Posledny stipec B nie je stipcom B’. Bez ujmy na vieobecnosti predpokladajme,
7e B’ sa sklada z prvych ¢ stlpcov B. Nech v = v,vs . .. v je t-tica prvkov z S. Definujme
n(v) pocet riadkov A zaéinajucich na v. Potrebujeme teda dokézat, ze pocet riadkov
B zac¢inajucich na v je . Teda, Ze pocet riadkov A zacinajucich na v s¢itany s po¢tom
riadkov — A za¢inajicich na v je A, ¢ize n(v) + n(—v) = .

Nech v’ je t-tica, ktoréa sa lisi od v prave na j-tom mieste. Ozna¢me [ (t — 1)-ticu
vytvorent vynechanim j-teho miesta v. Vieme, ze A ma silu t — 1 a teda ak vyberieme
tych t—1 jej stipcov, v ktorych st v a v’ rovnaké, bude sa v nich vyskytovat { \-krat. To
je zaroven pocet riadkov A zacinajucich na v séitany s poc¢tom riadkov A zacinajucich
na v', kedZe na j-tom mieste v lubovolnom riadku A sa nachadza bud 1 alebo -1 a
vznikne tak z [ bud v alebo v'. Teda n(v) +n(v') = A

Nech v” je taka t-tica, ktord sa 1isi od v presne na dvoch miestach, nech su to j;
a Jo. Potom j-tica, ktora sa lisi od v prave na j;-tom mieste, sa teda zhoduje s v” na
ji-tom mieste, ale 1i8i sa od v” na jo-tom mieste a v8ade inde sa s v” zhoduje. Oznac¢me
ju v'. Teda v’ sa lisi od v aj v” na presne jednom mieste. Potom n(v) — n(v”) =
n(v) —n(v') +n@) —n(@") ==X =0, teda n(v) = n(v").

Matematickou indukciou sa da dokazat, Ze pre w a w’, ktoré sa liSia na parnom
pocte miest, plati n(w) = n(w’). Prvy krok, pre t-tice, ktoré sa lisia na 2 miestach,
sme dokazali vyssie. Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre kazdé dve t-tice, ktoré sa
lisia na 2k miestach. Nech w a w’ sa liSia na 2k + 2 miestach pre k > 1. Zvolme w”
taki ¢-ticu, ktora sa zhoduje s w a w' na ich rovnakej ¢asti a spomedzi 2k + 2 miest,
na ktorych sa w a w’ liia, sa zhoduje s w na presne dvoch miestach. Teda w” sa lisi
od w na 2k + 2 — 2 = 2k miestach a od w’ sa lisi na 2 miestach. Podla indukéného
predpokladu plati n(w) = n(w”) a podla dokazu prvého kroku plati aj n(w’) = n(w”).
Potom n(w) —n(w') = n(w) —n(w”) + n(w"”) — n(w') =040 = 0, teda n(w) = n(w’)
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a tym je pomocné tvrdenie dokazané.

Vratme sa k v a v/, ktoré sa lisia na jednom mieste. Potom ¢’ sa 1i§i od —v vSade
okrem jedného miesta, ¢ize na t — 1 = 2u + 1 — 1 = 2u miestach, ¢o je parne cislo.
Teda plati n(—v) = n(v’). KedZze sme ukazali, ze n(v) + n(v') = A, tak pocet riadkov

B zag¢inajucich na v je n(v) + n(—v) = n(v) + n(v’') = A, ¢o sme chceli dokazat.

Na dokaz opa¢nej implikacie predpokladajme, ze A je OA(2N,k + 1,2,2u + 1) s
indexom A, pricom S = {—1,1}. Podla Lemy 4.15 pre m = 1 je A sily 1, teda kazdy
jej stlpec obsahuje 2N/2 = N-krat —1 a N-krat 1. Teda Specialne to plati aj pre prvy
stlpec. Mozeme predpokladat, ze prvych N riadkov A za¢ina na -1, ked Ze permutovanim
riadkov ostane stéle ortogonalne pole OA(2N,k + 1,2,2u + 1). Ozna¢me maticu B
tvorent prvymi N riadkami A vynechanim prvého stlpca. Teda

-1y B
Iy C
Ukéazeme, ze N x k matica B je OA(N,k,2,2u) s indexom A. Ozna¢me t := 2u + 1.

A:

Nech v je (t — 1)-tica prvkov z S. Vezmime Tubovolnych ¢ — 1 stipcov B, potrebujeme
dokazat, Ze sa v nich vyskytuje v ako riadok A-krat. Ak sa pozrieme na prislusnych
(t — 1) stlpcov A a pridame k nim prvy stlpec, mame ¢ stipcov. Kedze A ma silu ¢,
vyskytuje sa v nich kazda ¢-tica ako riadok A-krat. Teda obsahuju ¢-ticu (—1, v) A-krat.
(—1,v) za¢ina na -1 a teda sa vyskytuje iba v prvych N riadkoch. Potom vybrané stipce
A bez prvého stipca obsahuji v medzi prvymi N riadkami A-krat. Teda Tubovolnych
t — 1 stlpcov B obsahuje v A-krét, ¢o sme cheeli dokéazat. n

Dosledok 4.19. Ortogondlne pole OA(8), 4\, 2,3) existuje prave vtedy, ked existuje

Hadamardova matica velkosti 4.

Dokaz. Podla Vety 4.17 existuje OA(4\, 4\ — 1,2,2) prave vtedy, ked existuje Hada~
mardova matica velkosti 4\ a podla Vety 4.18 existuje OA(8),4\,2,3) prave vtedy,
ked existuje OA(4\, 4\ —1,2,2). O]

4.3 Ciasto¢y faktorovy dizajn

Ako sme uz spominali, mnozstvo merani N = M potrebné na uskuto¢nenie tplného

faktorového experimentu moze byt velmi vysoké. Uz pri k& = 7 faktoroch je pocet
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merani N = 27 = 128, ¢o modze byt z ¢asového alebo finanéného hladiska netinosné. V
takych pripadoch sa skumaju iba niektoré vplyvy a podla toho sa uskuto¢nia merania
iba pre niektoré kombinécie tirovni, tie tvoria ¢iastocny (nedplny) faktorovy experiment.
Tato podkapitola navdzuje na podkapitolu 4.1 Faktorovy dizajn, znacenie teda
ostéva rovnaké.
Predpokladajme, Ze niektoré prvky [ su zanedbatelné, a teda moézu byt poloZené

nule. Potom model (4.8) sa da zapisat
Y = XUry + e, (4.9)

kde v je R x 1 vektor zlozeny z R prvkov vektoru 3, ktoré sme nepolozili nule, U je
M x R podmatica matice Z] @ Z! | ®---®@Z] pozostévajicaz R stlpcov prislachajucich

k R prvkom f, ktoré ostali v ~.

Definicia 4.20. Nech plati model (4.9), potom matica C takd, Ze
C=U"X"XU

sa nazyva informacna matica pre v v modeli (4.9).

Ked v modeli (4.9) nepotrebujeme odhadnut vetky parametre, ktoré sa v nom

vyskytuji, je vhodné ich rozdelit do dvoch ¢asti
Y:XUl’)/l—i-XUQ’}/Q, (410)

kde prvky v, ktoré chceme odhadnut ddme do R; x 1 vektora v;. Do Ry x 1 vektora 7,

dédme ostatné prvky modelu, teda tie, ktoré neodhadujeme, hoci sme ich nezanedbali.

Definicia 4.21 (podla [8]). ZovSeobecnenou inverznou maticou k {ubovolnej matici A

nazyvame takid maticu A~ , pre ktoriu plati
AATA=A.
Definicia 4.22 (podla [8], [11]). Nech plati model (4.10), definujme
C=UX"(Iy - XUy(UF XTXU,))"UF XTX U,

kde horny index ~ oznacuje zovseobecneni inverzni maticu. Potom C' sa nazyva infor-

mac¢néa matica pre y; v modeli (4.10).
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Ak 72 neobsahuje Ziadne parametre, tak Iy — XUy (U X7 XU,)"UF X7 interpre-
tujeme ako Iy a teda C = U XTXU, = U'XTXU, ¢o je informacna matica pre

nerozdeleného modelu (4.9).

Tvrdenie 4.23 (podla [8], [11]). Vsetky prvky v1 su odhadnutelné, prave vtedy ked
C' je reguldarna. Potom odhad metddou najmensich Stvorcov je BLUE (najlepsi nevy-
chyleny linedrny odhad) a je rovny 41 = C'UT XT (Iy — XUx(UF XTXU,) U7 XT)Y
pre neprdzdny vektor ~s. Pre vy = v je odhad metodou najmensich Stvorcov 4 =
CWUTXTY = (UTXTXU)"'UTXTY.

Variancia odhadu v, je potom Var(%,) = o?C~1L.

Dékaz. Dokaz v [8]. O

KedZe jednym z cielov dizajnu experimentu je mat pre odhad parametrov ¢o naj-
mensiu varianciu a td je rovna o2C~!, Statistici definovali rozne typy optimalnych

dizajnov, ktoré v istom zmysle minimalizuja C~! a teda varianciu odhadu.
Definicia 4.24 (podla [8]). Dizajn D z mnoZiny M sa nazyva

A-optimalny, ak stopa C~! je minimdlna spomedzi véetkijch dizajnov z mnoZiny

m,

D-optimalny, ak determinant C~' je minimdlny spomedzi vietkyjch dizajnov z

mnoziny M,

E-optimalny, ak najvicsia vlastnd hodnota C~' je minimdlna spomedzi vietkijch

dizajnov z mnoziny M.

Poznamenajme, ze kedze tato definicia uvazuje vSeobecny dizajn, Definicia 3.5 z
kapitoly 3 je jej Specidlnym pripadom. Pre dizajn vazenia X je totiz informa¢na matica
XTX. Kedze ma vSak jednoduchy zapis, zvycajne sa nepomentiva, aj ked v niektorych
pracach (napr. [15]) sa nazyva informa¢nou maticou.

[8] a [14] uvadzaji zovSeobecnenie Definicie 4.24.
Definicia 4.25 (podla [8], [14]). Nech C' je informacnd matica pre dizajny z mnoZiny
M. Dizajn D z mnozZiny M sa nazyva univerzalne optimélny ak minimalizuje ¢(C') pre

kazZdi funkciu ¢ zobrazujicu z mnoZiny kladne definitnijch matic velkosti K do redlnych

cisel, ktord splna
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(i) ¢ je konvernd;

(1) (ciMy + coMy) > d(cMy) pre kaZdé skaldry cy, cy, ¢ spliiajice, Ze ¢ > ¢ + ca,
c1 My + co My je kladne definitnd a cM; je kladne definitnd;

(iii) ¢(M) je permutacne invariantnd, t.j. ¢(PMPT) = ¢(M) pre kazdi kladne defi-

nitnid maticu M a pre kaZdu permutacni maticu P velkosti K.
Tvrdenie 4.26. Podla (8] plati, Ze ak je dizajn univerzdlne optimdlny, tak je aj D-,

A- a E- optimdlny, kedZe funkcie

(M) = In(det(M 1))

$3(M) =najvicsia vlastnd hodnota M~!

splriagii viastnosti (i), (i) a (iii) z definicie 4.25.
Je zrejmé, Ze ¢po a ¢z predstavuji A- a E- optimalitu. KedZe argument minima

funkcie In(¢) je ten isty ako argument funkcie ¢, tak ¢, predstavuje D-optimalitu.
Definujme dalsie vlastnosti charakterizujuce ¢iastoény faktorovy dizajn.

Definicia 4.27 (podla [10]). Hovorime, Ze ciastocny faktorovy dizajn je rozliSenia r

(resolution r ), ak spliia

(i) akr je nepdrne, tak vSetky hlavné efekty a vSetky efekty nanajvys % faktorov si

odhadnutelné, ak vsetky efekty viac ako T;Ql faktorov siu zanedbané.

(i) ak v je pdrne, tak vsetky hlavné efekty a vsetky efekty nanajvys § — 1 faktorov si

odhadnutelné, ak vietky efekty aspori 5 + 1 faktorov si zanedbané.

C’iastoény’ faktorovy dizajn sa nazyva nasyteny, ak pocet odhadovanych parametrov
je rovnaky ako pocet merani N.
Hovorime, Ze ciastocny faktorovy dizajn je ortogonélny, ak lubovolné dva odhady

efektov su nekorelované.

Poznamenajme, Ze zvycajne okrem hlavnych a interakénych efektov odhadujeme aj
konstantny prvok S_; . _; a teda zvycCajne je nasyteny taky dizajn, ktory odhaduje
N — 1 efektov a konstantny prvok.
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Veta 4.28. Nech existuje ciastocny faktorovy dizajn D, taky, Ze jeho informacnd matica
je Cp = %]Rl. Potom D je univerzdalne optimdlny ciastocny faktorovy dizajn rozlisSenia
t+ 1, teda M z Definicie 4.25 je mnozZina vsetkych ciastocnijch faktorovijch dizajnov

rozlisenia t + 1.
Dékaz. Tato veta je dokdzana v [8]. O

Ortogonélne polia st vel mi tizko prepojené s faktorovym dizajnom: ortogonélne pole
OA(N, k,2,t), uréuje N kombinacif trovni k faktorov v 2% faktorovom experimente.
Teda i-ty riadok ortogonélneho pola predstavuje kombinécie trovni na ktorych usku-
toCiiujeme i-te meranie. Cize ortogonélne pole predstavuje ¢iastoény faktorvy dizajn

F. Takyto dizajn F' bude mat uzitocné vlastnosti, ako ukazuje nasledujtca veta.

Veta 4.29. Ak ciastocny faktorovy dizajn F je OA(N, k,2,t), t > 2, potom je ortogo-

ndlny a rozlisenia t + 1.

Dékaz (na zéklade [11]). Nech neuplny faktorovy dizajn F' je OA(N, k,2,t).
Pripomenime, ze C' = Ul X7 (Iy — XUy (UF XTXU,)~UF XT) XU,

Ak t je parne, r = t+1 je neparne. Potom uvazujeme v = () a ; = y pozastévajicu z
konstantného parametru, hlavnych vplyvov a vplyvov nanajvys % = % faktorov. Staci
v takom pripade ukazat, ze stlpce matice XU st ortogonalne. Potom C' = UTXTXU
je diagonalna matica. Navyse je v takom pripade regularna, kedze stlpce XU nie si
nulové a teda diagonéla C' je nenulova.

Ak t je neparne, r =t 4+ 1 je parne. Potom uvazujeme -, pozostéavajicu z interakc-
nych efektov § = % faktorov a ~; pozostavajicu z konstantného parametra, hlavnych
efektov a interakénych efektov § —1 = % faktorov. V takom pripade stac¢i ukazat, ze
stlpce matice XU, st navzajom ortogonalne a Ze kazdy stlpec XU je ortogonalny na
kazdy stlpec XU,. Ak to dokdzeme, potom mozeme upravit C' na C = UL XTXU; —
U XTXU,(UF XTXU,)~UF XTXU,. Potom UL XTXUy(UF XTXU,)"UF XT XU, = O,
a UI'XT XU, je diagonalna matica. KedZze stlpce XU, nie st nulové a teda diagonéla
je nenulova, tak C' = UL XT XU, je regularna diagonilna matica.

Ukézeme teda, ze v kazdom pripade je C' regularna diagonalna matica, potom va-

riancia odhadu najmensgich §tvorcov bude ¢?C~1, ¢o bude opit diagonalna matica, teda
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jednotlivé odhady budu nekorelované, dizajn bude ortogonalny.

Ozna¢me riadky aj stlpce X(nxm) kombindciami trovni. Teda X obsahuje riadky
prislichajtcie kombinaciam trovni danych faktorovym dizajnom F a stlpec pre kazdu
moznt kombinaciu trovni. Oznac¢me riadky U(y/xr) kombindciami arovni a stipce U
parametrami (3.

matice XU v riadku (ji,j2-..,jx) a stlpci Bijiy iy,

Ak je prvok L (1,521 Biy in...i,
potom to znaéi, ze vznikol vynasobenim riadku (ji, j2 . . . , jx) matice X a stlpca Bivig...ix
matice U. Kedze v riadku (jq,jo ..., jx) matice X je 1 prave na mieste

(jlij cee 7jk)7 (j17j2 cee 7jk)7 tak je teda prVOk (XU)(jl,jz...,jk)ﬂili?..ik rovny prvku
(jl,jg RN 7jk) matice U v StIpCl ﬁilhmik? teda u(j17j2"'7jk)ﬁi1i2uik .

Ked7e U vznikla vyberom R stipcov Z ® ZF | ®---® ZI, tak pre jej prvok u podla
Lemy 4.8 plati

k
WU(G1,g2- k) Biyig...ig || Wy iy 5

kde w;, ;, je prvok (ji,4;) matice Z'. Ak ozna¢ime prvky matic Z; z(4, j), tak z(i;, j;) =
wj,,- Teda pre kombinaciu drovni (ji,js2 ..., i) z faktorového dizajnu F' a kontrast

Bivig..i, % vektoru v plati

(XU)(J'17J'2-~~,jk)ﬁ¢1i2..4ik = U1 ,52..5k) Biyig...4 Zla]l

”:»

Potom skalarny suéin dvoch stlpcov matice XU prislachajtcich k dvom réznym

parametrom S, i, & B¢ f,..5 j€ TOVIY

Z Hz(iz,jz)z(fz,jz)7 (4.11)

(d172-.-Jk) 1=1
kde suma je cez vSetky kombinacie trovni (jijs...jk), na ktorych sme uskutocnili
merania, teda cez vsetky riadky dizajnu F'.

Potrebujeme dokazat, ze vyraz (4.11) je nulovy pre B, ip & Bfifo.. £, KtOTé st

(i) hlavné vplyvy alebo vplyvy nanajvys 5 L faktorov pre parne t. Pre také parametre
potom pre I z Definicie 4.6 plati |I(iyiz... )| < 5, [I(fifo... fx)] < 5. Teda

pocet 1 v {i1,is,... i, f1, fo, ..., fr} je nanajvys £ + £ =t;
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(i) hlavné vplyvy alebo vplyvy nanajvys 5t faktorov, alebo jeden z nich je vplyv

t1

t— faktorov, pre neparne ¢t. Ak st obidva parametre hlavné vplyvy alebo vplyvy

nanajvys 5+ faktorov, potom |I(iyis ... i) < 5% a [I(fife-.. fu)] < 5 a teda
pocet 1 v {iris.. ik, fifo... fr} je nanajvys St + 51 = ¢ —1 < ¢. Ak jeden z
nich, nech je to bez ujmy na vSeobecnosti 3;,4,. i, je hlavny vplyv alebo vplyv
nanajvys % faktorov a druhy je vplyv % faktorov, potom |I(i1ig ... 1i)| < %
a [I(fifs... fi)| = B Takze poet 1 v {iy, iz, ... ik, f1, fo, .-, fx} je nanajvys

t=1 4l
L=

(iii) Specialny pripad je konStantny prvok B-1-1,..—1, ktory nemé ziaden prvok svojho
indexu rovny 1. Preii potrebujeme ukézat, Ze skalarny stucin dvoch stipcov matice,
z ktorych jeden prislacha _; _; __; adruhy 3,4, ., je rovny 0. Pritom pre parne
¢ berieme také 3 4,..i,, ze [I(iyiz ... i) < & a pre neparne t je [I(iriy . .. i) < 5
alebo |I(iyis... i) < 5.V kazdom pripade plati [I(iyia... i) < ¢ a teda v

mnozine {—1,—1,...,—1,41,49, ..., } je nanajvys ¢t prvkov rovnych 1.

Teda bez ohladu na paritu t sta¢i ukéazat, ze vyraz (4.11) sa rovna nule pre také

parametre 3,i, i, & B fo..f., kde poet 1 v {iy, ia, ..., 0, f1, f2, ..., fr} je nanajvys ¢.

Pripomenme, Ze pre kazdé 1 <[ < k plati

1 11
7 = —H =

1
V2 V21
a oznacme prvky matice H h(i,j). Kedze z(i,7) = j:\/ii, tak plati

L . 1 1 1
EZ(Zth)Z(fz,Jz) = im = i? = iﬂ»

kedze M = 2F. TakZe o tom, & sa stcet (4.11) tychto produktov vynuluje, rozho-
duju znamienka jednotlivych s¢itancov, kedZe v8etky s¢itance maju rovnaki absolutnu
hodnotu. Potrebujeme teda zistit aké znamienka maju jednotlivé siciny.

k
Rozpisme produkt [] z(i;, 71)2(fi, ji) na
=1

Z(’il,jl) L Z(Zk,jk) . Z(flajl) Co Z(fk,jk) (412)

Vieme, Ze prvy riadok H sa sklada iba z 1, teda 2(—1,-1) = 2(-1,1) = —. Ak

teda pre [ € {1,...k} plati iy = —1, resp. f; = —1, potom prvok z(i, j;), resp. z(fi, 71)
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nemé pre Ziadne j; na znamienko produktu (4.12) vplyv. Vplyv maju teda iba tie [

pre ktoré bud i;, alebo f;, alebo obidve st rovné 1. Takych je nanajvys ¢, ozna¢me ich

li,lo, ..., lyn, kde m < t, navySe ich rozdelme na
ly,..., 1, pre ktoré st 7, aj f;, rovné 1,
ley1, ..., 1g, pre ktoré st ¢, rovné 1 a f;, rovné -1 a
lg+1, ..., L, pre ktoré sa 7, rovné -1 a f; rovné 1.

Teda produkt (4.12) sa rovna

1 o . .
Mh/(“l?jll) Tt h’(/llmuylm) : h(fll?jll) T h(flmajzm)

a teda sumu (4.11) mdZzeme zapisat

r .. . . .
Z Mh(zlpjh) ' -"'h(llmajlm) 'h(fllajh) T 'h(flmajlm)u (413>
(Fry seesdtm)
pricom suma je cez tirovne ortogonalneho pola na vybranych stipcoch 5, ..., 7. .

Vo vyraze (4.13) sa vyskytuja "zbytocné" prvky: pre p > c je iba jeden z ;,, j;, rovny
1, druhy je rovny -1, teda iba jeden z nich mé potenciél zmenit znamienko sucinu, a
predsa st v zapise zahrnuté oba: pre ¢ < p < ¢ plati h(f;,,j;,) = 1 pre Tubovolné ji .
Taky prvok je zbytoc¢ny, kedZe nemeni znamienko produktu. Podobne pre p > ¢. Takze

(4.13) sa d4 upravit na

Z %h(ilujh) et h(ilc’jlc) ) h(flujh) et h(flc7jlc)'

(jllv"'7jlm)
’ h(ilc+l7jlc+l) et h(ilelq)'

W frgns igen) oo B i) (4.14)

kde uz vietky i;,, fi, st rovné 1. Potom o znamienku jednotlivych ¢lenov h(iy,, 51, ), h(fi,, ji,)
rozhoduje hodnota j;,. Ak j,, = —1, tak h(iy,,j,) = —1; ak j;, = 1, tak h(i;, 5;,) = 1,
podobne pre h(f; , ji,). Teda o znamienku produktu (4.12) rozhoduje m-tica j;,, ... j,,.
Podla Lemy 4.16 vieme, ze m stlpcov F, li,...l,,, tvori ortogonalne pole sily m,
oznacme ho A. V A sa teda kazda m-tica Jiys-- -+ J1,, nachadza A\ = Zim—krat. Kedze

znamienka jednotlivych produktov zavisia prave od j;,, ... J,,, tak kazdych 2% sucinov
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(4.12) prisluchajucich jednej m-tici méa rovnaké znamienko. Také suciny sa daju zapisat

ako

(Hh it Ji, )0 (fi, J1,) ) < H h(ilp,jlp)> < H h(fzp,jl,,)) :

p=c+1 p=q+1

Ozna¢me $tandardne S = {—1,+1}. (4.14) je suma produktov cez vietky také m-tice

v A a teda sa rovna
q m
a5 55 (Totiintrein ) (T wein ) ( 1T o)
Ji, €5 51,€S i, €S \p=1 p=c+1 p=q+1

Od j;,, zavisi az posledny produkt a teda suma sa dé& zapisat ako

M2m DI np( H h(fi,. i, ) > hlfi i),

1, €S G1,€S iy p=q+1 Jim €5

K= (Hh i, Ji, )P fi, 5 Ji,) > ap= ( H h(iy,, ji, ) '

p=c+1

Navyse > h(fi,.,ji,) = —14+1=0 a teda cela suma je rovna nule.
Jim €S
Problém by mohol nastat, ak ¢ = m, teda by nebol Ziaden index [,,, v ktorom by bolo

ii, Tovné -1 a f; rovné 1. Ak by zaroven ale platilo ¢ < m, teda ¢;,, =1 a f;,, = —1,

tak by sa dal vyraz (4.14) upravit na

1
=D 90 SEND ST § | RIURER) B SRIIRIR!
J, €S JI,€S i,y p=c+1 Ji, €5
k= (Hh leajlp flp,]zp)>

a platilo by > h(i,,,5,,) =—1+1=0.
jlm es
Vyraz (4.14) by sa nedal vynulovat, keby nastalo ¢ = m. To by ale znaéilo to, Ze

ir=fi=1lprel €{li,ly... I}
i, = fi, = —1lprepe{1,2...,m}

teda i1,...,1; a fi,..., fr st totozné. My sme ale uvazovali rozdielne 3;, ., B . f.-

Takze urcite plati ¢ < m, ¢ize vyraz (4.14) je skutocne rovny 0. O
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Veta 4.30. Pri pouZiti dizajnu F' a vektorov vy, a vy, z Vety 4.29 je variancno-kovariancénd
matica odhadu Y,

R M
Var(v;) = O'ZNIRl

a dizajn F' je univerzdlne optimdalny dizajn rozlisenia t + 1.

Dékaz. Nech netplny faktorovy dizajn F' je OA(N,k,2,t). Dokazali sme, Ze matica
C(Rr,xry) je v takom pripade diagonalna a plati C' = Ul X XU,. V dokaze minulej vety
sme zaroven ukazali, ze pre Tubovolné dva parametre prislusného vektora ~; plati, Ze

skalarny stcin nim prislichajicich stipcov XU je (4.11), ize

Z HZ Zl>]l fb]l)

(912---98) 1=
Nech f;,. 4, je Iubovolny prvok ~. Potom diagonalny prvok Cai, iy iy, J€ skalarnym
sucninom stfpca XU, prislachajiucemu k f;, ;, samého so sebou, ¢o sa podla (4.11)

rovna

> T #6030 30 (4.15)

(d1d2---jk) 1=1
To sa d&, podobne ako v dokaze Vety 4.29, upravit na tvar

k
M Z H Zla]l

(J1d2.--Jr) =1

Kedze h(i;, 7)) = £1, tak (h(i;,7))* = 1 a teda suma Y. ﬁ(h(il,]’l))Q je rovna
po¢tu uvazovanych k-tic, ¢ize po¢tu merani. KedZe pocet (irlljeQrf;rkli lj_elN , tak vyraz (4.15)
sa da upravit na %N = =
Tento vysledok plati pre lubovolny diagonalny prvok a zjavne nezavisi od volby 3, .,
teda

N

C="1Ip.
Mo

Teda F je podla Vety 4.28 univerzalne optimélny rozliSenia ¢ + 1, variancia odhadu je
o201, ¢ize
. M
Var(y1) = O-QWIRy
m

Teraz mozeme vyuzit, ¢o sme dokazali o vztahu Hadamardovych matic a ortogonal-

nych poli.
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Veta 4.31 (podla [10]). Ak ezistuje Hadamardova matica velkosti 4n, potom existuge
ciastocny faktorovy dizajn pre 4n — 1 faktorov na 2 idrovniach, pouZivajici 4n merant,
ktory je ortogondlny, nasyteny, univerzdlne optimdlny rozliSenia 3 a odhaduje v s va-
rianciov
Var(y) = O'Qﬁ]
sn "

Doékaz. Nech H je Hadamardova matica velkosti 4n. Podla Vety 4.17 potom existuje
ortogonéalne pole OA(4n,4n — 1,2,2). Také ortogonalne pole reprezentuje ¢iastocny
faktorovy dizajn pre 4n — 1 faktorov na 2 trovniach, na 4n meraniach, ktory je podla
Vety 4.29 ortogonélny a rozliSenia 3. KedZe je rozliSenia 3, odhadujeme okrem kon-
Stantného parametru vSetky hlavné efekty, ktorych je 4n — 1. Teda odhadujeme spolu

4n parametrov pocas 4n merani, ¢ize dizajn je nasyteny. Podla Vety 4.30 je univerzalne

optimalny rozliSenia 3 a pre varianciu odhadu « podla tej istej vety plati

dn—1 4an

2
Iin = 0" ——Iun.

Var(§) = o
ar(y) = o 4n 8n

]

Veta 4.32 (podla [10]). Ak existuje Hadamardova matica velkosti 4n, potom ezistuje
ciastocny faktorovy dizajn pre 4n faktorov na 2 drovniach, na 8n meraniach, ktory je

ortogondlny, univerzdlne optimdlny rozlisenia 4 a odhaduje v, s varianciou

4an,

Var(%) = 02%[4714_1.

Doékaz. Nech H je Hadamardova matica velkosti 4n. Potom podla Doésledku 4.19 exis-
tuje ortogonalne pole OA(8n,4n,2,3). Také ortogonalne pole reprezentuje netplny
faktorovy dizajn pre 4n faktorov na 2 urovniach, na 8n meraniach, ktory je podla Vety
4.29 ortogonalny a rozliSenia 4. Podl'a Vety 4.30 je univerzalne optimalny rozliSenia 4

a pre varianciu odhadu ~; podla tej istej vety plati

4n
Var(%,) = 028—n]4n+17

ked7e v, pozostava z konstantného parametra a 4n hlavnych efektov a teda je dlzky

dn + 1, ¢ize Ry = 4n + 1. L]

Priklad 4.33. Priklad ciastocného faktorového dizajnu pre 3 faktory na 2 wdrovniach.

Nech N = 4, zvolme ciastocny dizajn definovany seminormalizovanou (v tomto pripade
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dokonca normalizovanou) Hadamardovou maticou

Teda dizajn D je

1 1
S
1 -1
1 -1
11
1 -1
~1 1
1 -1

potom X bude 4 x 8 matica so stlpcami oznacengmi v Standardnom poradi (—1,—1, —1),

-1), (-1,1,-1), (1,1,-1), (—-1,-1,1), (1,—-1,1), (—=1,1,1), (1,1,1) a riad-

1
-1
1
—1

1
-1
-1

1

-1
-1
1

(1, -1,
kami (1,—1,-1), (=1,1,—1), (=1,—1,1), (1,1,1).
(0100000
v 0010000
0000100
0000000
Vieme, Ze )
P 1
V2 11|
teda ~
1 1 1 1
-1 1 -1 1
-1 -1 1 1
V=00ZI07=— b=t
22 |1 -1 -1 -1
1 -1 1 -1
1 1 -1 -1
-1 1 1 -1

Spomedzi vietkijch 23 = 8 parametrov vyberme konstantny prvok a hlavné vplyvy, os-

tatné zanedbajme, teda

_ o O O

Y= (5—1,—1,—1/3)1,—1,—15—1,1,—15—1,—1,1)-
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4 HADAMARDOVE MATICE A OPTIMALNY FAKTOROVY DIZAJN

Potom U obsahuje iba tie stlpce VT, ktoré prislichaji prokom -,

1 -1 -1 -1
1 1 -1 -1
1 -1 1 -1
U:L 1 1 1 -1 |
2V2 1 -1 -1 1
1 1 -1 1
1 -1 1 1
_1 1 1 1_
teda _ _
1 1 -1 -1
XU:L 1 -1 1 -1
V2 (1 -1 -1 1
1 1 1 1
a ) _ -_
4 0 0 0
C:UTXTXU:2—13 vano
00 4 0
_O 0 0 4,_
Teda skutocne plati
o= N g,

dizajn je ortogondlny, nasyteny a rozlisenia 3 (a podla Vety 4.28 univerzdilne optimdlny
rozlisenia 3), vektor v je odhadnutelny, pricom variancia odhadu je

23
Var(§) = oc*C™' = ZO'2]4 = 20°1,.
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Zaver

V tejto bakalarskej praci sme podrobne rozobrali teériu Hadamardovych matic a ich
vybrané aplikacie. Postupne sme presli od ich zdkladnych vlastnosti ku zndmym kon-
strukciam Hadamardovych matic. V aplika¢nej ¢asti sme sa venovali vyuzitiu Hada-

mardovych matic v optimalnom dizajne experimentov.

V prvych dvoch kapitolach venovanych teérii Hadamardovych matic sme prezento-
vali zname znalosti o Hadamardovych maticiach a ich zakladné konstrukcie — Sylves-
trovu konstrukciu a Paleyove konstrukcie. Tieto konstrukcie sme v prislusnych sekciach
2.1 a 2.2 druhej kapitoly dokladne rozobrali. Uviedli sme dokazy funkénosti spomenu-
tych konstrukcii na zaklade dokazov uvedenych v inej literatire. Dokazy tvrdeni vsak
boli v literattre, z ktorej sme cerpali, ¢asto iba naznacené a vyzadovali nastudovanie
Specifickej problematiky (Kroneckerov stucin, Galoisove polia). Teda v stulade s cielmi
nasej prace sme prezentovali dokladné dokazy a tiez tvod do problematiky potrebnej

na pochopenie tvrdeni.

V druhej Casti prace sme prezentovali aplikicie Hadamardovych matic v optimal-
nom dizajne experimentov. V tretej kapitole sme Citate[a oboznamili s problémom
optimalneho dizajnu vazenia. Sktimali sme vaZenie na dvoch typoch vah, chemickych
a pruzinovych. Nésledne sme sa dopracovali k analyze aplikacii Hadamardovych matic
v optimalnom dizajne vaZenia na chemickych aj pruzinovych vahach. Tieto aplikacie
sme zhrnuli vo vetach 3.4 a 3.6. V zavere kapitoly sme ukézali vo vetach 3.9 a 3.12 ap-
likacie Hadamardovych matic pri tvorbe optimélnych dizajnov vaZzenia na vychylenych
chemickych aj pruzinovych vahach.

Posledné kapitola bola venovana aplikaciam Hadamardovych matic v optimalnom
faktorovom dizajne. Najprv sme uviedli zakladné znalosti o faktorovych experimentoch
potrebné pre nasu pracu. Vysvetlenie vyuzitia Hadamardovych matic v tejto discip-
line si vyzadovalo pouzitie ortogonalnych poli. Preto sme im venovali jednu podkapi-
tolu, ktora pozostavala zo zékladov problematiky a vyuzitia Hadamardovych matic pri
tvorbe ortogonalnych poli. Po rozbore ¢iasto¢ného faktorového dizajnu sme sa dopra-

covali k aplikaciam ortogonalnych poli v optimalnom ¢iastkovom faktorovom dizajne s

76



ZAVER

faktormi na dvoch drovniach. Tym sme sprostredkovane ukézali vyuzitie Hadamardo-
vych matic v optimélnom faktorovom dizajne. Vysledky tejto kapitoly sme zhrnuli vo

vetach 4.31 a 4.32.

Postupovali sme formou tvrdeni a ich dokazov. Tvrdenia sme sa snazili formulovat
jasne a dokazy uviest matematicky exaktne. Pri tvorbe prace sme vo velkej miere er-
pali z existujucej literatury (najmé [10], [17] a [11]). Ziskané znalosti sme vSak ¢asto
dopliali vlastnymi tvahami a dokazmi tvrdeni. Spomedzi pouzitych dokazov bola velka
vacsina stru¢na, pripadne len s na¢rtnutou ideou. Také ddkazy sme dokladne spraco-

vali, aby bolo mozné sledovat logicky sled krokov bez preskocenych casti.

V préaci sme zhfnali poznatky z mnohych zdrojov a réznych oblasti matematiky
(hlavne teéria matic a tedria dizajnu experimentov) a spracovali ich tak, aby bola
pristupna aj ¢itatelom, ktori v danych oblastiach nie st odbornikmi. Na rozdiel od
inej literatiry sme uvadzali podrobné a dokladné dokazy vyslovenych tvrdeni. Takze
hlavnym prinosom prace je, Ze nielen zhifia poznatky, ale ich aj dékladne vysvetluje.

Citatel, ktory sa zaujima o teériu matic pripadne konkrétne o Hadamardove matice
moze v tejto praci najst ich aplikacie v optiméalnom dizajne aj s vysvetlenim problema-
tiky. Teda nemusi si teériu dizajnu nastudovat zo Specializovanej publikacie. Na druhej
strane je praca uzitoCné aj pre ¢itatela zaujimajticeho sa o optimélny dizajn, ktory
hlad4 spdsoby tvorby optimalneho dizajnu. Taky ¢itatel v praci najde najdolezitejSie
aplikdcie Hadamardovych matic pri konstrukcii dizajnu vazenia a faktorového dizajnu.
Navyse, v praci ma moznost sa oboznamit aj so zakladmi teérie Hadamardovych matic
a ich konstrukcii.

Prinosom pre autora prace bolo hlavne oboznéamenie sa s problematikou Hadamar-
dovych matic a dizajnu experimentov. Autor sa navySe stru¢ne oboznamil s dalgimi
oblastami matematiky, najmé s Galoisovymi polami a ortogonalnymi polami. Prino-
som bola aj potreba hlbsieho zamyslenia sa nad dokazovanim v matematike a nutnost
tvorby vlastnych dokazov. Zaroven si autor uvedomil vyrazni a mnohokrat necakanu

prepojenost roznorodych oblasti matematiky.
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Spomedzi velkého mnoZstva aplikiacii Hadamardovych matic sme v praci skamali
iba optimalny dizajn vazenia a optimélny faktorovy dizajn. Preto je moznym rozsire-
nim préace podrobné presktimanie inych aplikacii Hadamardovych matic, ¢i uz v teorii
dizajnu, alebo v inych castiach matematiky. V teoretickej oblasti je mozné presku-
mat dalSie konstrukcie Hadamardovych matic alebo sa blizsie zaoberat vlastnostami

Hadamardovych matic.
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