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Abstrakt v statnom jazyku

SIMO, Martin: Nahodné matice: teoria a aplikdcie |Bakalarska pracal, Univerzita Ko-
menského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovane]

matematiky a Statistiky; vedici prace: Mgr. Martin Niepel, PhD., Bratislava, 2012, 34s.

V nasej praci analyzujeme korelacie medzi akciami na finanénom trhu pomocou nie-
ktorych vysledkov tedrie ndhodnych matic. Skiimame vlastnosti empirickej korela¢nej
matice dennych vynosov, teda rozdelenie jej prvkov a jej spektrilne vlastnosti. Tieto
porovnavame s tvrdeniami teérie ndhodnych matic. Pre skimané objekty ponikame
finan¢nu interpretaciu a vystupom nasej analyzy st poznatky o Strukttre trhu a mozné
sposoby ako tieto poznatky vyuzit pri rieSeni tloh, v ktorych vystupuje korela¢na ma-

tica dennych vynosov.

KTladové slova: Teoria nahodnych matic, Empirickd korela¢na matica,

Marcenkovo—Pasturovo rozdelenie, Optimalizacia portfolia



Abstract

SIMO, Martin: Random Matrices: Theory and Applications [Bachelor Thesis|, Come-
nius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Depart-
ment of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr. Martin Niepel, PhD.,
Bratislava, 2012, 34p.

In our work we analyze cross-correlations in stock market data using results of
Random Matrix Theory. We explore properties of empirical correlation matrix of daily
returns, which include the distribution of entries and spectral properties. We compare
these properties with the theoretical results given by Random Matrix Theory. We offer
financial interpretation for these objects and the results of our analysis provide a better
understanding of the stock market structure, which can be used in other applications

involving correlation matrix of returns.

Keywords: Random Matrix Theory, Empirical Correlation Matrix,

Marchenko—-Pastur distribution, Porfolio Optimization
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UVOD

Uvod

éasty’m objektom fyzikidlneho skiimania v sti¢asnosti s komplexné systémy. Statisticka
fyzika skuima systémy, ktoré sa skladaji z mnohych stcasti. Spravanie jednotlivych si-
Casti je v niektorych pripadoch zname, resp. sa da popisat jednoduchym matematickym
modelom. Skiimanie velkych systémov sa v8ak komplikuje kvoli velkému mnozstvu in-
terakcii medzi jednotlivymi siacastami. Niektoré systémy sa dokonca spravaja kvalita-
tivne odligne v roznych gkalach velkosti. Jednoduchym prikladom takéhoto systému je
napriklad uzavretd nddoba v ktorej sa nachadza N cCastic, ktoré sa hybu bud doprava
alebo dol'ava. Situéciu ilustruje Obr. 1. V tomto pripade by nas mohlo zaujimat v akom

stave sa systém nachadza, napriklad aky je tlak na prava stenu nadoby.

Obr. 1: Castice v nadobe

Klasickym rieSenim tohto problému je poznat polohu a rychlost kazdej ¢astice. Po-
tom by sme vedeli povedat, ktoré ¢astice su dost blizko pri pravej stene a hybu sa
spravnym smerom, teda na stenu vyvyjaju tlak. Toto rieSenie v8ak pre velké N moze
byt mimo nas dosah. V takejto situdcii je velmi naro¢né, niekedy priamo nemoZné,
odmerat polohu a rychlost kazdej castice.

Iné riesenie takychto problémov ponitka Statistickd fyzika. Takéto rieSenie spociva
v zmene optiky problému. Nebudeme sa zaoberat jednotlivymi c¢asticami, ale systé-
mom ako celkom. Urcéime vSetky mozné stavy systému, vSetky mozné polohy a smery
vSetkych Castic, a pre kazdy stav zistime aky je velky tlak na pravua stenu. Z tychto
vSetkych stavov vypocitame priemerny a budeme experimentalne overovat, ¢i takyto
priemerny stav systému dobre popisuje aj na$ konkrétny. Ukazuje sa, Ze pre velké N
v mnohych systémoch tento postup vedie k dobrému rieseniu, teda priemerny stav je
dobrym odhadom konkrétneho.

Podobnt ideu vyuzil aj Eugen Paul Wigner pri modelovani energetickych hladin
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jadier fazkych atémov. Uvazoval sibory nadhodnych symetrickych N x N matic, kde
kazdé zlozka pochédza z nejakého pravdepodobnostného rozdelenia. Vlastné hodnoty
tychto matic zodpovedali réznym energetickym hladinam tohto fyzikalneho systému,
teda kazd& matica popisovala nejaky konkrétny stav systému. Za svoj vysledok potom
zobral priemerné spravanie vSetkych moznych systémov a skiimal jeho asymptotické
vlastnosti pre N idice do nekonec¢na. Ukézalo sa, ze takyto postup vedie k dobrym
rieSeniam pre tento problém a tedriou nahodnych matic sa zacali zaoberat aj dalsi
fyzici a matematici.

Ked7e mnohé z prvych aplikicii teérie ndhodnych matic vychadzali z fyzikalnych
problémov, tak skiimané matice mali konkrétnu Struktiru, ktora vyplyvala z povahy
rieSeného problému. Jednalo sa vicSinou o redlne symetrické alebo komplexné Her-
mitovské matice, ktoré maju dobré spektrilne vlastnosti. Prave spektralne vlastnosti,
najmé vlastné hodnoty, tychto matic boli medzi prvymi skiimanymi objektami. V st-
¢asnosti sa teoria ndhodnych matic pouziva nielen vo fyzike, ale nasla si aj mnoho
dalgich uplatneni v numerike, financnictve a neurénovych sietach.

V tejto praci sa budeme venovat aplikdciam tedrie ndhodnych matic na financny
trh. Oboznamime sa s niektorymi teoretickymi vysledkami, ktoré st pre tieto aplikacie
relevantné. Ide najmé o spektralne vlastnosti redlnych symetrickych matic opisujicich
korel4cie. Tieto teoretické vlastnosti ilustrujeme aj pomocou matematického softvéru
a Monte Carlo metod. Potom tieto teoretické poznatky vyuzijeme pri analyze redlnych
trhovych dat.

Hlavnym objektom sktimania tejto prace budu korelacie medzi dennymi vynosmi
akcii na finan¢nom trhu. Teoretické vysledky teérie ndhodnych matic pouzivaji na
analyzu medziakciovych korelacii aj prace [1, 2, 3|. V naSej praci sa pokuasime zopako-
vat experimenty popisané v tychto pracach na novsich datach. Tieto prace sa venuju
analyze akcii, ktoré tvoria index S&P 500, pricom v praci [1] porovnavaji dosiahnuté
vysledky aj s analyzou akcii tokijskej burzy. Popis skiimanych dat spolu s predpokladmi
a obmedzeniami pouzitych modelov st zhrnuté v prvej kapitole.

V druhej kapitole budeme skamat spektralne vlastnosti empirickej korelac¢nej ma-
tice dennych vynosov E a porovnavat ich s teoretickymi spektralnymi vlastnostami

danymi teériou ndhodnych matic. Nage vysledky budeme porovnéavat aj s vysledkami
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dosiahnutymi v spominanych pracach.

Tretia kapitola obsahuje moznosti pouzitia vysledkov druhej kapitoly pri rieSeni
klasického Markowitzovského optimaliza¢ného problému. Uvadzame v nej aj niektoré
skutocnosti, ktoré povazujeme za zaujimavé a hodné povSimnutia.

Cielom tejto prace je oboznamit ¢itatela s vybranymi tvrdeniami teérie nahodnych
matic. Toto v8ak nebudeme robit klasickym sposobom budovania teodrie s dokazmi.
Tvrdenia teérie ndhodnych matic priamo pouzijeme pri relevantnej analyze a ilustru-
jeme ich pomocou nahodne vygenerovanych dat, ktoré budeme pouzivat ako kontrolnu

vzorku. Dosiahnuté vysledky sa poktsime vzdy uviest do redlneho kontextu.

10



1 VYCHODISKA PRACE

1 Vychodiska prace

1.1 Analyzované data

Vzorka dat, ktorej sa v tejto praci budeme venovat si udaje o 500 firméch, ktoré tvo-
rili akciovy index S&P500, v ¢asovom obdobi medzi 1.1.1990 a 28.12.2011. Zoznam
tychto firiem spolu s prislusnym sektorom a geografickou lokaciou sidla sme cerpali
z [6]. Historické data o vyvoji cien kazdej z tychto firiem sme ziskali z databazy [7].
Zo vsetkych dostupnych udajov nas zaujimala zatvaracia cena akcii v obchodovanych
ditoch. Z tychto zatvaracich cien sme zostavili maticu dat, kde stipce predstavuja ak-
cie a riadky obchodované dni. Data v tejto forme sme potom analyzovali pomocou
Statistického softvéru R.

Predmetom nasho skiimania st predovsSetkym korelacie medzi jednotlivymi akciami,
preto sme sa rozhodli brat pri zdkladnej analyze do tvahy poslednych 10 rokov dat.
Na jednej strane chceme dat ¢o najviac, pretoze pomer ¢ = N/T', kde N je pocet akcii
a T je pocet obchodovanych dni, je dolezity pre relevantnost vysledkov a je dobré, ked
je ¢o najmensi. Na druhej strane medziakciové korelacie s velkou pravdepodobnostou
nie si v ¢ase stabilné, preto nie je vhodné uvazovat ani prili§ dlhé ¢asové obdobia. V
nasom pripade, 10 rokov dat predstavuje priblizne 2500 obchodovanych dni a pomer ¢
je priblizne 0.2.

Zékladnymi tdajmi, s ktorymi budeme pracovat, pri hladani korelacii medzi akciami

si denné vynosy. Vektory dennych vynosov pre akciu ¢ = 1, ..., N vypocitame ako

ni =50y 0

kde S;(t) je zatvaracia cena i-tej akcie v dni ¢. Z tychto dennych vynosov vypocitame

normalizované denné vynosy

(1.2)

Priemerné hodnota normalizovanych vynosov X; je nulova a smerodajnéa odchylka o;
je rovna jednej. Ten isty postup je pouzity aj v pracach [1, 2, 3|.
Na tomto mieste povazujeme za vhodné upozornit, ze kvalitu takto zostrojenych dat

treba dokladne skontrolovat. Proces zostavovania povodnej tabulky zatvaracich cien

11



1 VYCHODISKA PRACE

moze viest k chybam. Medzi akciami existuju také, ktoré nemaju niektory den v datach
priradenti ziadnu hodnotu, pravdepodobne v tie dni neboli obchodované. Takymto
prazdnym miestam sme priradili nulovi hodnotu. Dni, v ktorych sa nachadzalo vela
nulovych cien, sme zo suboru vyladcili. Pri vypocte relativneho vynosu vSak moze pri
niekolko malo akciach nastat situacia, Zze na mieste ceny z minulého dia je hodnota
nula. Vypocet relativneho vynosu potom vedie k vysledku nekone¢no a pokial takéto
dni neodstranime, vedie to k vyrazne odlisnym vysledkom dalsich analyz. Na tuto
moznost je dolezité pamatat a dni, v ktorych sa medzi vynosmi objavuje hodnota
nekoneéno, je treba zo siboru vylaéit. Rovnako ako riadky, mézu byt ,zlé* aj stipce.
Pokial ide o nova akciu, ktord nema potrebnu histoériu, napr. je na trhu obchodovana
iba 3 roky, ukazuje sa ako vhodné vylucit cely stipec. Takéto filtrovanie dat potom
vedie k tomu, 7e z pévodnej matice vynosov s rozmermi 2500 X 500 ostane v naSom

pripade matica X rozmerov 2120 x 466.

1.2 Predpoklady a obmedzenia analyzy

Predtym ako budeme data analyzovat pomocou Statistickych nastrojov uvedieme pred-
poklady, z ktorych tieto nastroje vychadzaju. Dolezitym predpokladom je, Zze denné
vynosy, naSe vstupné data, povazujeme za nadhodnii premenni s normélnym rozdele-
nim. Model s normélnym rozdelenim pouzivame kvoli zna¢nému zjednoduseniu tvrdeni,
ktoré tento predpoklad zabezpeci. Takyto popis spravania vynosov vSak nevychidza
z praxe, ktord je s nim skor v rozpore. Predpoklad ndhodného spravania vynosov v
kratkodobom horizonte, nie viac ako jeden den, je vo finan¢nictve bezne vyuzivany a
ukazuje sa ako pripustny. Rozdelenie tychto vynosov vSak nie je normalne. V praci |2]
sa uvadza, ze pravdepodobnostné rozdelenia kratkodobych vynosov maju tazsie chvosty
ako normalne rozdelenie a maja blizsie skor k Studentovmu rozdeleniu.

7 dat o dennych vynosoch sa budeme snazit ziskat infoméacie o korela¢nej matici C.
Korela¢na matica C' v tomto pripade zodpoveda viacrozmernému normélnemu rozdele-
niu, z ktorého podla predpokladov nasho modelu pochadzaju denné vynosy. Maticu C,
ktora je parametrom predpokladaného nahodného procesu, nebudeme nikdy poznat.
Budeme ju odhadovat z dat a skamat jej vlastnosti pomocou teérie ndhodnych matic.

V praci budeme ¢asto vyuzivat kontrolni vzorku. Data a vysledky, ktoré pochadzaju

12



1 VYCHODISKA PRACE

z kontrolnej vzorky budeme oznacovat pomocou dolného indexu R, napr. Er. Objektom
nésho skimania s korelacie medzi jednotlivymi akciami. Nulova hypotéza, na ktorej je
zalozena kontrolné vzorka, vychadza z klasického Statistického predpokladu nezavislosti
dennych vynosov, ¢o zodpoved4 identickej korela¢nej matici C'r = I. Kontrolna vzorka
je tvorena nahodne vygenerovanymi datami, pricom takto zostrojené kontrolné vynosy
maji normalne rozdelenie so strednou hodnotou nula a smerodajnou odchylkou rovnou
jednej. Rozmery tychto dat st identické s rozmermi skuto¢nych dat a v niektorych
pripadoch pouzivame niekol'ko takto vygenerovanych suborov. V préaci budeme skiimat
odchylky od tohto nezavislého spravania, ktoré naznacuji pritomnost netrividlnych
medziakciovych korelacii a deterministickej Struktiry v rameci trhu.

Vsetky korelacie, ktoré budeme skumat, si zaloZzené na historickych datach. Takyto
pristup je nutny, kvoli nedostatku akychkol'vek inych dat. Je ale dolezité si uvedomit, ze
koreldcie v minulosti nemusia nutne implikovat budice korelacie. Rovnako ako budice
vynosy nemusia byt jednoducho odhadnutelné pomocou minulych. Tieto predpoklady
st nutnym a pomerne samozrejmym zakladom vSetkych predpovedi vo finané¢nictve,

na ich obdmedzenia v8ak treba pamétat a explicitne upozornit.

13



2 ANALYZA MEDZIAKCIOVYCH KORELACII

2 Analyza medziakciovych korelacii

2.1 Korela¢na matica dennych vynosov

Z dat v matici X, odhadneme empiricki korela¢nt maticu pomocou Pearsonovho od-

hadu

E= %XTX. (2.1)

Treba poznamenat, Ze ide o odhad z dat, teda nie o ,skuto¢ni“ korela¢nt maticu C,
ktord nepozname a nikdy poznat nebudeme. Intuitivne ocakavame, Ze odhad E by sa
mal od skutoc¢nej C' li§it iba méalo v pripade kedy mame k dispozicii dostato¢ne vel'a
realizécii, tj. dat. To nastava v pripade kedy pomer ¢ = N/T ide k nule. V pripade
ked N >> 1,7 >>1a q = O(1) vysledky nie st intuitivne. Vlastnostami empirickej
korela¢nej matice ' v takomto pripade sa zaoberd Cast teorie ndhodnych matic, ktori
budeme v praci pouzivat.

Prvou vecou, ktord moézeme analyzovat, si nediagonélne zlozky matice E, ktoré
predstavuju odhady korela¢nych koeficientov medzi jednotlivymi parmi akcii. V kon-
trolnom pripade, ked denné vynosy jednotlivych akcii st nezavislé ndhodné premenné,
teda skuto¢na korela¢nd matica C'r je rovna identite, je skuto¢nd hodnota korelacie
medzi Tubovolnym parom (Cg); ; nulova. KedZe vSak mame iba obmedzeny pocet re-
alizacii ocakdvame, ze v odhadnutej korelacnej matici Er budi nediagonalne zlozky
blizke nule.

Pozrime sa na prvky kontrolnej korelacnej matice Er, ktord pochadza z ndhodne
vygenerovanych dat. Rozdelenie prvkov tejto matice je nulovou hypotézou s ktorou
budeme porovnavat pravdepodobnostné rozdelenie prvkov empirickej korela¢nej matice
E, pochadzajucej z readlnych dat. V kontrolnom pripade je priemerna hodnota korelacie
blizka nule so smerodajnou odchylkou o =~ 0.02 a prvky matice E' sa riadia normalnym
rozdelenim. S rastticou hodnotou poctu realizicii T' sa disperzia znizuje a asymptoticky
je rovna nule. Zlozky matice E, ktord pochadza z realnych dat, st na prvy pohlad
vyrazne odlisné, ako je vidiet na obr. 2.1. Priemerna hodnota korelacie je odrazena
od nuly a disperzia je vic8ia ako v pri kontrolnej vzorke. Tak isto je z obrazku vidiet

pozitivny sklon rozdelenia zloziek. Zaujimavy je aj fakt, ze vSetky korelacie si kladné.

14



2 ANALYZA MEDZIAKCIOVYCH KORELACII

Density
Density

Obr. 2.1: Nediagonalne prvky matic EFr a F

2.2 Spektralne vlastnosti matice F

Matica F je symetricka kladne semidefinitnd N x N matica. Z toho vyplyva, Ze existuje

jej spektralny rozklad
N
E=>Y V.V, (2.2)

a=1

teda existuje ortnormélna baza zlozena z jej vlastnych vektorov a vSetky jej vlastné
hodnoty st redlne a nezaporné. Tento poznatok linedrnej algebry je zakladom tzv. ana-
Iyzy hlavnych komponentov, po anglicky Principal Component Analysis, ktorej ciefom
je rozlozit korelované ndhodné premenné na nekorelované smery s klesajucou disper-
ziou. Nekorelované smery st vlastné vektory korela¢nej matice E a vlastné hodnoty
matice E zodpovedaju prislusnym disperziam.

Skor ako budeme tieto objekty skiimat je vhodné uviest ich finan¢ni interpretéaciu.
Na TubovoIny vektor vah w, ktory ma N zloziek sa d& pozerat ako na portfolio II,,, v
ktorom kazda zlozka zodpoveda vahe danej akcie. Niektoré akcie st v pozicii long, ak
w; je kladné, a ostatné v pozicii short, w; je zdporné, alebo sa v porféliu nenachidzaju,
kedy je w; nulové. Realizované riziko portfolia I1,,, vypocitané na zaklade historickych
dat, je rovné

ol = Z w;o; B jo;w; = w’ Bw, (2.3)
kde o, predstavuje volatilitu vynosov -tej akcie. V nasom pripade s vSetky volatility
rovné jednej z ¢oho plynie druha rovnost. V pripade vlastnych vektorov plati

o2 =VIEV, =\ VIV, = o (2.4)
N——

1

15



2 ANALYZA MEDZIAKCIOVYCH KORELACII

Vdaka principom analyzy hlavnych komponentov su porfolia definované vlastnymi vek-
tormi navzajom nekorelované. Spektralny rozklad matice F je teda rozkladom trhu na
nezavislé portfolia s klesajicou volatilitou.

Ukazuje sa, ze vlastny vektor zodpovedajuci najvicésej vlastnej hodnote, znac¢ime
V1, zodpoveda tzv. jtrhovému modu® [3]. Je to portfolio, ktoré zachytava pohyby trhu
ako celku. Vlastny vektor V; priblizne zodpoveda porfoliu bez diverzifikacie, tj. Vi, ~
1/ V/N. Tento vysledok sa potvrdil pri naSej analyze. Zlozky vektora V; porovnané s
hodnotou 1/\/N ukazuje obr. 2.2.

g 4 CI o0
= °
o 0 © B o0 °® ©
cfe o gagdeTo® ey o
&, 20%B 8% © SO, 396 &
© g odo 0 G 68 o2 o o
") o 7 af % Pl @
S 4 9°50 ¢ d o§%0@° S° ooooqg@
s | ® oods &L %é’ OQHOOBDOB%O@O ®
o T B g g@ 00 0 50 5070 8
- v 55°F ) Ome?ﬂ; co
I a | @ s oo d o 8 £°%
Z 8. @(8 & 2 o o oo
o | e Se R
A 8 ° o @ 8
o8 °F o ® 8
o | e 8 o L3 o
=
o
o~
8
5

0 100 200 300 400

Index

Obr. 2.2: Zlozky prvého vlastného vektora V; porovnané s hodnotou 1/v/N

To ze vektor Vi zachytava podstatnu ¢ast pohybov trhu potvrdzuje vyrazny rozdiel
medzi prvou a druhou vlastnou hodnotou. Vlastnd hodnota, zodpovedajtica vektoru
Vi, ma hodnotu A\; = 174. Pre porovnanie, druhd najvécsia vlastnd hodnota matice
E je Ay = 16. Tento vplyv zviac¢suje aj vSetky medziakciové korelacie a je pravdepo-
dobne dovodom toho, Ze st vSetky pozitivne. Preto pre potreby dalSej analyzy vplyv
,trhového moédu® odstranime.

Moznost ako modelovat vplyv, ktory je spolo¢ny pre vsetky akcie ponika vzorec
(2.5), ktory je vo finan¢nictve pouzivany a je napriklad zdkladom Capital Asset Pricing
Modelu.

Xi(t) = o + BiM(t) + €(t) (2.5)

Kde a; a 3; st parametre Specifické pre dana akciu a M (t) je vplyv spolo¢ny pre vetky.

Zaroven pozadujeme, aby €(t) = 0 a skalarny stucin (M (t)e(t)) bol rovny nule. Spolo¢ny

16
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vplyv M(t), ktorého presni hodnotu nepozname, odhadneme pomocou

X't =) Vi Xi(). (2.6)

Vplyv spolo¢ny pre vSetky akcie teda definujeme ako vplyv porfélia V;i. Novi, upra-
vent, korela¢ni maticu E’ definujeme ako korela¢ntt maticu odchyliek e. RozloZenie
prvkov korela¢nej matice E’, porovnané s ndhodnou korela¢nou maticou Er, zachytava
obr. 2.3. Odstranenie spolo¢ného vplyvu trhu viedlo k vyraznému zniZeniu priemernej
medziakciovej korelacie, nova priemerna hodnota je blizka nule. Disperzia hodnot sa
znizila, ale je stale vyssia ako v pripade kontrolnej vzorky a rozdelenie si zachovalo

pozitivny sklon.

Density
Density

-0.10 -0.05 000 005 010 06 04 02 00 02 04 08

Obr. 2.3: Porovnanie nediagonalnych prvkov nahodnej a ocistenej korela¢nej matice E’

2.3 Vlastné hodnoty upravenej korela¢nej matice £’

Vlastné hodnoty matice E’ st velmi podobné vlastnym hodnotam poévodnej matice
E. Odstranenim vplyvu vektora V; sa najvic8ia vlastnia hodnota A; zmeng$i na nulu.
Ostatné vlastné hodnoty a vlastné vektory ostavaju prakticky nezmené.

Tvrdenia tedrie ndhodnych matic, ktoré tu spominame, popisuji spravanie empiric-
kej korelacnej matice F, v pripade, ze skuto¢na korela¢na matica C' je rovna identite.
Hustota vlastnych hodno6t empirickej korela¢nej matice v takomto pripade je urcena

ako Mar¢enkovo—Pasturovo rozdelenie |2]

o) = VR OFZE - vara v, @)

17



2 ANALYZA MEDZIAKCIOVYCH KORELACII

Iny zapis tohto rozdelenia, ktory budeme pouzivat je

1O N0
2mq A ’

pe(A) = Ao <A< A (2.8)

kde A\ a A_ st rovnaké hranice ako v (2.7).

Toto rozdelenie budeme, v stilade s doterajsim postupom, povazovat za nulovi hy-
potézu a budeme analyzovat odchylky od neho v snahe odhalit nendhodni Strukttaru
korel4cii medzi akciami. Tato krivka vyjadruje ,rozostrenie” skuto¢ného spektra ma-
tice Cg, v ktorom su vSetky vlastné hodnoty rovné jednej. Toto ,,rozostrenie” zavisi od
pomeru ¢, ktory vyjadruje kolko dat mame k dispozicii a v limite pre ¢ idice do nuly
je toto rozdelenie totozné s Diracovym rozdelenim v bode jedna. Obr. 2.4 zachytava
porovnanie hustoty vlastnych hodnot matice £’ s Marc¢enkovym-Pasturovym rozdele-
nim. Tmava krivka reprezentuje hustotu rozdelenia, tak ako ho popisuje vzorec (2.8).
Svetla krivka popisuje hustotu rozdelenia, pri ktorom sme optimalizovali hornt a dolnu
hranicu defini¢ného oboru, aby sme dosiahli ¢o najpresnejsi popis dat. Obr. 2.4 zachy-
tava aj porovnanie empirickej hustoty vlastnych hodndt korelacnej matice kontrolnej
vzorky s tedriou predpovedanym rozdelenim.

Postivanie hranic tedériou predpovedanej hustoty vlastnych hodnoét matice E je prob-
lematicky krok, pretoze dolna a horné hranica v (2.7) si jasne uréené identickou ko-
rela¢nou maticou a pomerom ¢ = N/T. Motivacia, ktora nas k pozmeneniu vzorca
vedie, je vSak prave snaha zistit rozdiel medzi ,skuto¢nou® korela¢nou maticou C a
idealizovanou identitou. Konkrétne posunutie, ktoré vedie k lepSiemu ,napasovaniu*
krivky na data, teda moze niest informéciu o matici C.

Struktira empirickych vlastnych hodnot pripomina teoretické rozdelenie, najma pri
optimalizovani hranic intervalu, ale existuju tu odchylky. Asi najpodstatnejSou je pri-
tomnost pomerne vela vlastnych hodnot mimo definiéného oboru oboch teoretickych
rozdeleni. Tieto vlastné hodnoty naznac¢uji pritomnost Struktiry a netrividlnych kore-
lacii medzi akciami.

Vlastné hodnoty, ktoré sa nachidzaji pod teoretickou krivkou hustoty, nevieme
odligit od ndhodného sumu. Podla tedrie ndhodnych matic si konzistentné s ndhodnym
,rozostrenim* spektra identickej korela¢nej matice a bez dalsich informécii by sme o

nich mohli vyhlésit, Ze zodpovedaju vlastnym hodnotdm rovnym jednej v matici C.
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Obr. 2.4: RozloZenie vlastnych hodno6t empirickej a ndhodnej korelacnej matice porovnané s

Marcenkovym—Pasturovym rozdelenim

2.4 Vlastné vektory ocistenej korela¢nej matice £’

Ako sme uz uviedli v ¢asti 2.2, vlastné vektory korela¢nej matice reprezentuji portfolia
s nezavislymi vynosmi. Vlastné vektory, ktoré prislichaji vlastnym hodnotam mimo
teoretického rozdelenia (2.8), nest informaciu o nendhodnej struktire trhu. Vyznacné

hodnoty sa nachadzaji na oboch stranach rozdelenia, teda existuji aj extrémne vysoké
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aj extrémne nizke.

Vlastny vektor zodpovedajtci najviacsej vlastnej hodnote matice F, ktory sme -
pravou na maticu £’ posunuli na koniec spektra, zodpovedal spravaniu trhu ako celku.
Ostatné vlastné vektory a im prislichajice vlastné hodnoty sa tipravou matice F na
E’ prakticky nezmenili. Pri skimani star§ich dat v pracach [2, 3| sa vlastné vektory
zodpovedajice velkym vlastnym hodnotam dali interpretovat ako jednotlivé odvet-
via ekonomiky. Vysledok naSej analyzy bol iny, akcie ktoré mali v tychto porfélidch
najvacsie zastipenie pochadzali z roznych odvetvi.

Vlastné vektory, zodpovedajice najmensim vlastnym hodnotam, reprezentuju por-
folia s nizkym rizikom. St to $pecializované porfolia typu (0, ..., 1/v/2, ..., =1/4/2, ..., 0).
Pric¢om akcie na nenulovych poziciach sa hybu proti sebe. Prikladom takejto dvojice by
mohlo byt porfélio v pozicii long na Pepsi a short na Coca-Colu. Takéto porfélio pohlti
vSetky efekty trhu a odvetvia, jediné ¢o sa na vynosoch prejavi st udalosti vyrazne
odligujice dané znacky. Takéto vlastné vektory skuto¢ne vznikaju [3]| a to okolo akeit,
ktoré maji najvicsiu mieru absolitnej korelacie ‘E{]‘ Pri nasej analyze vznikaju aj
portfolia zmiesané, ktoré obsahuji priemerne 4 a viac vyraznych zloziek. Tento fakt
prisudzujeme tomu, Ze extrémne zlozky matice E’, v naSom pripade, st k sebe vyrazne
blizsie ako v [3].

O vlastnych hodnotach, ktoré sa vymykaja teoretickému rozdeleniu (2.8), vieme
s istotou povedat, ze nest vypovednid hodnotu. St teda dokazom pritomnosti nené-
hodnej struktiry a ukazali sme, Ze maju aj redlnu interpretaciu. f)alej nas zaujima,
ako rozhodnut ¢ vlastné vektory tych vlastnych hodnot, ktoré nevybocuji z teore-
tického rozdelenia a neodlisuji sa od kontrolnej vzorky, st len ndhodné alebo nest
informac¢nti hodnotu. Empiricky sme overili, Ze zlozky vlastnych vektorov v kontrolnej
vzorke sa riadia normalnym rozdelenim s priblizne nulovou strednou hodnotou a od-
chylkou o,,; ~ 0.046. Vlastné vektory, ktoré sa od takéhoto rozdelenia odliSuja, mozu
niest informac¢nt hodnotu.

Dalsim sposobom hladania vyznacngch vlastnych vektorov, pouzitym v praci 2], je
vyuzitie kurtozy (anglicky kurtosis) definovanej ako

& (Vay — Vo)
K, = NS —— -3 (2.9)
]_V(Zi:1(va,i - Va) )

Kurtoza, ako stvrty centralny moment, je v pripade normalneho rozdelenia rovna nule.
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Kontrolné vlastné vektory maju hodnoty kurtozy blizke nule. Extrémne kladné hodnoty
kurtozy vo vlastnych vektoroch matice E’, teda ukazuju na vektory, ktoré maja inu
Struktiru ako kontrolné vzorka. Obr 2.5 zachytava hodnoty kurt6zy nadobudané v ski-
manych vlastnych vektoroch prislichajucich matici E’. Vodorovné hranica vyjadruje
95 percenty kvantil hodnét kurt6ézy nadobtdanych v kontrolnej vzorke. Hodnoty nad
hranicou st signifikantnymi odchylkami od kontrolnej vzorky na hladine vyznamnosti
pat percent. Tato empiricka hranica pochadza z viacerych simulécii s datami rozmerov
T x N. Pri tomto teste vychadza skoro 30 percent vektorov nesignifikantnych, teda
zodpovedajicich ndhodnému Sumu. Dalsich viac ako 20 percent sa nachadza v bez-
prostrednej blizkosti hranice signifikantnosti. Toto kritérium teda hovori, ze viac ako
polovica vlastnych vektorov je vlastnostami velmi blizka nahodnému Sumu v kontrolnej

vzorke.

Kurtoza
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Obr. 2.5: Kurtoza vlastnych vektorov matice E’

Praca [3] ponuka podobny sposob, zalozeny na veli¢ine IPR, skratka z anglického

Inverse Participant Ratio, definovanej ako

Io=>)_ Vi, (2.10)

D4 sa vidiet, Ze ak je v normalizovanom portféliu iba jedna akcia s vahou 1, tak I, = 1.
Na druhej strane ak st v porféliu zastipené vsetky akcie rovnako, s vahou 1/\/N, bude
platit I, = 1/N. Tato veli¢ina teda hovori o obratenej hodnote po¢tu vyraznych prvkov
vo vektore V. Odtial pochédza jej anglicky nazov. Obr. 2.6 ukazuje hodnoty 1/1,, pre

nase data. Hranice opét predstavuji empirickd hranicu signifikantnosti odchylky od
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kontrolnej vzorky. Podla tohto kritéria je v stilade s kontrolnou vzorkou priblizne 35
percent a dalsich 20 percent je k hraniciam blizko. Vysledok je podobny ako v pripade
kurtozy, polovica vlastnych vektorov sa nelisi vyrazne od ndhodného Sumu v kontrolnej

vzorke.
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Obr. 2.6: Hodnoty 1/, pre vlastné vektory matice E’

Obe uvedené metody vedd k podobnym vysledkom. Ako je vidiet aj z obrazkov
2.5 a 2.6, medzi vlastnymi vektormi matice E’ sa nachadzaji také, ktoré siu v sulade
s kontrolnou vzorkou. Tieto st koncentrované v strednej casti spektra. Na okrajoch
spektra sa vSak nachadza netrividlne mnozstvo vlastnych vektorov, ktoré st od kon-
trolnej vzorky signifikantne odlisné. Realnu finan¢nt interpretaciu pre vektory na bez-
prostrednych okrajoch spektra sme uz pontkli. Cim dalej od krajov spektra sa vSak
postvame, tym taz8ie realnu interpretaciu hladat. Zhluky blizkych vlastnych hodnot a
ich vlastnych vektorov nemusia byt vobec stabilné a to ¢o vidime, moze byt s velkou
pravdepodobnostou iba realizacia ndhodného Sumu. Vlastné vektory matice £’ tvoria
ortonormalnu bazu a to znamena, ze vlastné vektory zodpovedajice okrajom spektra
ovplyviuja aj zlozky vlastnych vektorov v strede spektra. Hodnoty IPR a kurtézy by
preto mohli byt optimistické miery informac¢nej hodnoty vlastnych vektorov matice E’.
Najma ak ich hodnoty porovnavame s kontrolnou vzorkou ktora zodpovedé identickej

korela¢nej matici, ktort existencia extrémnych vlastnych hodnot zamieta.
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2.5 Stabilita spektralnych vlastnosti matice E v Case

V predoslych ¢astiach kapitoly 2 sme sa zaoberali spektralnymi vlastnostami korelac¢nej
matice normalizovanych dennych vynosov E. Poc¢as analyzy sme niekolkokrat upozor-
nili na to, ze zavery, ku ktorym sme dospeli, nemusia byt v ¢ase stabilné. Overovaniu
casovej stability v pripade vybranych vlastnosti sa budeme venovat tu. Konkrétne bu-
deme sledovat stabilitu najvicsich vlastnych hodnot a im prislachajicich vlastnych
vektorov. Casovi stabilitu budeme skimat nasledovnym sposobom.

Vlastné hodnoty a vlastné vektory vypocitame pre sériu péatdesiatich empirickych
korela¢nych matic E7. Matice X7, z ktorych korela¢né matice E, vypocitame podla
(2.1), pochadzaju z udajov o dennych vynosoch v posavanych periodach. Maximélny
pocet riadkov T, je v kazdej z nich tisic patsto. Kazda matica X7, teda zodpoveda
Siestim rokom dat. Posledna empirickd korela¢na matica X zodpoveda najmladsim
datam, tj. jej posledny riadok zodpoveda poslednému diu v nasom sibore 28.12.2011.
Matice X!, ..., X% obsahuju data posunuté o tridsat dni do minulosti, teda posledny
riadok matice X?* obsahuje informéciu o dni 29.11.2011, a prvy riadok o tridsat dni
menej ako v pripade matice X°. Prvy riadok matice X!, teda najstarsie data, ktoré do
tejto analyzy vstupuji si z dha 27.1.2000. VSetky takto zostrojené matice X potom
o¢istime pomocou procesu popisaného v casti 1.1.

Vyvojom vlastnej hodnoty A, v ¢ase budeme dalej rozumiet nasledovné. V prvej
iteracii vyberieme 10 najvicsich vlastnych hodnot matice E' a im prisltichajuce vlastné
vektory V!, ..., Vig. V kazdej dalgej iteracii uré¢ime novi hodnotu \!, sledovanej vlastne;

hodnoty A, podla

AL =D, 6 = argmax|(V7) Vi, (2.11)
’ S

kde Vj st vlastné vektory matice E”. Vyberame teda vlastni hodnotu, tak aby vlastné
vektory v iteraciach za sebou zvierali ¢o najmensi uhol. Ked'Ze su v8etky vlastné vektory
normalizované na dizku jedna, znamena to, 7e vyberame najblizsie vektory. Skalarny
sticin uprednostiujeme pred normou rozdielu, pretoze algoritmus vypoctu vlastného
vektora nie je stabilny, ¢o sa tyka znamienka. Zmena znamienka ma velky dopad na
normu rozdielu, ale na absolitnu hodnotu skaldrneho stic¢inu nevplyva. Na obr. 2.7 je

vidiet vyvoj 10 najvacsich vlastnych hodnot v ¢ase. Najviacsia vlastna hodnota je na
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samostatnom obrazku, pretoze je radovo vyssia ako ostatné.
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Obr. 2.7: Vyvoj vlastnych hodnét A, ...A10 v Case

Najvacsia vlastnd hodnota empirickej korela¢nej matice sa za poslednych 12 rokov
vyrazne zvacsila na viac ako dvojnasobok, ako je vidiet na obr. 2.7. Ukazuje sa, Ze
niekol’ko d'algich vlastnych hodnot je stabilnych. Obr. 2.7 vSak ukazuje aj pripad, kedy
dve vlastné hodnoty splynuli do jednej. Konkrétne ide o hodnoty Ag a A1g, ktorych stret
je oznaceny kruzkom.

Stabilitu vlastnych vektorov, ktorym tieto vlastné hodnoty prislichaji, sledujeme
podla absolitnej hodnoty skalarneho sucinu vektorov v nasledujicich iteraciach, teda
maxima vyrazu O, v (2.11). Vyvoj tychto skalarnych stcinov v ¢ase zachytava obr.
2.8, na ktorom kvoli prehladnosti uvadzame vyvoj pre jednotlivé vlastné vektory samos-
tatne. Krazky pri vyvoji Og; a 049, ukazuji na moment, kedy tieto vlastné vektory
splynuli do jedného.

Vlastné vektory zodpovedajice vlastnym hodnotdm Aq,..., A5 sa ukazuji ako po-
maly meniace v ¢ase. Vo vyvoji skalarnych sic¢inov O, , mensich vlastnych hodnot sa
dosahuju aj nizke hodnoty, ktoré mozu znamenat, ze vlastna hodnota ,,preskocila“ na
iny vlastny vektor. To by znamenalo, Ze vyrazné vlastné hodnoty sa objavuja vzdy, ale
vlastné vektory, ktoré im zodpovedaji, sa mozu skokovo menit vplyvom vyznamnych

udalosti.
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Obr. 2.8: Skalarne stuciny O, vlastnych vektorov zodpovedajtcich vlastnym hodnotdm

A1, ...A10 v jednotlivych iteraciach

Poznamenajme, ze pri vybere vlastnej hodnoty A} by sme mohli porovnavat vlastné
vektory matice E7 vzdy s povodnym vlastnym vektorom, ktoré zodpoveda danej vlast-
nej hodnote \, pre maticu £'. Pri takomto postupe sa ukazuje ako extrémne stabilny
iba prvy vlastny vektor. V ostatnych vlastnych vektoroch dochadza v priebehu dva-
nastich rokov k vyraznym zmenam, ¢o sa prejavuje nizkou hodnotou O], ktorad je
v niektorych pripadoch iba 0.2. Takto nizka hodnota naznacuje, ze povodny vlastny
vektor pravdepodobne zanikol. Vlastné hodnoty A, prislichajice takto vyberanym
vlastnym vektorom, sa v ¢ase vyrazne menia a ,preskakuja”.

Analyzovanim ¢asovej stability spektralnych vlastnosti empirickej korela¢nej matice
dennych vynosov E sme dospeli k nasledujicim zaverom. Struktira spektra matice E
je v Case stabilna v nasledujicom zmysle. V kazdej skiimanej peridde existuji, pomerne
izolované, velké vlastné hodnoty, ktoré sa nachddzaji mimo teoretickych hranic danych
Mar¢enkovym—Pasturovym rozdelenim (2.7). Velkost tychto vlastnych hodnot sa v
¢ase vyrazne nemeni, s vynimkou najvic¢sej. Vlastné vektory, ktoré tymto vlastnym

hodnotam zodpovedaju, v ¢ase svoju Struktiru menia. Zda sa, ze ide o postupny proces,
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s vynimkou krizovych obdobi, kedy dochadza k prudkym zmenam zlozenia vlastnych
vektorov.

Vlastné hodnoty A, empirickej korela¢nej matice I zodpovedaji volatilite porfolii
definovanych jej vlastnymi vektormi, ako sme ukazali v (2.4). Ukazali sme, Ze za posled-
nych Sest rokov vzrastla najvicsia vlastna hodnota na viac ako dvojnasobok. Financ¢ny
trh ako celok je, pravdepodobne kvoli financ¢nej krize a jej dosledkom, dnes dva krat
volatilnejsi ako bol pred Siestimi rokmi. Tento poznatok vychidza zo suborov dat, ktoré
kazdy zodpovedaji Siestim rokom obchodovanych dni. Aj v najnovsich datach je teda
stale obsiahnuté kriza. Je mozné, Ze stcasna volatilita by bola nizsia, keby sme brali
do tvahy mensie stibory, pri ktorych by v poslednych suboroch uz nebol priamy vplyv
krizy.

Vlastné vektory matice F prislichajice ostatnym vyznamnym vlastnym hodnotam
sa v pracach [1, 2, 3| stotozhuji so sektormi trhu. Vo vSetkych spominanych pracach
st analyzované predkrizové data. V casti 2.4 sme uviedli, Ze v naSej praci nebolo toto
stotoZnenie vidiet. Ked sa v8ak pozrieme na vlastné vektory empirickej korelac¢nej ma-
tice zostrojenej zo starSich dat pred finan¢nou krizou, podobny vysledok vychadza aj
nam. V minulosti teda porfolid definované prvymi vlastnymi vektormi korelacnej matice
dennych vynosov zodpovedali jednotlivym ekonomickym sektorom. Na zéklade ¢asove]

analyzy sme dospeli k zaveru, ze tieto ,povodné” vlastné vektory sa v Case zmenili.
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3 Dalsie aplikacie
3.1 Pouzitie pri optimalizacii porfélia

Optimalizacia porfélia je rieSenie nasledovného problému. Zostavujeme portfélio z N

akcii, tak aby malo pozadovany vynos

N
i=1

kde w; s vahy jednotlivych akcii v portféliu a g; s ich ocakdvané vynosy, ktoré moézeme
odhadovat z minulych dat. Zaroven chceme minimalizovat riziko definované ako

N N

O'Z) = ZZwioiCijajwj, (32)

i=1 i=1
kde C' je matica medziakciovych korel4cii a o; predstavuje volatilitu, smerodajni od-
chylku, i-tej akcie. Ked pre jednoduchost predpokladame, Ze volatility jednotlivych
akcii o; pozname a predefinujeme w; na w;o; a g; na g;/o;, mdzeme vyhlasit, ze o; = 1.

Rovnica na vypocet rizika sa tym zjednodusi na
o2 = Zwi@jwj = w!Cw. (3.3)
ij

Takyto Markowitzovsky problém sa da vyriesit pomocou Lagrangeovych multipli-

katorov a vedie k rieSeniu
C1g
gTC-lg’

Problémom tohto rieSenia je, Ze nepozname maticu C', ku ktorej inverzna v rovnici

Wopt = d (34)

(3.4) vystupuje. Tato matica sa da odhadnit z minulych dat pomocou (2.1). Takto
odhadnuté porfolio ma vsak v praxi takmer vzdy vyrazne podcenent volatilitu. Do-
vodom je fakt, Ze takdto matica E v sebe obsahuje okrem informéciach o skutoc¢nych
medziakciovych korelacidch aj konkrétnu realiziciu ndhodného Sumu.

Mézeme predpokladat, ze informéciu o skuto¢nej korela¢nej matici v sebe nesi tie
vlastné hodnoty matice F, ktoré sa lisia od kontrolnej vzorky. Takto inSpirovana Cis-
tiaca metdda potom mobze vyzerat nasledovne. Z vlastnych hodnét, ktoré sa nachadzaju
mimo teoretického rozdelenia (2.8), sa da zostrojit ,oc¢istena” korela¢na matica. Vytvo-
rime diagonalnu maticu s prvkami A, = {)\1, Aoy oy A0y Aoy A, X,X}. Tuto transformu-

jeme pomocou ortonormalnej bazy matice E na maticu C’, pri¢om spolo¢ni vlastni
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hodnotu A definujeme tak, aby platilo 7r(C') = N. Tato metodu pouzivaji v praci
[3] a vedie k tspesnému zniZeniu rozdielu medzi predpovedanym a skutoénym rizikom
porfolia v nasledujicej periode.

Takéto ¢istenie v8ak neodstrani problémy, ktoré st pritomné v kazdom Markowitzo-
vom modeli. Fakt, Ze buduce vynosy odhadujeme pomocou minulych je velkym obme-
dzenim tychto modelov, pretoze nevie predpokladat ,krizu“, teda nahlu zmenu v spré-
vani akcie ¢i trhu. Rovnako korelacie medzi akciami nemusia byt v ¢ase stabilné ako
sme uz spominali v ¢asti 1.2.

Pre zaujimavost spomenieme e§te ¢istiacu metédu spominani v praci [2], ktora ne-
sivisi priamo s teériou nahodnych matic, ale ilustruje tu spominany problém vyché-
dzania z minulosti. Tato metdéda spociva v tom, Ze korela¢ni maticu vstupujicu do

optimalizacie odhadne ako
C'=(1—)FE + aly, 0<a<l (3.5)

Ukazuje sa, ze tato metdda pri hodnote parametra o = 1/2 konkuruje a v niektorych
pripadoch je vhodnejsia ako uvadzana metoda vychadzajica z teérie nahodnych matic
[2]. Pod kvalitou metody sa v tomto pripade rozumie presnost odhadu budtcej volatility
porfolia v porovnani so skuto¢nostou. Na koeficient « sa v tejto metode da pozerat ako
na mieru nedovery k matematickému modelu vychédzajicemu z minulosti v prospech
modelu vychidzajicemu z predpokladu, Ze akcie sa hybu bez vzajomnych korelacii,
pripadne Ze akékolvek korelacie si ndhodné a v ¢ase nestabilné. V spominanej préci

porovhavaja $tyri rozne metody Cistenia korelacnej matice.

3.2 Singularny rozklad matice X
Singularny rozklad obdlznikovej matice M je vo vieobecnosti dany ako
Mruy =USV" =) "oV, (3.6)

kde Uryr aj Vi st ortogonalne matice, o; su singularne hodnoty matice M a U;, V;
st i-te stipce prislugnych matic. f)alej plati, ze U je ortogonédlna matica, tvorend bazou
vlatnych vektorov matice M M7 a matica V je tvorena bazou vlastnych vektorov ma-
tice MT M. Singularne hodnoty matice M si rovné odmocninam spolo¢nych vlastnych

hodnot matic MM7T a MT M, ktoré si vietky nezdporné reilne &isla.
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V naSej analyze sa mozeme pozriet na singularny rozklad matice normalizovanych
dennych vynosov X, ktorych korelacie skiimame v kapitole 2. Ortonormalna béza vlast-
nych vektorov matice X7 X je totozné s ortonormalnou bazou matice £ analyzovanou
v spominanej kapitole. Vlastné hodnoty sa lisia len prendsobenim konstantou 1/7 ako
je vidiet z (2.1).

Nenulové vlastné hodnoty X X7 st rovnaké ako vlastné hodnoty X7 X. Upozoriu-
jeme, Ze matica X X7 nie je korela¢nou maticou obchodovanych dni ako by sa mohlo
zdat. Matica X7 totiZ nema normalizované stipce v zmysle uvedenom v 1.1. Vlastné
vektory matice X X7 predstavuji ¢asovy vyvoj vynosov v jednotlivych dioch. Napri-
klad vlastny vektor zodpovedajici najvacsej vlastnej hodnote \; je ndsobkom vektora
Ry vynosov trhu z rovnice (2.6), ktory sme pouZili pri odstrafiovani vplyvu najvaic-
Sej vlastnej hodnoty v c¢asti 2.2. Podrobnejsia analyza a nasledna lepsia interpretacia
finan¢ného vyznamu ostatnych vlastnych vektorov matice X X7 by mohla byt predme-

tom budiceho vyskumu.
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Zaver

Cielom tejto préace bolo oboznamit ¢itatela s niektorymi vysledkami teorie ndhodnych
matic pomocou ich aplikicie pri analyze korelacii medzi vynosmi akcii na finan¢nom
trhu. Analyzujeme data o akciach, ktoré tvorili index S&P500 s datami za posled-
nych dvadsat rokov. V kapitole 1 uvadzame presny popis Struktiry a vstupnych tprav
tychto dat. Upozoriujeme aj na obmedzenia pouzitého pristupu. Ide najmé o problém
pravdepodobnej nestability korelacii medzi akciami pocas dlhych obdobi. V kapitole 1
sme definovali aj ndhodne vygenerovani kontrolnt vzorku nezéavislych vynosov, kto-
rej spravanie je nulovou hypotézou pri overovani existencie signifikantnych korelacii v
akciovych déatach.

V kapitole 2 sa venujeme skiimaniu korela¢nej matice dennych vynosov E. V casti
2.1 sme analyzovali jej zlozky, ktoré predstavuji odhady korela¢nych koeficientov pa-
rov akcii. Tieto st v porovnani s kontrolnou vzorkou vyrazne vicsie, ¢o poukazuje na
existenciu netrividlnych korelacii v rdmci trhu.

Pomocou analyzy hlavnych komponentov a vysledkov tedrie ndhodnych matic ska-
mame spektralny rozklad empirickej korela¢nej matice dennych vynosov E. Medzi vlast-
nymi hodnotami empirickej korela¢nej matice F existuju takeé, ktoré sa nachadzaju
mimo Marcenkovho-Pasturovho rozdelenia (2.8), ktorym sa riadia vlastné hodnoty v
kontrolnom pripade. Takéto vyznamné vlastné hodnoty sa nachddzaja na oboch stra-
nach spektra, teda si aj vysoké aj nizke.

Vlastné vektory, ktoré im zodpovedaju sme analyzovali v ¢asti 2.4. Dospeli sme k
rovnakému zaveru ako v [1, 2, 3|, ze vlastny vektor zodpovedajici najvicsej vlastnej
hodnote predstavuje ,,trhovy mod“, tj. portfolio bez vyraznejsej diverzifikacie, v ktorom
st vSetky akcie zastipené priblizne rovnako. Najvicsia vlastna hodnota je radovo vyssia
ako vsetky ostatné a preto sme jej vplyv odstranili a vytvorili nova upravent korela¢ni
maticu dennych vynosov F'.

Upravend korelana matica E' ma rovnaké spektralne vlastnosti ako povodna, ok-
rem odstranenej vlastnej hodnoty, ktoré je v upravenej korela¢nej matici £’ rovna nule
s povodnym vlastnym vektorom. Vyznamna zmena je vSak v rozdeleni zloziek uprave-
nej korelatnej matice E’, ktoré predstavuju odhady korela¢nych koeficientov vynosov,

z ktorych bol odstraneny najsilnejsi spolo¢ny vplyv. Tu doslo v porovnani s povod-
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nou maticou E k vyraznému poklesu medziakciovych korelacii. Tento fakt nas vedie
k zéveru, ze velka cast korelacii medzi akciami sposobuje préve spravanie trhu ako
celku. Pre uplnost dodame, Ze rozdelenie zloZiek upravenej korela¢nej matice E’ sa
stale vyznamne lisilo od normalneho rozdelenia kontrolnej vzorky.

Vlastné vektory zodpovedajtce najviacsim vlastnym hodnotam upravenej korelacne;j
matice, ktoré sa v spominanych pracach stotoznuji s odvetviami ekonomiky, v nasej
praci tito Struktiru nemaji. Dochddza v nich k premiesaniu viacerych odvetvi. V ¢asti
2.5 analyzujeme stabilitu tychto vlastnych vektorov v ¢ase. Ukazuje sa, ze v obdobi
pred finan¢nou krizou vlastné vektory zodpovedajice vysokym vlastnym hodnotam
priblizne zodpovedali odvetviam, avSak v priebehu poslednych niekol'ko rokov doglo k
zmene ich Struktary, ktord pripisujeme prave financ¢nej krize.

V kapitole 2 sme uviedli, Zze okrem extrémne vysokych vlastnych hodnot empirickej
korela¢nej matice dennych vynosov E existuju aj extrémne nizke. Tieto podla prac
[2, 3] zodpovedaju parom akcii, pripadne nejakym malym skupindm, ktoré su tzko
previazané. Skiimaniu tejto casti spektra sme sa v praci nevenovali podrobnejSie, ale
povazujeme to za jej mozné pokracovanie.

Podobne sme v casti 2.4 ukazali, Zze aj v strednej casti spektra, anglicky ,,bulk®, sa
nachadzaji vlastné vektory, ktoré st vyznamne odlisné od kontrolnej vzorky. Stadium
tychto vlastnych vektorov, by mohlo priniest viac informacii o skuto¢nej korelacnej
matici C.

V kapitole 3 uvadzame d'alsie mozné aplikacie vysledkov kapitoly 2. Vysledky tedrie
nahodnych matic sa daja pouzit pri ¢isteni korela¢nej matice dennych vynosov FE.
Proces odstranovania ndhodného Sumu z korelacnej matice vynosov E je dolezity pri
rieSeni klasického Markowitzovského optimaliza¢ného problému. MoZznému pouzitiu v
tejto oblasti je venovana c¢ast 3.1.

Prinosom prace pre ¢itatela by mohlo byt pomerne nenaro¢né oboznamenie s nie-
ktorymi vysledkami te6rie ndhodnych matic, ktoré v praci priamo ilustrujeme pomocou
kontrolnej vzorky. Tieto tvrdenia pouzivame priamo pri skiimani finan¢ného trhu so
snahou analyzovat jeho Struktdru.

Analyza uvadzana v praci nie je komplexnou ani hibkovou analyzou finan¢ného trhu.

Je skor len nahliadnutim do moznosti, ktoré teéria ndhodnych matic pontka pri takejto
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analyze a poukazuje na obmedzenia, ktoré z vysledkov teorie nahodnych matic plynii.
V casti 2.4 sme napriklad ukézali, Zze podstatné mnozstvo vlastnych vektorov, ktoré
st vysledkom analyzy hlavnych komponentov zodpoveda ndhodnému Sumu. Moznym
pokracovanim analyzy je skiimanie korel4cii medzi mensim mnozstvom akcii, napriklad
akcii vramci jedného sektoru. Dalo by sa sktimat ¢i sa spektralny rozklad, najmé vlastné
vektory, tejto mensej vzorky nejakym sposobom prejavia aj v spektralnom rozklade
korela¢nej matice celého trhu.

Ako otvoreni otazku nechévame aj spravanie spektra vlastnych hodno6t empiric-
kej korelac¢nej matice E pre hodnoty skuto¢nej korela¢nej matice C' odlisné od identity.
Teda skiimanie toho ako sa meni hustota vlastnych hodnét matice £ dan&d Marc¢enkovym-—
Pasturovym rozdelenim, ked skuto¢né korelacné matica ma tvar ako matica C’ zo
vzorca (3.5).

Teoria ndhodnych matic m& omnoho Sirsi zaber ako tvrdenia, ktoré uvadzame v
nasej praci. Okrem redlnych symetrickych matic sa teéria ndhodnych matic zaobera aj
komplexnymi Hermitovskymi, redlnymi ortogonilnymi a komplexnymi unitarnymi ma-
ticami, pre ktoré popis ich vlastnosti patri medzi klasické vysledky matematiky a venuje
sa im mnozstvo literatiry. Tvrdeniam tohto typu sme sa v praci nevenovali, pretoze
nesivisia priamo s problematikou, ktorti sme rozoberali. Navyse plnohodnotné pocho-
penie tychto tvrdeni spolu s ich odvodenim a dokazmi kladie velky doéraz na mnoho
odveti matematiky, medzi ktoré okrem inych patria teéria pravdepodobnosti, Statis-
tika, komplexné analyza a linedrna algebra. Teoria ndhodnych matic vdaka néastrojom,
ktoré pontka, je vyuzitelna a vyuzivana v mnohych odvetviach nielen teoretickej ma-

tematiky, ale aj v aplikovanych smeroch.
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