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Abstrakt v statnom jazyku

STEFANIK, Martin: Fourierove rady - priklady [Bakaldrska pracal|, Univerzita Ko-
menského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovane]
matematiky a Statistiky; skolitel: RNDr. Lubica Kossaczka, CSc., Bratislava, 2012, 42
S.

Naga praca sa zaobera témou Fourierovych radov, spracovanou v knihe [10]. Této
praca ma reSer$ny charakter. V praci sme prevzali definicie a vety zo zdroja [10]. V
tejto knihe boli vety dokdzané, no dokazy obsahovali myslienkové skoky. My sme tieto
dokazy doplnili, rozsirili a mySslienkové skoky sme odstranili. V praci sme zadefino-
vali Fourierove rady pre funkcie z priestoru L. Dalej sme riesili poc¢itanie koeficientov
pre Fourierove rady a vlastnosti Fourierovych radov. Vo vetdch sme zhrnuli vlastnosti
Fourierovych radov a neskor sme sa zamerali aj na vlastnosti Fourierovych radov v
Hilbertovom priestore. V préci sme dokazali Riemanovu lokaliza¢ni vetu, ktora hovori
o tom, Ze ak dve funkcie z L, navzajom suhlasia v okoli bodu a, tak ich Fourierove rady
maju v bode a rovnaké konvergenc¢né spravanie. Tiez sme dokazali vetu o rovhomernej
konvergencii, ktora hovori, ze ak dve funkcie navzijom sthlasia v otvorenom intervale
J a Fourierov rad jednej z funkecii je v kompaktnom podintervale I rovnomerne kon-
vergentny, tak aj Fourierov rad druhej funkcie je v I rovhomerne konvergentny. V inej
Casti sme dokazali dalsiu vetu a sice vetu o tplnosti trigonometrickych ortogonéalnych
postupnosti, ktora hovori, 7e zavedené ortonormalne postupnosti st uplné. Ako jednu
z poslednych sme dokézali vetu o absolutnej konvergencii, ktora hovori, ze ak f € AC,
a derivéacia f’ € L2, tak Fourierov rad funkcie f v R konverguje absolitne a rovnomerne
ku f. V tretej kapitole sme riesili priklady, ktorych zadania pochadzaju zo zdroja [10].
Pri tom sme vyuzili nadobudnuté vedomosti a aj poznatky nadobudnuté z knihy [9].
Vieme opisat periodické funkcie, ¢o moze najst vyuzitie v matematike alebo fyzike, pri

opise trigonometrickych systémov, zvuku, ¢i signalu.

Krluacové slova: Fourierov rad, Hilbertov priestor, Trigonometricky rad, Periodicka

funkcia



Abstract

STEFANIK, Martin: Fourier series - Examples [Bachelor Thesis|, Comenius University
in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied
Mathematics and Statistics; Supervisor: RNDr. Lubica Kossaczki, CSc., Bratislava,
2012, 42p.

Our work deal with theme of Fourier series, processed in book [10]. This work has
the character of the research. We took definitions and theorems over from source [10].
In this book were theorems proven, but with ideal jumps. We completed this proofs.
We extended them and we removed ideal jumps. We defined Fourier series for function
from space L, in this work. As further we handled with counting of Fourier series co-
efficients and properties of Fourier series. We compiled properties of Fourier series in
theorems and than we fixated to properties of Fourier series in Hilbert space. In work
we proved Rieman localisation theorem, that tells, if two functions from L, mutually
agree in surround of point a, then their Fourier series had in point a the same con-
vergence behaviour. We proved theorem of uniform convergence, too. This tells, if two
functions mutually agree in opened interval J and Fourier serie of one from functions
is uniform convergent in compact subinterval 7, then is Fourier serie of second function
uniform convergent in I, too. We proved next theorem in other part of work. This was
theorem about completeness of the orthogonal trigonometric sequences. The theorem
tells, established orthonormal sequences are complete. As one of the latest, we proved
theorem about absolut convergence, that tells, if f € AC, and derivation f’ € L2, then
Fourier serie of funkction f € R converge absolut and uniform to f. In third chapter
we solved examples from source [10]. By solving we used acquired knowledge and infor-
mation acquired from book [9]. We know, how to describe periodic function, what can
be used in mathematics and physics, by description of trigonometric systems, sound,

or signal.

Keywords: Fourier serie, Hilbert space, Trigonometric serie, Periodic function
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ZOZNAM OBRAZKOV

ZOZNAM OBRAZKOV

Zoznam obrazkov
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Sucet prvych 5 ¢lenov Fourierovho radu funkcie ¢* pre [t| <7 . . . ...
Stcet prvych 10000 ¢lenov Fourierovho radu funkcie ¢ pre [t <7 . . .
Fourierov rad funkcie t? pre [t| <7 . . . ... ... ... ... ... ..
Fourierov rad funkcie cos (0.3t) pre [t| <7 . .. ... ... ... ....
Fourierov rad funkcie cos (1.5¢) pre [t| <m . .. . ... ... ... ...
Sucet prvych 4 ¢lenov Fourierovho radu funkcie sgn(t) pre [t| <7 . . .
Sucet prvych 50 ¢lenov Fourierovho radu funkcie sgn(t) pre |t| <7«

Stacet prvych 4 ¢lenov Fourierovho radu funkcie ¢ pre [t| <mx . . .. ..

Sucet prvych 100 ¢lenov Fourierovho radu funkcie ¢ pre [t| <mx . . . . .

Stucet prvych 100 ¢lenov Fourierovho radu sin ¢ + S22 4- st 4 sindl 4

2 4

Parne rozgirenie funkcie (t —¢)" prec=2 . .. . ... ...
Sucet prvych 100 ¢lenov Fourierovho radu péarneho rozsirenia funkcie
(t—c)tprec=2 . . . . .
Sucet prvych 100 ¢lenov Fourierovho radu parneho rozsirenia funkcie
(t—c)fprec=1 .. . . .
Nepéarne rozsirenie funkcie (¢ — ¢)™*
Sucet prvych 100 ¢lenov Fourierovho radu neparneho rozsirenia funkcie
(t—c)fprec=2 . . . . .
Sucet prvych 1000 ¢lenov Fourierovho radu neparneho rozsirenia funkcie
(t—c)tprec=2 . . . . . .
Sucet prvych 100 ¢lenov Fourierovho radu neparneho rozsirenia funkcie
(t—c)Fprec=1 .. .. .
Nepéarne rozsirenie funkcie h(t) prec=2 . . . . .. ... .. ... ...
Sucet prvych 1000 ¢lenov Fourierovho radu neparneho rozsirenia funkcie
Rty pre c =2 . . . . .
Sucet prvych 1000 ¢lenov Fourierovho radu neparneho rozsirenia funkcie
h(typrec=1 . . . . .
Parne rozsirenie funkcie h(t) prec=2 . .. .. ...
Sucet prvych 100 ¢lenov Fourierovho radu péarneho rozsirenia funkcie

h(typre c =2 . . . . . .
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23 Sucet prvych 100 ¢lenov Fourierovho radu parneho rozsirenia funkcie
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ZOZNAM POUZITYCH SYMBOLOV ZOZNAM POUZITYCH SYMBOLOV

Zoznam pouzitych symbolov

V na8ej praci pouzijeme nasledovné symboly, ktoré v dalSom texte upresnime:

Ck(R™) priestor funkcii, ktoré si na R™ k-krat spojite diferencovatelné

Cr(R™) mnoZiny vietkych funkcii z C*(R") s kompaktnym nosicom (0 < k <
00)

Cck trieda funkcii, ktoré st 2m-periodické a k-krat spojite diferencovatelné
na (—m,m)

AC(J) trieda absolutne spojitych funkcii na mnozine .J

AC; trieda absolitne spojitych funkcif na mnozine (—m,m)

12 Hilbertov priestor postupnosti

LP —norma norma, ktort definujeme ako ||f||, := ([ |f(x)[Pdz)/P, 1 <p < o0
B

LP(B) priestor, ktory obsahuje v8etky na B Lebesgueovsky meratelné funkcie

s konec¢nou LP — normou

= rovnomernd konvergencia

10



UVOD UVOD

Uvod

V sacasnosti zije clovek v multimedialnej dobe, obklopeny mnozstvom technickych
vymozenosti, ktoré mu sprijemiuju zivot. Medzi takéto patria hudobné prehravace,
televizory, pocitace a mnohé iné. Ak si chce ¢lovek napriklad vypoc¢ut hudbu, zapne
si radio alebo hudobny prehravac. Velka vicsina ludi pocuva kazdodenne rozhlasové
vysielanie bez toho, aby sa zamyslala nad tym, akym sposobom sa hlas moderatora
alebo speviaka zmeni na signil a opdtovne na zvuk, ktory vychadza z radia. Zvuk,
signal, pohyby planét, zichvevy pri zemetraseni, neharmonické elektrické veli¢iny, to
vSetko sa da popisat pomocou matematiky a ¢isel.

Na tuto skutocnost prisli uz davne civilizacie. Babylonc¢ania vedeli, 7e nebeské telesa
sa pohybuju podla prisnych ¢iselnych zdkonov. Grécki Pytagorci objavili, Zze aj hudba
sa riadi ¢iselnymi zédkonitostami. Uchvateni tymto zistenim, prisli so zaverom, Ze pod-
statou veci st ¢isla a javy na nebi a na zemi st ovladané matematickymi vztahmi, ktoré
treba najst.

Pytagorasov monochord (strunovy nastroj) ovplyvnil matematiku a mechaniku ne-
tusenym sposobom. Teoéria chvenia strin viedla k ,harmonickej analyze* a vyvinu fun-
kcif v trigonometrickych radoch. Tento problém podnietil analyzu nasledujicich storoci
viac ako akykolI'vek iny matematicky predmet. Problémom bolo opisat pohyb na oboch
koncoch upevnenej struny dizky L pomocou funkcie u. Tymto problémom sa zaobe-
rali vo svojich pracach matematici ako Bernoulli, D’Alembert, Lagrange a Euler, ktory
nasiel integralne vyjadrenie Fourierovych koeficientov. Joseph Fourier pojednava v jed-
nom zo svojich diel mnozstvo problémov vedenia tepla cez rozvoje radov. Pri tom hral
rozvoj Tubovolnych funkcii v trigonometrickych radoch nosnu tlohu. Zakladny prinos
k tedrii Fourierovych radov priniesol Dirichlet.

Pomocou Fourierovych radov je mozné opisat rézne priklady vlnenia, ako st napr.
zvuk, signal, ¢ zachvevy pri zemetraseni. To sa da vyuzit pri mnohych vyskumoch
alebo pracach, ako je napr. analyza dat po zemetraseni alebo digitalizacia hudby. Téma
Fourierovych radov je bezne prednasana na hodindch matematickej analyzy (8], je
rozpracovand v mnohych publikiciach a ¢lankoch [2], [3], [5], [10], [11] a je témou
niektorych zavere¢nych prac [1], [4]. Hlavnym zdrojom informécii pre tito pracu boli

texty z knih o matematickej analyze [5], [7], [9], [10].

11



UVOD UVOD

Cielom tejto bakalarskej prace je blizsie sa oboznamit s tedriou Fourierovych radov
a vediet aplikovat nadobudnuté vedomosti na rieSenie prikladov k Fourierovym radom.
V praci vyslovime sled definicii a viet pochadzajicich z knihy [10], ktoré néasledne

dokadzeme. Pri ratani prikladov pouzijeme najmé vedomosti nadobudnuté v knihach

(7], [9] a [10].

12



1 FOURIEROVE RADY

1 Fourierove rady

V nasledujicom texte budeme pouzivat rozne pojmy a znacenia, preto si niektoré z

nich teraz zadefinujeme. Tieto definicie pochadzaja z knihy [10].

Definicia 1.1. Definicia pochddzajica z [10], strana 258.

Nosié (support) funkcie f je uzdver mnoZiny vsetkych bodov v R™, kde f nie je nulovd,
supp(f) =uzdaver{x € R™ : f(x) # 0}. Funkcia, ktord je nulovd mimo ohranicenej
mnoZiny, sa preto nazijva funkcia s kompaktngm nosicom. Znakom CE(R™) sa znacia

mnoZiny vietkyjch funkcii z C*(R™) s kompaktnym nosicom (0 < k < o).

Definicia z knihy [10], strana 358.
VR definovand, 2m-periodickd funkcia f je z triedy C*, ak je v R k-krdt spojite diferen-

covatelnd.

Definicia nachddzajica sa v [10], strana 341.

Nech J C R je lubovolny interval. Funkcia f:J — R sa vold absolitne spojitd

v J, skrdtene f € AC(J), ak sa k lubovolnému ¢ > 0 dd zadat § > 0 tak, Ze pre kazdy
konecng systém ((cv, Bi))i_y po pdroch disjunktngch otvorengch ciastkovich intervalov
J plati, Ze Zp:(ﬁi —o;) <0 = Zp: |f(Bi) — flay)| < e. Ak sa tu polozi p = 1, tak mame
definiciu r;zlnomernej spojz'tosztzi.l Ak f € AC(J) a ¢ je na mnoZine f(J) lipSicovsky
spojitd, tak ¢ o f € AC(J). Ak f je na J lipSicovsky spojitd, tak f € AC(J).

Definicia, ktori sme prebrali z [10], strana 358.
V R definovand, 2m-periodickd funkcia f je z triedy AC,, ak je v (—mw,m) absolitne
spojitd.

Definicia, ktori ndjdeme v zdroji [10], strana 20.
Hilbertov priestor postupnosti 1? definujeme ako priestor vietkiyjch redlnych alebo kom-
plexngch postupnosti a = {a, }°2 | s konvergentnou kvadratickou sumou,

o0
= {{an}2; > a? < oo}, Vtomto priestore sa definuje skaldrny sucin cez (x,y) =
n=1

> xjy;, ktorého norma vznikne ako ||x|| = \/(x,x) = /a? + 23 + ...
=1

13



1 FOURIEROVE RADY

Definicia pochddzajica z [10], strana 323.

Nech B C R" je meratelnd. Funkcia f : B — R je Lebesqueovsky integrovatelnd, ak

J(f) = [ f(x)dz Lebesgueov integrdl existuje. MnoZina Lebesqueovsky integrovatelngjch
B

funkcii na mnozine B sa znaci L(B).

Definicia nachddzajica sa v publikdcii [10], strana 357.

LP-normu definujeme ako ||f|l, == ([|f(x)Pdx)'?, 1 < p < oco. Priestor LP(B)
B

obsahuje vsetky na B meratelné funkcie s konecnou LP — normou. L(B) = LY(B),

L,=L(—m,m).

Ak v texte pouZijeme, Ze funkcia mizne, budeme tiym mysliet, Ze jej hodnota je rovnd

nule na urcitej mnozine.

Teraz si zadefinujeme trigonometricky a Fourierov rad. Tato definicia pochadza z

knihy [10], strana 358.

Definicia 1.2. Trigonometricky rad a Fourierov rad

Pod pojmom trigonometricky rad rozumieme vijraz vo forme

1 o0
500 + ;(an cosnt + by, sinnt) (1)
alebo v komplexnej forme
00 p
nt . 1; int
_z_: cpe™ = plggo Z_: cne™, (2)

pricom pre koeficienty platia rovnice

1 1 1
€= 540, o= 5(% —ib,), c_pn= §(an +ib,) (n=1,2,3,...). (3)

Alebo ekvivalentne

14



1 FOURIEROVE RADY

ap = 2co, ap=Ccp+c_p, by=i(cp, —c_,) (n=1,2,3,..). (4)
Potom plati
ap cosnt + b, sinnt = c,e™ +c_,e”™ (n=1,2,3,..).

P-te ciastkové sumy oboch radov si tak identicke,

1 p p ‘
sp(t) = §ao + Z(an cosnt + b, sinnt) = Z ce™. (5)
n=1

n=-—p
Na R definovand, 2m-periodickd funkcia f je z triedy C* pripadne AC, alebo L, ak
je na R k-krdt spojite diferencovatelnd pripadne na [—7, | absolitne spojitd alebo je z
priestoru L(—m, ). Plati C} C AC, c CY=C, C L,.

Pre funkciu f € L teraz zadefinugme integrdly:

™

ay, = ;/f(t) cosntdt(n > 0), b, = %/f(t) sinntdt(n > 1), (6)

—T

Cp = % / ft)e ™dt(n € Z).

Vzorce (6) sa nazjvaji Euler-Fourierove vzorce, a,, b, pripadne ¢, sa volaji Fouriero-
vgmi koeficientami funkcie f. Ak je nutné vyjadrit zdvislost na f, pouZivaji sa oznacenia
an(f), s en(f), sp(t; f). Trigonometricky rad utvoreny podla (1) alebo (2) s tymito ko-
eficientami sa nazijva Fourierov rad utvoreny funkciou f. Oznacuje sa S(t; f),

S(t; f) = i cpe'™,

Pokrac¢ujme vetou z knihy [10], strana 359, ktort dokazeme.

Veta 1.3. Pravidld rdtania

Nech funkcie f,g € L, 2m-periodické. Znakom f, oznacme posunutie funkcie f,

fa(t) := fla+1) a znakom || f|| L*-normu f |f(t)|dt.

—Tr

15



1 FOURIEROVE RADY

a) _f f(t)dt:_f Fla+t)dt E_f L)t specidine || £l = || fullr.

b) Linearita. c,(Af + pg) = Aen(f) + pen(g) a podobne pre ay, by, s, a S

(v pripade konvergencie).
c) cu(fa) = e™en(f).
d) s,(t; fa) = spla+1t; f), takze S(t; fo) = S(a+t; f) v pripade, Ze rad konvergugje.
e) ca(e"f) = car(f).
f) cu(e™) = Opmn (t.5. =1 pre n =m, =0 inak).
g) Pre f =const.= X je s,(t; \) = A, takZe S(t; \) = A.
h) |e () < |If|l1/2m pre vietky n € Z.

i) Ak je funkcia f pdrna resp. nepdrna, tak je b,(f) =0 resp.
an(f) =0 pre vSetky n.

j) Pre funkciu f € CL jec,(f") = inc,(f), t.J. Fourierove koeficienty funkcie f' ziskame

tak, Ze Fourierov rad funkcie f zderivujeme clen po clene.

k) Pre funkciu f € C? je |c,(f)] < K/n? pren #0 s K = ||f"||1/2~.
Z toho vyplijva, Ze Fourierov rad funkcie f konverguje v R absolitne a aj rovno-

merne.
Dékaz:

a) f je 2m-periodickd. V dokaze vyuZijeme periodicitu funkcie f a definiciu integrdlu,

cize
™ T+a ™ s

1] = / )t = / )t = / Fla+0)]dt = / Ll = ISl O
-7 —m+a —-m -

b) V tomto dokaze vyuzijeme linearitu a asitivitu integrdlu:
oA+ 1g) = & [ () + nglt)edt = & [ Af()e + pg(t)e~dt =
= o= [ Af(t)e™dt + 5= [ pg(t)e ™dt = =X [ f(t)e ™ dt +

—T —T

16



1 FOURIEROVE RADY

+ = [ g(t)e ™ dt = ey (f) + pen(g) nez

an(Af4pg) == f ) + pg(t)) cosntdt = L [ Af(t) cosnt + pg(t) cos ntdt =
=L [ \f(t) cosntdt + + f pg(t) cosntdt = X [ f(t) cosntdt +

+ L [ g(t) cosntdt = Na,(f) + pan(g) n>0

bu(Af + pg) == f )+ png(t)) sinntdt = L [ Af(t)sinnt + pg(t) sinntdt =
=L [ Af(t)sinntdt + X f pg(t) sinntdt = X [ f(t)sinntdt +

+ L [ g(t) sinntdt = Ao, (f) + pbn(g) n>1

S +pg) = 2 ca(Mf +ng)e™ = 32 (Aen(f) + penlg))e™ =

—00 —0o0

_ _i Ao (f)ett + _i pen(g)e™ = St Nf) + St pg). O

c) Tu vyuzijeme, Ze funkcia f(t)e™™ md periddu 2w,

Cn fa = f fa —mtdt f f a+t) —int J — 1 eina f f CL—|—t> —zn(a+t)dt
L T+a 1 .
— %6zna f f(S) —msds zna f f znsds _ €ZnaCn(f). 0
—7+a

d) V tomto dokaze pouzijeme prive dokdzani vlastnost c).

Sp(t; fo) = i cn(fa)e™ = pravidlo ¢) = i emic, (f)e™ =

n=-—p n=-—p

= 5 (e = s (a+ 1 f)

n=—p
S(t; fa) = i cn(fa)e™ = pravidlo ¢) = i emac, (f)em™ =
= > (e =Sattf). O

e) Vyplyjva z deﬁm’cie koeficientu c,(f) v rovnici (6)

™

el f) = & [ epte dt = & [ (e d = e, (). O

771'

f) Cn( zmt f eimt o—int Jp f eit(m—n)dt —

—7'('

17



1 FOURIEROVE RADY

*:%fldt:%—;—gzg_zzl (m =n)
eit(m—n) - rilm—n —rilm—n
ok = %[ i(m—n) ]—7r = Qﬁi(,}@_n) [6 ( ) — e ( )] =
— —%i(;_n) [cosm(m — n)+isinm(m — n)—(cos (—m(m — n))+isin (—7(m —n)))] =

= m&os w(m —n)—cos (—m(m — n))+isinmw(m — n)—isin (—7(m —n))| =

= —1—[cosm(m —n) — cos (m(m —n)) +isinw(m — n) + isin (7(m —n))] =

2mi(m—n)
__dsinw(m—n) _ sinw(m—n) __ 0 .
- im0 (mAn). O

g) ao:%rff(t)dt:%f)\dt:%(ﬂ—{—w):?)\_W:Q)\
an =2 [ f(t)cosntdt =L [ Acosntdt = 2[E22)7 = 2 (sinny —

—sin (—7n)) = 2 (sinnm +sinmn) = 2 sinnr =0

T mn ™

by =

3 =

[ f(t)sinntdt =1 [ Asinntdt = 2[— cosnt]™, = =2 (cosnm —

— cos (—=mn)) = =2(cosnm — cosnw) =0
P
sp(t; A) = 2ao + Z_:l(an cosnt + b, sinnt) = 32X =

S(t; ) = a0+ > (an cosnt + b, sinnt) = 12X = \. O
n=1

h) V tomto dokaze vyuzijeme, Ze plati | [ f(x)dz| < [ |f(z)|dz a le”™| =1

Dl =1 J e = £ [ et <

< & J1r@e it =& J1F@lle it = & [ 17@)lde= ifl O

i) Vieme, Ze integrdl nepdrnej funkcie f f(&)dt na (—a,a) je 0. To uplatnime v nasle-
dujicom dokaze: -
f je pdrna = g = f(t)sinnt je nepdirna a ok je f nepdrna, tak
h = f(t)cosnt je nepdrna a integrdl nepdrnej funkcie = 0, ¢iZe ok [ je pdrna,

tak b, =0 a ak f je nepdrna, tak a, =0
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1 FOURIEROVE RADY

g je mepdrna = jej integrdl na (—m;m) je nulovy

T 0 ™
Dékaz: [ g(t)dt = [ g(t)dt + [ g(t)dt = |substiticia v prvom integrdle t = —s,
-7 - 0
0 71' 7r
dt =—ds | =— [g(=s)ds+ [ g(t)dt = [ g(—s)ds +
0 0

+ [g(t)dt = — Ofg(s)ds + ;frg(t)dt =0. O

i) ealf ff tye ™dt = 5o([f (t)e ™) ff n)e~imtdt) =
— fgﬂ[ (t)e_mt] = 0 pretoze f(t)e "™ je 27r —periodickd | = 5-(0 +
+in f F)e mdt) = inc,(f)

V dolmze sme pouZilt metddu per partes pre f € AC. 0

k) Podla predpokladu bodu k) f € C? a teda f' € CL. Z toho vyplijva, Ze f € AC, aj
[ € AC,, lebo C} C AC, aj C? C AC,. Teraz mézeme vyuzit bod j):
podla j) ca(f") = =n2ca(f) = ea(f) = 5

podla 1) en(f)] < "0 = Jeu(f)] = |22 = |7 < W =
— LU 1 e

ohranicili sme c,(f) postupnostou neza’pomy’ch cisel;

o0
plati [c,e™| = |c,| a Y &5 < oo. Takze rad Z je majorantny k radu Z |cnl-
n=1 n= n=1
Z toho vyplyva absolitna konvergencia radu S = Z cne™ a spolu
n=—oo
s Weierstrass-kritériom dostdvame aj rovnomerni konvergenciu. 0

V dokaze sme pouzili Weierstrassovo kritérium z knihy [6].

Weierstrassovo kritérium

Nech { f,}5°, je postupnost funkcii ohranicengjch na neprdzdnej mnoZine M, nech
{Jn}32, je postupnost nezaporngch cisel takd, Ze |f,(x)| < jn, v € M, n € N. Ak
ciselng rad il Jn konverguje, tak funkciondlny rad il fn konverguje rovnomerne

na M.

Doékaz: Uvedend veta je len pomocnd a preto ju uwvddzame bez dékazu.
Dalej budeme pokracovat vetou, opat z publikacie [10], strana 360, ktort dokazeme.
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Veta 1.4. Nech je dany trigonometricky rad i Y™, ktory konverguje rovnomerne
na (—m.m). Oznaéme pomocou [ jeho sicet, ;;/;zvo; feC? a cisla vy, s prdve
Fourierove koeficienty tejto funkcie, v, = c,(f). Ingmi slovami: Rovnomerne
konvergentny trigonometricky rad je Fourierov rad svojho siuctu.

Doékaz: Spojitost f vyplyva z rovnomernej konvergencie a f je tieZ periodickd. Pre
ciastkové sumy o,(t) = i V€™ plati podla b) (linearita) a f) (c,(e"™) = Omn)

n=-—p

Z Yner(€™) = Y prelk| < p.

n=—p
Kedze
ciastkové sumy op(t) rovnomerne konverguji k f(t) pre p — oo, moZe sa v predpise

O = o f e~ dt prejst v integrdli k limite, t.j. ci(f) = plggo cx(0p) = Vi O

Nasledovna veta je z knihy [10], strana 340, pouZijeme ju ako pomocni v dokaze

dalSej vety a preto ju nebudeme dokazovat.

Veta o hustote
Nech G C R™ je otvorena mnozina. Potom je mnozina C§°(G) husta v priestore LP(G),
1 <p< oo, t.j. k funkcii f € LP(G) existuje, ak zadame € > 0, funkcia ¢ € C§°(G) s

vlastnostou || f — ¢||, < €.

Nasleduje veta z literatary [10],strana 361, ktora dokazeme.

Veta 1.5. Riemann-Lebesgueova veta
Pre f € Ly je lim ¢,(f)=0aj lim ¢,(f) =0,

n—+o00 n——oo
t.j. Fourierove koeficienty a,,b, pripadne c,,c_, smeruji k nule.
Dékaz: K ¢ > 0 vieme podla vely o hustote ndjst funkciu ¢ € C3(—m, ) taki, Ze
I|f — 9|1 < e. Ak roz§irime ¢ 2m-periodicky na R, tak ¢ € C? lebo ¢ sa v okoli m a —7
vynuluje. Podla 1.8 k) tak ziskame ohranicenie |c,(¢)| < K/n% Z bodu 1.3 h) vypljva,

ze |leo(f — &) < ||f — oll1/2m < e/27. Dalej plati: ¢, (f) — cn(@) = %_f f(t)e mdt —

— i Fotoear= (] roear = otoean = & T () - o(0)ea =
= c,(f — ¢). Vdaka vztahu c,(f) = cn(¢) —i— en(f — 9) platz ]cn( )| =
= len(@) + en(f = D) < lea(@) + len(f — d) < K/n? +/2r. O
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1 FOURIEROVE RADY

Znenie vety, ktora nasleduje a ktora dokdZzeme pochadza z knihy [10], strana 361.

Veta 1.6. Nech f € L, a f(t)/t € L(—9,9) pre § > 0. Potom Fourierov rad funkcie f
v bode 0 konverguje k hodnote 0, S(0; f) = lim s,(0; f) = 0.
pP—00

Doékaz: f(t)/t € L(—n, 7). Zavedieme si nasledovni premenni

g(t) .= L9 € L.. Funkcia (t) = it/(e" — 1) je na mnogine 0 < |t| < m spojitd a

1—ett
pre t — 0 konverguje k 1 (vdaka (e* —1)/s — 1 pre (komplexné) s — 0). TakzZe ¢ je
ohranicend a sice |p(t)| < K v intervale [—m, 7].

7 odhadu
1=k 1Y

f) 1ot ft)
i t

el <
et —1
pre 0 < |t| < 7 a z periodicity g vypljva g € L. Medzi Fourierovgmi koeficientami f a

g vznikne podla vlastnosti e) z vety 1.3. vztah

ft) = (1 —e"g(t) = ca(f) = calg) — ca1(9).
Suma Zp: cn(f) je teleskopicky rad,

p

sp(0:1) = Y ealf) = e59) = c-pa(9)

n=-p
a podla Riemann-Lebesgqueovej vety (veta 1.5) konverquje pravd strana k 0 pre

p — 00. U

Dalsiu vetu sme prebrali z publikacie [10], strana 362 a ideme ju dokazat.

Veta 1.7. Veta o konvergenciz
Nech f € Ly,a € [—m, 7| a ¢ je (redlne pripadne komplexné) cislo s vlastnostou, Ze

funkcia
f{t)—c

t—a

€ L(a—4d,a+9)

pre 0 > 0. Potom Fourierov rad funkcie f v bode a konverguje k hodnote ¢, S(a; f) = c.
Doékaz: Majme funkciu g(t) = f(a+t) — c. Z podmienky vo vete

% € L(a —d,a+ 0) dostaneme po substiticii t = s + a vijraz

ﬂ%a)_c € L(—0,0). Teda @ = w € L(—6,0). Pre g(t) potom plati S(0;¢g) = 0.
Podla 1.3. b),d) a g) ziskame ¢ = c+ S(0;9) =b),9) =

=5(0;9+¢) =5(0; fo) =d) = S(a; f). O
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Text nasledujicej vety, ktort ideme dokéazat, ndjdeme v literature [10], strana 362.

Veta 1.8. Ak vyhovuje f € L, v bode a Hélderovej podmienke
|f(t) = f(a)] < K[t —al*

pre |t —al <6 (0 < a < 1), tak plati S(a; f) = f(a). Ak je teda f € C° hélderovsky
spojita (t.j. |f(s) — f(t)] < Kl|s —t|* pre s,t € R s 0 < a < 1), tak Fourierov
rad funkcie f konverguje v kazdom bode k f. To plati predovietkym pre funkcie z C}
a pre lipschitzovsky spojité funkcie. Pre funkcie z C? je konvergencia podla 1.2. k)
TOUNOMeErnd.

Doékaz: Majme splnend Hélderovu podmienku |f(t) — f(a)| < K|t —al|* pre 0 < a < 1.
Ked predelime vijrazy v nerovnosti vijrazom |t — a|, dostaneme |f(|) f|(“ | < K|t —a|* .

Teraz sa dd vyuzit veta o konvergencii, kde ¢ = f(a), cize % < K|t —a|* '€

a+9d
L(a—d,a+0) pre =1 < a — 1 < 0. Na zdver ukdzeme, Ze [ |t —al* 'dt konverguje.
a—90

a+o
/|t a|* 'dt = |substiticia t —a =s dt =ds| = /[ |“~ 1d5—2/]s]°‘ Yds =

0

:2/30‘_1ds:2[$ h=2—-0=2— O
(6] «
0

Veta, ktorou pokracujeme a ktori dokdzeme, sa nachadza v knihe [10], strana 363.

Veta 1.9. Konvergencia v miestach skoku
Nech f € Ly, a € R a nech si dané dve ¢isla ¢, c™. Ak

o _ ot
%EL((I—&CL) a %GL(Q,Q—F(S) pre 6 >0,

tak Fourierov rad funkcie f konverguje v bode a k hodnote ¢ := %(c+ +c¢7). Ak sa pri
¢ act jednd o jednostranné limity f(a—) a f(a+), tak
S(a; f) = 5lf(a+) + fa—)].
Doékaz: Majme funkciu

g(t) = f(t) = AV (t —a) s A==(c"—c7) a V(t)=sgn(t).
Potom f(t) —c™ = g(t) —cpret < a a f(t) —c" = g(t) — ¢ pre t > a, takZe
(9(t) —¢)/(t —a) € L(a —d,a+ ) a podla vety o konvergencii S(a; g) = c¢. Podla 1.3.
d) S(a;V(t—a)) =5(0;V) =0 a teda S(a; f) = S(a;g9) + AS(0; V) = c. O
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Dalsiu definiciu najdeme v publikicii [10], strana 364.

Definicia 1.10. Pdrne a nepdrne rozsirenie
Funkcia f definovand na intervale (0,7) sa dd rozsirit na R tak, Ze zaddme pdrnu resp.

nepdrnu 2m-periodickd funkciu. Ak oznacime rozsirente f, resp. f,, tak plati

fot) = f(—1) resp. fu(t) = =f(—1) pre —m<t<DO.

V pripade pdrneho rozsirenia nepodliehaji hodnoty f,(0) a fy(m) = f,(—m) Ziad-
nemu obmedzeniu, ok nie je zadané vopred. Naproti tomu vedie podmienka, Ze f, je
nepdrna a 2m-periodickd k nutnosti, aby f,(0) =0 a fu.(7)=

= fu(=m) =0 (podla vety o konvergencii v miestach skoku).

Ked teraz rozsirime funkciu 27-periodicky, tak zostane parna resp. neparna. Fou-
rierov rad f, je podla 1.3. i) kosinusovy rad a Fourierov rad f, je sinusovy. Oba rady

predstavuju f na intervale (0, 7).
Pokra¢ujeme definiciou, ktorti ndjdeme v literature [10], strana 364.

Definicia 1.11. Prerdtanie na iné dizky peridd

Nech f je periodickd s periddou 2T (T>0). Funkcia g(s) = f(%s) potom md periddu
21 a pre vhodné, konvergenciu zaistujuce predpoklady ziskame z Fourierovho rozvoja
g(s) =" c,e™ odpovedajici rozvoj pre f.

T

oo ' 1 '
_ inmt/T _ —inzt/T
f(t) E Cné kde ¢, 5T / f(t)e dt

n=-—00 Zr

alebo v redlnej forme

1 [o.@]
flt) = 500 + ; (@, cos DTy b, sin @t),

T T
T X T
1 nm nmw
— — > = — in — >1).
an, T/f(t) cos Ttdt (n>0), by, T/f(t) sin Ttdt (n>1)
T =T

Nasleduje veta so znenim z knihy [10], strana 365, ktora dokazeme.

Veta 1.12. Riemannova lokalizacnd veta

Ak dve funkcie f,g € L, navzdjom sihlasia v okoli bodu a, tak maji ich Fourierove
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1 FOURIEROVE RADY

rady v bode a rovnaké konvergencné spravanie. To znamend, Ze ak konverguje jedna
funkcia v bode a, tak aj druhd a ok jedna diverguje, tak aj druhd. Ak konverguji, maji
td istd sumu, Sy(a; f) — Sp(a;g) = 0.

Dékaz: Hoci Fourierove koeficienty c,(f) ako integrdly zdvisia od priebehu f v celom
intervale [—m, 7|, st pre konvergenciu Fourierovho radu v bode a urcujice len funkéné
hodnoty v blizkosti a. KedZe funkcia h = f — g € L, mizne v intervale (a — §,a + §),
konverguje ciastkovd suma podla vety o konvergencii sy(a;h) = s,(a; f) — s,(a;g) pre

p — o0 k hodnote 0, z ¢oho vypljva turdenie vety. U

Znenie d'alsej vety v poradi, ktoria dokdzeme, pochadza z publikacie [10], strana 365.

Veta 1.13. Veta o rovnomernej konvergencit

Ak dve funkcie f,g € L, navzdjom sihlasia v otvorenom intervale J a Fourierov rad
funkcie f je v kompaktnom intervale I C J rovnomerne konvergentnyj, tak je aj Fou-
rierov rad funkcie g v I rovnomerne konvergentnygj.

Dékaz: Na ziklade 1.3d) mozZeme nds kompaktny interval posunit tak, aby mal stred
v bode 0, teda tak, aby [ = [—v,7] a J =[-4,6] s0 <y <0 <m. K funkcii h = f — g,
ktord mizne na J a k zadanému e > 0 urc¢ime podla vety o hustote, ktord sme uviedli v

dokaze Riemann-Lebesgueovej vety, funkciu ¢ s vlastnostami

peCl, ¢=0 v J |h — |1 < ae

kde o = [1—¢'0=M| = [1—cos (6 — ) +isin (6 — )| = /(1 — cos (§ —))2 +sin? (§ — 7)

= /1 —2cos(6 —7) +cos?(§ —7) +sin? (§ —7) = /1 +1—2cos (6 —7) =
= 1/2—2cos(6 —7) = V2y/1—cos (6§ —7) > 0 ¢ize a > 0. Teraz aprovimujeme h

podla vety o hustote v intervale J= = (—m, —0) cez funkciu z C3(J ™). Podobne na inter-
vale J© = (6, 7) a definujeme ¢ ako sumu tyjchto dvoch funkcii, 2m-periodicky roziren.
Nasledne zvolime a; |a| <. Teraz zavedieme funkcie

h(a+1) Pla+1)
T(t,@)zl_—eit p(t’a)zl——eit pre |al <.
Obe funkcie mizni (vdaka ohraniceniu pre a) pre |t| < § — . Oznaéme si menovatel
ako E(t). Ukdzeme si, Ze m < ﬁ pre |[t| >0 — 7.
1 1

E@Q)] = o 7
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&lal =1 -V <|E@)] =1 -] &
& \/(1 —cos (6 —7))2+sin? (0 —7) < \/(1 —cos ()2 +sin? () &

& \/1—2cos(5—'y)+cos2((5—’y)+sin2(5—fy) < \/1—2cos(t)+cosz(t)+sin2(t)<:>

& /2 —-2cos (6 —7) < V2 —2cost &
& 2—2cos(d—7) <2—2cost <
< 2cost < 2cos(0—7) &

& cost <cos(d—v) pre |t|>d—7,

¢o plati. Ukdzali sme si, Ze E(t) > « pre |t| > § — . Cheeme ndjst platng odhad c,(r)
pre vietky a. Vieme, Ze c,(r) = cu(r — p) + cn(p).

_ n h t . t
’Cn(T — p)‘ < (Ueta 1.3 h))M < HT o pH1 _ / ’ (CL+ ) (?(CL-F )’dt _
2m 11— eit]

|h(a+1t) — ¢la+ 1) |h(a+t) — ¢(a+ 1)
/ 11— e “‘/ 11— t
[t[=>6—y [t<o—y

B |h(a+1t) — ¢(a+t)]
= / 0] d’f*/od’fS

[t|>d—y [t|<é—v

gé / ]h(a+t)—¢(a+t)]dt+é / 0dt =

[t|>6—~ [t|<d—v

Q=

[ na+1) = o(a+ 0)ldt = Lllbta-+0) ~ oa+ 1)l =

= (veta 13 a))—|[h(t) — $(1)]l < ac ==

Teraz si odvodime derivdciu funkcie p:

p(t) =
rozderivovanim dostdvame:

_ GO0 =€) — dut)(=ie) _ 6u(t) | idalt)e”

p/(t) (1 _ eit)Z 1 — eit (1 _ ez’t)Q'
C’iée
o Ou(t) | ida(t)e”
"O=TFw * e
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Derivdcia p' je teda rovnd ¢/ E+ie'¢,/E?. Z toho a z 1.3 j) dostdvame od a nezdvisly
odhad

/ o ie" Pq o, ie" Pq
llen(o)] = lea(p)] = len(52) + e0(“Z22)] < len(22)] + len( S50 <
a Z€Zt¢(l |¢/ / ’ Zt¢a
< . =
_(Ueta 1.3 h)) H H1+H Hl ‘E‘dt+ |E2
[ 14 [ licg) [1g [ gl
= (veta 1.3 a —dt+ | ——dt = | —=dt + | —dt <
( Vo LEtt ettt e
Mdt—l—/ W = (a>0) /der @dt_
|af W! o a?

| - 1 1 1
— (v a nevystupuje 1) 5 [ 161+ [ lolat = 11+ el = K (o)
(0] (0] « «

Plati |c,(r)| = |en(r — p) + cn(p)| < len(r — p)| + |en(p)| < e + ﬁ < 2e pre |n| > £.
Fourierove koeficienty r(t) konverguji rovnomerne pre |a| <~ k hodnote 0, ak |n| — oc.
Ako v dokaze vety 1.6 c,(hy) = c,((1 — e®)r(t,a)) = e, (r(t,a)) — cu1(r(t, a)), cize

p

sp(a; f) = sp(a; g) = spa; h) = sp(0; he) = Z tn(ha) = (1) — cpa(r).

n=-—p

Pravd strana konverguje pre p — oo rovnomerne pre a € [—v,v] k hodnote 0 a veta je

dokdzand. ]
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2 HILBERTOV PRIESTOR

2 Hilbertov priestor

Definicia, ktora nasleduje v texte pochadza zo zdroja [5].

Definicia 2.1. Cauchyho postupnost
Postupnost {j,} C X, kde (X,||.||) je linedrny normovany priestor, sa nazjva Cau-
chyho, ak

Ve > 03ngVn > ngVp € N : ||2"*P — 2"|| < e.

Nasledovna definicia je z publikacie [5].

Definicia 2.2. Uplng priestor
Linedrny normovany priestor (X, ||.||) sa nazgva dplng priestor, ak kazdd Cauchyho

postupnost prokov z X md limitu v X.

Definicia, ktorou pokrac¢ujeme, sa nachadza v literatiare [10], strana 20.

Definicia 2.3. Hilbertov priestor [°
Uvazugme priestor vsetkijch redlnych postupnosti v = (xj)?i1 s konvergentnou sumou

oo
druhigjch mocnin > x? < oo. V tomto priestore, oznacenom 1%, sa definuje skaldrny
Jj=1

o0
sucin cez (x,y) == Y x;Y;, ktorého norma vznikne ako ||z|| = \/(z,x) =
j=1

=zl +ai+ ...

Znenie dalsej vety v poradi, ktort dokdZeme, najdeme v knihe [10], strana 366.

Definicia 2.4. Ortonormdlne postupnosti v Hilbertovom priestore

Nech H je redlny alebo komplexny Hilbertov priestor s vnitorngm sicinom (u,v)

a normou ||u|| = \/(u,u). Dva éleny u,v € H nazjvame ortogondlne, u 1 v,

ak (u,v) = 0.

Postupnosti (u,)° z H nazjvame ortonormdlnymi, ak si u, po pdroch ortogondlne

a znormované na dizku 1, ak teda (U, up) = Opmn. Dalej sa zameriame

na hore uwvedensj Hilbertov priestor [2. Pozostdva zo vietkyjch redlnych resp. komplexnijch

(o)
postupnosti o = () s konvergentnou sumou §tvorcov, Y. |a,|* < oo. Skaldrny sucin
0

dvoch ¢lenov o, B € 1% je definovany v komplexnom pripade ako {a, ) = Zanm.
0
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Normu v I? oznacujeme ||al|;z.

V' dalsom budeme uvaZoval komplexny Hilbertov priestor, ¢im je zahrnuty tieZ redlny
pripad. Koeficienty o, By, ... su teda komplexné ¢isla a {u,} je ortonormdlna postup-
nost.

(a)Nech A C N je koneénd indexovd mnozina a ) , oznacuje cez indexy n € A

ohraniceni konecni sumu. Pre g = apun, h = Bou, je
A A

(g,h) = <ZA: QU zA:ﬁnun> = > amE<uma Up) = %: anE

mneA
allg|]? =" a2. Teraz rozsirime (a) na nekoneénii sumu. Pri tom hrd iplnost priestoru
A

H délezitu dlohu.
Veta, ktorou pokracujeme v texte a ktori dokazeme, je zo zdroja [10], strana 367.

Veta 2.5. Rad > a,u, je konvergentng v H prdve vtedy, ked o = (a,)° je z 12. Ak su
0

aa B 212, tak pre g = apu,, h = Buu, platia rovnosti
0 0

(g.h) =) o= (.8 a g’ =>_lan* =l
n=0 n=0

Specidlne (g, uy) = ay,.

Doékaz: Ak je rad i an Uy, konvergentny a konverguje k prvku, ktory oznacime u, tak
s Ciastkové sumy gf:;amcvené a sice ||sp|[* < |ull®. Z (a) vyplyva, Ze aj Giastkové sumy
S~ lan|* maji ohranicenie ||ul|* a teda > | |* < ||ul]?. TakZe o € I,

p
Nech teraz a = (a,)3° je z 12, UvaZujme ciastkové sumy s, = > apu,. Ak pouZijeme (a)
0

q
na mnoZinu A = {p+1,...,q}, tak dostdvame ||s,—s,||* = 3. |an|*. Vdaka konvergencii
p+1

radu Y |a,|? ezistuje ku e > 0 index N takyj, Ze Zq: lan|* < & vypadne, pre ¢ > p > N.
Pre také indexy p, q je teda ||s, — spl|> < € a gc;tlz’al’ sa da vidiet, Ze ciastkové sumy
tvoria v H Cauchyovski postupnost. Vdaka iplnosti H konverguju ciastkové sumy k
clenu g € H.

P P
Druhii cast vety dokdzeme z (a). Pre s, at, = By je (Sp,tp) = Y anly
0 0

R
azs,—gat,— hvyplyva lim (sp, t,) = (g,h) = Um Y a,fB, =Y a,B,. Specidlny
pripad dostdvame, ak zvolime 5, =1, B; = 0 pre i # n. ([l
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Definicia, ktorou pokrac¢ujeme, pochadza z knihy [10], strana 367.

Definicia 2.6. Fourierove rady vztahujice sa k ortonormdlnej postupnosti
Pre f € H sa nazgvaji cisla vy, = (f,u,) Fourierovgmi koeficientami funkcie f vzta-

hugice sa na ortonormdlnu postupnost {u,}g°.

Nasledujtica veta, ktora dokdzeme, sa nachadza v literatire [10], strana 367.

Veta 2.7. ﬁalej sa budeme zaoberat problémom, ako najlepsie aproximovat f cez sumu
> aptiy, kde o, € C. Pri tom je A konecnd indexovd mnoZina. Potom sa dostaneme k
A

nasledovnej aproximacnej rovnics

I1f = ZanunHz =|IfII* - Zhﬂ’Q +Z‘O‘n — l?.
A A A

Dokaz: Nech g =) , anu,. Potom plati:

f=glP=(f =g, f =) =IFIP+lgll> = (f.9) — (g, f)-

Sem dosadime hodnotu (f,g) = > an(f,un) = Y. @nyn podla oznacenia, ktoré sme si
A A
zaviedli vo vete. Dalej vyuZijeme (g, f) = > ¥ a ||g]|? = D |an|? (podla 2.4 (a)). Ak
A A
%,

|t — Vnl|? = |Vnl?, dostdvame aprozimacni rovnicu.

If = allP=(f —g.f —a) = IfIIP+ | lgl* = {f.9) = (9. f)

J/

1f =9l =(f—g.f —9) = AP+ Dol = > @ =Y awa
A A A

1f =gl = AP =D 1l + ) law = 7l
A A
1f = ZanunHQ = [IfII* - Z Yl +Z‘O‘n — Tl O
A A A

Znenie dalsej vety, ktora dokdZeme, sme prevzali z publikacie [10], strana 368.

Veta 2.8. Veta o aproximdcii

Nech A je konecnd indexovd mnoZina. Medzi vietkgmi linedrnymi kombindciami | auy,
A
predstavuje élen fa = > yau, a len tento clen naglepSiu aprozimdciu funkcie f. Plati
A

1 = FalP = 11AIP =D Il < U1 =D
A A
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kde v, € C je lubovolnd.

Doékaz: 7 predchddzapice) vety vo vijraze

Hf_ZO‘nunHQ =I£I _Z”Yn‘Z"i_Z‘O‘n — Yul?
A A A

zvolime o, = v,. Tak dostdvame ||f — > Yaua||?> = [IFIF = D2 11al> + 30 e — l* =
A A A
= [IfIP = 2 Pl + 22102 = |I£IP = Xl S MAIP = 2 Pl + 2 o — ml® =
A A A A A
=If - §anun||2. 0

Vdaka 0 < ||f — fall> = If1I> = X |ml? maji vsetky sumy na A > |v,a|? horné ohra-
A A
nicenie ||f||*. Postupnost v = (7,)5° teda patri do priestoru [*. Rad > vy,u, je potom
0

podla vety 2.5 konvergentny. Tento rad budeme volat Fourierovym radom [ > Ypun,,
n=0

kde v, = (f, un) je vzlahugici sa k ortonormdlnej postupnosti (uy,).

Pokra¢ujeme vetou, ktora sme prevzali zo zdroja [10], strana 368 a ktort dokazeme.

Veta 2.9. Veta o konvergenciz
Pre f € H je prislusny Fourierov rad konvergentny (v H). S oznacenim f* = i ViU,
o = ) e }

1 = 1P = 112 =D bl = 1P = I

n=0

a tiez (f — f*,u,) = 0 pre vietky n. Zdroveri vy, € [>.
Dékaz: Vatah ||f — 12 = |IfI|* — io: Val? = || fII* = [IN||% dostaneme, ak vo vete o
aprozimacii pre A = {0,1,...,p} po§l§r{ze p do nekonecna, p — oo. Rovnost (f*, u,) =
Y bola dokdzand vo vete 2.5, ¢ize (f*,u,) = (:O Vel Up) = ki VeOnk = Vn- O

=0 =0

Definicia, ktora nasleduje pochadza z textu knihy [10], strana 368.

Definicia 2.10. Uplnost ortonormdlnej postupnosti
Ortonormdlna postupnost (uy,)s° sa nazyjva uplnd (alebo mazimdlna), ak z (f,u,) =0
pre vSetky n = 0,1, ... vyplgva f = 0. Inak povedané, ak je 0 jediny ortogondlny clen

2z H ku vsetkym u,,.

V texte budeme pokracovat vetou zo zdroja [10], strana 368, ktora dokazeme.
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Veta 2.11. Veta o zobrazent
Ak je ortonormdlna postupnost (u,)y iplnd, tak je kaZdy élen f € H zobrazeny cez

jeho Fourierov rad,
F=Y a5 Y= {fu).
n=0

Plati Besselova rovnost
AP =Dl td A= (e
n=0

Ak md g € H Fourierove koeficienty 0, = (g, u,), Parsevalova rovnost prechddza

do tvaru

(f,9) = mbn = (7, 6)p.
n=0

Dékaz: Podla predoslej vety je (f — f*,u,) = 0 pre vsetky n, z coho na zdklade iplnosti
ortonormdlnej postupnosts vyplyva f — f* = 0. Cize vo vete o konvergencii dostdvame

1f =7 =0 = |IflI” = "%, takze [|f])* = |N||%. A teda dostdvame Besselovu

rovnost a po odmocnent ||f|| = ||7|liz. Ak md g Fourierove koeficienty 6, = (g, u,),
tak podla prvej casti vety g = > dpuy,. Teraz (f,9) = (D Ynln, Y, Opliy) =
n=0 n=0 n=0

= podla vety 2.5= " Ynon. O

n=0

Pozndmka: Uplnd ortonormdina postupnost (un)22, sprostredkiva linedrne, bijektivne

a izometrické zobrazenie U z H do [?,

U:H— 1P Uf = ({f,ua))5
s tnverznym zobrazenim
U™ - H, U'la=> anu,.
n=0

Plati (f,g9) = (Uf,Ug)z pre f,g € H a teda ||f|| = ||Ufl|lz. To je vecny obsah vety

o zobrazend.

Teraz zaddme v Hilbertovom priestore L*(—m, ) ortonormdlne postupnosti zodpove-

dagice klasickym Fourierovym radom.
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Nasleduje definicia z publikacie [10], strana 337.

Definicia 2.12. LP-normu definujeme ako ||f||, := f|f ]pdx pre 1 < p < 0.
Priestor LP(B) definujeme ako priestor, ktory obsahuye vietky na B meratelné funkcie

s kone¢nou LP-normou. Priestor L?(B) nazjvame Banachovym priestorom L*(B).

Veta, ktorou pokrac¢ujeme a ktort dokazeme, sa nachadza v literattare [10], strana

369.

Veta 2.13. Hilbertov priestor L2
V predchddzagicej definicii sme si zadefinovali Banachov priestor L*(—m, ). ﬁalej ho
budeme oznacovat L2. Budeme wvaZovat redlny aj komplexny priestor, ¢iZe funkcie s

redlnymi aj komplezngmi hodnotami. Pre f, g € L% zavedieme sucin

(f.g) = / F (gDt

(v redlnom pripade § = g). Funkcia fg je na zdklade Hélderovej nerovnosti integro-
vatelnd na (—m, 7). Dd sa vidiet, Ze (-,-) vyhovuje podmienkam skaldrneho sicinu a
(f, [) = |If||2- Priestor L2 je teda Hilbertovijm priestorom. Konvergencia v priestore

L% znamend, Ze

lim f,=f v L2<:>/\f t)|?dt — 0 pre n — oo.
n—oo

Teraz zavedieme ortonormalne postupnosti v priestore L2 podla knihy [10], strana
370:
(a) realny pripad: (u,)3° = Lﬂ(lﬁ cost,sint, cos 2t, sin 2t, cos 3t, sin 3t, ...),
_ 1, et et 20t o=2it c3it
9 ?

(b) komplexny pripad: (v,)g° e,

A,
Vieme, ze platia vztahy

(¢)Van_1 + Vo = V2Ugp_y = \/gcos nt,

Vop_1 — Vop = i\/§u2n = i\/gsinnt pren=1,2,.. a uy = vy.

Ortonormélnost (v,)5° vyplyva z dokazu vety 1.3 f).

Fourierove koeficienty vytvorené funkciami u, alebo v, si rovnaké s predoslymi

¢islami a,,b, respektive c,, az na prenasobenie konStantami. Suciny vystupujice v
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odpovedajtcich Fourierovych radoch su tiez rovnaké
an(f) cosnt + by (f)sinnt = c,(f)e™ + c_,(f)e™™ =

= (f, uon—1)U2n—1 + (f, Uon) U2 = (f,Von—1)V2n—1 + (f, Von)Van

pre n > 1 tak ako fao(f) = co(f) = (f, uo)uo = (f, vo)vo.
N-té ¢iastkové sumy predoslych Fourierovych radov v redlnej (1) aj komplexnej
(2) forme (obe sa rovnaju podla rovnice (5)) su tiez rovné 2n-tej Ciastkovej sume

Fourierovych radov > (f, un)u, a > (f, v,)v, (aj tieto sa rovnaju).
0 0
Dalej budeme pokracovat vetou zo zdroja [10], strana 370, ktort dokazeme.

Veta 2.14. Uplnost trigonometrickjch ortonormdlnych postupnosti
Ortonormdlne postupnosti (u,)° a (v,)5°, ktoré sme zaviedli v (a) a (b) su uplné.
Doékaz: Dokaz dokdzZeme sporom. Budeme uvaZovat len komplezni postupnost v, kedze
fiou méze byt vyjadrend postupnost u,. Nech teraz 30 # f € L2 ortogondlna ku vsetkym
U, {f,vn) = 0 pre ¥n. Podla vety o hustote Ve > 03¢ € C? : ||f — ¢||2 < e. Podla
vety 1.8 konverguji ciastkové sumy s,(t) := s,(t,0) k ¢, s,(t,9) = ¢ na intervale
[—m,7]. Z toho vyplyva, Ze K > 0 také, Ze |s,(t)| = [5p(t)| < K pre vSetky p, takze
lf(@&)s,(t)| < K(o)|f(t)]. Z ortogonality f a vy, (f,v,) = 0, vyplyva aj ortogonalita
fa sy, (fisp) = 0. V tejto casti dokazu si ideme ukdzat, Ze pli_}noloKf(t),sp(t,gzﬁ)) —

(f(t),9(t))| = 0. Napiseme si vztah pre rovnomerni konvergenciu s, k ¢:

Ve13po¥p > po : [sp(t, @) — ()] < e1.

Podla toho ndsledne plati:

[(F(2), sp(t, 0)) = (f (1), o())| = I/f(t)(sp(t ¢) — o(t))di] < /If(t)llsp(t, ¢) — o(t)|dt <

S/If(t)|€1dt§€1/|f(t)|dtS€1||1!|L2Hf||L2-

KedZe s, = ¢, tak ey — 0 pre p — 0o0. A teda

lim [(f(2), 5,(t,¢)) = (f(), o(1))| = 0 & (f(t), 5,(L,9)) = (f (1), b(1))

p—o0
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Pretoze f je ortogondlne na vsetky v, a tym aj na vSetky s,, tak (f(t),sy(t,¢)) =0
pre vietky p. Z toho a konvergencie (f(t), s,(t,¢)) = (f(t), o(t)) vyplgva, Ze

(f(t), 0(t)) = 0. Teraz si zoberieme postupnost funkeit ¢, € C2 také, Ze ||f — ¢ill2 < &
prek = 1,2, ..., takZe ¢ — f v Lo. Z{f, 1) =0 az oy — f v Ly dostdvame (f, f) =0,
lebo

[ D=1 0w + (F = o)l SIS = ol < U lLalf = Okl = [ f12,0 =0,

a teda [ musi byt nulové, co je spor s nasim predpokladom. Neexistuje teda Ziadna
nenulovd funcia, ktord by bola ortogondlna na vietky éleny postupnosti (v,), cize

ortonormdlna postupnost tvorend tiymito ¢lenmi je uplnd. Il

Veta, ktorou pokrac¢ujeme v texte a ktort dokdZeme, je v knihe [10], strana 370.

Veta 2.15. Nech f € L% s Fourierovijmi koeficientami c,, podla definicie 1.2. Potom

konverguju ciastkové sumy Fourierovho radu funkcie f k funkcii f,

lim / |f(t) cnei”t|2dt =0,
p—0o0
n—fp
a plati Besselova rovnost
S el - / 7(0)Pt

Ak je f s redlnymi hodnotami a a, a b, si redlnymi Fourieroviymi koeficientami funkcie

f, tak limita ostdva s redlnymsi ciastkovymi sumamsi

T 1Y |
plggo |f(t) — 500~ Z(an cosnt + b, sin nt)|*dt = 0

n=1

a Besselova rovnost vyzerd takto

—a0+Za +b2) = /f

Dékaz: V predchadzajicej vete sme si ukdzali, Ze postupnost (v,)3° je uplnd. Podla

vety 2.11 (Vety o zobrazeni) je funkcia f € H zobrazend svojim fourierovym radom
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o ~
f=> vun s Yu = {f,u,). Vieme, Ze priestor L? je Hilbertov. Cleny u, z vetly
n=0
sd v tejto chvily cleny ortonormdlnej postupnosti vy, u, = v,. Cleny v, = (f,u,) su
v nasom pripade ¢, = {(f,v,). Ked to spojime, dostdvame konvergenciu v L2, ¢iZe v

kvadratickom clene, co vyjadruje

“ P
: . int|2 —
]}ggo/u(t) E cpe™|2dt = 0.

n=-—p

Besselovu rovnost dostdvame z Besselovej rovnosti z Vety o zobrazeni a z toho ako sme
st zadefinovali sicin v priestore L2 || f||> = (f, f) = [ f(¢)f(t)dt. KedZe
[[on|[? = (U, 00) = [ 0p0pdt = [ 1dt = 2w, tak

oo

1= [1@Ra = (3 e 3 o) = Y fealor,

n=—oo n=—oo n=—oo

¢o po predeleni 2w ddva Besselovu rovnost. Redlnu cast vety dostaneme zo vztahu medzi

redlnym a komplexnym vyjadrenim Fourierovijch koeficientov. 0

Nasledujtica veta, ktori dokdzeme, pochadza z publikacie [10], strana 371.

Veta 2.16. Veta o jednoznacnostz

Ak magi dve funkcie f,g € L2 totoiné Fourierove koeficienty, tak si tieto funkcie ako
cleny Hilbertovho priestoru L2 rovnaké. Z toho vypljva, e f(x) = g(x) pre skoro vietky
T € [—m, 7).

Dékaz:f a g maji rovnaké Fourierove koeficienty, t.5. f =Y cyv, a g = > cyvp, kde
cn = (fyvn) = (g,v)Vn. Ked teda (f,v,) = (g,v,)Vn = (f —g,v,) =0Vn=f—g L

Yu, = f — g = 0 vdaka tomu, Ze v, je iplnd. O

Dalej nasleduje veta z literattry [10], strana 371, ktort dokazeme.

Veta 2.17. Veta o absolitnej konvergencit
Nech f € AC, a deridcia f' € L2. Potom konverguje Fourierov rad funkcie f v R
absolutne a rovnomerne ku f. Toto plati predovsetkym pre lipschitzovsky spojité funkcie,

napriklad pre f € CL.
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Doékaz: Nech f md Fourierove koeficienty ¢, a f' md c,,. Potom |c,| = |nc,| podla 1.3

7). Aplikovanim Cauchy-Schwarzovej nerovnosti dostdvame

O lene™ )2 = (3 leal)* = (3 %) <Yl Y s = 5 [ 1 OPAY

V poslednej rovnosti sme vyuzili Besselovu rovnost a dostali sme konecné ohranicenie,
kedze f'(t) € L2 a Y =5 je konvergenind. Nasli sme teda majorantu pre rad Y [c,e™|
a na zdklade Weierstrass-kritéria sme dokdzali rovnomernid absolitnu konvergenciu

Fourierovho radu funkcie f. Funkcia g(t) = ]}LIIolo sy(t; f) je teda spojitd. Z rovnomernej

konvergencie vypljva konvergencia v L?,

p—0o0

lim s,(t; f) = g(t) / lg(t) — s,(t)|*dt — 0.

7 vety o jednoznacnosti vypljva, Ze f = g v L2, teda f(t) = g(t) skoro viade. Funkcie
f, g su ale spojité a preto plati rovnost pre vsetky t. O

Veta, ktora je dalgia v texte a ktortt dokdZzeme, sa nachadza v publikacii [10], strana

371.

Veta 2.18. Désledok

Ak je funkcia f € L, absolitne spojitd v otvorenom intervale J a f' € L3(J), tak
Fourierov rad funkcie f konverguje v kaZdom kompaktnom podintervale J rovnomerne
kf.

Dékaz: Zavedieme si kompaktng interval I vo vnitri J, I C J C |[—m, 7). Teraz si
zadefinujeme funkciu ¢ € AC[—m,w| s nosicom suppd C J, ktord bude na I rovnd
1. Zadagme si funkciu g = ¢f. Ak ju 2mw-periodicky rozsirime, dostdvame funkciu s
predpokladmi, ktoré mala funkcia f vo vete o rovnomernej konvergencii. Tvrdenie vety

potom vyplyva z vely o rovnomernej konvergencii. [
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3 Priklady

V tejto kapitole uplatnime nadobudnuté vedomosti a pomocou nich preratame priklady,
ktoré sa nachadzaju v knihe [10], strana 372.
Priklad 1: Ukdzte, Ze plati t* = + 4 Z " cosnt pre |t| < .

RieSenie: #? je parna funkcia = bude mat len kosinusovy rad

=71 [ Pdt=15, =%+ 5 =%

a, =1 } f(t) cosntdt = L fﬂ t? cosntdt = L[p2snnt)r 1 f 2¢S0 f —

— Cinnr _ msinnCm) 1 f Dpsimnt gy — ()4 — L [T opsinntgy —

_ Lfypeesptyr L Jgeosmgy 1 (gpesspn | gpoosnton)y  3fsingr _ sinn(n))
= SR (-1 + B

t? =% + il a, cos nt §1 CU® cosnt

Faourieroy rad

-2

Obr. 2: Stucet prvych 10000 &lenov Fourierovho radu funkcie ¢ pre |t| < 7
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Obr. 3: Fourierov rad funkcie t* pre |t| < 7

Priklad 2: Ukdzte, Ze plati

sin a ( 1 2

cosat = MROT(L 20 cogf + 245 cos 2t — 5 cos3t+..) pre o & Z,[t| < .

RieSenie:

cos T je parna funkcia = bude mat kosinusovy rad

f cos atdt = [smoct]_ﬂ_ _ lsinar _ lsin—ar _ lsinar + lsinar __ 2sinarw
a T T o« T T T
Pri Vypocte a, vyuzijeme nasledovné vzorce:
sin (x — y) = sinx cosy — siny cos x
sin (x + y) = sinx cosy + siny cos x
cos (r +y) = cosxcosy — sinzsiny
cos (x — y) = cosz cosy + sinxsiny
™ ™
t+nt t—nt
a, = + f cosatcosntdt =1 [ cos (attnt)tcos (at—nt) gy _
g g 2
—T
L[sln (a+n sin (a—n)t]ﬂ— _ l[sin (a4n)m + sin (a—n)m _ sin(a+n)(=m)  sin (a—n)(—ﬂ)] _
2w a+n a—n 1-m 7 27 a+n a—n a+n a—n -
__ 1 rsin(atn)m sin (a—n)7 sin (a+n)m sin (a—n)my _ 1 (2sin(atn)m 2sin (a—n)my\ __
o 271'[ a+n a—n + a+n + a—n ] o 27r( a+n + a—n ) o
1 2(a—n)sin (a+n)m+2(a+n)sin (a—n)7 2 . .
=5 Ly = stz ((a—n)[sin am cos nr +sin n cos am)+

+(a + n)(sin am cosnw — sinnm cos am)] = L(a2sin ar cos nm — n2 sinnm cos am) =

= %(OQ sinam(—1)" —n2* 0cosam) = 2(_2;725) sin am

m(a?—
(o]
cosat = @ + ) a,cosnt =
i 1 b 2 2
__ smaT (0% (0% (0%
= BROT(S — %5 oSt + —505 COS 2t — 55 cos 3t + ...)
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1 T ™
Fourieray rad
— —=—cos{alfa™) na {-pi,pi)

Obr. 5: Fourierov rad funkcie cos (1.5¢) pre [t] <7

Priklad 3: Ukdzte, Ze platisin t4-352t 4 snstq sindly - —

RieSenie:

(

\

—(m+1t)/2
0

(m—1)/2

pre —m <t <O,
pret =0,

pre 0 <t <.

Najprv si vyratame dva pomocné priklady, pomocou ktorych vyratame tento priklad.

Tieto priklady najdeme v literature [10], strana 362.

Ako prvy vyratame Fourierov rad pre funkciu V(t) = sgn(t) pre |t| < 7.

V(t) = sgn(t) je neparna funkcia = bude mat sinusovy rad
0

™

by =% [ sgn(t)sinntdt = = [(—1)sinntdt + + [ 1sinntdt =
0

—T —Tr

= Hemall g sy = 10— (1)) - (=14 (-1)) =

n 10 7 wn

= 1=+ 0= (=D") = 21 - (=1)")

m n
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sgn(t) = > 2(1— (=1)")sinnt = > 71'(2371) sin (2n — 1)t =

A n=1_ 3 5t n=1
4/ sin 3t sin
= “(sint + =55 4 S )

al e

Obr. 7: Sucet prvych 50 ¢lenov Fourierovho radu funkcie sgn(t) pre |t| <7

Ako druhy si zratame rad pre funkciu Z(t) =t pre |t| < 7.

™ ™ ™
_ 1 : _ 1 cosnt]m 1 cosnt _ 1[_gcosntlw 1 cosnt _
bn—;ftsmntdt—;[—t n ]—w_;f_ n dt_;[ t n ]—7r+7rf n dt =
—T —T —T
— 1[___cosnm _ _cosn(—m) 1fsinnt]r _ _ cosmm _ cosn(—m) __
- 7r[ ™ n i n ] + TF[ n?2 ]—W - n n -

B L

t= 3 2(=1)"*'sinnt = 2(sint — 22 4 w3 sindl 4 )
n=1
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Fourierov rad funkcie t
===t pre tl<Pi

Fourierov rad pre funkeiu t
3t ===t pre |t|<Pi
2l

Obr. 9: Sucet prvych 100 ¢lenov Fourierovho radu funkcie ¢ pre [t| <7

Vyratali sme teda, ze:

pre —m<t<O,

INE

A:sint+%3t+&55t+...:

ISE

pre m <t <0,

0 pret=0,—m,m,

%t pre —m <t<m,

— ai __ sin2t sin3t _ sin4t _
B =sint 5+ 2 2=

0 pre t = —m, .

Zlozenim tychto dvoch radov dostavame nami chceny vysledok:
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2A_B:Sint+siI;Qt_’_siré?)t_}_sir;M_i_”.: 0

pre —m <t<0,
pret =0,

pre 0 <t <.

51n2t + sin 3t + sin 4t T+

Obr. 10: Sacet prvych 100 ¢lenov Fourierovho radu sint +

3 4

Priklad 4: Ukdzte, Ze plati: Ak je f € C° hélderovsky spojitd s Holderovim
koeficientom o € (0,1], tak |c,(f)| < K/|n|*. Pomocka: Podla 1.3 ¢)

calf = fu) = 2¢a(f) pre a ==/n.

RieSenie:

s

cn(f = fa) = cn(f) — el fa) = cn(f) — % f ft+ a)efmtdt =

—T

T+a

= |subst. a+t=s, dt=ds|=c,(f f (s o—in(s—a) Jg —

1 . 477r+a
= Cn( — 1 ina f f —msds — Cn(f) _ €ma0n(f)

—n+a
Ak a =7/n tak ¢,(f — fo) = cu(f) — €Ten(f) = 2¢a(f)
de s

Teraz e (f) = 2D S5 L [ (£(1) = f(t+a))e ™ dt

—T

ateda feo(F) = 1 [ () = F(t+ a)eat| < ] |(f

f(t+a))e ™ |dt =

=i f! flt+a))ldt < 4 let— (t—a)ledt = & [ Kla|*dt = { Kla|*2r =

Ky
= 471_K‘n‘a277': W

Dokézali sme, ze |c,(f)| < —%.

n|*
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Priklad 5: Zrdtajte Fourierove rady pdrneho a nepdrneho rozsirenia funkcii
ft)=({t—c)" ah(t) = f*(t),0 <t <m Pritomje(<c<mau"=mar{u,0}.

Urcite konvergencné spravanie a sumy radov.
Riesenie:
Ako prvy zratame rad pre parne rozsirenie funkcie f(t). Funkcia je parna, ¢ize rad

bude kosinusovy.

™ s
< . 2
ap =1 f f(t)dt = parna funkcia = 2 [(t — ¢)dt = 2[5 — ct]T =
c
= 2(%2—07T——+c) 1(m—c)?
™ ™ ™
=1 [ f(t) cosntdt = parna funkcia = 2 [(t — ¢) cosntdt = 2 [ ¢ cos ntdt—
- c c
T
_ 2 fCCOS ntdt = [tsmnnt]c o % f sn;lntdt_%c[su;nt];r —_ %71’81277,7!’ o %0512nc+%[c<);2nt]2_
c
27rcsmnn7r + %Tcsn;nc =0 = %cm;lnc + %[ct;;nt]zr — 0+ 2csinne __ %coz;wr o %cosan —

2((*1)" . Co:ﬂnc)

flt) =%+ 2—31 ancosnt = 5=(m —c¢)? + 2 2—31((;# — 9208) cos it

n=
Ako mozeme vidiet na obrazkoch nizgie, Fourierov rad konverguje k funkcii f(t).

0sr

06

04r

02r

02
5

Obr. 11: Parne rozsirenie funkcie (¢ — ¢)™ pre ¢ = 2
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02 L L . L . I L L .
P i E E E

Obr. 12: Stucet prvych 100 ¢lenov Fourierovho radu parneho rozsirenia funkcie (t —¢)*

pre ¢ = 2

25

05 q

05 L L . L . I L L .
iR , E E g

Obr. 13: Stucet prvych 100 ¢lenov Fourierovho radu parneho rozsirenia funkcie (¢t —¢)*

prec=1

Pokracujeme neparnym rozsirenim. Funkcia je neparna takze rad bude sinusovy.

:%ff(t)sinntdt: L f(t—i—c)smntdt—i— f (t — c)sinntdt = * ]tsinntdt—i—

-7
cosnt 1 cos nt
+1 fcsmntdt+ ftsmntdt fcsmmfdt— [—tcosnt = f St +-
c
r (=<) (=)
c[__cosnt]—c 1 cosnt 1 cosnt _c[_cosnt]w __ 1/, cosn(—c) __cosn(—7
+7r[ n ]—7"+7r[ e 7rf n “dt 7r[ n ]Ciw(c n T n +
c
sinnt]—c cosn(—c) cosn(—m) cos nm cosnc sinnt|w cosnm cosncy __
HEE T — e e — O A et o [FUED - eSO — ) =
__ 1/ . cosnc _ _cosnw sinn(—c) _ sin n(—7) __ nLcosnc cosnm _ ,_COSNT cosnc sinnmw
_7r<c n ™ + n? n? S +c n ™ tc n + n?
smnc cosnm __ ,cosnc\ _ 1/ __cosnm _ sinnc sin nmw cosnw __ ,_COSNT sinnm
+c cn)_ﬂ'(ﬂ-n n2+ n +Cn ™ n?

slnnc + Ccosmr) — l(( o2 + QC)cosmr + 25irrllg7r _ QSiE;IC) — %(_271_ + 20) (_’i)"_

™

_%sianc — (( ) =n" siz;lc)
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F(t) =2 5 (e — m) EN0 — sinney iy gy

n=1

Na obrazkoch nizsie je vidno, ze rad konverguje k funkcii f(¢).

Obr. 14: Nepéarne rozsirenie funkcie (t — ¢)™ pre ¢ = 2

Obr. 15: Sucet prvych 100 ¢lenov Fourierovho radu neparneho rozsirenia funkcie (t—c)™

pre c = 2

Obr. 16: Sucet prvych 1000 ¢lenov Fourierovho radu neparneho rozsirenia funkcie (¢ —

c)t prec=2
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Obr. 17: Stcet prvych 100 ¢lenov Fourierovho radu neparneho rozsirenia funkcie (t—c)*

prec=1

Ako dalsi zratame rad pre neparne rozsirenie h(t).

Funkcia je neparna a teda rad bude sinusovy.
by =2 [ h(t)sinntdt = L [ —(t+ c)*sinntdt + L [(t — ¢)?sinntdt =
=1 [(—t* = 2tc — *)sinntdt + * [(t? — 2tc+ *)sinntdt = L [ —t? sinntdi+

—C —C s s
—i—% [ —2tesinntdt + % [ —c*sinntdt + % f 2 sin ntdt + % f —2tesin ntdt+
—T —T

™

+% f 02 SiIl ntdt ([tZ cosnt f thosntdt + [thcosnt f chosntdt+
_i_[CQcoZnt]:fr + [ tQCOS’rLt f 2tcosntdt + [2t cosnt f 2 Cosntdt + [ QCoint]c) —
= l((_c)Qcosn(—c) _ (_ﬂ.)QCOS”(_ﬂ') [Qtslnnt f QSlnntdt + 2( ) cosn(—c)

—2(—7T)CCOS+(_W)—2C[Si2—2m]:fr—{—c2cosn(_c) _CQCOSN(—W)+C2coinc_7r200ilnw+f Qt%mdt—i—

n n

c
+2,/chosnn7r _ QCQCOinC _ QC[siHZnt]w + C2cosnc _ C2cosnn7r) — %(C2cosnc _ 7r2cosn7r+

n n
_i_zcsngfc) _27Tsmrrll(2*7r) +[ 2cosnt] 2CQCosnc+27TCcosn7r _QCSIHTL( c) +2csm7;l(2*7")+
+02C0i:w _ CQCOjLnW _ 7.(.QCos:nnw + CZcoian + 2tsmnt f251nntdt + 27chosn7r

_QCZCosnc ) sin nm 2Csinnc o CZCosnrr + QCosnc)

_ l . 2cosnm __ ocosn(—c)
n n? n? n n 71'( ™ 2 +

- n n3

_}_Zcos:zlg—w)_}_27rccosnn7r_c2coin7r +27T51I;L;zw_20s12271c_2[ co;nt] +27rccosnw _I_ZCsmnc

_C2cosn7r _ 7r2cosn7r) — %(_7_(_2 (—;)n . 2cos§w + 2(—7113)" + 27TC( Hm . 02 (=)™ . 26512;10+

+2—C023mr — 2_005"0 + 27TC(*71L)” + 2Csinnc - CZcosnmr . 7T2 (771)“) _
:%((_1) ( + +27TC———|— -}-Qﬂ:_%_ﬂ;) 400;:?0):
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ﬁ) _ 4cosnc)

4 4mc
n3 + n n ns

ht) =2, (=) (==~
Na obréazkoch mozeme vidiet, Ze rad konverguje k funkcii h(t).

22 — 4eospe) gin

4 4me

Obr. 18: Neparne rozsirenie funkcie h(t) pre ¢ = 2

o P —
05 /‘
A 1

Obr. 19: Sucet prvych 1000 ¢lenov Fourierovho radu nepéarneho rozsirenia funkcie h(t)

pre c = 2

P T R T T

Obr. 20: Sucet prvych 1000 ¢lenov Fourierovho radu nepéarneho rozsirenia funkcie h(t)

prec=1
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V tlohe bude nasledovat rieSenie pre parne rozsirenie funkcie h(t).

Funkcia je parna a teda rad bude kosinusovy.
=1 [ h(t)dt= f c)?dt =2 [1* = 2tc+ Adt = 2[5 — t2c + AT =

:%(”—3—W20+c7r—§—|—c —3) =

3 = (3 = 3m?c+ 3w — *) = &(r —¢)?

3

s s T T
an =2 [ h(t)cosntdt =2 [(t — c)? cosntdt = 2 [t? cosntdt — % [ t cosntdt+
-7 c c c
, 7 T T 5
2c 251nnt 2 sin nt derysinnt|m 4c sin nt 2c” [sinntlmw __
+2= [ cosntdt = 2|t — 2 [otshnlqp — Sepsinnt]n 4 dc [ Sl gy 4 3¢ [SILRL]T —
c c c
__ 2 _2sinnw _ 2 2sinnc cos nt cos nt c sm nw __ .sinnc 4cy__ cosntlmw
_7r7T n 7rc n [t + f “dt — n c n ]+7r[ n2 ]c+
2c” (sinnm _ sinnc\ _ —2 2sinnc 4 (. _cosnm _ _cosmc 4[—sinnt|w 4c? sinnc
+T( n n )_ = C T n +7r(7r n? Sy >+7r[ ns3 ]C+ T n +
4c cos s cosnc 2c? sinnc __ 4 (mcosnm _ ccosnm __ [sinpm _ sinncl) _
+7r( + n2 ) T n - W( n2 n2 [ n3 n3 ]) —

= ((m — ) (—1)" + s

™

™
n=1

h(t) = % + 2—31 ancosnt = z-(m —c)* + 3 —((m — ¢)(—1)" + 221) cos nt

Obr. 21: Parne rozsirenie funkcie h(t) pre ¢ = 2
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0sr

06

04r

02r

0.2
]

Obr. 22: Stucet prvych 100 ¢lenov Fourierovho radu parneho rozsirenia funkcie h(t) pre

c=2

Obr. 23: Sucet prvych 100 ¢lenov Fourierovho radu parneho rozsirenia funkcie h(t) pre

c=1

Na obréazkoch je mozno vidiet, Ze rad konverguje k funkcii h(t).

Priklad 6: Pomocou postupnosti (c,)° € I? je tvoreny potencny rad
f(z) = i cn2". Ukdzte: Fourierov rad g.(t) = i care™ je pre 0 < r < 1 v L2
kOTLU@Tg@T;L:t(;Ly’ a plati ||g, — gil|l2 = 0 pre r — 1—. i

Riesenie: Mame predpoklad > |c,]* < oo.

V tomto priklade vyuzijeme a dokadzeme tvrdenie z knihy [9]:

Tvrdenie: Y c,r"e™ € Ly(—m,m) pre |r| < 1.

Dokaz: Treba ukézat, ze Y |c,r™|* < co. Vieme, Ze Y. |c,r™* < 37 |en)? < o0o.

A teda 3 ¢, r"e™ € Ly(—m, ). Cim sme dokézali pomocné tvrdenie.[]
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Pokrac¢ujme v priklade. Teraz >_ c,r"e™ — > c,e™ = g,.(t) — g1(1).
/!gr( —ai(t 2dt</2\cn — 1)e™Pdt =
/Z a2 = 12l 2t = 203 fea 27 — 1)

Teraz chceme ukazat, ze hr{1 Z len2(rm — 1)? = 0.
1T n=1

Oznac¢me f,(r) = |c,[*(r™ — 1)?. UkaZeme, 7e Z fn(r) = na (0,1). Pretoze je to
n=1

postupnost spojitych funkcii, Y f,.(r) = f(r) je spojita funkcia a teda
n=1
Tim 3 £(r) = £(1) = 0.
|fa(P)] = |enP|r™ — 112 < 4e,|?, cize S | fu(r)] <457 |cn|?, teda Y f,.(r) konverguje
rovnomerne podla Weierstrassovho kritéria.

Teda naozaj [lg,(t) — gu(D)ls = 0 a g,(t) = g1(t) v Lo(—,7).
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Zaver

V nagej praci sme sa zaoberali témou Fourierovych radov. Cielom prace bolo pochopit
teoriu Fourierovych radov a pomocou nej vyriesit sled tloh, ktoré sa tykali zmienenej
témy. Teoretické poznatky sme ziskali a objasnili v prvej a druhej kapitole. V definicii
1.1 sme si zadefinovali pojmy, ktoré sme neskor vyuzili v praci. V definicii 1.2 sme
zadefinovali ¢leny Fourierovho radu a aj samotny Fourierov rad utvoreny funkciou f.
Vo vete 1.3 sme uviedli a dokézali vztahy platiace pre ¢leny Fourierovho radu, ktoré
sme neskor vyuzili pri dokazoch dalich viet alebo pri rieSeni prikladov. V nasleduju-
cich vetach prvej kapitoly sme vyslovili a dokazali tvrdenia o konvergencii Fourierovho
radu. V prvej Casti druhej kapitoly sme vyslovili definiciu Hilbertovho priestoru a or-
tonorméalnych postupnosti v tomto priestore. V nasledujtcich vetach sme sa zamerali
na konvergenciu Fourierovych radov v tomto priestore. Tiez sme sa zaoberali zobra-
zeniami v priestore s konecnym skalarnym sic¢inom a zobrazeniami v Hilbertovom
priestore. Ukazali sme si, Ze Banachov priestor je tiez Hilbertovym priestorom. Taktiez
sme ukazali, co znamené konvergencia v tomto priestore a zaviedli sme ortonormalne
postupnosti v tomto priestore. Tieto postupnosti sme napokon vyuzili pri zostrojeni
Fourierovych radov a vo vetach sme dokazali konvergenciu ich sic¢tu. V tretej kapitole
sme chceli nami nadobudnuté vedomosti uplatnit pri rieSeni vybranych tloh z knihy
[10]. Tieto ulohy boli zamerané na tému konvergencie Fourierovych radov. Priklady
sme uspesne vyrie§ili a v rieSeniach sme poskytli ¢itatelom nahl'ad na rieSenie podob-
nych problémov. Pre autora bola tato praca velmi prospesna. Nadobudol pomocou nej
hlbsie vedomosti v tedrii Fourierovych radov a tieto vedomosti nasledne implementoval
do rieSenia vybranych prikladov k danej téme. Tato praca je vhodna pre ¢itatelov,
ktori si chet prehibit poznatky z témy Fourierovych radov alebo opisu periodickych
funkcii. Budici vyznam Fourierovych radov nachiddzame v matematike alebo fyzike,

napriklad pri opise trigonometrickych systémov, zvuku, ¢i signalu.
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Priloha

V tejto prilohe uvaddzame zdrojové kody z programu Matlab, pomocou ktorych sme

vykreslovali obrazky.

Kod na vykreslenie Fourierovho radu funkcie ¢%:
xr=—10:0.01: 10;
y = (pi?)/3;
for m=1:10000
y=y+4x(((=1)")/(n)?) * cos(n x z);

end

plot(z,y);

Kod na vykreslenie Fourierovho radu funkcie cos(at):
alfa = —0.5;
z=—10:0.01: 10;
y = sin(alfax pi)/(pi * alfa);
for n=1:10000
y=y+ (2*alfax ((=1)") * sin(alfa* pi)/(pi * (al fa* — n?))) x cos(n * x);
end
plot(z, y);
hold all
x=—pt:0.01: ps;
y = cos(alfa x x);

plot(z,y, ——" LineWidth',2);

Ko6d na vykreslenie Fourierovho radu pre priklad 3:
x=—10:0.01: 10;
y=0;
for n=1:100
y=1y+ sin(nxx)/n;
end

plot(z,y);
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PRILOHA

Kod na vykreslenie Fourierovho radu funkcie ¢:
xr=-=5:0.01:5;
y=0
for nm=1:100
y=y+ 2 ((=1)n+1))/n)* sin(n * x);
end
plot(x,y);
hold all
x = —pi:0.01: pi;
Y=

plot(x,y, ——" LineWidth', 2);

Kod na vykreslenie Fourierovho radu funkcie ¢%:
xr=—10:0.01: 10;
y = (pi*)/3;
for m=1:10000
y=y+4x(((=1)")/(n)?) * cos(n x z);
end
plot(x, y);
hold all
xr=—pt:0.01: ps;
y=u%

plot(z,y, ——" LineWidth',2);

Kod na vykreslenie Fourierovho radu funkcie sgn(t):

xr=-5:0.01:5;
y=0
for n=1:50

y=y+ 4/(pi*(2xn—1)))xsin((2*xn — 1) *z);
end

plot(z,y):

hold all
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x=0:0.01: ps;

y=1

plot(x,y, —=" LineWidth', 4);
hold all

x=—pt:0.01:0;
y=-1
plot(x,y, ——" LineWidth',4);

Kod na vykreslenie parneho rozsirenia funkcie (t — ¢)* v priklade 5: ¢ = 2;
x=c:0.01:p;
Y= =G
plot(x, y);
hold all
r=—pt:001: —c
y=—x—c
plot(x,y);
hold all
x = 0;
y=—0.2;
plot(z, y);
hold all
z=—c:0.01:c¢
y=0;
plot(z,y);
hold all
T = —9;

y = —0.2;
plot(z,y);
hold all
T = 9;

y = —0.2;

plot(z,y);
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Ko6d na vykreslenie Fourierovho radu parneho rozgirenia funkcie (t — ¢)* v priklade
5 c=1;
xr=-—5:0.01:5;
y = ((pi = )*)/ (2 pi);
for n=1:100
y=vy + ((2/pi)* ((—=1)n) — cos(n xc))/(n?)) * cos(n * z);
end

plot(z,y);

Kod na vykreslenie neparneho rozsirenia funkcie (¢t — ¢)* v priklade 5: ¢ = 2;
x=c:0.01: pi;
y=1x—c
plot(z,y);
hold all
xr=—pt:001:—c
y=2x+c¢
plot(z, y);
hold all
r=—c:0.01:¢
y=0;
plot(z,y):
hold all
r = —9;

y = —0.2;
plot(z, )
hold all
T = 9;

y = —0.2;

plot(z,y);

Ko6d na vykreslenie Fourierovho radu neparneho rozsirenia funkcie (t—c¢)™ v priklade

o:c=1;
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r=-—5:0.01:5;

y=0;

for n=1:100

y=y + (2/pi)* (((=1)'n)) = ((c — pi)/n) — sin(n * ¢)/(n?))) * sin(n * z);
end

plot(z,y);

Kod na vykreslenie neparneho rozsirenia funkcie h(t) v priklade 5: ¢ = 2;
r=—c:0.01:c¢
y=0;
plot(z, y);
hold all
x=c:0.01: pi;
y=(x—c)%
plot(z,y);
hold all
x=—pi:001:—c;
y=—(v+c).%
plot(z,y);
hold all
T = —9;
y = —0.2;
plot(z,y);
hold all
T =05
y=—0.2;

plot(z,y);

Ko6d na vykreslenie Fourierovho radu neparneho rozsirenia funkcie h(t) v priklade
o:c=1;
r=-=5:0.01:5;
y=0;
for n=1:1000
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y=y + ((1/pi)* (((=1)") % ((=2* (pi*)/n) +4/(n®) + 4% pix c/n — 2% (c*)/n) —
(4/(n3)) * cos(n * c))) * sin(n * x);
end

plot(x,y, LineWidth', 2);

Kod na vykreslenie parneho rozsirenia funkcie h(t) v priklade 5: ¢ = 2;
x=c:0.01:pg
y=(r-0)%
plot(x,y);
hold all
xr=—pt:001: —c
y=(x+c)%
plot(z, y);
hold all
z=—c:0.01:c¢
y=0;
plot(z,y);
hold all
rz =0;

y = —0.5;

plot(z,y);

Ko6d na vykreslenie Fourierovho radu parneho rozsirenia funkcie h(t) v priklade 5:
c=1;
x=—pt:0.01: ps
y = ((pi = ¢)°)/ (3 % pi);
for n=1:100
y=y + ((@/(i*(02)) % (=1)") * (pi — ) + sin(n * c) /n)) % cos(n * z);
end

plot(x,y, LineWidth', 2);
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