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Abstrakt v ²tátnom jazyku

�TEFÁNIK, Martin: Fourierove rady - príklady [Bakalárska práca], Univerzita Ko-

menského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej

matematiky a ²tatistiky; ²kolite©: RNDr. �ubica Kossaczká, CSc., Bratislava, 2012, 42

s.

Na²a práca sa zaoberá témou Fourierových radov, spracovanou v knihe [10]. Táto

práca má re²er²ný charakter. V práci sme prevzali de�nície a vety zo zdroja [10]. V

tejto knihe boli vety dokázané, no dôkazy obsahovali my²lienkové skoky. My sme tieto

dôkazy doplnili, roz²írili a my²lienkové skoky sme odstránili. V práci sme zade�no-

vali Fourierove rady pre funkcie z priestoru Lπ. �alej sme rie²ili po£ítanie koe�cientov

pre Fourierove rady a vlastnosti Fourierových radov. Vo vetách sme zhrnuli vlastnosti

Fourierových radov a neskôr sme sa zamerali aj na vlastnosti Fourierových radov v

Hilbertovom priestore. V práci sme dokázali Riemanovu lokaliza£nú vetu, ktorá hovorí

o tom, ºe ak dve funkcie z Lπ navzájom súhlasia v okolí bodu a, tak ich Fourierove rady

majú v bode a rovnaké konvergen£né správanie. Tieº sme dokázali vetu o rovnomernej

konvergencii, ktorá hovorí, ºe ak dve funkcie navzájom súhlasia v otvorenom intervale

J a Fourierov rad jednej z funkcií je v kompaktnom podintervale I rovnomerne kon-

vergentný, tak aj Fourierov rad druhej funkcie je v I rovnomerne konvergentný. V inej

£asti sme dokázali ¤al²iu vetu a síce vetu o úplnosti trigonometrických ortogonálnych

postupností, ktorá hovorí, ºe zavedené ortonormálne postupnosti sú úplné. Ako jednu

z posledných sme dokázali vetu o absolútnej konvergencii, ktorá hovorí, ºe ak f ∈ ACπ
a derivácia f ′ ∈ L2

π, tak Fourierov rad funkcie f v R konverguje absolútne a rovnomerne

ku f . V tretej kapitole sme rie²ili príklady, ktorých zadania pochádzajú zo zdroja [10].

Pri tom sme vyuºili nadobudnuté vedomosti a aj poznatky nadobudnuté z knihy [9].

Vieme opísa´ periodické funkcie, £o môºe nájs´ vyuºitie v matematike alebo fyzike, pri

opise trigonometrických systémov, zvuku, £i signálu.

K©ú£ové slová: Fourierov rad, Hilbertov priestor, Trigonometrický rad, Periodická

funkcia



Abstract

�TEFÁNIK, Martin: Fourier series - Examples [Bachelor Thesis], Comenius University

in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied

Mathematics and Statistics; Supervisor: RNDr. �ubica Kossaczká, CSc., Bratislava,

2012, 42p.

Our work deal with theme of Fourier series, processed in book [10]. This work has

the character of the research. We took de�nitions and theorems over from source [10].

In this book were theorems proven, but with ideal jumps. We completed this proofs.

We extended them and we removed ideal jumps. We de�ned Fourier series for function

from space Lπ in this work. As further we handled with counting of Fourier series co-

e�cients and properties of Fourier series. We compiled properties of Fourier series in

theorems and than we �xated to properties of Fourier series in Hilbert space. In work

we proved Rieman localisation theorem, that tells, if two functions from Lπ mutually

agree in surround of point a, then their Fourier series had in point a the same con-

vergence behaviour. We proved theorem of uniform convergence, too. This tells, if two

functions mutually agree in opened interval J and Fourier serie of one from functions

is uniform convergent in compact subinterval I, then is Fourier serie of second function

uniform convergent in I, too. We proved next theorem in other part of work. This was

theorem about completeness of the orthogonal trigonometric sequences. The theorem

tells, established orthonormal sequences are complete. As one of the latest, we proved

theorem about absolut convergence, that tells, if f ∈ ACπ and derivation f ′ ∈ L2
π, then

Fourier serie of funkction f ∈ R converge absolut and uniform to f . In third chapter

we solved examples from source [10]. By solving we used acquired knowledge and infor-

mation acquired from book [9]. We know, how to describe periodic function, what can

be used in mathematics and physics, by description of trigonometric systems, sound,

or signal.

Keywords: Fourier serie, Hilbert space, Trigonometric serie, Periodic function
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Zoznam pouºitých symbolov

V na²ej práci pouºijeme nasledovné symboly, ktoré v ¤al²om texte upresníme:

Ck(Rn) priestor funkcií, ktoré sú na Rn k-krát spojite diferencovate©né

Ck
0 (Rn) mnoºiny v²etkých funkcií z Ck(Rn) s kompaktným nosi£om (0 ≤ k ≤

∞)

Ck
π trieda funkcií, ktoré sú 2π-periodické a k-krát spojite diferencovate©né

na 〈−π, π〉

AC(J) trieda absolútne spojitých funkcií na mnoºine J

ACπ trieda absolútne spojitých funkcií na mnoºine 〈−π, π〉

l2 Hilbertov priestor postupností

Lp − norma norma, ktorú de�nujeme ako ||f ||p := (
∫
B

|f(x)|pdx)1/p, 1 ≤ p <∞

Lp(B) priestor, ktorý obsahuje v²etky na B Lebesgueovsky merate©né funkcie

s kone£nou Lp − normou

⇒ rovnomerná konvergencia
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ÚVOD ÚVOD

Úvod

V sú£asnosti ºije £lovek v multimediálnej dobe, obklopený mnoºstvom technických

vymoºeností, ktoré mu spríjem¬ujú ºivot. Medzi takéto patria hudobné prehráva£e,

televízory, po£íta£e a mnohé iné. Ak si chce £lovek napríklad vypo£u´ hudbu, zapne

si rádio alebo hudobný prehráva£. Ve©ká vä£²ina ©udí po£úva kaºdodenne rozhlasové

vysielanie bez toho, aby sa zamý²©ala nad tým, akým spôsobom sa hlas moderátora

alebo speváka zmení na signál a opätovne na zvuk, ktorý vychádza z rádia. Zvuk,

signál, pohyby planét, záchvevy pri zemetrasení, neharmonické elektrické veli£iny, to

v²etko sa dá popísa´ pomocou matematiky a £ísel.

Na túto skuto£nos´ pri²li uº dávne civilizácie. Babylon£ania vedeli, ºe nebeské telesá

sa pohybujú pod©a prísnych £íselných zákonov. Grécki Pytagorci objavili, ºe aj hudba

sa riadi £íselnými zákonitos´ami. Uchvátení týmto zistením, pri²li so záverom, ºe pod-

statou vecí sú £ísla a javy na nebi a na zemi sú ovládané matematickými vz´ahmi, ktoré

treba nájs´.

Pytagorasov monochord (strunový nástroj) ovplyvnil matematiku a mechaniku ne-

tu²eným spôsobom. Teória chvenia strún viedla k �harmonickej analýze� a vývinu fun-

kcií v trigonometrických radoch. Tento problém podnietil analýzu nasledujúcich storo£í

viac ako akýko©vek iný matematický predmet. Problémom bolo opísa´ pohyb na oboch

koncoch upevnenej struny d¨ºky L pomocou funkcie u. Týmto problémom sa zaobe-

rali vo svojich prácach matematici ako Bernoulli, D'Alembert, Lagrange a Euler, ktorý

na²iel integrálne vyjadrenie Fourierových koe�cientov. Joseph Fourier pojednáva v jed-

nom zo svojich diel mnoºstvo problémov vedenia tepla cez rozvoje radov. Pri tom hral

rozvoj ©ubovo©ných funkcií v trigonometrických radoch nosnú úlohu. Základný prínos

k teórii Fourierových radov priniesol Dirichlet.

Pomocou Fourierových radov je moºné opísa´ rôzne príklady vlnenia, ako sú napr.

zvuk, signál, £i záchvevy pri zemetrasení. To sa dá vyuºi´ pri mnohých výskumoch

alebo prácach, ako je napr. analýza dát po zemetrasení alebo digitalizácia hudby. Téma

Fourierových radov je beºne predná²aná na hodinách matematickej analýzy [8], je

rozpracovaná v mnohých publikáciách a £lánkoch [2], [3], [5], [10], [11] a je témou

niektorých závere£ných prác [1], [4]. Hlavným zdrojom informácií pre túto prácu boli

texty z kníh o matematickej analýze [5], [7], [9], [10].
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ÚVOD ÚVOD

Cie©om tejto bakalárskej práce je bliº²ie sa oboznámi´ s teóriou Fourierových radov

a vedie´ aplikova´ nadobudnuté vedomosti na rie²enie príkladov k Fourierovým radom.

V práci vyslovíme sled de�nícií a viet pochádzajúcich z knihy [10], ktoré následne

dokáºeme. Pri rátaní príkladov pouºijeme najmä vedomosti nadobudnuté v knihách

[7], [9] a [10].
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1 FOURIEROVE RADY

1 Fourierove rady

V nasledujúcom texte budeme pouºíva´ rôzne pojmy a zna£enia, preto si niektoré z

nich teraz zade�nujeme. Tieto de�nície pochádzajú z knihy [10].

De�nícia 1.1. De�nícia pochádzajúca z [10], strana 258.

Nosi£ (support) funkcie f je uzáver mnoºiny v²etkých bodov v Rn, kde f nie je nulová,

supp(f) =uzáver{x ∈ Rn : f(x) 6= 0}. Funkcia, ktorá je nulová mimo ohrani£enej

mnoºiny, sa preto nazýva funkcia s kompaktným nosi£om. Znakom Ck
0 (Rn) sa zna£ia

mnoºiny v²etkých funkcií z Ck(Rn) s kompaktným nosi£om (0 ≤ k ≤ ∞).

De�nícia z knihy [10], strana 358.

V R de�novaná, 2π-periodická funkcia f je z triedy Ck
π , ak je v R k-krát spojite diferen-

covate©ná.

De�nícia nachádzajúca sa v [10], strana 341.

Nech J ⊂ R je ©ubovo©ný interval. Funkcia f : J → R sa volá absolútne spojitá

v J, skrátene f ∈ AC(J), ak sa k ©ubovo©nému ε > 0 dá zada´ δ > 0 tak, ºe pre kaºdý

kone£ný systém ((αi, βi))
p
i=1 po pároch disjunktných otvorených £iastkových intervalov

J platí, ºe
p∑
i=1

(βi − αi) < δ ⇒
p∑
i=1

|f(βi)− f(αi)| < ε. Ak sa tu poloºí p = 1, tak máme

de�níciu rovnomernej spojitosti. Ak f ∈ AC(J) a φ je na mnoºine f(J) lip²icovsky

spojitá, tak φ ◦ f ∈ AC(J). Ak f je na J lip²icovsky spojitá, tak f ∈ AC(J).

De�nícia, ktorú sme prebrali z [10], strana 358.

V R de�novaná, 2π-periodická funkcia f je z triedy ACπ, ak je v 〈−π, π〉 absolútne

spojitá.

De�nícia, ktorú nájdeme v zdroji [10], strana 20.

Hilbertov priestor postupností l2 de�nujeme ako priestor v²etkých reálnych alebo kom-

plexných postupností α = {αn}∞n=1 s konvergentnou kvadratickou sumou,

l2 = {{αn}∞n=1;
∞∑
n=1

a2n <∞}. V tomto priestore sa de�nuje skalárny sú£in cez 〈x, y〉 :=
∞∑
j=1

xjyj, ktorého norma vznikne ako ||x|| =
√
〈x, x〉 =

√
x21 + x22 + ....

13



1 FOURIEROVE RADY

De�nícia pochádzajúca z [10], strana 323.

Nech B ⊂ Rn je merate©ná. Funkcia f : B → R je Lebesgueovsky integrovate©ná, ak

J(f) ≡
∫
B

f(x)dx Lebesgueov integrál existuje. Mnoºina Lebesgueovsky integrovate©ných

funkcií na mnoºine B sa zna£í L(B).

De�nícia nachádzajúca sa v publikácii [10], strana 337.

Lp-normu de�nujeme ako ||f ||p := (
∫
B

|f(x)|pdx)1/p, 1 ≤ p < ∞. Priestor Lp(B)

obsahuje v²etky na B merate©né funkcie s kone£nou Lp − normou. L(B) = L1(B),

Lπ = L(−π, π).

Ak v texte pouºijeme, ºe funkcia mizne, budeme tým myslie´, ºe jej hodnota je rovná

nule na ur£itej mnoºine.

Teraz si zade�nujeme trigonometrický a Fourierov rad. Táto de�nícia pochádza z

knihy [10], strana 358.

De�nícia 1.2. Trigonometrický rad a Fourierov rad

Pod pojmom trigonometrický rad rozumieme výraz vo forme

1

2
a0 +

∞∑
n=1

(an cosnt+ bn sinnt) (1)

alebo v komplexnej forme

∞∑
n=−∞

cne
int := lim

p→∞

p∑
n=−p

cne
int, (2)

pri£om pre koe�cienty platia rovnice

c0 =
1

2
a0, cn =

1

2
(an − ibn), c−n =

1

2
(an + ibn) (n = 1, 2, 3, ...). (3)

Alebo ekvivalentne

14



1 FOURIEROVE RADY

a0 = 2c0, an = cn + c−n, bn = i(cn − c−n) (n = 1, 2, 3, ...). (4)

Potom platí

an cosnt+ bn sinnt = cne
int + c−ne

−int (n = 1, 2, 3, ...).

P-te £iastkové sumy oboch radov sú tak identické,

sp(t) =
1

2
a0 +

p∑
n=1

(an cosnt+ bn sinnt) =

p∑
n=−p

cne
int. (5)

Na R de�novaná, 2π-periodická funkcia f je z triedy Ck
π prípadne ACπ alebo Lπ, ak

je na R k-krát spojite diferencovate©ná prípadne na [−π, π] absolútne spojitá alebo je z

priestoru L(−π, π). Platí C1
π ⊂ ACπ ⊂ C0

π ≡ Cπ ⊂ Lπ.

Pre funkciu f ∈ Lπ teraz zade�nujme integrály:

an =
1

π

π∫
−π

f(t) cosntdt(n ≥ 0), bn =
1

π

π∫
−π

f(t) sinntdt(n ≥ 1), (6)

cn =
1

2π

π∫
−π

f(t)e−intdt(n ∈ Z).

Vzorce (6) sa nazývajú Euler-Fourierove vzorce, an, bn prípadne cn sa volajú Fouriero-

vými koe�cientami funkcie f. Ak je nutné vyjadri´ závislos´ na f, pouºívajú sa ozna£enia

an(f), ..., cn(f), sp(t; f). Trigonometrický rad utvorený pod©a (1) alebo (2) s týmito ko-

e�cientami sa nazýva Fourierov rad utvorený funkciou f. Ozna£uje sa S(t; f),

S(t; f) =
∞∑

n=−∞

cne
int.

Pokra£ujme vetou z knihy [10], strana 359, ktorú dokáºeme.

Veta 1.3. Pravidlá rátania

Nech funkcie f, g ∈ Lπ 2π-periodické. Znakom fa ozna£me posunutie funkcie f,

fa(t) := f(a+ t) a znakom ||f ||1 L1-normu
π∫
−π
|f(t)|dt.

15



1 FOURIEROVE RADY

a)
π∫
−π
f(t)dt =

π∫
−π
f(a+ t)dt ≡

π∫
−π
fa(t)dt, ²peciálne ||f ||1 = ||fa||1.

b) Linearita. cn(λf + µg) = λcn(f) + µcn(g) a podobne pre an, bn, sp a S

(v prípade konvergencie).

c) cn(fa) = einacn(f).

d) sp(t; fa) = sp(a+ t; f), takºe S(t; fa) = S(a+ t; f) v prípade, ºe rad konverguje.

e) cn(eitf) = cn−1(f).

f) cn(eint) = δmn (t.j. = 1 pre n = m, = 0 inak).

g) Pre f ≡const.= λ je sp(t;λ) = λ, takºe S(t;λ) = λ.

h) |cn(f)| ≤ ||f ||1/2π pre v²etky n ∈ Z.

i) Ak je funkcia f párna resp. nepárna, tak je bn(f) = 0 resp.

an(f) = 0 pre v²etky n.

j) Pre funkciu f ∈ C1
π je cn(f

′) = incn(f), t.j. Fourierove koe�cienty funkcie f ′ získame

tak, ºe Fourierov rad funkcie f zderivujeme £len po £lene.

k) Pre funkciu f ∈ C2
π je |cn(f)| ≤ K/n2 pre n 6= 0 s K = ||f ′′||1/2π.

Z toho vyplýva, ºe Fourierov rad funkcie f konverguje v R absolútne a aj rovno-

merne.

Dôkaz:

a) f je 2π-periodická. V dôkaze vyuºijeme periodicitu funkcie f a de�níciu integrálu,

£iºe

||f ||1 =
π∫

−π

|f(t)|dt =
π+a∫

−π+a

|f(t)|dt =
π∫

−π

|f(a+ t)|dt =
π∫

−π

|fa(t)|dt = ||fa||1. �

b) V tomto dôkaze vyuºijeme linearitu a asitivitu integrálu:

cn(λf + µg) = 1
2π

π∫
−π

(λf(t) + µg(t))e−intdt = 1
2π

π∫
−π
λf(t)e−int + µg(t)e−intdt =

= 1
2π

π∫
−π
λf(t)e−intdt+ 1

2π

π∫
−π
µg(t)e−intdt = 1

2π
λ

π∫
−π
f(t)e−intdt+

16
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+ 1
2π
µ

π∫
−π
g(t)e−intdt = λcn(f) + µcn(g) n ∈ Z

an(λf+µg) =
1
π

π∫
−π

(λf(t) + µg(t)) cosntdt = 1
π

π∫
−π
λf(t) cosnt+ µg(t) cosntdt =

= 1
π

π∫
−π
λf(t) cosntdt+ 1

π

π∫
−π
µg(t) cosntdt = 1

π
λ

π∫
−π
f(t) cosntdt+

+ 1
π
µ

π∫
−π
g(t) cosntdt = λan(f) + µan(g) n ≥ 0

bn(λf + µg) = 1
π

π∫
−π

(λf(t) + µg(t)) sinntdt = 1
π

π∫
−π
λf(t) sinnt+ µg(t) sinntdt =

= 1
π

π∫
−π
λf(t) sinntdt+ 1

π

π∫
−π
µg(t) sinntdt = 1

π
λ

π∫
−π
f(t) sinntdt+

+ 1
π
µ

π∫
−π
g(t) sinntdt = λbn(f) + µbn(g) n ≥ 1

S(t;λf + µg) =
∞∑
−∞

cn(λf + µg)eint =
∞∑
−∞

(λcn(f) + µcn(g))e
int =

=
∞∑
−∞

λcn(f)e
int +

∞∑
−∞

µcn(g)e
int = S(t;λf) + S(t;µg). �

c) Tu vyuºijeme, ºe funkcia f(t)e−int má periódu 2π,

cn(fa) =
1
2π

π∫
−π
fa(t)e

−intdt = 1
2π

π∫
−π
f(a+ t)e−intdt = 1

2π
eina

π∫
−π
f(a+ t)e−in(a+t)dt =

= 1
2π
eina

π+a∫
−π+a

f(s)e−insds = 1
2π
eina

π∫
−π
f(s)e−insds = einacn(f). �

d) V tomto dôkaze pouºijeme práve dokázanú vlastnos´ c).

sp(t; fa) =
p∑

n=−p
cn(fa)e

int = pravidlo c) =
p∑

n=−p
einacn(f)e

int =

=
p∑

n=−p
cn(f)e

in(a+t) = sp(a+ t; f)

S(t; fa) =
∞∑

n=−∞
cn(fa)e

int = pravidlo c) =
∞∑

n=−∞
einacn(f)e

int =

=
∞∑

n=−∞
cn(f)e

in(a+t) = S(a+ t; f). �

e) Vyplýva z de�nície koe�cientu cn(f) v rovnici (6)

cn(e
itf) = 1

2π

π∫
−π
eitf(t)e−intdt = 1

2π

π∫
−π
f(t)e−it(−1+n)dt = cn−1(f). �

f) cn(eimt) = 1
2π

π∫
−π
eimte−intdt = 1

2π

π∫
−π
eit(m−n)dt =

17
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∗ = 1
2π

π∫
−π

1dt = π
2π
− −π

2π
= 2π

2π
= 1 (m = n)

∗∗ = 1
2π
[ e
it(m−n)

i(m−n) ]
π
−π = 1

2πi(m−n) [e
πi(m−n) − e−πi(m−n)] =

= 1
2πi(m−n) [cos π(m− n)+i sin π(m− n)−(cos (−π(m− n))+i sin (−π(m− n)))] =

= 1
2πi(m−n) [cos π(m− n)−cos (−π(m− n))+i sinπ(m− n)−i sin (−π(m− n))] =

= 1
2πi(m−n) [cos π(m− n)− cos (π(m− n)) + i sin π(m− n) + i sin (π(m− n))] =

= i sinπ(m−n)
iπ(m−n) = sinπ(m−n)

π(m−n) = 0
π(m−n) = 0 (m 6= n). �

g) a0 = 1
π

π∫
−π
f(t)dt = 1

π

π∫
−π
λdt = λ

π
(π + π) = 2λπ

π
= 2λ

an = 1
π

π∫
−π
f(t) cosntdt = 1

π

π∫
−π
λ cosntdt = λ

π
[ sinnt

n
]π−π = λ

πn
(sinnπ −

− sin (−πn)) = λ
πn
(sinnπ + sin πn) = 2λ

πn
sinnπ = 0

bn = 1
π

π∫
−π
f(t) sinntdt = 1

π

π∫
−π
λ sinntdt = λ

πn
[− cosnt]π−π = −λ

πn
(cosnπ −

− cos (−πn)) = −λ
πn

(cosnπ − cosnπ) = 0

sp(t;λ) =
1
2
a0 +

p∑
n=1

(an cosnt+ bn sinnt) =
1
2
2λ = λ

S(t;λ) = 1
2
a0 +

∞∑
n=1

(an cosnt+ bn sinnt) =
1
2
2λ = λ. �

h) V tomto dôkaze vyuºijeme, ºe platí |
π∫
−π
f(x)dx| ≤

π∫
−π
|f(x)|dx a |e−int| = 1 :

|cn(f)| = | 12π
π∫
−π
f(t)e−intdt| = 1

2π
|
π∫
−π
f(t)e−intdt| ≤

≤ 1
2π

π∫
−π
|f(t)e−int|dt = 1

2π

π∫
−π
|f(t)||e−int|dt = 1

2π

π∫
−π
|f(t)|dt = 1

2π
||f ||1. �

i) Vieme, ºe integrál nepárnej funkcie
a∫
−a
f(t)dt na 〈−a, a〉 je 0. To uplatníme v nasle-

dujúcom dôkaze:

f je párna ⇒ g = f(t) sinnt je nepárna a ak je f nepárna, tak

h = f(t) cosnt je nepárna a integrál nepárnej funkcie = 0, £iºe ak f je párna,

tak bn = 0 a ak f je nepárna, tak an = 0
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g je nepárna ⇒ jej integrál na (−π; π) je nulový

Dôkaz:
π∫
−π
g(t)dt =

0∫
−π
g(t)dt +

π∫
0

g(t)dt = |substitúcia v prvom integrále t = −s,

dt = −ds | = −
0∫
π

g(−s)ds+
π∫
0

g(t)dt =
π∫
0

g(−s)ds+

+
π∫
0

g(t)dt = −
π∫
0

g(s)ds+
π∫
0

g(t)dt = 0. �

j) cn(f ′) = 1
2π

π∫
−π
f(t)′e−intdt = 1

2π
([f(t)e−int]π−π −

π∫
−π
f(t)(−in)e−intdt) =

= | 1
2π
[f(t)e−int]π−π = 0 pretoºe f(t)e−int je 2π−periodická | = 1

2π
(0 +

+ in
π∫
−π
f(t)e−intdt) = incn(f)

V dôkaze sme pouºili metódu per partes pre f ∈ ACπ. �

k) Pod©a predpokladu bodu k) f ∈ C2
π a teda f ′ ∈ C1

π. Z toho vyplýva, ºe f ∈ ACπ aj

f ′ ∈ ACπ, lebo C1
π ⊂ ACπ aj C2

π ⊂ ACπ. Teraz môºeme vyuºi´ bod j):

pod©a j) cn(f ′′) = −n2cn(f)⇒ cn(f) =
cn(f ′′)
−n2

pod©a h) |cn(f)| ≤ ||f ||1
2π
⇒ |cn(f)| = | cn(f

′′)
−n2 | = | cn(f

′′)
n2 | ≤ ||f ′′||1

2πn2 =

= ||(f ′′)||1
2π

1
n2 = K 1

n2

ohrani£ili sme cn(f) postupnos´ou nezáporných £ísel;

platí |cneint| = |cn| a
∞∑
n=1

1
n2 <∞. Takºe rad

∞∑
n=1

K
n2 je majorantný k radu

∞∑
n=1

|cn|.

Z toho vyplýva absolútna konvergencia radu S =
∞∑

n=−∞
cne

int a spolu

s Weierstrass-kritériom dostávame aj rovnomernú konvergenciu. �

V dôkaze sme pouºili Weierstrassovo kritérium z knihy [6].

Weierstrassovo kritérium

Nech {fn}∞n=1 je postupnos´ funkcií ohrani£ených na neprázdnej mnoºine M , nech

{jn}∞n=1 je postupnos´ nezáporných £ísel taká, ºe |fn(x)| ≤ jn, x ∈M , n ∈ N. Ak

£íselný rad
∞∑
n=1

jn konverguje, tak funkcionálny rad
∞∑
n=1

fn konverguje rovnomerne

na M.

Dôkaz: Uvedená veta je len pomocná a preto ju uvádzame bez dôkazu.

�alej budeme pokra£ova´ vetou, opä´ z publikácie [10], strana 360, ktorú dokáºeme.
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Veta 1.4. Nech je daný trigonometrický rad
∞∑

n=−∞
γne

int, ktorý konverguje rovnomerne

na 〈−π.π〉. Ozna£me pomocou f jeho sú£et, takºe f ∈ C0
π a £ísla γn sú práve

Fourierove koe�cienty tejto funkcie, γn = cn(f). Inými slovami: Rovnomerne

konvergentný trigonometrický rad je Fourierov rad svojho sú£tu.

Dôkaz: Spojitos´ f vyplýva z rovnomernej konvergencie a f je tieº periodická. Pre

£iastkové sumy σp(t) =
p∑

n=−p
γne

int platí pod©a b) (linearita) a f) (cn(eimt) = δmn)

ck(σp) =

p∑
n=−p

γnck(e
int) = γk pre|k| ≤ p.

Ke¤ºe

£iastkové sumy σp(t) rovnomerne konvergujú k f(t) pre p → ∞, môºe sa v predpise

cn = 1
2π

π∫
−π
f(t)e−intdt prejs´ v integráli k limite, t.j. ck(f) = lim

p→∞
ck(σp) = γk. �

Nasledovná veta je z knihy [10], strana 340, pouºijeme ju ako pomocnú v dôkaze

¤al²ej vety a preto ju nebudeme dokazova´.

Veta o hustote

Nech G ⊂ Rn je otvorená mnoºina. Potom je mnoºina C∞0 (G) hustá v priestore Lp(G),

1 ≤ p < ∞, t.j. k funkcii f ∈ Lp(G) existuje, ak zadáme ε > 0, funkcia φ ∈ C∞0 (G) s

vlastnos´ou ||f − φ||p < ε.

Nasleduje veta z literatúry [10],strana 361, ktorú dokáºeme.

Veta 1.5. Riemann-Lebesgueova veta

Pre f ∈ Lπ je lim
n→+∞

cn(f) = 0 aj lim
n→−∞

cn(f) = 0,

t.j. Fourierove koe�cienty an, bn prípadne cn, c−n smerujú k nule.

Dôkaz: K ε > 0 vieme pod©a vety o hustote nájs´ funkciu φ ∈ C2
0(−π, π) takú, ºe

||f −φ||1 < ε. Ak roz²írime φ 2π-periodicky na R, tak φ ∈ C2
π lebo φ sa v okolí π a −π

vynuluje. Pod©a 1.3 k) tak získame ohrani£enie |cn(φ)| ≤ K/n2. Z bodu 1.3 h) vyplýva,

ºe |cn(f − φ)| ≤ ||f − φ||1/2π < ε/2π. �alej platí: cn(f)− cn(φ) = 1
2π

π∫
−π
f(t)e−intdt−

− 1
2π

π∫
−π
φ(t)e−intdt = 1

2π
(
π∫
−π
f(t)e−intdt−

π∫
−π
φ(t)e−intdt) = 1

2π

π∫
−π

(f(t)− φ(t))e−intdt =

= cn(f − φ). V¤aka vz´ahu cn(f) = cn(φ) + cn(f − φ) platí: |cn(f)| =

= |cn(φ) + cn(f − φ)| ≤ |cn(φ)|+ |cn(f − φ)| < K/n2 + ε/2π. �
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Znenie vety, ktorá nasleduje a ktorú dokáºeme pochádza z knihy [10], strana 361.

Veta 1.6. Nech f ∈ Lπ a f(t)/t ∈ L(−δ, δ) pre δ > 0. Potom Fourierov rad funkcie f

v bode 0 konverguje k hodnote 0, S(0; f) = lim
p→∞

sp(0; f) = 0.

Dôkaz: f(t)/t ∈ L(−π, π). Zavedieme si nasledovnú premennú

g(t) := f(t)
1−eit ∈ Lπ. Funkcia φ(t) = it/(eit − 1) je na mnoºine 0 < |t| ≤ π spojitá a

pre t → 0 konverguje k 1 (v¤aka (es − 1)/s → 1 pre (komplexné) s → 0). Takºe φ je

ohrani£ená a síce |φ(t)| ≤ K v intervale [−π, π].

Z odhadu

|g(t)| = |f(t)
t
· 1
i
· it

eit − 1
| ≤ |f(t)

t
| · 1 ·K = K · |f(t)

t
|

pre 0 < |t| ≤ π a z periodicity g vyplýva g ∈ Lπ. Medzi Fourierovými koe�cientami f a

g vznikne pod©a vlastnosti e) z vety 1.3. vz´ah

f(t) = (1− eit)g(t)⇒ cn(f) = cn(g)− cn−1(g).

Suma
p∑
−p
cn(f) je teleskopický rad,

sp(0; f) =

p∑
n=−p

cn(f) = cp(g)− c−p−1(g)

a pod©a Riemann-Lebesgueovej vety (veta 1.5) konverguje pravá strana k 0 pre

p→∞. �

�al²iu vetu sme prebrali z publikácie [10], strana 362 a ideme ju dokáza´.

Veta 1.7. Veta o konvergencii

Nech f ∈ Lπ, a ∈ [−π, π] a c je (reálne prípadne komplexné) £íslo s vlastnos´ou, ºe

funkcia
f(t)− c
t− a

∈ L(a− δ, a+ δ)

pre δ > 0. Potom Fourierov rad funkcie f v bode a konverguje k hodnote c, S(a; f) = c.

Dôkaz: Majme funkciu g(t) = f(a+ t)− c. Z podmienky vo vete
f(t)−c
t−a ∈ L(a− δ, a+ δ) dostaneme po substitúcii t = s+ a výraz
f(s+a)−c

s
∈ L(−δ, δ). Teda g(t)

t
= f(t+a)−c

t
∈ L(−δ, δ). Pre g(t) potom platí S(0; g) = 0.

Pod©a 1.3. b),d) a g) získame c = c+ S(0; g) = b), g) =

= S(0; g + c) = S(0; fa) = d) = S(a; f). �
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Text nasledujúcej vety, ktorú ideme dokáza´, nájdeme v literatúre [10], strana 362.

Veta 1.8. Ak vyhovuje f ∈ Lπ v bode a Hölderovej podmienke

|f(t)− f(a)| ≤ K|t− a|α

pre |t − a| < δ (0 < α ≤ 1), tak platí S(a; f) = f(a). Ak je teda f ∈ C0
π hölderovsky

spojitá (t.j. |f(s) − f(t)| ≤ K|s − t|α pre s, t ∈ R s 0 < α ≤ 1), tak Fourierov

rad funkcie f konverguje v kaºdom bode k f . To platí predov²etkým pre funkcie z C1
π

a pre lipschitzovsky spojité funkcie. Pre funkcie z C2
π je konvergencia pod©a 1.2. k)

rovnomerná.

Dôkaz: Majme splnenú Hölderovu podmienku |f(t)− f(a)| ≤ K|t−a|α pre 0 < α ≤ 1.

Ke¤ predelíme výrazy v nerovnosti výrazom |t− a|, dostaneme |f(t)−f(a)||t−a| ≤ K|t− a|α−1.

Teraz sa dá vyuºi´ veta o konvergencii, kde c = f(a), £iºe |f(t)−f(a)||t−a| ≤ K|t − a|α−1 ∈

L(a− δ, a+ δ) pre −1 < α− 1 ≤ 0. Na záver ukáºeme, ºe
a+δ∫
a−δ
|t− a|α−1dt konverguje.

a+δ∫
a−δ

|t− a|α−1dt = |substitúcia t− a = s dt = ds| =
δ∫

−δ

|s|α−1ds = 2

δ∫
0

|s|α−1ds =

= 2

δ∫
0

sα−1ds = 2[
sα

α
]δ0 = 2

δα

α
− 0 = 2

δα

α
. �

Veta, ktorou pokra£ujeme a ktorú dokáºeme, sa nachádza v knihe [10], strana 363.

Veta 1.9. Konvergencia v miestach skoku

Nech f ∈ Lπ, a ∈ R a nech sú dané dve £ísla c+, c−. Ak

f(t)− c−

t− a
∈ L(a− δ, a) a

f(t)− c+

t− a
∈ L(a, a+ δ) pre δ > 0,

tak Fourierov rad funkcie f konverguje v bode a k hodnote c := 1
2
(c+ + c−). Ak sa pri

c− a c+ jedná o jednostranné limity f(a−) a f(a+), tak

S(a; f) = 1
2
[f(a+) + f(a−)].

Dôkaz: Majme funkciu

g(t) = f(t)− λV (t− a) s λ =
1

2
(c+ − c−) a V (t) = sgn(t).

Potom f(t) − c− = g(t) − c pre t < a a f(t) − c+ = g(t) − c pre t > a, takºe

(g(t)− c)/(t− a) ∈ L(a− δ, a+ δ) a pod©a vety o konvergencii S(a; g) = c. Pod©a 1.3.

d) S(a;V (t− a)) = S(0;V ) = 0 a teda S(a; f) = S(a; g) + λS(0;V ) = c. �
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�al²iu de�níciu nájdeme v publikácii [10], strana 364.

De�nícia 1.10. Párne a nepárne roz²írenie

Funkcia f de�novaná na intervale (0, π) sa dá roz²íri´ na R tak, ºe zadáme párnu resp.

nepárnu 2π-periodickú funkciu. Ak ozna£íme roz²írenie fp resp. fn, tak platí

fp(t) = f(−t) resp. fn(t) = −f(−t) pre − π < t < 0.

V prípade párneho roz²írenia nepodliehajú hodnoty fp(0) a fp(π) = fp(−π) ºiad-

nemu obmedzeniu, ak nie je zadané vopred. Naproti tomu vedie podmienka, ºe fn je

nepárna a 2π-periodická k nutnosti, aby fn(0) = 0 a fn(π) =

= fn(−π) = 0 (pod©a vety o konvergencii v miestach skoku).

Ke¤ teraz roz²írime funkciu 2π-periodicky, tak zostane párna resp. nepárna. Fou-

rierov rad fp je pod©a 1.3. i) kosínusový rad a Fourierov rad fn je sínusový. Oba rady

predstavujú f na intervale (0, π).

Pokra£ujeme de�níciou, ktorú nájdeme v literatúre [10], strana 364.

De�nícia 1.11. Prerátanie na iné d¨ºky periód

Nech f je periodická s periódou 2T (T>0). Funkcia g(s) = f(T
π
s) potom má periódu

2π a pre vhodné, konvergenciu zais´ujúce predpoklady získame z Fourierovho rozvoja

g(s) =
∑
cne

ins odpovedajúci rozvoj pre f .

f(t) =
∞∑

n=−∞

cne
inπt/T kde cn =

1

2T

T∫
−T

f(t)e−inπt/Tdt

alebo v reálnej forme

f(t) =
1

2
a0 +

∞∑
n=1

(an cos
nπ

T
t+ bn sin

nπ

T
t),

an =
1

T

T∫
−T

f(t) cos
nπ

T
tdt (n ≥ 0), bn =

1

T

T∫
−T

f(t) sin
nπ

T
tdt (n ≥ 1).

Nasleduje veta so znením z knihy [10], strana 365, ktorú dokáºeme.

Veta 1.12. Riemannova lokaliza£ná veta

Ak dve funkcie f, g ∈ Lπ navzájom súhlasia v okolí bodu a, tak majú ich Fourierove
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rady v bode a rovnaké konvergen£né správanie. To znamená, ºe ak konverguje jedna

funkcia v bode a, tak aj druhá a ak jedna diverguje, tak aj druhá. Ak konvergujú, majú

tú istú sumu, Sp(a; f)− Sp(a; g) = 0.

Dôkaz: Hoci Fourierove koe�cienty cn(f) ako integrály závisia od priebehu f v celom

intervale [−π, π], sú pre konvergenciu Fourierovho radu v bode a ur£ujúce len funk£né

hodnoty v blízkosti a. Ke¤ºe funkcia h = f − g ∈ Lπ mizne v intervale (a − δ, a + δ),

konverguje £iastková suma pod©a vety o konvergencii sp(a;h) = sp(a; f) − sp(a; g) pre

p→∞ k hodnote 0, z £oho vyplýva tvrdenie vety. �

Znenie ¤al²ej vety v poradí, ktorú dokáºeme, pochádza z publikácie [10], strana 365.

Veta 1.13. Veta o rovnomernej konvergencii

Ak dve funkcie f, g ∈ Lπ navzájom súhlasia v otvorenom intervale J a Fourierov rad

funkcie f je v kompaktnom intervale I ⊂ J rovnomerne konvergentný, tak je aj Fou-

rierov rad funkcie g v I rovnomerne konvergentný.

Dôkaz: Na základe 1.3d) môºeme ná² kompaktný interval posunú´ tak, aby mal stred

v bode 0, teda tak, aby I = [−γ, γ] a J = [−δ, δ] s 0 < γ < δ < π. K funkcii h = f − g,

ktorá mizne na J a k zadanému ε > 0 ur£íme pod©a vety o hustote, ktorú sme uviedli v

dôkaze Riemann-Lebesgueovej vety, funkciu φ s vlastnos´ami

φ ∈ C1
π, φ = 0 v J, ||h− φ||1 < αε

kde α = |1−ei(δ−γ)| = |1−cos (δ − γ)+i sin (δ − γ)| =
√

(1− cos (δ − γ))2 + sin2 (δ − γ) =

=
√
1− 2 cos (δ − γ) + cos2 (δ − γ) + sin2 (δ − γ) =

√
1 + 1− 2 cos (δ − γ) =

=
√
2− 2 cos (δ − γ) =

√
2
√

1− cos (δ − γ) > 0 £iºe α > 0. Teraz aproximujeme h

pod©a vety o hustote v intervale J− = (−π,−δ) cez funkciu z C1
0(J

−). Podobne na inter-

vale J+ = (δ, π) a de�nujeme φ ako sumu týchto dvoch funkcií, 2π-periodicky roz²írenú.

Následne zvolíme a; |a| ≤ γ. Teraz zavedieme funkcie

r(t, a) =
h(a+ t)

1− eit
a ρ(t, a) =

φ(a+ t)

1− eit
pre |a| ≤ γ.

Obe funkcie miznú (v¤aka ohrani£eniu pre a) pre |t| ≤ δ − γ. Ozna£me si menovate©

ako E(t). Ukáºeme si, ºe 1
|E(t)| ≤

1
|α| pre |t| ≥ δ − γ.

1

|E(t)|
≤ 1

|α|
⇔
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1 FOURIEROVE RADY

⇔ |α| = |1− ei(δ−γ)| ≤ |E(t)| = |1− eit| ⇔

⇔
√

(1− cos (δ − γ))2 + sin2 (δ − γ) ≤
√

(1− cos (t))2 + sin2 (t)⇔

⇔
√
1− 2 cos (δ − γ) + cos2 (δ − γ) + sin2 (δ − γ) ≤

√
1− 2 cos (t) + cos2 (t) + sin2 (t)⇔

⇔
√

2− 2 cos (δ − γ) ≤
√
2− 2 cos t⇔

⇔ 2− 2 cos (δ − γ) ≤ 2− 2 cos t⇔

⇔ 2 cos t ≤ 2 cos (δ − γ)⇔

⇔ cos t ≤ cos (δ − γ) pre |t| ≥ δ − γ,

£o platí. Ukázali sme si, ºe E(t) ≥ α pre |t| ≥ δ − γ. Chceme nájs´ platný odhad cn(r)

pre v²etky a. Vieme, ºe cn(r) = cn(r − ρ) + cn(ρ).

|cn(r − ρ)| ≤ (veta 1.3 h))
||r − ρ||1

2π
≤ ||r − ρ||1 =

π∫
−π

|h(a+ t)− φ(a+ t)|
|1− eit|

dt =

=

∫
|t|≥δ−γ

|h(a+ t)− φ(a+ t)|
|1− eit|

dt+

∫
|t|≤δ−γ

|h(a+ t)− φ(a+ t)|
|1− eit|

dt =

=

∫
|t|≥δ−γ

|h(a+ t)− φ(a+ t)|
|E(t)|

dt+

∫
|t|≤δ−γ

0dt ≤

≤ 1

α

∫
|t|≥δ−γ

|h(a+ t)− φ(a+ t)|dt+ 1

α

∫
|t|≤δ−γ

0dt =

=
1

α

π∫
−π

|h(a+ t)− φ(a+ t)|dt = 1

α
||h(a+ t)− φ(a+ t)||1 =

= (veta 1.3 a))
1

α
||h(t)− φ(t)||1 <

1

α
αε = ε.

Teraz si odvodíme deriváciu funkcie ρ:

ρ(t) =
φa(t)

1− eit

rozderivovaním dostávame:

ρ′(t) =
φ′a(t)(1− eit)− φa(t)(−ieit)

(1− eit)2
=

φ′a(t)

1− eit
+

iφa(t)e
it

(1− eit)2
.

�iºe

ρ′(t) =
φ′a(t)

E(t)
+
iφa(t)e

it

E(t)2
.
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1 FOURIEROVE RADY

Derivácia ρ′ je teda rovná φ′a/E+ ieitφa/E
2. Z toho a z 1.3 j) dostávame od a nezávislý

odhad

|n||cn(ρ)| = |cn(ρ′)| = |cn(
φ′a
E
) + cn(

ieitφa
E2

)| ≤ |cn(
φ′a
E
)|+ |cn(

ieitφa
E2

)| ≤

≤ (veta 1.3 h)) ||φ
′
a

E
||1 + ||

ieitφa
E2
||1 =

π∫
−π

|φ′a|
|E|

dt+

π∫
−π

|ieitφa|
|E2|

dt =

= (veta 1.3 a))

π∫
−π

|φ′|
|E|

dt+

π∫
−π

|ieitφ|
|E2|

dt =

π∫
−π

|φ′|
|E|

dt+

π∫
−π

|φ|
|E2|

dt ≤

≤
π∫

−π

|φ′|
|α|

dt+

π∫
−π

|φ|
|α2|

dt = (α > 0)

π∫
−π

|φ′|
α
dt+

π∫
−π

|φ|
α2
dt =

= (v α nevystupuje t)
1

α

π∫
−π

|φ′|dt+ 1

α2

π∫
−π

|φ|dt = 1

α
||φ′||1 +

1

α2
||φ||1 =: K(φ).

Platí |cn(r)| = |cn(r − ρ) + cn(ρ)| ≤ |cn(r − ρ)|+ |cn(ρ)| < ε+ K
|n| < 2ε pre |n| > K

ε
.

Fourierove koe�cienty r(t) konvergujú rovnomerne pre |a| < γ k hodnote 0, ak |n| → ∞.

Ako v dôkaze vety 1.6 cn(ha) = cn((1− eit)r(t, a)) = cn(r(t, a))− cn−1(r(t, a)), £iºe

sp(a; f)− sp(a; g) = sp(a;h) = sp(0;ha) =

p∑
n=−p

cn(ha) = cp(r)− c−p−1(r).

Pravá strana konverguje pre p→∞ rovnomerne pre a ∈ [−γ, γ] k hodnote 0 a veta je

dokázaná. �
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2 HILBERTOV PRIESTOR

2 Hilbertov priestor

De�nícia, ktorá nasleduje v texte pochádza zo zdroja [5].

De�nícia 2.1. Cauchyho postupnos´

Postupnos´ {jn} ⊂ X, kde (X, ||.||) je lineárny normovaný priestor, sa nazýva Cau-

chyho, ak

∀ε > 0∃n0∀n > n0∀p ∈ N : ||xn+p − xn|| < ε.

Nasledovná de�nícia je z publikácie [5].

De�nícia 2.2. Úplný priestor

Lineárny normovaný priestor (X, ||.||) sa nazýva úplný priestor, ak kaºdá Cauchyho

postupnos´ prvkov z X má limitu v X.

De�nícia, ktorou pokra£ujeme, sa nachádza v literatúre [10], strana 20.

De�nícia 2.3. Hilbertov priestor l2

Uvaºujme priestor v²etkých reálnych postupností x = (xj)
∞
j=1 s konvergentnou sumou

druhých mocnín
∞∑
j=1

x2j < ∞. V tomto priestore, ozna£enom l2, sa de�nuje skalárny

sú£in cez 〈x, y〉 :=
∞∑
j=1

xjyj, ktorého norma vznikne ako ||x|| =
√
〈x, x〉 =

=
√
x21 + x22 + ... .

Znenie ¤al²ej vety v poradí, ktorú dokáºeme, nájdeme v knihe [10], strana 366.

De�nícia 2.4. Ortonormálne postupnosti v Hilbertovom priestore

Nech H je reálny alebo komplexný Hilbertov priestor s vnútorným sú£inom 〈u, v〉

a normou ||u|| =
√
〈u, u〉. Dva £leny u, v ∈ H nazývame ortogonálne, u ⊥ v,

ak 〈u, v〉 = 0.

Postupnosti (un)∞0 z H nazývame ortonormálnymi, ak sú un po pároch ortogonálne

a znormované na d¨ºku 1, ak teda 〈um, un〉 = δmn. �alej sa zameriame

na hore uvedený Hilbertov priestor l2. Pozostáva zo v²etkých reálnych resp. komplexných

postupností α = (α)∞0 s konvergentnou sumou ²tvorcov,
∞∑
0

|αn|2 < ∞. Skalárny sú£in

dvoch £lenov α, β ∈ l2 je de�novaný v komplexnom prípade ako 〈α, β〉l2 =
∞∑
0

αnβn.
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2 HILBERTOV PRIESTOR

Normu v l2 ozna£ujeme ||α||l2.

V ¤al²om budeme uvaºova´ komplexný Hilbertov priestor, £ím je zahrnutý tieº reálny

prípad. Koe�cienty αn, βn, ... sú teda komplexné £ísla a {un} je ortonormálna postup-

nos´.

(a)Nech A ⊂ N je kone£ná indexová mnoºina a
∑

A ozna£uje cez indexy n ∈ A

ohrani£enú kone£nú sumu. Pre g =
∑
A

αnun, h =
∑
A

βnun je

〈g, h〉 = 〈
∑
A

αmum,
∑
A

βnun〉 =
∑

m,n∈A
αmβn〈um, un〉 =

∑
A

αnβn

a ||g||2 =
∑
A

α2
n. Teraz roz²írime (a) na nekone£nú sumu. Pri tom hrá úplnos´ priestoru

H dôleºitú úlohu.

Veta, ktorou pokra£ujeme v texte a ktorú dokáºeme, je zo zdroja [10], strana 367.

Veta 2.5. Rad
∞∑
0

αnun je konvergentný v H práve vtedy, ke¤ α = (αn)
∞
0 je z l2. Ak sú

α a β z l2, tak pre g =
∞∑
0

αnun, h =
∞∑
0

βnun platia rovnosti

〈g, h〉 =
∞∑
n=0

αnβn = 〈α, β〉l2 a ||g||2 =
∞∑
n=0

|an|2 = ||a||2l2 .

�peciálne 〈g, un〉 = αn.

Dôkaz: Ak je rad
∞∑
n=0

αnun konvergentný a konverguje k prvku, ktorý ozna£íme u, tak

sú £iastkové sumy ohrani£ené a síce ||sp||2 ≤ ||u||2. Z (a) vyplýva, ºe aj £iastkové sumy∑
|αn|2 majú ohrani£enie ||u||2 a teda

∑
|αn|2 ≤ ||u||2. Takºe α ∈ l2.

Nech teraz α = (αn)
∞
0 je z l2. Uvaºujme £iastkové sumy sp =

p∑
0

αnun. Ak pouºijeme (a)

na mnoºinu A = {p+1, ..., q}, tak dostávame ||sq−sp||2 =
q∑
p+1

|an|2. V¤aka konvergencii

radu
∑
|αn|2 existuje ku ε > 0 index N taký, ºe

q∑
p+1

|an|2 < ε vypadne, pre q > p ≥ N .

Pre také indexy p, q je teda ||sq − sp||2 < ε a odtia© sa dá vidie´, ºe £iastkové sumy

tvoria v H Cauchyovskú postupnos´. V¤aka úplnosti H konvergujú £iastkové sumy k

£lenu g ∈ H.

Druhú £as´ vety dokáºeme z (a). Pre sp a tp =
p∑
0

βnun je 〈sp, tp〉 =
p∑
0

αnβn

a z sp → g a tp → h vyplýva lim
p→∞
〈sp, tp〉 = 〈g, h〉 = lim

p→∞

p∑
0

αnβn =
∞∑
0

αnβn. �peciálny

prípad dostávame, ak zvolíme βn = 1, βi = 0 pre i 6= n. �
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De�nícia, ktorou pokra£ujeme, pochádza z knihy [10], strana 367.

De�nícia 2.6. Fourierove rady vz´ahujúce sa k ortonormálnej postupnosti

Pre f ∈ H sa nazývajú £ísla γn := 〈f, un〉 Fourierovými koe�cientami funkcie f vz´a-

hujúce sa na ortonormálnu postupnos´ {un}∞0 .

Nasledujúca veta, ktorú dokáºeme, sa nachádza v literatúre [10], strana 367.

Veta 2.7. �alej sa budeme zaobera´ problémom, ako najlep²ie aproximova´ f cez sumu∑
A

αnun, kde αn ∈ C. Pri tom je A kone£ná indexová mnoºina. Potom sa dostaneme k

nasledovnej aproxima£nej rovnici

||f −
∑
A

αnun||2 = ||f ||2 −
∑
A

|γn|2 +
∑
A

|αn − γn|2.

Dôkaz: Nech g =
∑

A αnun. Potom platí:

||f − g||2 = 〈f − g, f − g〉 = ||f ||2 + ||g||2 − 〈f, g〉 − 〈g, f〉.

Sem dosadíme hodnotu 〈f, g〉 =
∑
A

αn〈f, un〉 =
∑
A

αnγn pod©a ozna£enia, ktoré sme si

zaviedli vo vete. �alej vyuºijeme 〈g, f〉 =
∑
A

αnγn a ||g||2 =
∑
A

|αn|2 (pod©a 2.4 (a)). Ak

teraz zoh©adníme |αn − γn|2 = |αn|2 + |γn|2 − αnγn − αnγn, £iºe |αn|2 − αnγn − αnγn =

|αn − γn|2 − |γn|2, dostávame aproxima£nú rovnicu.

||f − g||2 = 〈f − g, f − g〉 = ||f ||2 + ||g||2 − 〈f, g〉 − 〈g, f〉︸ ︷︷ ︸
||f − g||2 = 〈f − g, f − g〉 = ||f ||2 +

∑
A

|αn|2 −
∑
A

αnγn −
∑
A

αnγn︸ ︷︷ ︸
||f − g||2 = ||f ||2 −

∑
A

|γn|2 +
∑
A

|αn − γn|2

||f −
∑
A

αnun||2 = ||f ||2 −
∑
A

|γn|2 +
∑
A

|αn − γn|2. �

Znenie ¤al²ej vety, ktorú dokáºeme, sme prevzali z publikácie [10], strana 368.

Veta 2.8. Veta o aproximácii

Nech A je kone£ná indexová mnoºina. Medzi v²etkými lineárnymi kombináciami
∑
A

αnun

predstavuje £len fA =
∑
A

γnun a len tento £len najlep²iu aproximáciu funkcie f . Platí

||f − fA||2 = ||f ||2 −
∑
A

|γn|2 ≤ ||f −
∑
A

αnun||2,
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2 HILBERTOV PRIESTOR

kde αn ∈ C je ©ubovo©ná.

Dôkaz: Z predchádzajúcej vety vo výraze

||f −
∑
A

αnun||2 = ||f ||2 −
∑
A

|γn|2 +
∑
A

|αn − γn|2

zvolíme αn = γn. Tak dostávame ||f −
∑
A

γnun||2 = ||f ||2 −
∑
A

|γn|2 +
∑
A

|γn − γn|2 =

= ||f ||2 −
∑
A

|γn|2 +
∑
A

|0|2 = ||f ||2 −
∑
A

|γn|2 ≤ ||f ||2 −
∑
A

|γn|2 +
∑
A

|αn − γn|2 =

= ||f −
∑
A

αnun||2. �

V¤aka 0 ≤ ||f − fA||2 = ||f ||2 −
∑
A

|γn|2 majú v²etky sumy na A
∑
A

|γn|2 horné ohra-

ni£enie ||f ||2. Postupnos´ γ = (γn)
∞
0 teda patrí do priestoru l2. Rad

∞∑
0

γnun je potom

pod©a vety 2.5 konvergentný. Tento rad budeme vola´ Fourierovym radom f
∞∑
n=0

γnun,

kde γn = 〈f, un〉 je vz´ahujúci sa k ortonormálnej postupnosti (un)∞0 .

Pokra£ujeme vetou, ktorú sme prevzali zo zdroja [10], strana 368 a ktorú dokáºeme.

Veta 2.9. Veta o konvergencii

Pre f ∈ H je príslu²ný Fourierov rad konvergentný (v H). S ozna£ením f ∗ =
∞∑
n=0

γnun,

γn = 〈f, un〉 je

||f − f ∗||2 = ||f ||2 −
∞∑
n=0

|γn|2 = ||f ||2 − ||γ||2l2

a tieº 〈f − f ∗, un〉 = 0 pre v²etky n. Zárove¬ γn ∈ l2.

Dôkaz: Vz´ah ||f − f ∗||2 = ||f ||2 −
∞∑
n=0

|γn|2 = ||f ||2 − ||γ||2l2 dostaneme, ak vo vete o

aproximácii pre A = {0, 1, ..., p} po²leme p do nekone£na, p→∞. Rovnos´ 〈f ∗, un〉 =

γn bola dokázaná vo vete 2.5, £iºe 〈f ∗, un〉 = 〈
∞∑
k=0

γkuk, un〉 =
∞∑
k=0

γkδnk = γn. �

De�nícia, ktorá nasleduje pochádza z textu knihy [10], strana 368.

De�nícia 2.10. Úplnos´ ortonormálnej postupnosti

Ortonormálna postupnos´ (un)∞0 sa nazýva úplná (alebo maximálna), ak z 〈f, un〉 = 0

pre v²etky n = 0, 1, ... vyplýva f = 0. Inak povedané, ak je 0 jediný ortogonálny £len

z H ku v²etkým un.

V texte budeme pokra£ova´ vetou zo zdroja [10], strana 368, ktorú dokáºeme.
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Veta 2.11. Veta o zobrazení

Ak je ortonormálna postupnos´ (un)∞0 úplná, tak je kaºdý £len f ∈ H zobrazený cez

jeho Fourierov rad,

f =
∞∑
n=0

γnun s γn = 〈f, un〉.

Platí Besselova rovnos´

||f ||2 =
∞∑
n=0

|γn|2, t.j. ||f || = ||γ||l2 .

Ak má g ∈ H Fourierove koe�cienty δn = 〈g, un〉, Parsevalova rovnos´ prechádza

do tvaru

〈f, g〉 =
∞∑
n=0

γnδn = 〈γ, δ〉l2 .

Dôkaz: Pod©a predo²lej vety je 〈f−f ∗, un〉 = 0 pre v²etky n, z £oho na základe úplnosti

ortonormálnej postupnosti vyplýva f − f ∗ = 0. �iºe vo vete o konvergencii dostávame

||f − f ∗||2 = 0 = ||f ||2 − ||γ||2l2, takºe ||f ||2 = ||γ||2l2. A teda dostávame Besselovu

rovnos´ a po odmocnení ||f || = ||γ||l2. Ak má g Fourierove koe�cienty δn = 〈g, un〉,

tak pod©a prvej £asti vety g =
∞∑
n=0

δnun. Teraz 〈f, g〉 = 〈
∞∑
n=0

γnun,
∞∑
n=0

δnun〉 =

= pod©a vety 2.5 =
∞∑
n=0

γnδn. �

Poznámka: Úplná ortonormálna postupnos´ (un)∞n=0 sprostredkúva lineárne, bijektívne

a izometrické zobrazenie U z H do l2,

U : H → l2, Uf = (〈f, un〉)∞0

s inverzným zobrazením

U−1 : l2 → H, U−1α =
∞∑
n=0

αnun.

Platí 〈f, g〉 = 〈Uf, Ug〉l2 pre f, g ∈ H a teda ||f || = ||Uf ||l2. To je vecný obsah vety

o zobrazení.

Teraz zadáme v Hilbertovom priestore L2(−π, π) ortonormálne postupnosti zodpove-

dajúce klasickým Fourierovým radom.
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Nasleduje de�nícia z publikácie [10], strana 337.

De�nícia 2.12. Lp-normu de�nujeme ako ||f ||p := (
∫
B

|f(x)|pdx)
1
p pre 1 ≤ p < ∞.

Priestor Lp(B) de�nujeme ako priestor, ktorý obsahuje v²etky na B merate©né funkcie

s kone£nou Lp-normou. Priestor L2(B) nazývame Banachovym priestorom L2(B).

Veta, ktorou pokra£ujeme a ktorú dokáºeme, sa nachádza v literatúre [10], strana

369.

Veta 2.13. Hilbertov priestor L2
π

V predchádzajúcej de�nícii sme si zade�novali Banachov priestor L2(−π, π). �alej ho

budeme ozna£ova´ L2
π. Budeme uvaºova´ reálny aj komplexný priestor, £iºe funkcie s

reálnymi aj komplexnými hodnotami. Pre f, g ∈ L2
π zavedieme sú£in

〈f, g〉 :=
π∫

−π

f(t)g(t)dt

(v reálnom prípade g = g). Funkcia fg je na základe Hölderovej nerovnosti integro-

vate©ná na (−π, π). Dá sa vidie´, ºe 〈·, ·〉 vyhovuje podmienkam skalárneho sú£inu a√
〈f, f〉 = ||f ||2. Priestor L2

π je teda Hilbertovým priestorom. Konvergencia v priestore

L2
π znamená, ºe

lim
n→∞

fn = f v L2
π ⇔

π∫
−π

|f(t)− fn(t)|2dt→ 0 pre n→∞.

Teraz zavedieme ortonormálne postupnosti v priestore L2
π pod©a knihy [10], strana

370:

(a) reálny prípad: (un)∞0 = 1√
π
(1
2

√
2, cos t, sin t, cos 2t, sin 2t, cos 3t, sin 3t, ...),

(b) komplexný prípad: (vn)∞0 = 1√
2π
(1, eit, e−it, e2it, e−2it, e3it, ...).

Vieme, ºe platia vz´ahy

(c)v2n−1 + v2n =
√
2u2n−1 =

√
2
π
cosnt,

v2n−1 − v2n = i
√
2u2n = i

√
2
π
sinnt pre n = 1, 2, .. a u0 = v0.

Ortonormálnos´ (vn)∞0 vyplýva z dôkazu vety 1.3 f).

Fourierove koe�cienty vytvorené funkciami un alebo vn sú rovnaké s predo²lými

£íslami an,bn respektíve cn, aº na prenásobenie kon²tantami. Sú£iny vystupujúce v
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odpovedajúcich Fourierovych radoch sú tieº rovnaké

an(f) cosnt+ bn(f) sinnt = cn(f)e
int + c−n(f)e

−int =

= 〈f, u2n−1〉u2n−1 + 〈f, u2n〉u2n = 〈f, v2n−1〉v2n−1 + 〈f, v2n〉v2n

pre n ≥ 1 tak ako 1
2
a0(f) = c0(f) = 〈f, u0〉u0 = 〈f, v0〉v0.

N-té £iastkové sumy predo²lých Fourierových radov v reálnej (1) aj komplexnej

(2) forme (obe sa rovnajú pod©a rovnice (5)) sú tieº rovné 2n-tej £iastkovej sume

Fourierových radov
∞∑
0

〈f, un〉un a
∞∑
0

〈f, vn〉vn (aj tieto sa rovnajú).

�alej budeme pokra£ova´ vetou zo zdroja [10], strana 370, ktorú dokáºeme.

Veta 2.14. Úplnos´ trigonometrických ortonormálnych postupností

Ortonormálne postupnosti (un)∞0 a (vn)
∞
0 , ktoré sme zaviedli v (a) a (b) sú úplné.

Dôkaz: Dôkaz dokáºeme sporom. Budeme uvaºova´ len komplexnú postupnos´ vn, ke¤ºe

¬ou môºe by´ vyjadrená postupnos´ un. Nech teraz ∃0 6= f ∈ L2
π ortogonálna ku v²etkým

vn, 〈f, vn〉 = 0 pre ∀n. Pod©a vety o hustote ∀ε > 0∃φ ∈ C2
π : ||f − φ||2 < ε. Pod©a

vety 1.8 konvergujú £iastkové sumy sp(t) := sp(t, φ) k φ, sp(t, φ) ⇒ φ na intervale

[−π, π]. Z toho vyplýva, ºe ∃K > 0 také, ºe |sp(t)| = |sp(t)| ≤ K pre v²etky p, takºe

|f(t)sp(t)| ≤ K(φ)|f(t)|. Z ortogonality f a vn, 〈f, vn〉 = 0, vyplýva aj ortogonalita

f a sp, 〈f, sp〉 = 0. V tejto £asti dôkazu si ideme ukáza´, ºe lim
p→∞
|〈f(t), sp(t, φ)〉 −

〈f(t), φ(t)〉| = 0. Napí²eme si vz´ah pre rovnomernú konvergenciu sp k φ:

∀ε1∃p0∀p > p0 : |sp(t, φ)− φ(t)| < ε1.

Pod©a toho následne platí:

|〈f(t), sp(t, φ)〉−〈f(t), φ(t)〉| = |
π∫

−π

f(t)(sp(t, φ)− φ(t))dt| ≤
π∫

−π

|f(t)||sp(t, φ)− φ(t)|dt ≤

≤
π∫

−π

|f(t)|ε1dt ≤ ε1

π∫
−π

|f(t)|dt ≤ ε1||1||L2||f ||L2 .

Ke¤ºe sp ⇒ φ, tak ε1 → 0 pre p→∞. A teda

lim
p→∞
|〈f(t), sp(t, φ)〉 − 〈f(t), φ(t)〉| = 0⇔ 〈f(t), sp(t, φ)〉 → 〈f(t), φ(t)〉
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Pretoºe f je ortogonálne na v²etky vn a tým aj na v²etky sp, tak 〈f(t), sp(t, φ)〉 = 0

pre v²etky p. Z toho a konvergencie 〈f(t), sp(t, φ)〉 → 〈f(t), φ(t)〉 vyplýva, ºe

〈f(t), φ(t)〉 = 0. Teraz si zoberieme postupnos´ funkcií φk ∈ C2
π také, ºe ||f − φk||2 < 1

k

pre k = 1, 2, ..., takºe φk → f v L2. Z 〈f, φk〉 = 0 a z φk → f v L2 dostávame 〈f, f〉 = 0,

lebo

|〈f, f〉| = |〈f, φk〉+ 〈f, f − φk〉| ≤ |〈f, f − φk〉| ≤ |f |L2|f − φk|L2 → |f |L20 = 0,

a teda f musí by´ nulové, £o je spor s na²ím predpokladom. Neexistuje teda ºiadna

nenulová funcia, ktorá by bola ortogonálna na v²etky £leny postupnosti (vn)
∞
0 , £iºe

ortonormálna postupnos´ tvorená týmito £lenmi je úplná. �

Veta, ktorou pokra£ujeme v texte a ktorú dokáºeme, je v knihe [10], strana 370.

Veta 2.15. Nech f ∈ L2
π s Fourierovými koe�cientami cn pod©a de�nície 1.2. Potom

konvergujú £iastkové sumy Fourierovho radu funkcie f k funkcii f,

lim
p→∞

π∫
−π

|f(t)−
p∑

n=−p

cne
int|2dt = 0,

a platí Besselova rovnos´

∞∑
n=−∞

|cn|2 =
1

2π

π∫
−π

|f(t)|2dt.

Ak je f s reálnymi hodnotami a an a bn sú reálnymi Fourierovými koe�cientami funkcie

f, tak limita ostáva s reálnymi £iastkovými sumami

lim
p→∞

π∫
−π

|f(t)− 1

2
a0 −

p∑
n=1

(an cosnt+ bn sinnt)|2dt = 0

a Besselova rovnos´ vyzerá takto

1

2
a20 +

∞∑
n=1

(a2n + b2n) =
1

π

π∫
−π

f 2(t)dt.

Dôkaz: V predchádzajúcej vete sme si ukázali, ºe postupnos´ (vn)
∞
0 je úplná. Pod©a

vety 2.11 (Vety o zobrazení) je funkcia f ∈ H zobrazená svojím fourierovým radom
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f =
∞∑
n=0

γnun s γn = 〈f, un〉. Vieme, ºe priestor L2
π je Hilbertov. �leny un z vety

sú v tejto chvíly £leny ortonormálnej postupnosti vn, un = vn. �leny γn = 〈f, un〉 sú

v na²om prípade cn = 〈f, vn〉. Ke¤ to spojíme, dostávame konvergenciu v L2
π, £iºe v

kvadratickom £lene, £o vyjadruje

lim
p→∞

π∫
−π

|f(t)−
p∑

n=−p

cne
int|2dt = 0.

Besselovu rovnos´ dostávame z Besselovej rovnosti z Vety o zobrazení a z toho ako sme

si zade�novali sú£in v priestore L2
π ||f ||2 = 〈f, f〉 =

π∫
−π
f(t)f(t)dt. Ke¤ºe

||vn||2 = 〈vn, vn〉 =
π∫
−π
vnvndt =

π∫
−π

1dt = 2π, tak

||f ||2 =
π∫

−π

|f(t)|2dt = 〈
∞∑

n=−∞

cnvn,
∞∑

n=−∞

cnvn〉 =
∞∑

n=−∞

|cn|22π,

£o po predelení 2π dáva Besselovu rovnos´. Reálnu £as´ vety dostaneme zo vz´ahu medzi

reálnym a komplexným vyjadrením Fourierových koe�cientov. �

Nasledujúca veta, ktorú dokáºeme, pochádza z publikácie [10], strana 371.

Veta 2.16. Veta o jednozna£nosti

Ak majú dve funkcie f, g ∈ L2
π totoºné Fourierove koe�cienty, tak sú tieto funkcie ako

£leny Hilbertovho priestoru L2
π rovnaké. Z toho vyplýva, ºe f(x) = g(x) pre skoro v²etky

x ∈ [−π, π].

Dôkaz:f a g majú rovnaké Fourierove koe�cienty, t.j. f =
∑
cnvn a g =

∑
cnvn, kde

cn = 〈f, vn〉 = 〈g, vn〉∀n. Ke¤ teda 〈f, vn〉 = 〈g, vn〉∀n⇒ 〈f − g, vn〉 = 0∀n⇒ f − g ⊥

∀vn ⇒ f − g = 0 v¤aka tomu, ºe vn je úplná. �

�alej nasleduje veta z literatúry [10], strana 371, ktorú dokáºeme.

Veta 2.17. Veta o absolútnej konvergencii

Nech f ∈ ACπ a derivácia f ′ ∈ L2
π. Potom konverguje Fourierov rad funkcie f v R

absolútne a rovnomerne ku f. Toto platí predov²etkým pre lipschitzovsky spojité funkcie,

napríklad pre f ∈ C1
π.
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Dôkaz: Nech f má Fourierove koe�cienty cn a f ′ má c′n. Potom |c′n| = |ncn| pod©a 1.3

j). Aplikovaním Cauchy-Schwarzovej nerovnosti dostávame

(
∑
|cneint|)2 = (

∑
|cn|)2 = (

∑ |c′n|
|n|

)2 ≤
∑
|c′n|2 ∗

∑ 1

n2
=

1

2π

π∫
−π

|f ′(t)|2dt∗
∑ 1

n2
.

V poslednej rovnosti sme vyuºili Besselovu rovnos´ a dostali sme kone£né ohrani£enie,

ke¤ºe f ′(t) ∈ L2
π a

∑
1
n2 je konvergentná. Na²li sme teda majorantu pre rad

∑
|cneint|

a na základe Weierstrass-kritéria sme dokázali rovnomernú absolútnu konvergenciu

Fourierovho radu funkcie f. Funkcia g(t) = lim
p→∞

sp(t; f) je teda spojitá. Z rovnomernej

konvergencie vyplýva konvergencia v L2,

lim
p→∞

sp(t; f) = g(t)⇔
π∫

−π

|g(t)− sp(t)|2dt→ 0.

Z vety o jednozna£nosti vyplýva, ºe f = g v L2
π, teda f(t) = g(t) skoro v²ade. Funkcie

f, g sú ale spojité a preto platí rovnos´ pre v²etky t. �

Veta, ktorá je ¤al²ia v texte a ktorú dokáºeme, sa nachádza v publikácii [10], strana

371.

Veta 2.18. Dôsledok

Ak je funkcia f ∈ Lπ absolútne spojitá v otvorenom intervale J a f ′ ∈ L2(J), tak

Fourierov rad funkcie f konverguje v kaºdom kompaktnom podintervale J rovnomerne

k f.

Dôkaz: Zavedieme si kompaktný interval I vo vnútri J, I ⊂ J ⊂ [−π, π]. Teraz si

zade�nujeme funkciu φ ∈ AC[−π, π] s nosi£om suppφ ⊂ J , ktorá bude na I rovná

1. Zadajme si funkciu g = φf . Ak ju 2π-periodicky roz²írime, dostávame funkciu s

predpokladmi, ktoré mala funkcia f vo vete o rovnomernej konvergencii. Tvrdenie vety

potom vyplýva z vety o rovnomernej konvergencii. �
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3 Príklady

V tejto kapitole uplatníme nadobudnuté vedomosti a pomocou nich prerátame príklady,

ktoré sa nachádzajú v knihe [10], strana 372.

Príklad 1: Ukáºte, ºe platí t2 = π2

3
+ 4

∞∑
n=1

(−1)n
n2 cosnt pre |t| ≤ π.

Rie²enie: t2 je párna funkcia ⇒ bude ma´ len kosínusový rad

a0 =
1
π

π∫
−π
t2dt = 1

π
[ t

3

3
]π−π = π2

3
+ π2

3
= 2π2

3

an = 1
π

π∫
−π
f(t) cosntdt = 1

π

π∫
−π
t2 cosntdt = 1

π
[t2 sinnt

n
]π−π − 1

π

π∫
−π

2t sinnt
n
dt =

= π2

π
sinnπ
n
− π2

π
sinn(−π)

n
− 1

π

π∫
−π

2t sinnt
n
dt = 0 + 0− 1

π

∫ π
−π 2t

sinnt
n
dt =

= 1
π
[2t cosnt

n2 ]π−π − 1
π

π∫
−π

2 cosnt
n2 dt = 1

π
(2π cosnπ

n2 + 2π cosn(−π)
n2 )− 2

π
[ sinnπ
n2 − sinn(−π)

n2 ] =

= π
π
[ 2
n2 (−1)n + 2

n2 (−1)n] + 0 = 4
n2 (−1)n

t2 = a0
2
+
∞∑
n=1

an cosnt =
π2

3
+
∞∑
n=1

4
n2 (−1)n cosnt = π2

3
+ 4

∞∑
n=1

(−1)n
n2 cosnt

Obr. 1: Sú£et prvých 5 £lenov Fourierovho radu funkcie t2 pre |t| ≤ π

Obr. 2: Sú£et prvých 10000 £lenov Fourierovho radu funkcie t2 pre |t| ≤ π
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3 PRÍKLADY

Obr. 3: Fourierov rad funkcie t2 pre |t| ≤ π

Príklad 2: Ukáºte, ºe platí

cosαt = sinαπ
π

( 1
α
− 2α

α2−12 cos t+
2α

α2−22 cos 2t−
2α

α2−32 cos 3t+ ...) pre α /∈ Z, |t| ≤ π.

Rie²enie:

cosx je párna funkcia ⇒ bude ma´ kosínusový rad

a0 =
1
π

π∫
−π

cosαtdt = 1
π
[ sinαt

α
]π−π = 1

π
sinαπ
α
− 1

π
sin−απ

α
= 1

π
sinαπ
α

+ 1
π
sinαπ
α

= 2
π
sinαπ
α

Pri výpo£te an vyuºijeme nasledovné vzorce:

sin (x− y) = sinx cos y − sin y cosx

sin (x+ y) = sinx cos y + sin y cosx

cos (x+ y) = cos x cos y − sinx sin y

cos (x− y) = cos x cos y + sinx sin y

an = 1
π

π∫
−π

cosαt cosntdt = 1
π

π∫
−π

cos (αt+nt)+cos (αt−nt)
2

dt =

= 1
2π
[ sin (α+n)t

α+n
+ sin (α−n)t

α−n ]π−π = 1
2π
[ sin (α+n)π

α+n
+ sin (α−n)π

α−n − sin (α+n)(−π)
α+n

− sin (α−n)(−π)
α−n ] =

= 1
2π
[ sin (α+n)π

α+n
+ sin (α−n)π

α−n + sin (α+n)π
α+n

+ sin (α−n)π
α−n ] = 1

2π
(2 sin (α+n)π

α+n
+ 2 sin (α−n)π

α−n ) =

= 1
2π

2(α−n) sin (α+n)π+2(α+n) sin (α−n)π
α2−n2 = 2

2(α2−n2)
((α−n)[sinαπ cosnπ+sinnπ cosαπ)+

+(α + n)(sinαπ cosnπ − sinnπ cosαπ)] = 1
π
(α2 sinαπ cosnπ − n2 sinnπ cosαπ) =

= 1
π
(α2 sinαπ(−1)n − n2 ∗ 0 cosαπ) = 2(−1n)α

π(α2−n2)
sinαπ

cosαt = a0
2
+
∞∑
n=1

an cosnt =

= sinαπ
π

( 1
α
− 2α

α2−12 cos t+
2α

α2−22 cos 2t−
2α

α2−32 cos 3t+ ...)
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Obr. 4: Fourierov rad funkcie cos (0.3t) pre |t| ≤ π

Obr. 5: Fourierov rad funkcie cos (1.5t) pre |t| ≤ π

Príklad 3:Ukáºte, ºe platí sin t+ sin 2t
2

+ sin 3t
3

+ sin 4t
4

+... =


−(π + t)/2 pre − π ≤ t < 0,

0 pre t = 0,

(π − t)/2 pre 0 < t ≤ π.

Rie²enie:

Najprv si vyrátame dva pomocné príklady, pomocou ktorých vyrátame tento príklad.

Tieto príklady nájdeme v literatúre [10], strana 362.

Ako prvý vyrátame Fourierov rad pre funkciu V (t) = sgn(t) pre |t| < π.

V (t) = sgn(t) je nepárna funkcia ⇒ bude ma´ sínusový rad

bn = 1
π

π∫
−π
sgn(t) sinntdt = 1

π

0∫
−π

(−1) sinntdt+ 1
π

π∫
0

1 sinntdt =

= 1
π
[ cosnt

n
]0−π +

1
π
[− cosnt

n
]π0 = 1

πn
(1− (−1)n)− 1

πn
(−1 + (−1)n) =

= 1
πn
(1− (−1)n) + 1

πn
(1− (−1)n) = 2

πn
(1− (−1)n)
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sgn(t) =
∞∑
n=1

2
πn
(1− (−1)n) sinnt =

∞∑
n=1

4
π(2n−1) sin (2n− 1)t =

= 4
π
(sin t+ sin 3t

3
+ sin 5t

5
+ ...)

Obr. 6: Sú£et prvých 4 £lenov Fourierovho radu funkcie sgn(t) pre |t| ≤ π

Obr. 7: Sú£et prvých 50 £lenov Fourierovho radu funkcie sgn(t) pre |t| ≤ π

Ako druhý si zrátame rad pre funkciu Z(t) = t pre |t| < π.

bn = 1
π

π∫
−π
t sinntdt = 1

π
[−t cosnt

n
]π−π − 1

π

π∫
−π
− cosnt

n
dt = 1

π
[−t cosnt

n
]π−π +

1
π

π∫
−π

cosnt
n
dt =

= 1
π
[−π cosnπ

n
− π cosn(−π)

n
] + 1

π
[ sinnt
n2 ]π−π = − cosnπ

n
− cosn(−π)

n
=

= − 1
n
(−1)n − 1

n
(−1)n = 2

n
(−1)n+1

t =
∞∑
n=1

2
n
(−1)n+1 sinnt = 2(sin t− sin 2t

2
+ sin 3t

3
− sin 4t

4
+ ...)
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Obr. 8: Sú£et prvých 4 £lenov Fourierovho radu funkcie t pre |t| ≤ π

Obr. 9: Sú£et prvých 100 £lenov Fourierovho radu funkcie t pre |t| ≤ π

Vyrátali sme teda, ºe:

A = sin t+ sin 3t
3

+ sin 5t
5

+ ... =


−π

4
pre − π < t < 0,

π
4

pre π < t < 0,

0 pre t = 0,−π, π,

a

B = sin t− sin 2t
2

+ sin 3t
3
− sin 4t

4
+ ... =


1
2
t pre − π < t < π,

0 pre t = −π, π.

Zloºením týchto dvoch radov dostávame nami chcený výsledok:
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2A−B = sin t+ sin 2t
2

+ sin 3t
3

+ sin 4t
4

+ ... =


−(π + t)/2 pre − π ≤ t < 0,

0 pre t = 0,

(π − t)/2 pre 0 < t ≤ π.

Obr. 10: Sú£et prvých 100 £lenov Fourierovho radu sin t+ sin 2t
2

+ sin 3t
3

+ sin 4t
4

+ ...

Príklad 4: Ukáºte, ºe platí: Ak je f ∈ C0
π hölderovsky spojitá s Hölderovým

koe�cientom α ∈ (0, 1], tak |cn(f)| ≤ K/|n|α. Pomôcka: Pod©a 1.3 c)

cn(f − fa) = 2cn(f) pre a = π/n.

Rie²enie:

cn(f − fa) = cn(f)− cn(fa) = cn(f)− 1
2π

π∫
−π
f(t+ a)e−intdt =

= |subst. a+ t = s, dt = ds| = cn(f)− 1
2π

π+a∫
−π+a

f(s)e−in(s−a)ds =

= cn(f)− 1
2π
eina

π+a∫
−π+a

f(s)e−insds = cn(f)− einacn(f)

Ak a = π/n tak cn(f − fa) = cn(f)− eiπcn(f) = 2cn(f)

Teraz cn(f) =
cn(f−fa)

2

def
1
4π

π∫
−π

(f(t)− f(t+ a))e−intdt

a teda |cn(f)| = | 14π
π∫
−π

(f(t)− f(t+ a))e−intdt| ≤ 1
4π

π∫
−π
|(f(t)− f(t+ a))e−int|dt =

= 1
4π

π∫
−π
|(f(t)−f(t+a))|dt ≤ 1

4π

π∫
−π
K|t−(t−a)|αdt = 1

4π

π∫
−π
K|a|αdt = 1

4π
K|a|α2π =

= 1
4π
K|π

n
|α2π = K1

|n|α

Dokázali sme, ºe |cn(f)| ≤ K1

|n|α .
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Príklad 5: Zrátajte Fourierove rady párneho a nepárneho roz²írenia funkcií

f(t) = (t − c)+ a h(t) = f 2(t), 0 < t < π. Pri tom je 0 < c < π a u+ = max{u, 0}.

Ur£ite konvergen£né správanie a sumy radov.

Rie²enie:

Ako prvý zrátame rad pre párne roz²írenie funkcie f(t). Funkcia je párna, £iºe rad

bude kosínusový.

a0 =
1
π

π∫
−π
f(t)dt = párna funkcia = 2

π

π∫
c

(t− c)dt = 2
π
[ t

2

2
− ct]πc =

= 2
π
(π

2

2
− cπ − c2

2
+ c2) = 1

π
(π − c)2

an = 1
π

π∫
−π
f(t) cosntdt = párna funkcia = 2

π

π∫
c

(t− c) cosntdt = 2
π

π∫
c

t cosntdt−

− 2
π

π∫
c

c cosntdt = 2
π
[t sinnt

n
]πc − 2

π

π∫
c

sinnt
n
dt− 2c

π
[ sinnt

n
]πc = 2

π
π sinnπ

n
− 2

π
c sinnc
n

+ 2
π
[ cosnt
n2 ]πc−

−2c
π
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n
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π
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n

= 0− 2
π
c sinnc
n

+ 2
π
[ cosnt
n2 ]πc − 0 + 2c

π
sinnc
n
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cosnπ
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π
cosnc
n2 =
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π
( (−1)

n

n2 − cosnc
n2 )

f(t) = a0
2
+
∞∑
n=1

an cosnt =
1
2π
(π − c)2 + 2

π

∞∑
n=1

( (−1)
n

n2 − cosnc
n2 ) cosnt

Ako môºeme vidie´ na obrázkoch niº²ie, Fourierov rad konverguje k funkcii f(t).

Obr. 11: Párne roz²írenie funkcie (t− c)+ pre c = 2
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Obr. 12: Sú£et prvých 100 £lenov Fourierovho radu párneho roz²írenia funkcie (t− c)+

pre c = 2

Obr. 13: Sú£et prvých 100 £lenov Fourierovho radu párneho roz²írenia funkcie (t− c)+

pre c = 1

Pokra£ujeme nepárnym roz²írením. Funkcia je nepárna, takºe rad bude sínusový.

bn = 1
π
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π∫
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π∫
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+[ sinnt
n2 ]−c−π − c

cosn(−c)
n

+ c cosn(−π)
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− π cosnπ
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(−π cosnπ
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+ c cosnπ
n
− π cosnπ
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f(t) = 2
π

∞∑
n=1

((c− π) (−1)
n

n
− sinnc

n2 ) sinnt

Na obrázkoch niº²ie je vidno, ºe rad konverguje k funkcii f(t).

Obr. 14: Nepárne roz²írenie funkcie (t− c)+ pre c = 2

Obr. 15: Sú£et prvých 100 £lenov Fourierovho radu nepárneho roz²írenia funkcie (t−c)+

pre c = 2

Obr. 16: Sú£et prvých 1000 £lenov Fourierovho radu nepárneho roz²írenia funkcie (t−

c)+ pre c = 2
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Obr. 17: Sú£et prvých 100 £lenov Fourierovho radu nepárneho roz²írenia funkcie (t−c)+

pre c = 1

Ako ¤al²í zrátame rad pre nepárne roz²írenie h(t).

Funkcia je nepárna a teda rad bude sínusový.

bn = 1
π
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= 1
π
((−1)n(−2π2

n
− 4

n3 +
4πc
n
− 2c2

n
)− 4 cosnc

n3 )

h(t) =
∞∑
n=1

1
π
((−1)n(−2π2

n
− 4

n3 +
4πc
n
− 2c2

n
)− 4 cosnc
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Na obrázkoch môºeme vidie´, ºe rad konverguje k funkcii h(t).

Obr. 18: Nepárne roz²írenie funkcie h(t) pre c = 2

Obr. 19: Sú£et prvých 1000 £lenov Fourierovho radu nepárneho roz²írenia funkcie h(t)

pre c = 2

Obr. 20: Sú£et prvých 1000 £lenov Fourierovho radu nepárneho roz²írenia funkcie h(t)

pre c = 1
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V úlohe bude nasledova´ rie²enie pre párne roz²írenie funkcie h(t).

Funkcia je párna a teda rad bude kosínusový.
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Obr. 21: Párne roz²írenie funkcie h(t) pre c = 2
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Obr. 22: Sú£et prvých 100 £lenov Fourierovho radu párneho roz²írenia funkcie h(t) pre

c = 2

Obr. 23: Sú£et prvých 100 £lenov Fourierovho radu párneho roz²írenia funkcie h(t) pre

c = 1

Na obrázkoch je moºno vidie´, ºe rad konverguje k funkcii h(t).

Príklad 6: Pomocou postupnosti (cn)∞0 ∈ l2 je tvorený poten£ný rad

f(z) =
∞∑
n=0

cnz
n. Ukáºte: Fourierov rad gr(t) =

∞∑
n=0

cnr
neint je pre 0 < r ≤ 1 v L2

π

konvergentný a platí ||gr − g1||2 → 0 pre r → 1−.

Rie²enie: Máme predpoklad
∑
|cn|2 <∞.

V tomto príklade vyuºijeme a dokáºeme tvrdenie z knihy [9]:

Tvrdenie:
∑
cnr

neint ∈ L2(−π, π) pre |r| < 1.

Dôkaz: Treba ukáza´, ºe
∑
|cnrn|2 <∞. Vieme, ºe

∑
|cnrn|2 ≤

∑
|cn|2 <∞.

A teda
∑
cnr

neint ∈ L2(−π, π). �ím sme dokázali pomocné tvrdenie.�
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Pokra£ujme v príklade. Teraz
∑
cnr

neint −
∑
cne

int = gr(t)− g1(t).

π∫
−π

|gr(t)− g1(t)|2dt ≤
π∫

−π

∑
|cn(rn − 1)eint|2dt =

=

π∫
−π

∑
|cn|2(rn − 1)2|eint|2dt = 2π

∑
|cn|2(rn − 1)2

Teraz chceme ukáza´, ºe lim
r→1−

∞∑
n=1

|cn|2(rn − 1)2 = 0.

Ozna£me fn(r) = |cn|2(rn − 1)2. Ukáºeme, ºe
∞∑
n=1

fn(r) ⇒ na 〈0, 1〉. Pretoºe je to

postupnos´ spojitých funkcií,
∞∑
n=1

fn(r) = f(r) je spojitá funkcia a teda

lim
r→1−

∑
fn(r) = f(1) = 0.

|fn(r)| = |cn|2|rn− 1|2 ≤ 4|cn|2, £iºe
∑
|fn(r)| ≤ 4

∑
|cn|2, teda

∑
fn(r) konverguje

rovnomerne pod©a Weierstrassovho kritéria.

Teda naozaj ||gr(t)− g1(t)||L2 → 0 a gr(t)→ g1(t) v L2(−π, π).
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Záver

V na²ej práci sme sa zaoberali témou Fourierových radov. Cie©om práce bolo pochopi´

teóriu Fourierových radov a pomocou nej vyrie²i´ sled úloh, ktoré sa týkali zmienenej

témy. Teoretické poznatky sme získali a objasnili v prvej a druhej kapitole. V de�nícii

1.1 sme si zade�novali pojmy, ktoré sme neskôr vyuºili v práci. V de�nícii 1.2 sme

zade�novali £leny Fourierovho radu a aj samotný Fourierov rad utvorený funkciou f .

Vo vete 1.3 sme uviedli a dokázali vz´ahy platiace pre £leny Fourierovho radu, ktoré

sme neskôr vyuºili pri dôkazoch ¤al²ích viet alebo pri rie²ení príkladov. V nasledujú-

cich vetách prvej kapitoly sme vyslovili a dokázali tvrdenia o konvergencii Fourierovho

radu. V prvej £asti druhej kapitoly sme vyslovili de�níciu Hilbertovho priestoru a or-

tonormálnych postupností v tomto priestore. V nasledujúcich vetách sme sa zamerali

na konvergenciu Fourierových radov v tomto priestore. Tieº sme sa zaoberali zobra-

zeniami v priestore s kone£ným skalárnym sú£inom a zobrazeniami v Hilbertovom

priestore. Ukázali sme si, ºe Banachov priestor je tieº Hilbertovým priestorom. Taktieº

sme ukázali, £o znamená konvergencia v tomto priestore a zaviedli sme ortonormálne

postupnosti v tomto priestore. Tieto postupnosti sme napokon vyuºili pri zostrojení

Fourierových radov a vo vetách sme dokázali konvergenciu ich sú£tu. V tretej kapitole

sme chceli nami nadobudnuté vedomosti uplatni´ pri rie²ení vybraných úloh z knihy

[10]. Tieto úlohy boli zamerané na tému konvergencie Fourierových radov. Príklady

sme úspe²ne vyrie²ili a v rie²eniach sme poskytli £itate©om náh©ad na rie²enie podob-

ných problémov. Pre autora bola táto práca ve©mi prospe²ná. Nadobudol pomocou nej

hlb²ie vedomosti v teórii Fourierových radov a tieto vedomosti následne implementoval

do rie²enia vybraných príkladov k danej téme. Táto práca je vhodná pre £itate©ov,

ktorí si chcú preh¨bi´ poznatky z témy Fourierových radov alebo opisu periodických

funkcií. Budúci význam Fourierových radov nachádzame v matematike alebo fyzike,

napríklad pri opise trigonometrických systémov, zvuku, £i signálu.
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Príloha

V tejto prílohe uvádzame zdrojové kódy z programu Matlab, pomocou ktorých sme

vykres©ovali obrázky.

Kód na vykreslenie Fourierovho radu funkcie t2:

x = −10 : 0.01 : 10;

y = (pi2)/3;

for n = 1 : 10000

y = y + 4 ∗ (((−1)n)/(n)2) ∗ cos(n ∗ x);

end

plot(x, y);

Kód na vykreslenie Fourierovho radu funkcie cos(αt):

alfa = −0.5;

x = −10 : 0.01 : 10;

y = sin(alfa ∗ pi)/(pi ∗ alfa);

for n = 1 : 10000

y = y + (2 ∗ alfa ∗ ((−1)n) ∗ sin(alfa ∗ pi)/(pi ∗ (alfa2 − n2))) ∗ cos(n ∗ x);

end

plot(x, y);

hold all

x = −pi : 0.01 : pi;

y = cos(alfa ∗ x);

plot(x, y,′−−′,′ LineWidth′, 2);

Kód na vykreslenie Fourierovho radu pre príklad 3:

x = −10 : 0.01 : 10;

y = 0;

for n = 1 : 100

y = y + sin(n ∗ x)/n;

end

plot(x, y);
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Kód na vykreslenie Fourierovho radu funkcie t:

x = −5 : 0.01 : 5;

y = 0;

for n = 1 : 100

y = y + (2 ∗ ((−1)(n+ 1))/n) ∗ sin(n ∗ x);

end

plot(x, y);

hold all

x = −pi : 0.01 : pi;

y = x;

plot(x, y,′−−′,′ LineWidth′, 2);

Kód na vykreslenie Fourierovho radu funkcie t2:

x = −10 : 0.01 : 10;

y = (pi2)/3;

for n = 1 : 10000

y = y + 4 ∗ (((−1)n)/(n)2) ∗ cos(n ∗ x);

end

plot(x, y);

hold all

x = −pi : 0.01 : pi;

y = x.2;

plot(x, y,′−−′,′ LineWidth′, 2);

Kód na vykreslenie Fourierovho radu funkcie sgn(t):

x = −5 : 0.01 : 5;

y = 0;

for n = 1 : 50

y = y + (4/(pi ∗ (2 ∗ n− 1))) ∗ sin((2 ∗ n− 1) ∗ x);

end

plot(x, y);

hold all
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x = 0 : 0.01 : pi;

y = 1;

plot(x, y,′−−′,′ LineWidth′, 4);

hold all

x = −pi : 0.01 : 0;

y = −1;

plot(x, y,′−−′,′ LineWidth′, 4);

Kód na vykreslenie párneho roz²írenia funkcie (t− c)+ v príklade 5: c = 2;

x = c : 0.01 : pi;

y = x− c;

plot(x, y);

hold all

x = −pi : 0.01 : −c;

y = −x− c;

plot(x, y);

hold all

x = 0;

y = −0.2;

plot(x, y);

hold all

x = −c : 0.01 : c;

y = 0;

plot(x, y);

hold all

x = −5;

y = −0.2;

plot(x, y);

hold all

x = 5;

y = −0.2;

plot(x, y);
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Kód na vykreslenie Fourierovho radu párneho roz²írenia funkcie (t− c)+ v príklade

5: c = 1;

x = −5 : 0.01 : 5;

y = ((pi− c)2)/(2 ∗ pi);

for n = 1 : 100

y = y + ((2/pi) ∗ ((−1)(n)− cos(n ∗ c))/(n2)) ∗ cos(n ∗ x);

end

plot(x, y);

Kód na vykreslenie nepárneho roz²írenia funkcie (t− c)+ v príklade 5: c = 2;

x = c : 0.01 : pi;

y = x− c;

plot(x, y);

hold all

x = −pi : 0.01 : −c;

y = x+ c;

plot(x, y);

hold all

x = −c : 0.01 : c;

y = 0;

plot(x, y);

hold all

x = −5;

y = −0.2;

plot(x, y);

hold all

x = 5;

y = −0.2;

plot(x, y);

Kód na vykreslenie Fourierovho radu nepárneho roz²írenia funkcie (t−c)+ v príklade

5: c = 1;
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x = −5 : 0.01 : 5;

y = 0;

for n = 1 : 100

y = y + ((2/pi) ∗ (((−1)(n)) ∗ ((c− pi)/n)− sin(n ∗ c)/(n2))) ∗ sin(n ∗ x);

end

plot(x, y);

Kód na vykreslenie nepárneho roz²írenia funkcie h(t) v príklade 5: c = 2;

x = −c : 0.01 : c;

y = 0;

plot(x, y);

hold all

x = c : 0.01 : pi;

y = (x− c).2;

plot(x, y);

hold all

x = −pi : 0.01 : −c;

y = −(x+ c).2;

plot(x, y);

hold all

x = −5;

y = −0.2;

plot(x, y);

hold all

x = 5;

y = −0.2;

plot(x, y);

Kód na vykreslenie Fourierovho radu nepárneho roz²írenia funkcie h(t) v príklade

5: c = 1;

x = −5 : 0.01 : 5;

y = 0;

for n = 1 : 1000
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y = y + ((1/pi) ∗ (((−1)n) ∗ ((−2 ∗ (pi2)/n) + 4/(n3) + 4 ∗ pi ∗ c/n− 2 ∗ (c2)/n)−

(4/(n3)) ∗ cos(n ∗ c))) ∗ sin(n ∗ x);

end

plot(x, y,′ LineWidth′, 2);

Kód na vykreslenie párneho roz²írenia funkcie h(t) v príklade 5: c = 2;

x = c : 0.01 : pi;

y = (x− c).2;

plot(x, y);

hold all

x = −pi : 0.01 : −c;

y = (x+ c).2;

plot(x, y);

hold all

x = −c : 0.01 : c;

y = 0;

plot(x, y);

hold all

x = 0;

y = −0.5;

plot(x, y);

Kód na vykreslenie Fourierovho radu párneho roz²írenia funkcie h(t) v príklade 5:

c = 1;

x = −pi : 0.01 : pi;

y = ((pi− c)3)/(3 ∗ pi);

for n = 1 : 100

y = y + ((4/(pi ∗ (n2))) ∗ (((−1)n) ∗ (pi− c) + sin(n ∗ c)/n)) ∗ cos(n ∗ x);

end

plot(x, y,′ LineWidth′, 2);
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