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Abstrakt

DURIS, Karol: Parametrické kvadratické programovanie a jeho vyuzitie pri
analyze skladby optimalneho portfolia [Bakalarska pracal, Univerzita Ko-
menského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra
aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: prof. RNDr. Daniel Sevéovié,
CSc., Bratislava, 2013, 56 s.

Tato bakalarska praca sa zaobera problémom optimélneho investovania. Pri
optimalizacii vyuziva tlohy parametrického kvadratického programovania.
Odvodime explicitny tvar funkcie pre optimalizaciu portfélia pri investovani.
Cielom préce je pozorovat vlastnosti rieSenia optimalizacie portfolia a ap-
likovat ich na prikladoch koSikov akcii. Definujeme triedu tloh nelinearnej
optimalizacie, z ktorej za urc¢itych predpokladov moézeme odvodit triedu tloh
parametrického kvadratického programovania. Z tejto triedy odvodime tilohu
pre optimalizaciu portfolia a podla ¢lanku [8, str. 6-11| spracujeme pripad
pre dve aktiva. Neskor odvodime explicitny tvar pre pripad tlohy s 3 x 3 kova-
rian¢nou maticou a pre vSeobecny n xn pripad. Prinesieme analyzu spravania
sa optimalizovanej funkcie portfélia a zistime jej vlastnosti. Porovname vy-
sledky pristupu pomocou iloh parametrického kvadratického programovania

s Markowitzovou metodou.

Krltacéové slova: Parametrické kvadratické programovanie, Optimalizacia

portfolia, Explicitny vzorec, Vynos, Volatilita



Abstract

DURIS, Karol: Parametric quadratic programming and its application in
the analysis of optimal portfolio composition [Bachelor Thesis|, Comenius
University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,
Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: prof. RNDr.
Daniel Sevéovié, CSc., Bratislava, 2013, 56 p.

This bachelor thesis deals with a problem of optimal investment. Optimiza-
tion is achieved by the use of the tasks of parametric quadratic programming.
An explicit form of a function for portfolio optimization for investments is
derived. The aim of this thesis is to analyze characteristics of portfolio opti-
mization solution and apply them to examples of baskets of shares. A class
of nonlinear optimization is defined. From this class a class of parametric qu-
adratic programming tasks can be derived under certain assumptions. From
the class of parametric quadratic programming tasks the task of portfolio
optimization is derived and in accordance with the article [8, p. 6-11| a case
of the task with two assets is elaborated. Later, an explicit form is derived
for a case with 3 x 3 covariance matrix and for a general n x n case. An
analysis of the characteristics of the optimized portfolio functions is introdu-
ced and its properties are determined. Results of the different approaches are
compared: an approach using parametric quadratic programming tasks and
the Markowitz method.

Keywords: Parametric quadratic programming, Portfolio optimalization,
Explicit formula, Yield, Volatility
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Uvod 1

Uvod

Ludia s prebyto¢nymi financiami a usporami ¢asto vyhladavaji moznosti
na uloZenie penazi. Mozu ich nechat uschované doma, alebo vlozit do fi-
nan¢nych institucii poskytujucich sporenia, stavebné sporenia, ¢i termino-
vané vklady, ktoré vyplacaja kazdoro¢ne vopred dohodnuty trok. Iné formy
investovania predstavuji podielové fondy. St vynosnejsie ako bankové vkla-
dové produkty, ale vi¢Sinou byvaju aj rizikovejsie.

Medzi najrizikovejsie investicie patria akcie. Je to aktivum, ktoré umoz-
nuje akcionarovi podielat sa na zisku firmy, to znamené, Ze ma podiel zisku
pri vyplacani dividend a urcuje podiel vlastnictva akcionara na akciovej spo-
lo¢nosti. Akcionari vSak ¢asto kupuju akcie kvoli tomu, Ze s nimi mozu ocho-
dovat na burzovom trhu. Nakupuju ich a predavaji s cielom maximalizovat
svoj zisk. Pri investicii do samotnej jednej akcie nastava velké riziko straty
vlozenej ¢iastky. Preto investori na burzovom trhu c¢asto diverzifikuja svoje
portfolio, ¢o je vlastne stihrn vSetkych akcii, pre ktoré sa rozhodne dany in-
vestor. RozloZzenim svojich prostriedkov na viaceré akcie sa zmensuje riziko
vysokej straty vlozenych financii.

Problém v8ak nastéava pri nastaveni podielov v portfoliu. Z jedného hla-
diska by mohla byt rieenim problému naivna diverzifikicia. Podla [6, str. 70]
portfolio nazyvame naivne diverzifikované, ak vaha kazdého aktiva v portfoliu
ma rovnakd hodnotu. Inak povedané, je to také portfolio, v ktorom rozdelime
financné prostriedky medzi vybrané aktiva rovnomerne. Z matematického
hladiska by vSak naivne diverzifikované portfolio nebolo optimélne.

Za optimalne povazujeme také portfolio, ktorého vynos je ¢o najvacsi, za-
tial ¢o jeho volatilita, alebo inak povedané riziko pri investovani do portfélia,
je ¢o najmensie. Problém nastéva pri minimalizacii volatility, kedy sa zaroven
zmensuje aj vynosnost. Naopak pri zvySovani vynosnosti sa zvySuje aj vola-
tilita. RieSenim tohto problému moze byt fixacia jedného z optimalizovanej
dvojice pri minimalizovani druhého c¢lena. Iny pristup je optimalizacia line-

arnej kombindacie obidvoch parametrov s koeficientami opa¢nych znamienok.



Uvod 2

Cielom naSej préce je optimalizovat portfélio pomocou tloh parametric-
kého kvadratického programovania. Vysledky overime a porovname s inymi
metodami. Praca je zlozend zo $tyroch kapitol.

Prva kapitola sa venuje predstaveniu tiloh nelinearnej optimalizicie a moz-
nymi aplikiciami v praxi. V druhej a tretej kapitole st odvodené explicitné
tvary minimaliza¢nych tloh pre roézne dimenzie portfolia. Na zaver uvedieme
aj redlne priklady, na ktoré aplikujeme nase vysledky. Na zaklade zvolenych
podmienok odvodime vlastnosti druhych derivacii odvodenych funkcii. V po-
slednej kapitole sa venujeme porovnavaniu nasho rieSenia tlohy s rie$nim

pomocou Markowitzovho pristupu.
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1 Optimalizac¢né tlohy nelineaArneho programo-

vania

V nasledujicej kapitole sa budeme zaoberat definiciou tloh parametric-
kého nelinearneho a kvadratického programovania. Na tvod si predstavime
tlohy nelinedrneho programovania a tlohy parametrickej optimalizicie. Ne-
skor si §pecifikujeme problém kvadratického programovania a parametrického
kvadratického programovania v kontexte s tlohou, ktort budeme riesit pri

optimalizacii portfolia.

1.1 Nelinearna optimalizacia a jeho parametrizacia

Optimalizacia je ¢ast matematiky, ktora sa zaobera hladanim extrémov
funkcie za istych podmienok. Vietky vektory, ktoré spliaji tieto podmienky,
patria mnozine, ktord sa nazyva mnozina pripustnych rieSeni. Funkciu, ktorej
extrém sa snazime najst, nazyvame ucelovi funkcia. Optimalizacia sa podla
typu ucelovej funkcie alebo podla typu mnoziny pripustnych rieSeni deli na

viacero druhov, napr.:

e Line4drne programovanie

Nelinearne programovanie

Kvadratické programovanie

Celociselné programovanie

Parametrické programovanie
e Geometrické programovanie

Uloha nelinearneho programovania je matematicky definovana:

min { f(z)|z € M}, (1.1.1)
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pricom mnozina pripustnych rieSeni M je definovana pomocou ohranic¢eni

ako:
i(2,y)<0;  i=1,2,...,k; xeR"
M= {ﬁj((xz)):o; =12, yzom} ' (1.1.2)
Spojenim (1.1.1) a (1.1.2) dostavame tlohu, ktora je opisané v [5]:

Definicia 1.1. Ulohou nelinearneho programovania budeme volaf tlohu v

tvare:

min {f<x7 y) gi(z,y)<0; i=1,2,...,k; IGR"} . (113)

hj(x7y):0; j:1727---7l; yZOm

Ulohy parametrického nelinearneho progrovania st tlohami nelinearneho
programovania s parametrom v celovej funkcii. Podla knihy [1, str. 11| de-

finujeme:

Definicia 1.2. Ulohu:
min {f(z, \)|z € M(\)}, (1.1.4)

kde mnozina M(\) € X a funkcia f: X x A — R J{—o00, o0} budeme nazyvat

tlohou parametrického programovania.

1.2 Kvadratické programovanie

Kvadratické programovanie je ¢astou nelinedrneho programovania, kde v
ohrani¢eniach vystupuju iba lineadrne funkcie a tcelova funkcia ma tvar kvad-
ratickej funkcie. Od linedrneho programovania sa lisi iba v spominanej tce-
lovej funkcii. Podla [4, str. 57]:

Definicia 1.3. Majme n X n symetrickit maticu H a vektor g s n zlozkami.

Potom tlohu:
1
min {gTas + §$TH37|A{IJ > b} , (1.2.1)

zeR?
kde A je m x n matica a vektor b ma m zloziek, budeme nazyvat tlohou

kvadratického programovania.
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Ak matica H je pozitivne semidefinitna, to znamena z” Hx > 0, Va, potom
tloha 1.3 bude tlohou konvexného programovania.

V naSej praci sa budeme stretavat s tlohami parametrického kvadratic-
kého programovania. Toto odvetvie matematiky je stcastou parametrického
nelinearneho programovania, kde uc¢elovou funkciou je kvadraticka funkcia s

parametrom. Vychadzajic z [3, str. v|:

Definicia 1.4. Ulohou parametrického kvadratického programovania bu-

deme nazyvat:

T VT
sup qu 60— =0"360¢, 1.2.2
0e@(7){ 2 } (122)

kde ©(7) je mnozina pripustnych riefeni, vektor 1 ma n zloziek a ¥ je n x n

matica.

Tato tloha je ekvivalentna ilohe ndjdenia infima s opa¢nym znamienkom
v ucelovej funkcii:

. Y T
f <=0"30— . 1.2.
eel(ral(y) { 29 b=n 9} (123)

1.3 Vyuzitie optimalizacie

Optimalizacia je aplikovatelna v roznych sférach vo svete ako je doprava,
hospodéarstvo, veda, ¢i ekondémia.

V dopravnej oblasti existuje dopravna tloha podla |7, str. 85|, ktora opti-
malizuje prepravné naklady dopravcov od dodavatelov k odberatelom. V
tomto pripade je cielom minimalizovat ich naklady. Jednym ohrani¢enim v
tejto tlohe sa zabezpeci, ze sticet odobratych mnozstiev prepravcami od do-
davatela bude rovny mnozstvu, ktoré je schopny poskytnut. Naopak, druhé
ohranicenie zaisti, aby stucet dodavanych mnozstiev prepravcami odberate-
Tovi bol rovny mnozstvu, ktoré odberatel pozaduje. NavySe, vSetky mnoz-
stva, ¢i uz odobrané od dodéavatela, alebo dodané odberatelovi musia byt
nezaporné.

Firmy vyuzivaju optimalizaciu pri maximalizovani vlastného zisku |7, str.

9]. Ucelova funkecia v tomto pripade bude maximalizovat stcet ziskov z jed-
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notlivych vyrobenych produktov. Uloha sa riedi za podmienok, aby spotrebo-
vané faktory pri vyrobe kazdého produktu nepresiahli celkovy zdroj faktoru
vo firme. Vyrobené mnozstvo produktu je podobne ako v predoslej tlohe
ohrani¢ené. Musi byt nezaporné.

Oblast mikroekonémie takisto vyuZiva vo velkej miere tilohy nelinearneho
programovania. Kniha |2, str. 20| opisuje alohu spotrebitela ako ekonomic-
kého subjektu ako tlohu nelinedrneho programovania. V tcelovej funkeii s
premennou, ktord charakterizuje kos statkov, sa nachadza uzitocnost spot-
rebitela. Ohrani¢enim v tejto tlohe nelinedrneho programovania su naklady

na statky, ktoré nemozu prekrocit velkost prijmu daného spotrebitela.
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2 Optimalizacia portfélia rieSenim tiloh para-

metrického kvadratického programovania

Cielom druhej kapitoly je popisat tlohu optimalizacie portfolia s vyuzitim
metod rieSenia parametrického kvadratického programovania. Podla ¢lanku
|8, str. 11] vyjadrime explicitny tvar funkcie a(¢) pre dvojrozmerny pri-
pad optimalizacie portfolia. Podobne odvodime explicitny vzorec pre tilohu
s tromi aktivami v portfoliu. Uk&dZzeme, Ze Castou explicitného tvaru funkcie
je aj explicitné vyjadrenie tvaru funkcie s kovarianénou maticou s rozmermi
2 x 2, pri¢om typ rieSenia problému bude zavisiet od zadanych vstupnych
hodnét. V poslednej casti aplikujeme vyjadrend funkciu v explicitnom tvare
na realnych datach. Investor sa pri urcovani optimélnej stratégie na burzo-
vom trhu rozhoduje medzi viacerymi aktivami. Mdze si vybrat iba dve ¢i
tri aktiva, ale casto si moze zvolit Tubovolne velky pocet aktiv. Preto je

potrebné sa pozriet aj na priklad, kedy do portfolia vstupuje viacero aktiv.

2.1 Uloha parametrického kvadratického programova-
nia pre optimalizaciu portfélia

Tento odsek je spracovany podla ¢lanku [8, ods. 4]. Majme portfélio, ktoré
pozostava z n aktiv, pricom ozna¢me p ako vektor vynosov a kovarianc¢ni
maticu X. Predpokladame, Ze 1 > 0 a X = X7 je symetrick, kladne definitn4
matica. Uloha parametrického kvadratického programovania pre parameter

¢ > 0, ktora optimalizuje toto portfélio je dana nasledovne:

pesn | 2

a(¢) = inf {%Tze - ﬂe} : (2.1.1)

kde mnozina pripustnych rieseni S™ je kompaktna mnozina popisana:

S":{G\Zei:1,6i20,Vi:1,2,...n}. (2.1.2)

=1
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Vektor vah 6 sa skladé z n zloZiek 0;:

0= 6 (2.1.3)

a charakterizuje celkovy podiel aktiva v portfoliu. Parameter ¢ v tlohe (2.1.1)
nam indikuje vahu rizikovosti portfélia. Podl'a [8, Veta 4.1.] funkcia (o) je

C1! spojita v premennej ¢ a funkcia optimalnych vah 6(¢) je Lipschitzovsky
spojita vo ¢. Z |5, str. 159]:

Veta 2.1. a) (Weierstrass, 1815-1897)
Nech f(x) je definovand na M C R"™. Ak M je kompaktnd a f je spojitd na M,

tak f nadobida na M svoje minimum a maximum.

Dosledkom vety 2.1 nadobida tloha 2.1.1 na S™ svoje extrémy a teda sa
da prepisat do tvaru:

alp) = grelgg {gQTZQ - ;/,TQ} : (2.1.4)

Prvy ¢len optimalizacnej ilohy je matematickym vyjadrenim volatility port-
folia. Obsahuje parameter, ktory udava koeficient averzie k riziku investora
predeleny dvoma. Vyraz obsahuje menovatel z technickych dovodov. Pri vy-
pocte prvej parcialnej derivicie sa nam vykrati. Druhy ¢len znaci vynosnost
portfolia. Obsahuje znamienko minus, takze v kone¢nom dosledku rieSenie
tilohy (2.1.4) minimalizuje nasobok volatility a opacnit hodnotu vynosu port-

folia stcasne.

2.2 Explicitné vyjadrenie vzorcov pri dvoch aktivach

Funkcia (2.1.4) z predchadzajtcej ¢asti je v tvare implicitného vyjadrenia.
V tomto odseku, spracovanom podla [8, str. 6-11], je nagim cielom vyjadrenie

problému (2.1.4) pomocou explicitného tvaru. Ukdzeme, ze vzorec pre funkciu
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a(¢) sa da vyjadrit pomocou rozvetvenej podmienky a teda v kone¢nom
dosledku bude mat druhé derivicia pre nedegenerovanu tlohu aspon jeden
bod nespojitosti.

Bez podmienok na premenné py, fig, 01, 02, p bude rieSenie tlohy (2.1.4)

pre 2 X 2 rozmernd tlohu:

0(6) = (90).1 - 6)) (2.2.1)

~

Premenna 6(¢):
0(¢) = max {O7min {% 42 1}} , (2.2.2)
kde:
v = (01)* + (02)* — 201099,

0= (Ug)Q — 0102p, (2.2.3)
M1 — M2
w =
~

Ked polozime nasledujice podmienky:

p1 = po2 > 0,
o1 > 0109p, (2.2.4)

O-g Z 0102p0,

tak sa rieSenie (2.2.2) ulohy (2.1.4) d4a zjednodusit. RieSenie (2.2.2) pozos-
tava z najdenia maxima medzi nulovym ¢lenom a druhym ¢lenom, ktory
minimalizuje 2 vyrazy. KedZe druhy z tychto vyrazov je jednotkovy skalar,
nemoze byt celkové rieSenie vic¢sie ako 1 a mensie ako 0 z dévodu néjdenia
maxima medzi nulou a minimovym vyrazom. Inak by sme mohli toto rieSenie
opisat ako nevyhnutnt nezdpornost vahy «/9\(¢) pri optimalizovani portfolia.
7 podmienok (2.2.4) vyplyva nezapornost premennych v > 0, § > 0. Preto
druhy ¢len v minime rieSenia (2.2.2) je nezaporny a teda rieSenie je zhodné

s rieSenim v ¢lanku [8, str. 11]:

8($) = min {g + %7 1} . (2.2.5)
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Dosadenim do tcelovej funkcie dostavame vzorec pre 2 x 2 kovarian¢nti ma-

ticu:
a(¢) = { pa — wd w;g - %(1 — p*)(0102)%, ak é <(1- %)7
o 2
(—é) O — 1, ak%>(1_%)_

Pozndmka 2.1. Ak by sme vynechali druhtt podmienku z (2.2.4), tak pri istych
podmienkach na varianciu o7 a kovarianciu oy09p bude premenna v dosta-
to¢ne blizka nule a zaroven zaporni. V tomto pripade nastava pri optimali-
zécii portfolia zapornost rieSenia (2.2.5), ktoré nie je v sulade s podmienkami

na nezapornost vah jednotlivych aktiv.

Pozndmka 2.2. Rovnako ako v predchadzajicom pripade, ak by nebola spl-

nend tretia podmienka z (2.2.4) a premennd ¢ je dostato¢ne zaporné, potom

je rieSenie (2.2.5) 0(¢) zaporné.

2.3 Odvodenie explicitného vzorca pri troch aktivach

Nasou tlohou je taktiez odvodit explicitny vzorec pre rieSenie funkcie (2.1.4) s
kovarian¢nou maticou s rozmermi 3 x 3. Kvoli zjednodusenosti si usporiadame

jednolivé vynosy od najvacsieho po najmensi. Matematicky:
H1 = 2 = 43 (2.3.1)

Vynos portfolia s tromi aktivami:

u(6) = Ze”“’ (2.3.2)

je inymi slovami linedrna kombinacia vynosov jednotlivych aktiv s disperziou:

3 3 3
a(0)® =) 007+ > ) 0:b0i0,pi;. (2.3.3)
=1

i=1 j=1
i#£]

Z toho vyplyva, ze tloha (2.1.4) méa pre 3D problém tvar:

3

3 3 3
i=1

i=1 i=1 j=1
i#j
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v ktorom vektor vah 6 = (0,0,,03)". Z mnoZiny pripustnych rieseni S3
vyjadrime 03 = 1 —60; — 0. Ak zafixujeme dané ¢, tak pre dani ulohu (2.3.4)

existuje podla [5] Lagrangeova funkcia, ktoré je definovana:

L(O,\) = %a 07 + %b 05 4+ ¢pc 610y + (dd — 1 + p13)01 + (e — pig + piz)0s
F 008 MO+ 0 1),

91 20792 207>\207

(2.3.5)
kde vyrazy a,b, c,d, e st popisané ako:
a = 0'% + Ug — 20’10’3ﬂ13,
b= 03+ 05 — 2050303,
¢ = 03 4 0102p12 — 010313 — 0203p23, (2.3.6)

_ 2
d = oy03p13 — 03,

2
€ = 0203P23 — O3.

Predpoklad tloh vznikajicich pri probléme optimalneho investovania je, Ze
vSetky variancie jednotlivych aktiv nie st mensie ako ich kovariancie s ostant-

nymi aktivami. Matematicky vyjadrené:
Vi=1,...3,Vj=1,...3,i £ j: o0} > 0,0ipi;. (2.3.7)
Teda pre pomocné koeficienty (2.3.6) plati:
a>0,b>0 d<0, e<O. (2.3.8)

Definicia 2.1. Kladne definitni maticu A velkosti n x n, kde n > 3, bu-
deme nazyvat kvazidiagonalne dominantnou, ak pre jej diagonalne prvky
plati Vi, 5,k =1,2,...n:
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Na maticu X polozime predpoklad kvéizidiagonalnej dominancie, potom

pre premenné o, p:

07 + 0203p23 > 010313 + 0102p12,
05 + 0103p13 > 0102p12 + 090393, (2.3.10)
03 + 0109p12 > 020323 + 010313
Inymi slovami povedané, sicCet variancie daného aktiva s kovarianciou inych
dvoch aktiv nie je mensi ako sdacet kovariancii tohto aktiva s ostatnymi
dvoma. V maticovej forme nemoze byt sicet diagonalneho a nediagonalneho
¢lena, ktory sa nenachadza v riadku a ani stipci diagonalneho ¢lena mensi
ako sucet ¢lena, ktory méa spoloény riadok s diagonalnym a stipec s nedia-
gonalnym ¢lenom, s ¢lenom v riadku nediagonalneho a stipci diagonalneho
¢lena. Medzi pomocnymi koeficientami (2.3.6) platia kvoli tejto podmienke
vztahy:
a—c= 0] — 0103p13 — 0102012 + 0203p23,
b— ¢ =03 — 0203p23 — 0102p12 + 010313, (2.3.11)

2
C =03 — 0103P13 — 0203P23 + 0102012.

Odtial podla podmienok nerovnosti (2.3.10) vyplyva:

> ¢, (2.3.12)

c>0.

2.3.1 RieSenie pre radovo rovnaké vynosy

Kvoli tomu, aby bola vaha druhého aktiva nezidporné, rozliSujeme dve rie-

Senia. Najprv sa zaoberame pripadom s podmienkou:

ol — p3) < alps — pa)- (2.3.13)

Ulohu (2.3.4) budeme riegit pomocou Kuhn-Tuckerovych podmienok. Podla
|5] majia Kuhn-Tuckerove podmienky pre tlohu (2.3.4) tvar:
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oL oL
> — <
00; — 0 oN — 0
oL oL
ei Z Oa A Z 07

kde 7 =1, 2.

Ked prepiseme podmienky (2.3.14) do rovnic, dostavame:

¢a by + ¢cby + (pd — iy + pz) + A > 0, (2.3.15)

91 [¢a 91 + ¢C 92 + (¢d — U1+ ,Ug) + )\] = O, (2316)
0, >0, (2.3.17)

02[0b 0y + pc by + (pe — po + pz) + A =0, (2.3.19)
0y > 0, (2.3.20)

01 +60,—1<0, (2.3.21)

A0 +6,—1)=0, (2.3.22)

A > 0. (2.3.23)

Z rovnice (2.3.22) vyplyva, Ze:
A=0 V 6 +0,—1=0. (2.3.24)

Z pripadu, Ze 1. rovnost nie je splnend, plynie #; +60y — 1 = 0 a preto 03 = 0.
Vtedy sa pripad 3 x 3 kovarian¢nej matice redukuje na predchadzajici 2 x 2
pripad. Nas teda bude zaujimat moznost, kedy 6; + 6, — 1 # 0 a teda vtedy
musi platit prave 1. rovnost: A = 0. Vtedy nastéva splnenie rovnosti (2.3.21),
(2.3.22), (2.3.23). Z rovnic (2.3.16) a (2.3.19) vyplyvaji 3 moznosti na dvojicu
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neznamych 61, 0y. Prva dvojica:

91 = % +é7
7 (2.3.25)

0y = we —l—é

¢ v’

vznikd z vetvy, v ktorej obe nezndme st nezaporné. Vyrazy w, 0, y:

_ c(p2 = p3) = b (1 — ps)
w1 = )

2 —ab
_ el — ps) —a(pz — ps)
Wy = 2 )
c? —ab
(2.3.26)
01 = bd — ce,

0o = ae — cd,
v =c* — ab.
Na dokézanie nezapornosti ukaZzeme nezapornost parametrov wi, ws a neklad-
nost parametrov dy, d2, 7. Z (2.3.12) vyplyva nekladnost . Z (2.3.12), (2.3.13)
a usporiadanosti vynosov (2.3.1) vyplyva nezapornost parametrov wy, wy. Pre
01, 09 plati:
01 = bd — ce =0102p12 0§ - 0203,023) - 03(03 - 0103P13)

0103p13 — 0203p93) < 0,

(
( (2.3.27)
(
(

—0203023
5o = —cd = 2 )_ 2( 2 )
2 = A€ — €A =01020P12(03 — 0103pP13 01(03 — 0203023
—0103p13(0203p23 — 0103p13) < 0.

Druhé dvojica, odvodena pre #; = 0 v rovnici (2.3.16):

01 — 0,
B 2.3.28
g, — C 4 Ha—pe ( )
b b

Podla (2.3.8) je vaha druhého aktiva 65 < 0 a to kvoli tomu, Ze vo vyraze
je prvy citatel zaporny, druhy je nekladny a oba menovatele naopak kladné.
Tretia dvojica je odvodend vo vetve, kedy v rovnici (2.3.19) polozime 65 rovné
nule:
0, — C_i 4 M3 — /~L1’
a pa (2.3.29)
0y = 0.
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Takisto podla (2.3.8) je vaha prvého aktiva 6; < 0 z toho istého dovodu ako
v predchédzajicom pripade. Preto jediné mozné rieSenie vetvy, kde A = 0, je
dvojica nenulovych 6y, 65.

Doteraz sme odvadzali rieSenie pre explicitny tvar za predpokladu, ze
vSetky aktiva zo zadania problému budua vystupovat v optimalnom portféliu s
kladnymi vdhami. Pre urc¢ité parametre ¢ to v8ak nebude mozné. Ohranic¢enia
pre tlohu (2.3.4) st podla (2.1.2):

Oy + 0y + 05 = 1, (2.3.30)
6, > 0, (2.3.31)
6y > 0, (2.3.32)
05 > 0. (2.3.33)

Spojenim rovnosti (2.3.30) s podmienkou nezapornosti na tretiu premennt
(2.3.33):
0 + 0, < 1. (2.3.34)

Podmienka na existenciu rieSenia dvojice (2.3.25) je teda:

W1+WQ+51+(52

<1. 2.3.35
¢ gl ( )
Po tuprave dostavame:

1 1 01 + 0

- < (1 _ 0t 2) . (2.3.36)

¢ T wrtws 8

Ak vahy prvych dvoch aktiv v sacte vyjda vacsie ako jedna, tak v rovnici
(2.3.22) zvolime druht moznost, teda 6; +0,—1 = 0, 63 = 0. V tomto pripade

mozme vyjadrit premennu 0, ako zavisla od premennej 6:
0y =1—0;. (2.3.37)
Uloha (2.3.4) sa zjednodusi na tlohu o dvoch premennych s dvojrozmernou

mnozinou pripustnych rieseni:

oz(gzﬁ) = ?elg% {%5(9%0'% + 030’; + 291920'10'2,012) — (01,&1 + 92/12)} . (2338)
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Spojenim substiticie (2.3.37) s podmienkou nezapornosti (2.3.32) na pre-
mennt #, dostavame ohrani¢enie §; —1 < 0. Uloha (2.3.4) dostane pre ztzent

alohu tvar:

a(f) = 0@912{%(@—1—1)—20)924—[¢(c—b+d—e)+u2—/i1]9+§b+¢€—/12+§0§}7
=0= (2.3.39)

kde kvoli zjednodusenému znaceniu sme pouzili namiesto oznacenia ¢, symbol
bez dolného indexu. Té&to tloha bez ohranicujicich podmienok na neznamu

0 mé z podmienok prvého radu rieSenie:
b—ct+e—d Hi — 2
0 = ) 2.3.40
a+b—2c +¢(a+b—20) ( )

Po dosadeni pomocnych premennych (2.3.6) do rieSenia rovnice (2.3.40) do-

stavame rieSenie (2.2.2) tdlohy s 2 x 2 kovarian¢nou maticou z predoslého
odseku:

2
05 — 0102012 M1 — M2

2 2 2 2 )

o7 + 05 —20109p12  @(07 + 05 — 20102p12)

0 = (2.3.41)

kde oba ¢itatele aj menovatele st kladné kvoli usporiadaniu vynosov (2.3.1)
a podmienke na kovariancie (2.3.7). Celkové rieSenie tlohy (2.3.4) pre pod-
mienku (2.3.13) je:

( w1 01
Ty
wa | G2 1 1 _ 81409
¢ +'y ’ ak¢>§m+w2 <1 v ’
1 — witws _ 61402
¢ v

b—cte—d S % S
a+b—2c¢ ¢(a+b—2c¢)

0 _ a—c+d—e [ — i1 1 _ 01402 1 a—c+d—e
0(¢) - a+b—2c + ¢(a+b—2c) ’ ak w1tw2 (1 v ) < @ = p1—p2
0
1
a—ctd—e 1
01> ak TR

\

Jeho funkcia a(¢) méa potom explicitné vyjadrenie v tvare:

ak 1 < 1 (1 - —51+52> ,

[1]

¢ — witws ¥

ak 1 1 — 01492 < 1 < afc+dfe’
w1 +wa v @ H1—p2

, ak ach_rdfe < l’
H1—p2 ¢

a(¢) =

o =



2.3 Odvodenie explicitného vzorca pri troch aktivach 17

kde jednotlivé ¢asti definovanej funkcie si:

_ o (e aY ?(% é)Q (ﬂ é) s @)
_2a<¢+7>+26 o T5) Tele Ty "

1)
+ (pd — p1 + p3) (%Jr;l) + (e — po + p3)

(1]

¢ b—c+e—d Hi — [ ?
== b—2
2( * ‘) a+b—2c ¢(a+b—2c)
b—c+e—d M1 — U2
—bhad— _
Flole—b+ €+ p ’ul]( a+b—2c +¢(a—|—b—2c))
¢ ¢
+§b+¢€—,u2+50'§,
q)ng'%—/Ll.

2.3.2 RieSenie pre rddovo nerovnaké vynosy

V pripade, kedy je velky rozdiel medzi vynosom prvého aktiva a ostatnych
ostatnych dvoch aktiv, je riesenie tlohy (2.3.4) odlisné od predchédzajucej

moznosti. V tejto podsekcii odvodime explicitny tvar pre podmienku:

c(puy — ps) > alpe — p3)- (2.3.42)

Ulohu riegime podobne ako pre pripad radovo podobnych vynosov pomo-

cou Kuhn-Tuckerovych podmienok, pricom rieSenie vah aktiv je vyjadrené

nasledovne:
)
91 — % + _1,
7 (2.3.43)
0, — Wa (52
2 — R
¢

kde vyrazy w,d,vy st oznacené v (2.3.26). Zafiatona podmienka (2.3.42)
sposobuje, ze vyraz wo < 0. Preto pre isté hodnoty parametra ¢ sa stava vaha
druhého aktiva 6, zdpornou. RieSenie, v ktorom zasahuji do optimélneho

portfolia vsetky tri aktiva s nenulovou vahou, plati pre podmienku:

1 09
- < ——. 2.3.44
o w2 ( )
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Pre iné hodnoty sa v optimalnom portféliu vaha druhého aktiva stava nu-
lovou. Ak vyjadrime hodnotu 3 = 1 — #;, potom minimaliza¢na funkcia sa

teda redukuje na tvar, v ktorom sa vyskytuje jedina premenné 6;:

a(¢) = min {%a 07 + ¢d 01 — 01 (1 — ps) — pis}. (2.3.45)

0<6<1

RieSenie minimaliza¢nej funkcie je:

oa a
_ 05— 0103p1 p1 — p3
0%+ 0% —20103p13 (o} + 03 — 20103p13)’

0, I d
(2.3.46)

ak vaha 6; < 1. Celkové rieSenie tlohy (2.3.4) pre podmienku (2.3.42) je:

;

s 1« &
o Ty , ak 5 S e
1 — witws _ 01462
o Y
mi—p3 _ d
da a
0(h) — 8 1 d
0(¢) = 0 ' ak ”/722 <3 < mgus (1 + 5) )
ps—p +d
et
1
a d 1
’ ak M1—M3(1 T E) <%
0
\
Jeho funkcia a(¢) méa potom explicitné vyjadrenie v tvare:
= 1~ _ 6
=, ak ¢ < yws?
= _ b 1~ a d
a(¢) = v, ak Yo B < H1—p3 (1 + a)’

P, akﬁ(l+§)<é,
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kde jednotlivé ¢asti definovanej funkcie si:

_ O (e, Y ?(“2 é)Q (ﬂ i)(z 52)
_2“<¢+v>+2b PI R ) A

[1]

;
)
+ (¢d — py + p13) (j —) (pe — p2 + p3) <% $)+§0§—M3a
‘I’:§G< ) (¢d + pis — ) (M1¢—a,u3 _g> +§U§—M3,
b = %U%—Nl.

2.4 Priklad aplikovania explicitného vzorca

V nasledujicom odstavci si ukidZeme riesenie optimalizacie portfélia na
konkrétnom priklade. Aplikujeme realne data, ktoré sme ziskali z interneto-
vého zdroja: finance.yahoo.com k datumu August 2010- April 2012. Kova-

ria¢nd matica a vektor vynosov:

Aktivum || Adidas | BASF | Allianz || Vynos

Adidas 0.0782 | 0.0561 | 0.0555 || 0.2056
BASF 0.0561 | 0.0967 | 0.0842 || 0.2054
Allianz 0.0555 | 0.0842 | 0.1280 || 0.0198

Tabulka 1: Priklad pre aktiva firiem Adidas, Allianz a BASF

Za aktiva v naSom portfoliu sme vybrali prvé tri aktiva z nemeckého indexu
DAX 30 a zoradili sme ich podla vysky ro¢ného vynosu. Po zadani funkcie
do programovacieho jazyku MATLAB nam vykreslilo graf pre funkciu a(¢),

jej prva a druht derivéciu.



2.4 Priklad aplikovania explicitného vzorca

20

o)

Obr. 1: Funkcia a(¢)
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Obr. 2: Prva derivacia funkcie (o)
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0 10 20 30 40 50 60 70

Obr. 3: Druhéa derivacia funkcie a(¢)

Na overenie si pravdivych vysledkov rieSenia funkcie a(¢) pouzijeme imple-

mentovani funkciu v MATLAB-e quadprog:

25
2

1.5

= 1

"0 10 20 30 40 50 60 70

Obr. 4: Funkcia a(¢) naprogramovana pomocou funkcie quadprog
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Obr. 5: Prva derivacia funkcie a(¢) naprogramovana pomocou funkcie qu-

adprog
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Obr. 6: Druh4 derivacia funkcie a(¢) naprogramovani pomocou funkcie qu-

adprog
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Pre dostato¢ne velky rozptyl pre parameter ¢ nam graf druhej derivacie
(3) ukazuje, ze druhé derivacia funkcie a(¢) ma dva body nespojitosti. Pri
rieSeni ulohy maximalizacie portfolia sme pozorovali, Ze body nespojitosti sa
nadobiidaji v bodoch, v ktorych sa viha aspon jedného aktiva stava nenulo-
vym. V naSom konkrétnom pripade parametre ¢, ktoré zodpovedaju bodom
nespojitosti st nasledovné body: gz/b\l ~ 0.00905 a 52 ~ 38.72.

Pri analyzovani typu funkcie z obrazka (1) sa zd4, ze funkcia a(¢) ma
linearny charakter. Podl'a odvodeného explicitného tvaru vSak mala byt na
urcéitych intervaloch linedrnou kombinéciou linedrnej a linedrne lomenej fun-
kcie. V skuto¢nosti sa funkcia meni z linearnej na linearnu loment funkciu.
Vyplyva to z obrazka (2), v ktorom sa derivacia funkcie meni pre hodnotu
¢ ~ 40 na nekonStantna.

Na nasledujicom priklade ukaZeme konkavnost funkcie a(¢):

Aktivum 1. aktivum | 2. aktivum | 3. aktivum || Vynos
1. aktivum || 0.20 0.05 0.05 0.3056
2. aktivum || 0.05 0.10 0.08 0.2054
3. aktivum || 0.05 0.08 0.12 0.0198

Tabulka 2: Odvodeny priklad z predchédzajuceho portfolia s aktivami Adi-
das, Allianz a BASF
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Obr. 7: Funkcia a(¢)

Ukazeme si priklad, v ktorom ak nebudu splnené podmienky (2.3.7), tak
nami vyjadreny explicitny tvar sa nebude zhodovat s predprogramovanou

funkciou quadprog. Nech st dané 3 aktiva s vynosmi a kovarian¢nou maticou:

Aktivum 1. aktivum | 2. aktivum | 3. aktivum || Vynos
1. aktivum || 2000.01 0 0 3

2. aktivum || 0 20 1 0.2054
3. aktivum || 0 1 0.1 0.20539

Tabulka 3: Vymysleny priklad, v ktorom je porusena podmienka (2.3.7)

Potom optimalizacia funkcie zadanej v MATLAB-e pomocou prikazu quadp-

rog ma tvar:
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Obr. 8: Optimalizacia pomocou funkcie quadprog
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Obr. 9: Prva derivacia pomocou funkcie quadprog
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Obr. 10: Druh& derivicia pomocou funkcie quadprog

Porovnanim s odvodenou optimaliza¢nou funkciou:
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Obr. 11: Odvodend funkcia v explicitnom tvare
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Obr. 12: Prva derivacia funkcie vypocitanej v explicitnom tvare
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Obr. 13: Druh4 derivécia funkcie vypocitanej v explicitnom tvare
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zistime, Ze funkcia a(¢) a aj jej prva derivacia je pri dosadeni do explicitného
vzorca odlisnd od pocitani tej istej fukcie cez implementovani metodu qu-
adprog. Porovnanim hodnot sa presvedéime, Ze explicitny vzorec nam podla
predpokladu vypocita niektoré zlozky premennej 6 zaporné. Pre ¢ = 40 je
0.00008
rieSenie tlohy (2.3.4) pomocou funkcie quadprog: (%(40) = 0 ,
0.99992
zatial Co rieSenie pomocou explicitného tvaru nam da vysledok: 5;;(40) =
0.00006
—0.0497 | . Taktiez, ked parameter ¢ polozime rovny 0.3015, potom na-

1.0497
dobtida rieSenie vyjadrené pomocou explicitného tvaru opit zaporné hod-
0.005
noty: gE(O.?)OlB) = —0.049 |, zatial ¢o rieSenie pomocou funkcie qu-
1.045
0.0047
adprog je vyjadrené: §Q(0.3015) = 0 . Zaporné vahy 6, sivisia s
0.9953

poznamkou (2.2), kedy nie je splnena tretia podmienka z (2.2.4) pre dvojroz-
merny pripad. V nasom pripade sa pozerame na podmienku (2.3.7). Vyplyva
to z toho, Ze kovariancia tretieho s druhym aktivom je vicsia ako variancia

treticho aktiva. Premennd d, z (2.3.26) je po vyjadreni v premennych o, p:

0y = ae —cd = 0%0203(023 - P12013) + 01020§(P12 - 013P23) + Ufag(pfg - 1)-

(2.4.1)
Z toho vyplyva pre predchadzajuci priklad, v ktorom pis, p13 = 0:
5y = 07 (0903p23 — 03) > 0. (2.4.2)
Nerovnost vyplyva zo zadania prikladu. Z (2.3.12):
y=c"—ab<0. (2.4.3)

Potom pre dostato¢ne velké ¢ je rieSenie pre druhu vahu 0y zaporné, kvéli



2.4 Priklad aplikovania explicitného vzorca 29

zapornosti druhého zlomku, ktory je v absoliitnej hodnote vac¢si ako zlomok

%. V nasom pripade je to uz pre hodnotu ¢ = 0.3015.
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3 Optimalizacia portfélia pre vSeobecny pripad

Pri investovani na burzovom trhu sa investori neobmedzuji na dve ¢i tri
aktiva. Casto sa v ich portfoliu nachddza mnohonéasobné zasttpenie akcii a
inych finan¢nych derivatov. Mnohoclenné portfélio je vyhodné kvoli tomu, ze
v roznych obdobiach maju niektoré akcie vys§iu vynosnost ako iné. V inom
obdobii méze ich vynosnost klesntt, zatial ¢o hodnota ostatnych méze vzrast.
V tejto kapitole sa preto budeme venovat tlohe parametrického kvadratického
programovania s neurcitym poc¢tom n premennych, pricom kvoli zlozitosti

problému budeme predpokladat nezdpornost vypocitanych véah.

3.1 Explicitny vzorec pre n x n pripad

Pre zjednoduSenie problému usporiadame jednotlivé vynosy podla vel-
kosti:
M1 2 2 2 f3 2 oo 2 Hp—1 2 e (3.1.1)

Potom ulohu (2.1.1) pre v8eobecny pripad n x n charakterizujeme:

a(g) = grelgnn Z 0707 + Z Z 0,0;0,0;pi;) i Oipi ¢ (3.1.2)
i=1

=1 j=1
i#]

kde mnozinu pripustnych rieSeni charakterizujeme nasledovne:

— {e\ieizl,ezo}. (3.1.3)

Odtial mozeme odvodit podmienku na poslednit premenna 6, =1—>""", ;.

Ulohu (3.1.2) teda moZeme prepisat do tvaru:

n—1 n—1 n—1 n—1
.0
a(g) = ,nin 5(2 0707 + (1 — Z 0;)%02 + Z 0:;0;0,0ip; ;+
i=1 i=1 i=1 j=1
i
n—1 n—1 n—1
2201(1 - Zej O-ZUn,Ozn Zezﬂz Zei),un}y
=1 j=1 i=1

(3.1.4)
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kde mnozinu pripustnych rieseni definujeme nasledovne:

n—1
Wl — {91792,...,9n_1|29i <1,Vi=1,2,...n—1:6; > 0} . (3.1.5)
i=1
Po tprave sa tloha (3.1.4) da napisat ako:
n—1 n—1 gb
2 02—
a(¢) = min {5 Zaze +¢§; 2; ;3038 +Ze Odi— i+ fin) + 5,07~ fin}
7 Jj=t
(3.1.6)
kde pomocné premenné a;, ¢; ;, d; s vyjadrené ako:
a; = af + UZ — 20,0,0in,
Cij = 0,21 + 0i0iPij — 0i0nPim — On0jPjn; (3.1.7)

2
d; = 0i0nPinm — 0.

ne

Ak polozime rovnakd podmienku ako v pripade s 3 x 3 kovarian¢nou maticou:
Vi=1,..n—1,Vi=1,...n—1i#j: o} >00pij, (3.1.8)
potom pre pomocné premenné plati:

> 0,

Q;
(3.1.9)
d; <0
Nutnou podmienkou kladnej definitnosti matice zo systému linedrnych rovnic

uvedenom nizsie je kvazidiagonalnost dominantnost matice >
Vi,j,k=1,2...n: 0 —0,0ipij > OkOiPri — OkO;Pkj- (3.1.10)

Podmienka kladnej definitnosti matice a kladné rieSenie vih jednotlivych
aktiv je uvedené na konci odseku. Pre pevné ¢ existuje pre ulohu (3.1.2)
podla [5] Lagrangeova funkcia:

n—1 n—1

¢Za102+¢220u99 +Ze Sy,
=1 j=i+1

n—1
+ az—un~|—)\(29i—1)|)\20,Vz’:1,2,...n—1:9i20.

i=1

AU RSS

(3.1.11)
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Podla Kuhn-Tuckerovych podmienok (2.3.14):

Vi=1,2,..n—1: (3.1.12)
n—1
j=Lii#
n—1
j=L5i
0; >0, (3.1.15)
n—1
> 0 —1<0, (3.1.16)
i=1
n—1

A 6i—1) =0, (3.1.17)

=1

A>0. (3.1.18)

Ak by rovnica (3.1.17) bola splnena pre druhy ¢initel, teda Z;:ll 0, —1=0,
potom by sa n-rozmerné tloha redukovala na (n-1)-rozmerny pripad. Kedze
sa v naSej casti venujeme prvému pripadu, tak bude v tejto rovnici splnena

podmienka pre prvy ¢initel. Preto bude platit A = 0. Pre n—1 rovnic (3.1.14)

plati:
n—1
j=Liij

V nasledujucej notéacii budeme pouzivat dolny index ako oznacenie pre jed-
notlivé aktivum, pripadne dvojicu aktiv a horny index ako pomocny index
pre substitiiciu. Pre umociniovanie jednolivych parametrov budeme pouzivat
horny index za zatvorkou. Ak polozime druht rovnicu rovnd 0 pre vSetky ¢
z predchadzajticej disjunkcie, potom riesime stistavu n — 1 linedrnych rovnic

o n — 1 neznamych:
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925@% ¢Ci2 ¢C%,3 . Qﬁc%,nfl 0 f11 - ¢d%
¢ C%,z ¢ a% ¢ C%,?) ¢ C%,n—l 0 le - ¢d%
¢ C%,?, o 05,3 o aé 0 C%),n—l 03 = f§ - ¢dé
¢ C%,nfl ¢ C%,nq ¢ Czla,nq ) aiq On—1 rlhl - ¢d}L71

kde horny index 1 urcuje zaciato¢ny stav, pri upravovani matice na diago-

nalny tvar a pomocnéa premennd Vi =1,2,...n — 1:

fr =i — i > 0. (3.1.20)

(2

Matica zo ststavy rovnic bude symetrickd kvoli oznaceniu nediagonélnych
prvkov z (3.1.7):
=0y (3.1.21)

Kvoli usporiadaniu vynosov si jednotlivé premenné f; zoradené nasledovne:

fi>fh>...>f >0 (3.1.22)
Pre premenné a;, cz{j plati:
a; > ¢ (3.1.23)

z podmienky (3.1.10):

2
0; = 0i0;Pij 2 0i0nPjin = 0j0nPin,;

1 2 2 2 1
a; =0; +0, — 202-07“0,»7” >0, + 0i0iPij — OiOnPin — 0j0nPjn = C;

= 1,5°
(3.1.24)
Odpocitame od i-teho riadku calf —nasobok prvého riadku Vi = 2,3,...n—1.
1
Cba% Gbciz (/50%,3 e ¢Cin—1 th f11 - ¢d%
0 ¢ a% ¢ 03,3 ¢ Cg,n—l 02 f22 —¢ d%

0 oG  ¢a ¢ O | =| [fi-od

0 ¢Cg,n—1 ¢c§,n—1 ¢0Ji—1 On—1 5—1_¢d721—1
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kde definujeme pre i-ty riadok a j-ty stipec:

Vi=23 .. n—1Vj=i+1i+2,...n—1:

2 1 (Cii)z
a; = a; — CL% )
2 1 C%,ic%u
Cij = Cij — T (3.1.25)
s o ey
fi — Ji = a% )
dict.
dZQ _ dzl 1 11,1
ay
2
Odpocitanim od i-teho riadku Cj; -nasobok druhého riadku dostavame vynu-
2
lovany stlpec pod druhym diagonalnym ¢lenom Vi = 3,4,...n — 1:
925@% 9250%,2 ¢C%,3 gbcin—l th ff_ﬁbd%
0 quag gbC%?g ¢C§,n—1 02 f22 - ¢d%
0 0 ¢CL§ ¢C§,n—1 93 - fg - ¢d§ )
0 0 ¢C§,n—1 e ¢a§z—1 On—1 3—1 - ¢di—1

pri¢om nezname a, ¢, f,d su definované ako:

Vi=34,..n—1Vj=i+1i+2,..n—1:

3 CL2 (C%,i)z

a. = —
i i 2
as
2 2
B2 2%
i, i, a2 (3.1.26)
2.2
f3 ) 202,1
i Ji T 2
as
2 .2
3 2 d202,z
as

Po n —2 takychto iteraciach, kedy v kazdej odpoc¢itame dany nasobok riadku
od vsSetkych riadkov pod danym riadkom, dostaneme horni trojuholnikovi

maticu:
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gba% ¢C%,2 ¢C%,3 925@%,4 ﬁbcin—l th fll - QSd%
0 paz ¢ 03,3 ¢ 03,4 ¢ C%,n—l 02 f5—od;
0 0 o a% ¢ 034 ¢ Cgm—l 03 B f?? —¢ dg
0 0 0 sa  ed., || & fi—odl
0O 0 0 0 par] O ol = ody

kde vseobecne:

Vi=23 . . .n—1,Vk=12,...i—1,¥j=i+1,i4+2..n—2:

Eo\2
k+1 _ k (Ck,z')
ay
ko k
k1 k CkiChi
Cig = CGij -
kK
k+1 _ rk k Ck,i
7 — Ji k0
ay
k
dk+1 dk dkckﬂ
i - " CLk
k

(3.1.27)

Nasledne upravime hornt trojuholnikovii maticu na diagonédlnu. V pr-

4
i,n—1

vom kroku odpocitame

i=1,2,...n—2: .
qﬁa% qﬁcb ¢C%,3 ¢Cin72 0 th
0 gba% ¢C%,3 ¢C%,n72 0 0
0 O QZ)CL% ¢C§,n—2 O 03
0 0 0 para 0o
0 0 0 ... 0  ¢a'; 01
Premenné f,d si definované ako:
Vi=1,2,3,...n—2:
3 i f::fcﬁ n—1
==
anfl
m—1 4
ditl — g — dnflcz’,
K] (] QZ:

1

n—
1 .
1

9

Can,l -nasobok n-7-ho riadku od i-teho riadku pre

fi—od

f3—ods

f3—odj
froy —odi;

(3.1.28)
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V druhej iteracii sa odpocita od i-teho riadku

prei=1,23,...n—3:

pai ¢cig ¢cins O
0 ¢a% ¢C;n73 0 0
0 par”s 0 0
0 pa’5 0
0 0 ¢a'l
kde:

Vi=1,2,3,...n—3:

f-i+2 — f;’—i—l
(3 (3

i+2 i+l

7
Cin—2
n—2
Ap_2

n—1 4

n—2
n—2
dn—li
n—QCLn—2
n—2
Ap_9

Po n — 2 iteraciach dostavame diagonalnu maticu:

pal 0 0 ... 0 0
0 ¢a2 0 0 0
0 0 ¢a 0 0
0 0 0 a3 0
o 0 0 ... 0 ¢a}

Vseobecne st premenné f,d definované:

Vi=1,2,3,..n—2,Vk=1,2,3,..

fith — pirk-1 _
7 K3

i+k _  pi+k—1

01
02
03

0n—2
en—l

nm—1—1:

n—1 4
fﬁ—kcﬁn—k

n—k ’

an—k
dnflci
n—k

i,n—k
n—k

Ap_k

n—QCLn—Q

Y

-nésobok n-2-ho riadku

fi-od
f3 = ods
s~ dns
2 = O

n—1 n—1
nfl'_(ﬁdnfl

(3.1.29)
P —edi
;T —ody
P od!
foms = ¢ds
fast = diy

(3.1.30)

Aby sme zabezpecili nezapornost vektora vah, potrebujeme kladnost diago-

nalnych zloziek a nezdpornost vektora na pravej strane systému. Polozime




3.2 Vypocet funkcie a(¢) pre konkrétny viacrozmerny priklad 37

teda podmienku na parametre f,d:

n—1 n—1_7J
= ZZ 7%] fz K
Z D D
Z Z:j+1 (2
i ol et (3.1.31)
z z,] % K
Z D

i=j+1 i
Matica systému linedrnych rovnic rieSeného vyssie je kladne definitna, ak si

pivoty odvodené pri diagonalizicii kladné:

1 .3
ajzz o (3.1.32)

Ak by niektoré z podmienok nebola splnend, to znamena, ze vaha aspon jed-
ného z aktiv bola zaporna, potom by sa tloha (3.1.2) zjednodusila na problém
optimalizacie bez daného aktiva. Polozenim predchédzajicich podmienok zo
systému linedrnych rovnic odvodenom vyssie vyplyva vSeobecné rieSenie pre

n x n pripad optimalizacie portfolia:

n-l o gl

V pripade, ze by sucet vah n — 1 aktiv bol vicsi ako jedna, teda:

> 0:>1, (3.1.34)

potom by sa dimenzia tlohy zredukovala na pripad, v ktorom je hodnota

vahy posledného aktiva nulova.

3.2 Vypocet funkcie a(¢) pre konkrétny viacrozmerny
priklad

Podobne ako v predchadzajucej kapitole, pravdivost odvodeného explicit-
ného vzorca si overime pomocou aplikacie na konkrétny priklad. Do tvahy
zoberieme okrem povodnych troch aktiv eSte aj dve aktiva navySe od firiem

Bayer a BMW. Tabulka kovarian¢nej matice a vektora vynosov je potom:
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Aktivum || BMW | Adidas | BASF | Bayer | Allianz || Vynos

BMW 0.1350 | 0.0660 | 0.0799 | 0.0636 | 0.0771 || 0.2930
Adidas 0.0660 | 0.0782 | 0.0561 | 0.0483 | 0.0555 || 0.2056
BASF 0.0799 | 0.0561 | 0.0967 | 0.0652 | 0.0842 || 0.2054
Bayer 0.0636 | 0.0483 | 0.0652 | 0.0872 | 0.0719 || 0.1311
Allianz 0.0771 | 0.0555 | 0.0842 | 0.0719 | 0.1280 || 0.0198

Tabulka 4: Priklad pre aktiva firiem Adidas, Allianz, BASF, Bayer a BMW,
zdroj: finance.yahoo.com, August 2010 - April 2012

Vybrané aktiva opét pochédzaju z nemeckého indexu DAX 30, v ktorom sa
nachadzaji na prvych piatich miestach. Aby nas priklad sthlasil so zada-
nim problému (3.1.2), aktiva z indexu st usporiadané od najvyssieho vynosu
po najmensi. Vidime, Ze zadany problém zodpoveda podmienkam (3.1.8) a

(3.1.10). Funkcia vypocitana v explicitnom tvare ma tvar:

02 |

Obr. 14: Funkcia «a(¢) pre prvych 5 aktiv indexu DAX 30
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Obr. 15: Prva derivacia funkcie «(¢) pre prvych 5 aktiv indexu DAX 30

0.01 |

-0.01 =
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Obr. 16: Druha derivacia funkcie a(¢) pre prvych 5 aktiv indexu DAX 30
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0.2 |

Obr. 17: Porovnanie funkcie a(¢) s vypoétom pomocou predprogramovanej

funkcie quadprog

0.08 .

0.07

0.06

o'(¢)

0.05

0.04

0.03, 2 4 6 8 10

Obr. 18: Prva derivacia pomocou predprogramovane] funkcie quadprog
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0.01 |

-0.01¢ 1

(9)

-0.02- A
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-0.04} -

_005 1 | | |

Obr. 19: Druh& derivicia pomocou predprogramovanej funkcie quadprog

7 obrézkov 16, 19 vidime, Ze druhé derivacia funkcie ma tri body nespo-
jitosti. Nadobuda ich v bodoch ¢ ~ 1.27, ¢ = 2.33 a ¢, ~ 5.05.

0.01

0 4

-0.01f .
<. 0.02/ 4
]

-0.03f .

-0.04} L--——-—-’"’/

0095 122 124 126 128 13 132

Obr. 20: Bod nespojitosti druhej derivacie pre ¢, ~ 1.27
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232 234 2.36 2.38 2.4

Obr. 21: Bod nespojitosti druhej derivacie ¢, ~ 2.33

oY 10° |

-1 ‘ i

-1.2 1

1.4} :

o"(¢)

-1.6 q

-1.8 .

Obr. 22: Bod nespojitosti druhej derivacie ¢ ~ 5.05

S tymto pozorovanim suvisi aj veta o poc¢te bodov nespojitosti druhej

derivacie funkcie a(o):
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Veta 3.1. Nech platia podmienky (3.1.8), (3.1.10), (3.1.31) a (3.1.32). Potom
druhé derivacia funkcie a(¢) méa po minimalizéacii ulohy (2.1.4) najviac n—1

bodov nespojitosti.

Dékaz. Dokaz vyplyva z odvodenia explicitného vzorca uvedeného vys-
Sie. [
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4 Iné metoddy rieSenia tlohy optimalizacie port-

folia

Vo vSeobecnosti st zname aj iné sposoby riesenia tloh optimalizacie port-
folia. Tato kapitola sa venuje popisaniu Markowitzovej tlohy a jej stvisu s

tlohou parametrického kvadratického programovania.

4.1 Markowitzov vyber portfélia

Tento odsek je spracovany podla |6, kap. 2|. Problematika vyberu optimal-
neho portfélia je zaloZena na kazdom jednotlivcovi individualne. Stvisi to s
rizikom, s akym je ochotny investovat do portfolia. Kniha [6] opisuje Mar-
kowitzovu teoriu portfolia ako minimalizovanie rizika, ktoré vystupuje ako
volatilita a maximalizovanie vynosnosti portfélia. V praxi sa vSak pri znizo-
vani volatility znizuje aj vynos portfélia a naopak pri zvySovani vynosu sa
zvySuje volatilita. Preto sa optimalizicia portfolia dosahuje dvomi spdsobmi.
Jeden z nich je fixacia volatility a maximalizovanie vynosu. Tento sposob
je vypoctovo narocny, pretoze pri odvodzovani vah vznika iracionalna fun-
kcia. Preto sa vyuziva fixdcia vynosu na hladine, ktora si ur¢i investor, pri

minimalizécii volatility. Matematicky vyjadrené:
1 n
min 5 Zﬁﬂjazj
©J=

> oFi =7, (4.1.1)
=1

i=1

Cim vyssi si zvolime vynos, tym vyssia bude volatilita a teda aj riziko. Inves-
tori, vyberajuci si takyto vynos, sa nazyvaju riziko vyhladavajuci. Naopak
investori, ktori zvolia men$i vynos a tym je menSia aj volatilita, sa volaja

riziko averzni.
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Markowitzova tloha (4.1.1) uvazuje s vihami 6 € R™ pre jednotlivii akciu
a teda aj so zdpornymi rieSeniami. V tomto pripade sa hovori, ze dané akti-
vum je na kratkej pozicii, respektive ide o shortovanie aktiva. Aby sa uloha
(4.1.1) zhodovala s nasou ulohou parametrického kvadratického programova-

nia, je potrebné pridat ohranicenie: 6; > 0, Vi.

4.2 Suvis medzi Markowitzovym rieSenim tilohy a tlohy

parametrického kvadratického programovania

Ozna¢me si mnozinu pripustnych rieseni obidvoch tloh ako:

S = {9|Zei:1,920n}.
=1

f)alej ozna¢me ulohu parametrického kvadratického programovania:

min ¢ f(0) — g(0). (4.2.1)

0esn

V naSom pripade funkcia f je zadana ako volatilita a funkciu g urcuje vynos
nasho portfolia. Parameter ¢ popisuje averziu k riziku. Tuto tlohu para-
metrického kvadratického programovania mozeme chapat aj ako kombinaciu
volatility a vynosu, ktord sa 1isi od linedrnej kombinacie tym, ze pri funkcii
vynosu je koeficient 1. Cim je parameter ¢ vicsi, tym vicsia vaha sa kladie
na funkciu volatility pri minimalizacii funkcie. Preto metoda riesi tlohu s
vacsim ohladom na minimalizaciu volatility. V opac¢nom pripade pri nizkych
hodnotach parametra ¢ tdloha kladie viac¢si doraz na maximalizaciu vynosu
oproti nizSiemu vyznamu predchadzajicej minimalizacie volatility. V tomto
pripade je koeficient averzie k riziku nizsi.

Na rozdiel od predchadzajicej tlohy, Markowitzova tiloha so zafixovanymi
vynosmi ma nasledovny tvar:

min f (0
9€S”f( ) (4.2.2)

g(0) =c.
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Konstanta ¢ z (4.2.2) symbolizuje zafixovany vynos z Markowitzovej tlohy
(4.1.1). Podla [5] ma Lagrangeova funkcia tlohy (4.2.2) tvar:

L(6,\) = f(0) — A\(g(0) — ¢). (4.2.3)
Z |9] je nutna podmienka pre najdenie minima (4.2.1):
oV f(0)—Vg(0) =0, (4.2.4)

po uprave: |
Vfwy—$v¢@::a (4.2.5)
Pre (4.2.3):
VoL(0,\) = Vf(0) — A\Vg(6) = 0, 126)
VL0, \) = g(0) —c=0.

Z rovnic (4.2.6) vyplyva, ze Langrageov multiplikator je zavisly v premennej
c:
A= \e). (4.2.7)

Pre aplikaciu parametrického kvadratického programovania do optimalizova-

nia portfolia je funkcia f zadana ako volatilita portfolia:

f(@)::%QTEO. (4.2.8)
A funkcia g je zadana ako vynos portfélia:

g(0) = uo. (4.2.9)

Po dosadeni nasej situdcie do (4.2.8) a (4.2.9) do derivacie Lagrangeovej
funkcie (4.2.6):

67y — aut =0,
(4.2.10)
ul = c.
Odkial sa da odvodit:
X0 = A\,
3 (4.2.11)

6 =\2""p.
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Preto:

c=p"0=x"E"p,

1 uIe 1y (4.2.12)
X ¢
Po porovnani rovnic (4.2.5) a (4.2.6) pre koeficient udavajuci vahu volatility
vyplyva:
1 urs=ty
R~ = . 4.2.13
*~ 30 ; (4.2.13)

Vidime, ze Markowitzova tedria portfélia a tiloha parametrického kvadratic-
kého programovania spolu tizko stvisia. Kvoli vektorovym rovniciam (4.2.5)
a (4.2.6) nie je parameter ¢ presne rovny prevratenej hodnote Lagrange-
ovho multiplikdtora A v Markowitzovom modeli, ale je priblizne rovny danej
prevratenej hodnote. To, ze dany bod bude minimum, zabezpecuje kladné

definitnost matice X.
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Zaver

Hlavnym ciefom tejto bakalarskej prace bolo spracovat prehlad metod
tloh parametrického kvadratického programovania pri optimalizacii portfolia.
Dana problematika moze byt prinosom pri invesovani na finanénych trhoch.

Po odvodeni explicitného vzorca sme v praci aplikovali vysledky na data
ziskané z realnej praxe. Odvodené algoritmy sme implementovali v progra-
movacom jazyku Matlab, v ktorom sme sledovali citlivost zmeny rieSenia vah
pri zmene parametra v zadani tulohy. Vysledky sme porovnavali s vopred
zavedenou funkciou quadprog.

Zakladnym predpokladom pri definovani pociato¢nej tlohy na optima-
lizdciu st ohranicenia, ktoré nepovoluju kratke pozicie jednotlivych aktiv.
Vs8imli sme si, Ze pre rozne zadania trojrozmernej tlohy v odseku 2.3 na
optimalizaciu portfélia ma problém rozdielne riesenia. Pri podmienke, kedy
st vSetky vynosy pomerne rovnaké, vstupuji do optimalneho portfélia pre
isté parametre ¢ dve aktiva s najvysSou vynosnostou. Ak st vynosy aktiv
rozdielne nad pripustni mieru, potom sa pre isté ¢ hodnota vahy druhého
aktiva stava nulovou. Teda aktivne vstupuja do portfélia aktiva s najvacsim
a najmensSim vynosom.

Pri pozorovani spravania sa funkcie s vopred urcenymi podmienkami,
ktora je odvodena v ¢asti 3.1, sme zistili, Ze funkcia a(¢) ma pre rozne in-
tervaly odlisné funk¢éné vlastnosti. Pre dostato¢ne nizke hodnoty parametra
¢ je funkcia linearna. V nasledujucich intervaloch, v ktorych sa realizuja dve
a viac aktiv ako aktivne vstupujice do portfélia, sa danéd funkcia sprava ako
linearna kombinécia linearnej a linedrnej lomenej funkcie. V krajnych bodoch
jednotlivych intervalov sme pozorovali spojitost funkcie a jej prvej derivacie.

V kone¢nom dosledku o funkcii a(¢) mozeme povedat, 7e je to linearna
kombinécia linearnej a lineadrnej lomenej funkcie rozdelena do viacerych in-
tervalov, pricom kazdy interval sa lisi koeficientami v linedrnej kombindcii.
Hoci funkcia a aj jej derivacia st spojité, jej druha derivicia ma pre netri-

viadlny pripad aspon jeden bod nespojitosti. Pocet tychto bodov sa odvija od
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zadaného poc¢tu aktiv, ale pre nami zadané podmienky moéze byt nanajvys
rovny poc¢tu aktiv zmensenych o jedna.

Nas predpoklad o parametri ¢ ako o koeficiente udavajicom urcita rizi-
kovu averziu investora sa potvrdil aj na aplikacii na konkrétnych prikladoch
v odsekoch 2.4 a 3.2. Pre nizke hodnoty parametra boli hodnoty vah aktiv v
portféliu nulové, az na aktivum s najva¢sou vynosnostou. Pre zviac¢sujice sa
hodnoty nasho koeficientu sa vahy ostatnych aktiv postupne menili z nulovej
na kladni hodnotu. Pre vel'mi vysoké hodnoty parametra funkcia prihliadala
pri optimalizovani na vynosovi ¢ast iba v malej miere, takze priblizne riesila
tilohu minimalizacie nasobku volatility portfélia. Pre tieto hodnoty mali naj-
VACSi podiel tie aktiva, ktorych volatilita a vzajomné kovariancie mali nizku
hodnotu.

Stvis medzi parametrom ¢ v tcelovej funkcii a rizikovou averziou potvr-
dzuje aj porovnanie v Casti 4.2. Parameter sa da aproximovat ako nasobok
prevratenej hodnoty trovne fixacie vynosnosti portfolia. Cim vySSi vynos
povolime pri zafixovani vynosu, tym sa volatilita pri minimalizacii v Marko-
witzovom pristupe zvysuje. V tlohe parametrického kvadratického programo-
vania to koresponduje s nizkymi hodnotami parametra, ¢o sved¢i o vysokej
averzii k riziku.

Ako predmet dalsieho skiimania by mohlo byt pozorovanie spravania sa
optimalizovanej uc¢elovej funkcie bez zadanych obmedzeni. V tomto pripade
by neplatila veta o pocte bodov nespojitosti z odseku 3.2 a tloha v explicit-

nom tvare by mohla mat pre iné intervaly odlisné funk¢éné predpisy.
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Priloha A

Funkcia podéitajica rieSenie pomocou explicitného vzorca pre 3x3

pripad

function [tl1,t2,val]=vypocfcia3d (fi)
mi=[0.2056 0.2054 0.0198];
A=[0.0782 0.0561 0.0555;...
0.0561 0.0967 0.0842;...
0.0555 0.0842 0.1280];
% mi=[3 0.2054 0.20539]’;
% A=[2000.01 0 0;... %Priklad , kedy nie je
% 0 20 1;... Y%zachovand podmienka (2.2.4)
% 01 0.1/;

deltal=bxd—cxe

delta2=axe—cx*d;

gama—c "~ 2—axb;
omegal=(mi(3)x*(b—c)+c*mi(2)—b*mi(1))/gama;
omega2=(mi(3)x*(a—c)+cxmi(l)—a*mi(2))/gama;

% Riesenie pre rddovo rovnaké wviynosy
if(cx(mi(l)—mi(3))<ax(mi(2)—mi(3)))
test=(omegaltomega2)/fi+(deltal+delta2)/gama;
if (test <=1)
t1=omegal/fi+deltal /gama;
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t2—omega?2/ fi+delta2 /gama;
£3—1—t1—t2:
val="11 /2x[t1,t2,t3|*Ax[t1;t2;t3]—mi *[t1;t2;t3];
else
test=(b—ct+e—d)/(atb—2%c)+...
(mi(1)—mi(2))/(fix(atb—2x%c))
if (test <=1)
tl=test ;
t2=1—test ;
val="f1 /2x[t1,t2,0]*Ax[t1;t2;0]—mi’*x[t1;t2;0];
else
t1=1;
t2=0;
val=f1i /2x[t1,0,0]*Ax[t1;0;0] —mi’*x[t1;0;0];
end

end

% RieSenie pre rddovo mnerovnaké vinosy
else
test=omega2/fi+delta2 /gama;
if (test >=0)
tl=omegal /fi+deltal /gama;
t2=omega2/fi+delta2 /gama;
t3=1-t1—-t2;
val="fi /2x[t1,t2,t3|*Ax[t1;t2;t3]—mi'*«[t1;t2:t3];
else
test=(mi(1l)—mi(3))/(fixa)—d/a;
if (test <=1)
tl=test ;
t2=0;
t3=1—test;
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val=fi /2x[t1,0,t3]|*A*[t1;0;t3]—mi’x[t1;0;t3];
else
t1=1;
t2=0;
val=fi /2x[t1,0,0]«Ax[t1;0;0] —mi’x[t1;0;0];
end
end
end

end
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Priloha B

Funkcia pocitajtuca rieSenie pomocou explicitného vzorca pre vSe-

obecny n x n pripad

function [teta ,val|=vypocfcian(fi)

A=[0.1350
0.0660
0.0799
0.0636
0.0771

0.0660
0.0782
0.0561
0.0483
0.0555

0.0799
0.0561
0.0967
0.0652
0.0842

0.0636
0.0483
0.0652
0.0872
0.0719

0.0771;...
0.0555;...
0.0842;...
0.0719;...
0.1280];

mi=[0.2930 0.2056 0.2054 0.1311 0.0198]";
A neuprav=A;

mi_neuprav=mi;

dlzka=length (mi);

dim=length (mi);
a(dlzka —1)=0;

c(dlzka —1,dlzka —1)=0;
d(dlzka —1)=0;

for m—dim:—1:2

SBvytvorenie systému linedrnych rovnic
for i=1:dlzka—1
a(i)=A(i,i)+A(dlzka, dlzka)—2xA(i,dlzka);
for j=i+1:dlzka—1
c(i,j)=A(dlzka,dlzka)+A(i,j)—A(i,dlzka) —...
A(j,dlzka);

end
d(i)=A(i,dlzka)—A(dlzka 6 dlzka);
f(i)=mi(i)—mi(dlzka);

end



Priloha B

95

%iprava matice na horny trojuholnikovy tvar
for k=1:dlzka—-2
for i=k+1:dlzka—1

fi)=f(i)—f(k)xc(k,i)/a(k);
d(i)=d(i)=d(k)*c(k,i)/a(k);
a(i)=a(i)—(c(k,i)72)/a(k);
for j=i+1:dlzka—1

c(i,j)=c(i,j)—c(k,i)xc(k,j)/a(k);
end
end

end

Yiprava matice na diagondlny tvar
for k=dlzka —2:—-1:1
for i=k:—1:1
f(i)=f(i)—f(k+1)xc(i,k+1)/a(k+1);
d(i)=d(i)=d(k+1)*c(i,k+1)/a(k+1);
end
end
teta (dlzka,1)=0;
%vgpocet vih aktiv
for i=1:dlzka—1
teta(i,1)="f(i)/(fixa(i))—d(i)/a(i);

end

%redukcia systému na dimenziu mendiu
% o posledné aktivum
if (sum(teta)>=1)

mi(dlzka)=[];

A(dlzka ,:)=]];

A(:,dlzka)=]];
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dlzka=dlzka —1;
if (m==2)

end
else
suma—sum/( teta );
teta (dlzka,l)=1—suma;
break
end

end

val=fi /2xteta '* A neupravkteta—mi_ neuprav’kteta;

end



