
UNIVERZITA KOMENSKÉHO V BRATISLAVE

FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

ZÁKLADNÉ METÓDY VÝPO�TU REZERV V

NE�IVOTNOM POISTENÍ

BAKALÁRSKA PRÁCA

2013 Simona GALKOVÁ



UNIVERZITA KOMENSKÉHO V BRATISLAVE

FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

ZÁKLADNÉ METÓDY VÝPO�TU REZERV V

NE�IVOTNOM POISTENÍ

BAKALÁRSKA PRÁCA

�tudijný program: Ekonomická a �nan£ná matematika

�tudijný odbor: 1114 Aplikovaná matematika

�koliace pracovisko: Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky

Vedúci práce: Mgr. So¬a Kilianová, PhD.

Bratislava 2013 Simona GALKOVÁ



75968539

?���	�@����6��	�!��,����4����! ��	
+��� ������	�����"���"@��"�������������"

�����	
����


��
���
��
�

�������������������� !����" :������I� ����
#� !�$�%����&��'" 	������������������������	���������	�����
�����

���������
��� ��!�"�#$�!�$���	���������%
#� !�$�%��!(��" &$'$&$��( �����������	������
)*���+����,��$���+-�" 
��� ��!��
���*���+����,��$���+-�" ! ��	�!�)

�+���" ��� ������	�E�"��)(������	@	������	0��������(��!�	�.

���." 9��������/���(�	,����	�!(������/�@�� ���(��
 	�����"��	0������,��(��!�	���$
3�(.!�/�@�� ������	�E�"�(�	��)(��	���	@	���(�	�
����	������"$

3������/��" S\�,���,�� 1����� *$�� 1	�@�� 1��,�	 � �<;;[%T� :���,�!���� - ���!� 8	!	����2
1	�,��!����#�!�����	$�S� 	"�+�����	�:	��	!$

��!/-�" 12�$�:�G��6� ��������3,5$
0���!��" +1+#$6�17���6��	�����( ������	
����	�����"��������!���"
��!/-������!�*" (���$�895�$�5���	 �7	��������-:�$

�+� '���!����" <K$';$<;'<

�+� '��-1�+2����" ;=$''$<;'< ���$�895�$�1��2������>� ������-:�$
2�����������
��,��(��2����

����	�� �	�����(���	



Po¤akovanie Touto cestou sa chcem po¤akovat svojej vedúcej bakalárskej práce

Mgr. Soni Kilianovej, PhD. za ochotu, pomoc, odborné rady a podnetné pripomienky,

ktoré mi pomohli pri písaní tejto práce. �akujem aj svojej rodine a priate©om za ich

trpezlivos´ a podporu.



Abstrakt

GALKOVÁ, Simona: Základné metódy výpo£tu rezerv v neºivotnom poistení [Baka-

lárska práca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a in-

formatiky, Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky; ²kolite©: Mgr. So¬a Kilianová,

PhD., Bratislava, 2013, 46 s.

V na²ej práci sa zaoberáme výpo£tom technických rezerv v neºivotnom poistení. Zo-

znamujeme £itate©a so v²eobecnými pojmami a de�nujeme v²eobecnú ²truktúru prob-

lému plánovania technických rezerv. Predstavujeme dve naj£astej²ie pouºívané deter-

ministické metódy na výpo£et týchto rezerv: re´azovo - rebríkovú metódu a metódu

Bornhuetter - Fergusona. Venujeme pozornos´ základným deterministickým modelom

oboch metód a odvádzame ich algoritmy. Re´azovo - rebríková metóda je v praxi po-

uºívanej²ia a jednoduch²ia. Preto v jej prípade de�nujeme viaceré ukazovatele, ako

napríklad chybu predikcie a mieru neistoty. Na²im cie©om je zosumarizova´ obe me-

tódy tak, aby bolo ich pouºitie pre £itate©a £o najjednoduch²ie. Pouºitím dvoch rôznych

metód na rovnakých príkladoch demon²trujeme niektoré ich vlastnosti. Ukazuje sa, ºe

metóda Bornhuetter - Fergusona je výpo£tovo ove©a náro£nej²ia, s pesimistickej²ím

postojom k plánovaniu daných rezerv.

K©ú£ové slová: Neºivotné poistenie, Technické rezervy, Re´azovo - rebríková

metóda, Metóda Bornhuetter - Fergusona



Abstract

GALKOVÁ, Simona: Basic Claims Reserving Methods in Non-Life Insurance [Bachelor

Thesis], Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and In-

formatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr. So¬a

Kilianová, PhD., Bratislava, 2013, 46 p.

In our work we investigate loss claims reserving in non-life insurance. We present ba-

sic concepts and notations and de�ne general structure of loss claims reserving problem.

We introduce two deterministic methods, which are most frequently used for calculation

of these reserves: Chain-Ladder Method and Bornhuetter-Ferguson Method. We pay

attention to basic deterministic models of both methods and derive their algorithms.

The Chain-Ladder Method is the most used one in practice and easier. In this case we

also therefore de�ne prediction error and coe�cient of variation. Our aim is to summa-

rize both methods in a way, that provides easy and comfortable use for every reader.

Using both methods on the same examples we demonstrate some of their attributes. It

seems, that the Bornhuetter-Ferguson Method is computationally more di�cult and its

predictions are more pesimistic than the ones obtained by the Chain-Ladder Method.

Keywords: Non-Life Insurance, Claims Reserving, Chain-Ladder Method,

Bornhuetter-Ferguson method
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ÚVOD ÚVOD

Úvod

Neºivotné poistenie je �nan£ná sluºba, s ktorou sa kaºdý £lovek skôr £i neskôr ur£ite

stretne. Aj ke¤ môºe by´ prídavné meno neºivotný trochu zavádzajúce, do tejto skupiny

patrí nielen poistenie majetku, ²kodových udalostí, ale aj zdravotné a úrazové poistenie.

Aby mohli neºivotné pois´ovne po celom svete dôkladne plni´ svoju funkciu, musia

si v²etko dobre naplánova´. Kaºdý rok sa stretávajú s tou istou výzvou: s plánovaním

technických rezerv na budúce obdobie. Aktuári neºivotnej pois´ovne majú za úlohu £o

najpresnej²ie odhadnú´ obnos pe¬azí potrebný pre budúce vyplatenie poistných uda-

lostí. Ide o udalosti, ktoré v danom ú£tovnom období bu¤ e²te nenastali, alebo nastali,

ale e²te neboli vybavené. Technické rezervy majú zvy£ajne ve©ký podiel na celkovom

majetku pois´ovne, a preto aj malé odchýlky od skuto£ného potrebného obnosu môºu

zaprí£ini´ ve©ké problémy.

V praxi sa vyuºíva nieko©ko matematicko-²tatistických metód na výpo£et technic-

kých rezerv. Jednak metódy deterministické, ktoré majú povä£²ine jednoduché algo-

ritmy, a potom metódy stochastické, ktoré sú náro£nej²ie, av²ak presnej²ie.

Najznámej²ou deterministickou metódou je jednozna£ne re´azovo-rebríková metóda.

Napriek svojej jednoduchosti dosahuje celkom dobré výsledky. Vychádza iba z dostup-

ných dát, £o môºe by´ problém v prípade neúplných alebo nekvalitných dát. Len ne-

dávno sa za£alo uvaºova´ o tejto metóde aj v stochastickom zmysle. Stochastickým

submodelom sa venuje napríklad T. Mack v [3]. Druhou metódou, ktorej sa budeme

venova´, je metóda Bornhuetter-Fergusona z roku 1972, ktorú publikovali vo ve©mi

populárnom £lánku [1].

Cie©om tejto bakalárskej práce je objasni´ základné pojmy problematiky neºivotného

poistenia, predstavi´ dva najznámej²ie modely pouºívané na výpo£et technických rezerv

a následne ich aplikova´ na dostupné dáta.

V prvej kapitole de�nujeme kategórie neºivotného poistenia, vysvetlíme pojem po-

h©adávka v neºivotnom poistení a uvedieme nieko©ko príkladov ako môºe poh©adávka

vzniknú´. Druhá kapitola sa venuje technickým rezervám. Predstavíme rôzne typy tech-

nických rezerv, ktoré sú neºivotné pois´ovne povinné vytvára´. Ukáºeme zvy£ajný spô-

sob usporiadania dát v takzvaných vývojových trojuholníkoch. Tretia a ²tvrtá kapitola

sú venované samotným metódam na výpo£et technických rezerv. Tretia kapitola sa
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ÚVOD ÚVOD

venuje re´azovo-rebríkovej metóde, jej základnému modelu a taktieº chybám jej pred-

ikcií. �tvrtá kapitola predstavuje metódu Bornhuetter-Fergusona. V oboch kapitolách

de�nujeme aj základný stochastický model, podrobnej²ie sa dá o nich do£íta´ naprí-

klad v [4]. Posledná kapitola je venovaná príkladom. Prvý príklad slúºi na jednoduchú

ilustráciu oboch metód. V druhom príklade vytvoríme outlier a budeme sledova´ ako

to zmení odhady aj chyby predikcií. Taktieº porovnáme metódy z h©adiska toho, ktorá

sa vie s outliermi lep²ie vysporiada´. V²etky výpo£ty budú robené v softvéri Excel.

V tejto práci vychádzame hlavne z [5] a [6], v ktorých sú rozsiahlo popísané základné

modely a metódy pouºívané na výpo£et technických rezerv.
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1 NE�IVOTNÉ POISTENIE

1 Neºivotné poistenie

Neºivotné poistenie niekedy nazývame aj v²eobecným poistením (z angl. general in-

surance) [2]. Zmluvy o neºivotnom poistení sa uzatvárajú vä£²inou na krátke £asové

obdobia, naj£astej²ie na jeden rok s prípadným pred¨ºením. Zvä£²a ide o ²kodové po-

istenia s poistným plnením obmedzeným na skuto£nú vý²ku ²kody.

Pod odvetvie neºivotného poistenia patria v²etky druhy poistenia s výnimkou ºivot-

ného poistenia, a teda nasledujúce oblasti:

• poistenie automobilu (havarijné poistenie, povinné zmluvné poistenie),

• poistenie majetku (poistenie súkromného a verejného majetku proti oh¬u, po-

vodniam, preru²eniu podnikania, . . . ),

• poistenie zodpovednosti za ²kodu

• úrazové poistenie (poistenie nehody jednotlivca a kolektívu zahr¬ujúce aj povinné

úrazové poistenie a náhradu ²kody),

• zdravotné poistenie (súkromné poistenie jednotlivca a kolektívu),

• námorné poistenie (doprava),

• iné produkty poistenia (letectvo, cestovné poistenie, právna ochrana, úverové

poistenie, . . . ).

Fakt, ºe aj úrazové a zdravotné poistenie, napriek tomu, ºe sa týkajú osôb, nepatria

do ºivotného poistenia je spôsobený ich administratívnou podobnos´ou s neºivotným

poistením.

1.1 Poh©adávky v neºivotnom poistení

V neºivotnom poistení funguje jednoduchý poistný princíp, opísaný v [5, 6]. Za plate-

nie pravidelnej sumy poistného sa pois´ov¬a zaru£uje, ºe v prípade nastatia poistnej

udalosti poskytne �nan£nú náhradu za spôsobené ²kody. Nastatím poistnej udalosti

teda poistenec automaticky vytvára poh©adávku vo£i pois´ovni. Zvy£ajne v²ak nie je

moºné, aby pois´ov¬a splatila poh©adávku ihne¤, kvôli trom hlavným dôvodom:
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1.1 Poh©adávky v neºivotnom poistení 1 NE�IVOTNÉ POISTENIE

• Oneskorené vykázanie nastatia poistnej udalosti (ur£itý £as medzi nastatím uda-

losti a jej ohlásením). Nahlásenie udalosti môºe trva´ aj nieko©ko rokov, napríklad

pri výskyte azbestu a aº neskor²ích zdravotných problémoch.

• Po nahlásení udalosti môºe nieko©ko rokov trva´ stanovenie kone£nej vý²ky po-

h©adávky. Napríklad pri ublíºení na zdraví £astokrát trvá dlho, pokia© sú známe

v²etky okolnosti a hlavne následky.

• Môºe sa sta´, ºe uzavretá poh©adávka bude opä´ otvorená kvôli neo£akávaným

novým poznatkom.

Na ilustráciu uvádzame príklad zo ºivota. Pán Novák mal poistený víkendový dom

do konca augusta 2010. Koncom augusta v²ak pri²li prudké daºde a dom vytopilo.

Pán Novák mal ve©a starostí a nahlásil pois´ovni poistnú udalos´ aº v septembri, teda

po skon£ení poistnej periódy. Ke¤ºe udalos´ v²ak nastala e²te v £ase, v ktorom bola

poistná zmluva platná, pán Novák si nárokoval na vyplatenie poistného za spôsobené

²kody v pivnici domu a teda vytvoril vo£i pois´ovni poh©adávku. V októbri mu bolo

poistné vyplatené v dvoch £astiach a prípad bol uzavretý. V decembri v²ak pri²li tuhé

mrazy a zistilo sa, ºe vplyvom vody nebola po²kodená len pivnica, ale aj ¤al²ie dve

steny domu, ktoré za£ali praska´. Bolo potrebné ich opravi´, a preto pán Novák opä´

za²iel do pois´ovne, prípad bol znovuotvorený a ¤al²ie poistné bolo vyplatené. Potom

bol prípad opätovne uzavretý.

Systém vytvorenia poh©adávky v neºivotnom poistení môºeme v tomto prípade jed-

noducho znázorni´ gra�cky:

Obr. 1: Systém vytvorenia typickej poh©adávky v neºivotnom poistení, zdroj:[5].
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1.2 Príklady zo ºivota 1 NE�IVOTNÉ POISTENIE

1.2 Príklady zo ºivota

Ako uº bolo spomenuté vy²²ie, niektoré poistné udalosti sú nahlásené, poistná suma

je vyplatená a prípad navºdy uzavretý. Takým prípadom môºe by´ nasledujúci príklad

havarijného poistenia. V²etky udalosti sme spísali do jednoduchej tabu©ky. 23. februára

2010 sa stala autonehoda. Pois´ovni bola táto udalos´ nahlásená 18. mája 2010 a e²te v

ten de¬ bolo poistné vyplatené, pravdepodobne na základe ú£tu z autoservisu. Taktieº

je v tabu©ke uvedený stav ku koncu mesiaca, teda k 31. máju 2010. Pois´ov¬a predbeºne

odhadla, ºe bude musie´ vyplati´ 2 100 EUR, nakoniec v²ak vyplatila iba 2 004 EUR.

Po tejto jednorazovej platbe bol prípad uzavretý a preto bola rezerva nulová. V prípade,

ºe by sme o£akávali ¤al²ie platby, rezerva by sa rovnala odhadovanej celkovej vý²ke

poh©adávky mínus uº zrealizované platby.

nastanie

udalosti

dátum

nahlásenia

udalosti

dátum

vysporia-

dania

situácia v

£ase

odhadovaná

celková vý²ka

poh©adávky

kumulované

platby
rezervy stav

23.2.2010 18.5.2010 18.5.2010 31.5.2010 2 100 2 004 0 uzavreté

Tabu©ka 1: Havarijné poistenie - jednorazová výplata poistného plnenia, zdroj:[6].

�a©²ou situáciou, ktorá môºe nasta´, je krátkodobo vyplácané plnenie napríklad v

prípade poistenia domácnosti. 1. februára 2010 nastala poistná udalos´, mohlo to by´

napríklad vykradnutie bytu. E²te v ten de¬ bola udalos´ nahlásená pois´ovni a náhrada

²kody bola odhadnutá na 60 000 EUR. V priebehu februára bola vyplatená prvá £as´

sumy a to 20 000 EUR. Rezerva ostala 60 000 mínus 20 000, teda 40 000 EUR, a

teda ke¤ºe e²te nebola vyplatená plná suma, stav plnenia je otvorený. V marci bola

vyplatená ¤a©²ia £iastka a nakoniec bola 8. apríla splatená posledná £as´. Preto je 8.

apríl aj d¬om kone£ného vysporiadania a prípad bol uzavretý.

nastanie

udalosti

dátum

nahlásenia

udalosti

dátum

vysporia-

dania

situácia v

£ase

odhadovaná

celková vý²ka

poh©adávky

kumulované

platby
rezervy stav

1.2.2010 1.2.2010 8.4.2010 28.2.2010 60 000 20 000 40 000 otvorené

31.3.2010 60 000 42 591 17 409 otvorené

8.4.2010 57 550 57 550 0 uzavreté

Tabu©ka 2: Poistenie domácnosti - krátkodobo vyplácané plnenie, zdroj:[6].
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1.2 Príklady zo ºivota 1 NE�IVOTNÉ POISTENIE

nastanie

udalosti

dátum

nahlásenia

udalosti

dátum

vysporia-

dania

situácia v

£ase

odhadovaná

celková vý²ka

poh©adávky

kumulované

platby
rezervy stav

28.11.2000 29.11.2000 20.11.2009 30.11.2000 900 000 0 900 000 otvorené

30.1.2001 900 000 100 899 900 otvorené

31.3.2001 900 000 280 899 720 otvorené

30.4.2001 2 000 000 5 280 1 994 720 otvorené

31.5.2001 2 000 000 45 280 1 954 720 otvorené

30.6.2001 2 000 000 49 848 1 950 152 otvorené

31.8.2001 2 000 000 149 848 1 850 152 otvorené
...

...
...

... otvorené

31.12.2001 2 500 000 206 447 2 293 553 otvorené

31.1.2003 3 200 000 289 995 2 910 005 otvorené
...

...
...

... otvorené

31.3.2003 3 200 000 360 796 2 839 204 otvorené

30.6.2003 3 200 000 420 796 2 779 204 otvorené

31.7.2003 3 200 000 420 681 2 778 319 otvorené
...

...
...

... otvorené

31.3.2004 3 200 000 449 307 2 750 693 otvorené

30.6.2004 3 200 000 549 307 2 650 693 otvorené
...

...
...

... otvorené

31.1.2005 3 200 000 550 508 2 649 492 otvorené

28.2.2005 3 200 000 700 508 2 499 492 otvorené

31.3.2005 3 200 000 700 688 2 499 312 otvorené

30.6.2005 3 200 000 707 688 2 492 312 otvorené

31.10.2005 3 200 000 907 688 2 292 312 otvorené

31.12.2006 3 600 000 907 688 2 692 312 otvorené

31.7.2007 3 600 000 1 107 688 2 492 312 otvorené

31.3.2008 3 600 000 1 611 332 1 988 668 otvorené

20.11.2009 3 600 000 3 161 332 0 uzavreté

Tabu©ka 3: Poistenie domácnosti - dlhodobo vyplácané plnenie, zdroj:[6]

Uvádzame takisto situáciu (Tabu©ka 3), pri ktorej je plnenie vyplácané dlhodobo.

V tomto prípade ide opä´ o havarijné poistenie. 28. novembra 2000 sa stala dopravná

nehoda a nasledujúci de¬ bola oznámená pois´ovni. Na rozdiel od predchádzajúcich

prípadov, kedy bola rezerva mierne vy²²ia, ako bola kone£ná vyplatená suma, v tomto

prípade musela pois´ov¬a svoj odhad nieko©ko krát navy²ova´. Vidíme, ºe dokia© bola

poh©adávka vysporiadaná, ubehlo 9 rokov. Mohlo to by´ spôsobené stále novými a

novými zisteniami, pravdepodobne sa objavovali ¤a©²ie a ¤a©²ie ²kody spôsobené touto
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1.2 Príklady zo ºivota 1 NE�IVOTNÉ POISTENIE

dopravnou nehodou (napríklad následky na zdraví po²kodených, ktoré neboli známe

ihne¤), a preto bola pois´ov¬a nútená vypláca´ poh©adávku vo viacerých £astiach a

navy²ova´ svoj odhad.
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2 TECHNICKÉ REZERVY

2 Technické rezervy

V tejto kapitole sa oboznámime so zauºívanými pojmami v oblasti plánovania technic-

kých rezerv pri neºivotnom poistení. Taktieº si predstavíme v²eobecný model, pouºí-

vaný pri výpo£toch. Vychádza´ budeme hlavne z [5, 6, 7, 2].

Aby bola pois´ov¬a schopná plni´ svoje záväzky vzniknuté pri vykonávaní pois´ova-

cej £innosti, teda záväzky vo£i poisteným, je zo Zákona o pois´ovníctve povinná odkla-

da´ si ur£itú £as´ zinkasovaného poistného. Túto £as´ nazývame technické rezervy

pois´ovne [2]. Vznik týchto záväzkov je takmer istý, av²ak nevieme kedy sa tak stane a

aká bude ich vý²ka. Pois´ov¬a si v²ak musí vytvára´ rezervy, ktoré pokryjú nielen zá-

väzky vzniknuté z momentálne platných zmlúv, ale aj rezervy pre záväzky, ktoré môºu

vzniknú´ v rámci uº neplatných zmlúv. Napríklad ak poistený nahlási poistnú udalos´

v £ase, v ktorom je poistná zmluva uº neplatná, av²ak poistná udalos´ sa vyskytla e²te

po£as platnosti zmluvy. Preto je pois´ov¬a povinná vytvára´ technické rezervy v takej

vý²ke, aby bola v kaºdom momente schopná v plnej sume uhradi´ v²etky svoje záväzky

vyplývajúce z poistných zmlúv. Na vykonávanie pois´ovacej £innosti vytvára neºivotná

pois´ov¬a v súlade so zákonom tieto technické rezervy [2, 7]:

• technickú rezervu na poistné budúcich období (rezerva na nezaslúºené

poistné) - tvorí sa z tej £asti poistného, ktorá sa vz´ahuje na budúce ú£tovné

obdobia. Sú£as´ou je taktieº rezerva na neukon£ené riziká, ktorá sa tvorí v prí-

pade, ºe predpísané poistné, ktoré sa vz´ahuje na budúce ú£tovné obdobie nie je

dostato£né na krytie v²etkých poistných plnení z poistných udalostí a nákladov,

ktoré nastanú v budúcom období a vz´ahujú sa k platným poistným zmluvám.

Jej vý²ka sa prvotne ur£uje ako súhrn technických rezerv vypo£ítaných pod©a

jednotlivých poistných zmlúv. Ak nie je moºné pouºi´ tento spôsob, pouºijú sa

na ur£enie jej vý²ky rôzne matematicko-²tatistické metódy.

• technickú rezervu na poistné plnenie - táto rezerva predstavuje odhad celko-

vých nákladov, ktoré vyplývajú z úhrad v²etkých poistných plnení, ktoré nastali

do konca ú£tovného obdobia. Kryje teda záväzky z poistných udalostí, ktoré boli

v beºnom ú£tovnom období nahlásené, ale e²te nevybavené, alebo boli vzniknuté,

ale e²te neboli nahlásené. Táto rezerva teda predstavuje v²etky predpokladané re-
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zervy spojené s vybavením poistných udalostí. Na výpo£et tejto rezervy spravidla

pouºívame rôzne matematicko-²tatistické metódy.

• technickú rezervu na poistné prémie a z©avy - táto rezerva je ur£ená na

poskytovanie prémií a zliav na poistnom.

• technickú rezervu poistného neºivotných pois´ovní - vytvára sa v poist-

ných odvetviach, v ktorých vý²ka poistného závisí od veku poistenca.

• technickú rezervu na vyrovnávanie mimoriadnych rizík - vytvára sa na

vyrovnanie akéhoko©vek technického de�citu, resp. ak by do²lo k nezvy£ajne vy-

sokému ²kodovému priebehu.

V tejto práci sa budeme zaobera´ hlavne technickou rezervou ur£enou na poistné plne-

nie, pod©a [5, 6].

2.1 Technická rezerva na poistné plnenie

Táto rezerva predstavuje tú najdôleºitej²iu pre neºivotné pois´ovne, pokia© sa nechcú

dosta´ do �nan£ných problémov. Vý²ka rezervy je plánovaná tak, aby pokryla poistné

plnenia z poistných udalostí a taktieº v²etky náklady spojené s vybavovaním.

Technické rezervy na poistné plnenia sa pod©a [5] delia na dva typy:

• IBNyR rezervy (z angl. Incurred But Not yet Reported) - rezervy na poistné

plnenia, ktoré vznikli v beºnom ú£tovnom období, av²ak v tomto období neboli

nahlásené;

• IBNeR rezervy (z angl. Incurred But Not enough Reported) - rezervy na poistné

plnenia z poistných udalostí, ktoré boli nahlásené v beºnom ú£tovnom období,

av²ak dosia© neboli zlikvidované, resp. kone£ná vý²ka poistných nárokov (poh©a-

dávok) nebola stanovená.

Dokopy tvoria tieto dva typy IBNR (z angl. Incurred But Not Reported) rezervy.

Na odhad týchto rezerv sa pouºívajú naj£astej²ie matematicko-²tatistické metódy, prí-

padne metódy kvali�kovaného odhadu (ak pois´ov¬a nemá dostatok dát na pouºitie

vhodnej ²tatistickej metódy).
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2.2 �truktúra problému technických rezerv

V tejto sekcii sa budeme venova´ zauºívanej notácii a základnej matematickej teórii

pouºívanej pri plánovaní technických rezerv. Východiskom pre túto £as´ boli [5, 6].

Existujú dva rôzne systémy, ktorými si pois´ovne vedú záznamy o poh©adávkach.

Zvy£ajne je to pod©a dátumu, kedy bola poistná udalos´ nahlásená. Z ú£tovníckeho

h©adiska by v²ak bolo výhodnej²ie keby boli poh©adávky zoradené pod©a d¬a nastania

poistnej udalosti.

Uvaºujme, ºe máme N poh©adávok za ur£itú �xnú £asovú jednotku. Jednotlivé dá-

tumy nahlásenia poistných udalostí ozna£íme T1, ..., TN , pri£om Ti ≤ Ti+1 pre v²etky i.

Ak za�xujeme i-tu poh©adávku, tak potom Ti = Ti,0 ≤ Ti,1 ≤ ... ≤ Ti,j ≤ ... ≤ Ti,Ni
ur-

£uje postupnos´ dátumov, kedy prebieha nejaká akcia s i-tou poh©adávkou. Napríklad,

v £ase Ti,j môºe by´ vykonaná platba, teda poistenému bude vyplatená £as´ poist-

ného, alebo môºe prijs´ k doplneniu informácií, týkajúcich sa i-tej poh©adávky. Ti,Ni

ur£uje �nálne vyrovnanie poh©adávky. Predpokladáme, ºe Ti,Ni+k =∞ pre k ≥ 1, teda

predpokladáme, ºe po �nálnom vyrovnaní i-tej poh©adávky sú uº známe úplne v²etky

informácie oh©adom tejto poh©adávky.

Udalosti, ktoré nastali v £ase Ti,j, budeme zna£i´ nasledujúco:

Xi,j =

 poistné plnenie v £ase Ti,j za i-tu poh©adávku,

0, ak v £ase Ti,j neprebehla ºiadna platba;

Ii,j =

 nová informácia v £ase Ti,j, týkajúca sa i-tej poh©adávky,

∅, ak v £ase Ti,j nie je prístupná ºiadna nová informácia.

V prípade, ºe Ti,j =∞, poloºíme Xi,j = 0 a Ii,j = ∅. Teda uvaºujeme, ºe po �nálnom

splatení poh©adávky uº nenasledujú ºiadne platby, ani sa neobjavujú nové informácie.

Pomocou týchto premenných de�nujeme nieko©ko dôleºitých procesov, aby sme mohli

problém tvorby technických rezerv rozdeli´ do nieko©kých podproblémov. Pre kaºdú

poh©adávku vytvoríme nieko©ko procesov:

• Proces platby poh©adávky i je daný ako (Ti,j, Xi,j)j≥0 a ur£uje nasledujúci

proces kumulovania platieb do £asu t:

Ci(t) =
∑

j∈{k;Ti,k≤t}
Xi,j, (2.2.1)
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pri£om Ci(t) = 0 pre t < Ti. Kone£ná vý²ka i-tej poh©adávky je daná ako

Ci(∞) = Ci(Ti,Ni
) =

∞∑
j=0

Xi,j. (2.2.2)

Celkové ostávajúce platby pre budúce plnenia i-tej poh©adávky v £ase t sú dané

ako

Ri(t) = Ci(∞)− Ci(t) =
∑

j∈{k;Ti,k>t}
Xi,j. (2.2.3)

Ri(t) je náhodná premenná, závislá od £asu t, ktorú potrebujeme predpoveda´.

Ri(t) teda predstavuje vý²ku rezervy pre budúce poistné plnenie i-tej poh©adávky.

Je to teda ekvivalentné predpovedaniu kone£nej vý²ky i-tej poh©adávky, teda

Ci(∞).

• Informa£ný proces poh©adávky i je de�novaný ako (Ti,j, Ii,j)j≥0.

• Proces vysporiadania poh©adávky i je daný ako (Ti,j, Ii,j, Xi,j)j≥0.

Ke¤ spojíme £iastkové procesy v²etkých N poh©adávok, dostaneme ucelený proces

plánovania technických rezerv, ktorý je charakterizovaný dvoma veli£inami:

• C(t) reprezentuje v²etky platby do £asu t za v²etkých N poh©adávok,

C(t) =
N∑
i=1

Ci(t). (2.2.4)

• R(t) je mnoºstvo ostávajúcich platieb pre poh©adávky vzniknuté do £asu t za

v²etkých N poh©adávok,

R(t) =
N∑
i=1

Ri(t). (2.2.5)

Uvaºujme odteraz problém plánovania rezerv ako problém predvídania. Nech

FNt = σ({(Ti,j, Ii,j, Xi,j); 1 ≤ i ≤ N, j ≥ 0, Ti,j ≤ t})

je σ-algebra, £o môºe by´ interpretované ako informácia dostupná v £ase t z N infor-

ma£ných procesov poh©adáviek. �asto sa vyskytuje aj dopl¬ujúca externá informácia

Et v £ase t, pri£om platí Es ⊆ Et pre s ≤ t. Za vonkaj²iu informáciu môºeme povaºova´

napríklad zmenu zákonov, vysokú in�áciu, zmenu na trhu práce, at¤. Preto je celková

informácia, ku ktorej má pois´ov¬a prístup v £ase t, de�novaná ako

Ft = σ(FNt ⊗ Et).
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2.2.1 Známe a neznáme poh©adávky

Ako bolo povedané v sekcii 1.1, rozli²ujeme medzi IBNyR a IBNeR poh©adávkami.

Proces (Nt)t≥0 de�novaný ako

Nt =
N∑
i=1

1{Ti≤t} (2.2.6)

vyjadruje mnoºstvo nahlásených poistných udalostí. Pod©a toho, £i ide o IBNyR alebo

IBNeR poh©adávku, vieme kone£né mnoºstvo ostávajúcich platieb rozdeli´ n

R(t) =
N∑
i=1

Ri(t)1{Ti≤t} +
N∑
i=1

Ri(t)1{Ti>t}, (2.2.7)

kde prvý £len vyjadruje nevysporiadané záväzky vzniknuté zo ²kôd poistných udalostí

v £ase t pre poh©adávky, ktoré boli uº zreportované a druhý £len predstavuje nevyspo-

riadané záväzky v £ase t pre IBNyR poh©adávky.

V tomto prípade budeme povaºova´ za IBNyR poh©adávky aj také, ktoré e²te ani

nevznikli (poistná udalos´ zatia© nenastala) a teda neboli ani nahlásené.

Nech N je celkový (náhodný) po£et poh©adávok. Rezervy v £ase t pre nahlásené

poh©adávky de�nujeme ako

RIBNeR
t = E

[
N∑
i=1

Ri(t)1{Ti≤t}

∣∣∣∣∣Ft
]
= E

[
Nt∑
i=1

Ri(t)

∣∣∣∣∣Ft
]
. (2.2.8)

RIBNeR
t teda indikuje o£akávané budúce platby v £ase t za nevysporiadané poistné

plnenia uº zreportovaných poistných udalostí. Inak vravíme tomuto pojmu aj "najlep²í

odhad rezerv v £ase t pre IBNeR poh©adávky". IBNyR rezervy v £ase t de�nujeme ako

RIBNyR
t = E

[
N∑
i=1

Ri(t)1{Ti>t}

∣∣∣∣∣Ft
]
= E

[
N∑

i=Nt+1

Ri(t)

∣∣∣∣∣Ft
]
. (2.2.9)

RIBNyR
t indikuje o£akávané budúce platby v £ase t pre IBNyR poh©adávky. Inak pove-

dané "najlep²í odhad rezerv v £ase t pre IBNyR poh©adávky".

Vidíme, ºe rezervy pre tieto dva druhy poh©adávok sa rôznia. Rezervy pre nahlásené

udalosti môºu by´ vymedzené individuálne. �asto totiº máme dostatok informácií a

teda môºme odhadova´ rezervy na báze jednotlivých poistných plnení. Av²ak rezervy

pre IBNyr poh©adávky nemôºeme rie²i´ jednotlivo, pretoºe v £ase t nepoznáme celkový

po£et poh©adávok N . Navy²e, informácie o jednotlivých poh©adávkach nemáme k dis-

pozícii. O IBNyR rezervách musíme teda uvaºova´ na skupinovej báze. V skuto£nosti
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v²ak vä£²ina klasických metód na výpo£et technických rezerv medzi týmito dvoma re-

zervami nerozli²uje a preto budeme v na²ej práci ráta´ technické rezervy pre budúce

nároky pre oba typy rovnakým spôsobom.

2.3 Nevysporiadané poistné plnenia

V tejto sekcii si predstavíme zauºívaný zápis a terminológiu, tak ako sú zade�nované v

[5, 6]. Naj£astej²ie usporiadame podkladové údaje za minulé roky zna£íme ostávajúce

záväzky do takzvaných vývojovývch trojuholníkov poistných plnení. Celkové, doteraz

vyplatené poistné plnenia sú usporiadané v riadkoch pod©a roku vzniku poistnej uda-

losti a v st¨pcoch pod©a po£tu rokov, ktoré od vzniku týchto udalostí uplynuli. Roky i

sú teda rokmi nastania udalosti (vertikálna os) a roky j predstavujú obodbie ¤a©²ieho

vývoja udalosti (horizontálna os). Trojuholníkové schémy teda odde©ujú poh©adávky

pod©a dvoch £asových osí tak, ako vidíme na obrázku.

¤al²í vývoj udalosti

ro
k
na
st
an
ia

ud
al
os
ti

0 1 ... ... j ... ... J-1 J

0

1 DI
... i+ j ≤ I

... Ci,j, Xi,j, ktoré

i potrebujeme predpoveda´ DcI
... i+ j > I
...

I-2 obdrºané pozorovania

I-1 Ci,j, Xi,j

I

Tabu©ka 4: Vývojový trojuholník v²eobecne, zdroj:[5].

Sú£asný rok nastatia udalosti je ozna£ovaný I, zatia© £o aktuálny rok vývoja udalosti

ozna£ujeme J . Z toho vyplýva, ºe i ∈ {0, ....., I} a j ∈ {0, ....., J}. Pre ú£el ilustrácie

uvaºujme, ºe Xi,j predstavuje platby. Teda Xi,j predstavuje v²etky platby v období

vývoja udalosti j pre poh©adávky s rokom nastania udalosti i. To zárove¬ znamená, ºe
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Xi,j prislúcha platbám poh©adávok v roku nastania udalosti i, v ú£tovnom odobí i+ j.

Kumulatívne platby Ci,j pre rok nastania udalosti i a rok vývoja udalosti j sú dané

ako

Ci,j =

j∑
k=0

Xi,k. (2.3.1)

Xi,j a Ci,j teda zvy£ajne pozorujeme v trojuholníkových schémach, ktoré zobrazujú

vývoj poistných plnení. V £ase I sú tabu©ky zobrazujúce vývoj poh©adáviek rozdelené

na dve £asti: horný trojuholník obsahuje pozorovania Xi,j,i + j ≤ I a dolný troju-

holník zobrazuje odhadované hodnoty ostávajúcich platieb Xi,j,i + j > I. V hornom

trojuholníku

DI = {Xi,j; i+ j ≤ I, 0 ≤ j ≤ J} (2.3.2)

sú zobrazené dostupné pozorovania a v dolnom trojuholníku

DcI = {Xi,j; i+ j > I, i ≤ I, j ≤ J} (2.3.3)

sa nachádzajú platby, ktoré musíme predpoveda´, resp. odhadnú´. Ú£tovné roky sú

dané na diagonále i + j = k, k ≥ 0. Postupné platby v ú£tovnom roku k ≥ 0 sú dané

ako

Xk =
∑
i+j=k

Xi,j (2.3.4)

a vo vývojovom trojuholníku poistných plnení sú zobrazené na (k+1)-vom mieste na

diagonále.

2.3.1 Vývojové trojuholníky

Vývojové trojuholníky sú základom pre v²etky analýzy technických rezerv. Pre jed-

noduchos´ môºeme akúko©vek formu dát oh©adom vývoja poh©adávok (trojuholník,

trapézoid, trojuholník alebo trapézoid s chýbajúcimi dátami v ©avom dolnom rohu)

povaºova´ za vývojový trojuholník. Preto vnímame pojem trojuholník v ²ir²om zmysle.

Ako príklad uvádzame nasledujúcu Tabu©ku 5, ktorá ilustruje tok poh©adávkových pla-

tieb po£as rokov nastatia udalosti 1994 aº 2000. Údaje sú v tisícoch EUR. Vidíme, ºe

napríklad v roku 1994 bolo vyplatených 1 001 000 EUR na udalostiach, ktoré sa udiali
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v tom istom roku. V roku 1995 bolo pouºitých 750 000 EUR na vyplatenie poistných

udalostí, ktoré nastali v roku 1994. Postupne kaºdým ¤a©²ím rokom bola suma pouºitá

na splatenie udalostí, ktoré sa stali e²te v roku 1994 niº²ia, v roku 1999 uº boli v²etky

poh©adávky vysporiadané, na tejto pozícií je 0 EUR. Podobný klesajúci trend môºeme

sledova´ pre v²etky roky nastania udalosti.

rok splatenia (vysporiadania) poh©adávky

ro
k
na
st
an
ia

ud
al
os
ti

1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000

1994 1 001 750 365 120 48 0 0

1995 1 041 833 417 156 0 0

1996 992 895 450 172 62

1997 1 145 924 438 186

1998 1 380 882 516

1999 1 294 962

2000 1 320

Tabu©ka 5: Vývojový trojuholník, zdroj:[6].

Dáta na x-ovej osi môºeme usporiada´ aj opa£ne, pod©a po£tu rokov, ktoré ubehli

od nastatia udalosti (rok vývoja postupných platieb). Tento spôsob usporiadania dát

je v praxi beºnej²í. V tomto prípade by predchádzajúce dáta boli usporiadané ako v

Tabu©ke 6:

rok vývoja postupných platieb

ro
k
na
st
an
ia

ud
al
os
ti

0 1 2 3 4 5 6

1994 1 001 750 365 120 48 0 0

1995 1 041 833 417 156 0 0

1996 992 895 450 172 62

1997 1 145 924 438 186

1998 1 380 882 516

1999 1 294 962

2000 1 320

Tabu©ka 6: Vývojový trojuholník postupných platieb, zdroj:[6].
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Na diagonále sa nachádzajú platby v rovnakom kalendárnom roku, ako bol rok na-

statia udalosti. Vidíme, ºe po ²tvrtom roku vývoja platieb nie sú o£akávané ¤a©²ie

platby, a preto môºeme £as´ za týmto st¨pcom trojuholníka zanedba´ a vznikne trapé-

zoid (Tabu©ka 7).

rok vývoja postupných platieb
ro
k
na
st
an
ia

ud
al
os
ti

0 1 2 3 4

1994 1 001 750 365 120 48

1995 1 041 833 417 156 0

1996 992 895 450 172 62

1997 1 145 924 438 186

1998 1 380 882 516

1999 1 294 962

2000 1 320

Tabu©ka 7: Vývojový trapézoid postupných platieb, zdroj:[6].

Obdobne vieme tú istú tabu©ku vytvori´ nielen pre postupné, ale aj pre kumulované

platby. V pravom dolnom trojuholníku sa nachádzajú £ísla, ktoré sú nám teraz neznáme

a potrebujeme ich dobre odhadnú´. V poslednom st¨pci sa nachádza kone£ná vý²ka

poh©adávok.

rok vývoja kumulovaných platieb

ro
k
na
st
an
ia

ud
al
os
ti

0 1 2 3 4

0 1 001 1 751 2 116 2 236 2 284

1 1 041 1 874 2 291 2 447 2 447

2 992 1 887 2 337 2 509 2 571

3 1 145 2 069 2 507 2 693

4 1 380 2 262 2 778

5 1 294 2 256

6 1 320

Tabu©ka 8: Vývojový trapézoid kumulovaných platieb, zdroj:[6].

23



2.3 Nevysporiadané poistné plnenia 2 TECHNICKÉ REZERVY

Vývojové trojuholníky vo v²obecnosti vyp¨¬ame v troch smeroch:

• rok vývoja platieb i = 0, 1, ... (vertikálny smer),

• rok nastania udalosti j = 0, 1, ... (horizontálny smer),

• kalendárny rok t = 0, 1, ... (diagonálny smer).

Obr. 2: Smery vo vývojovom trojuholníku.

Pod ozna£ením Xi,j a Ci,j v trojuholníkových schémach v²ak rozumieme rôzne akcie.

Navy²ujúce sa poh©adávky Xi,j môºu v skuto£nosti interpretova´ postupné platby v

bunke (i, j), po£et nahlásených udalostí s ome²kaním j rokov a nastatím v roku i,

alebo aj zmenu nahlásenej poh©adávky na pozícii (i, j). Kumulatívne poh©adávky Ci,j

môºu predstavova´ kumulované platby, celkový po£et nahlásených poh©adávok, alebo aj

po£et nahlásených poistných udalostí. Ci,J £asto predstavuje celkový po£et poh©adávok

v roku i. Ak Xi,j predstavuje postupné platby, potom nevysporiadané záväzky zo ²kôd

poistných udalostí pre rok nastania udalosti i v £ase j vypo£ítame vzorcom

Ri,j =
J∑

k=j+1

Xi,k = Ci,J − Ci,j. (2.3.5)

Ri,j predstavuje technické rezervy, ktoré musíme predpoveda´.
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3 RE�AZOVO - REBRÍKOVÁ METÓDA

3 Re´azovo - rebríková metóda

V tejto kapitole si predstavíme jednu z naj£astej²ie pouºívaných metód pri odhade

technických rezerv poistných plnení, pod©a [5, 6]. Je ¬ou re´azovo-rebríková metóda

(z angl. Chain-ladder method, pre prídavné meno re´azovo-rebríkový budeme preto

pouºíva´ skratku CL). Svoju popularitu v teórii ale aj praxi si získala hlavne svojou

jednoduchos´ou a relatívne nízkymi poºiadavkami na dostupné dáta. Je zaloºená na

£isto pragmatickom uvaºovaní, av²ak aj napriek svojej jednoduchosti a algoritmickému

postupu je ve©mi presná. Jej cie©om je predpovedanie kone£nej vý²ky poh©adávok v

danom roku a teda aj predpovedanie technických rezerv. Táto metóda je pôvodne de-

terministická, no v niektorých prípadoch sa stretávame aj s jej stochastickou obdobou,

sta£í ju upravi´ nieko©kými stochastickými submodelmi.

3.1 CL model

Odteraz budeme uvaºova´, ºe posledný rok vývoja udalosti je je ozna£ený J a teda

Xi,j = 0 pre j > J a posledný rok nastatia udalosti je I. Pre jednoduchos´ budeme

taktieº uvaºova´ I = J .

Re´azovo-rebríková metóda vyuºíva kumulované poh©adávky, resp. kumulované platby

spolu s vhodnými koe�cientami a je zaloºená na nasledujúcich predpokladoch modelu.

Predpoklady 1. Pre CL model uvaºujeme tieto predpoklady [5]:

1. Kumulované platby Ci,j sú v rôznych rokoch nastatia udalosti i nezávislé.

2. Existujú vývojové koe�cienty f0, ..., fJ−1 > 0 také, ºe pre v²etky 0 ≤ i ≤ I a pre

v²etky 0 ≤ j ≤ J platí

E [Ci,j|Ci,0, ..., Ci,j−1] = E [Ci,j|Ci,j−1] = fj−1Ci,j−1.

Jednoducho povedané, de�nícia hovorí o vzájomnej úmernosti st¨pcov vývojového

trojuholníka. Teda na prechod z roku vývoja udalosti j do roku j + 1 sta£í prenásobi´

£ísla v roku j faktorom fj. Náhodné �uktuácie v tejto metóde neuvaºujeme.

Poznámka 1. Ako uvidíme neskôr, predpoklad nezávislosti poh©adávok, resp. platieb

v rôznych rokoch nastatia udalosti je beºný pre takmer v²etky metódy pouºívané na

výpo£et rezerv. Znamená to, ºe potrebujeme eliminova´ vplyp ú£tovných rokov na dáta.
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3.1 CL model 3 RE�AZOVO - REBRÍKOVÁ METÓDA

Poznámka 2. Koe�cienty fj nazývame vývojovými koe�cientami, pomermi súvislosti

alebo aj CL faktormi. Sú hlavným bodom záujmu v CL metóde a popisujú, ako súvisia

za sebou idúce kumulované platby. Naj´aºie na metóde je stanovenie vhodných odhadov

pre tieto koe�cienty.

V nasledujúcej leme na£rtneme výpo£et údajov vo vývojovom trojuholníku.

Lema 1. [5] Za platnosti predpokladov modelu máme

E [Ci,j|DI ] = E [Ci,J |Ci,I−i] = Ci,I−ifI−i...fJ−1

pre v²etky 1 ≤ i ≤ I.

DI = {Ci,j; i+ j ≤ I, 0 ≤ j ≤ J} je mnoºina pozorovaní v £ase I, teda horný trojuhol-

ník vo vývojovej trojuholníkovej schéme.

Dôkaz. Vyuºijeme podmienenú strednú hodnotu, nezávislos´ rokov nastania udalosti a

predpoklady modelu.

E [Ci,j|DI ] = E [Ci,j|Ci,0, ..., Ci,I−i]

= E [E [Ci,J |Ci,J−1] |Ci,0, ..., Ci,I−i]

= fJ−1E [Ci,J−1|DI ]

Ak budeme obdobne pokra£ova´, dostaneme sa aº po diagonálu i+ j = I, a teda po

vý²ku poh©adávky. Analogicky pre E [Ci,J |Ci,I−i].

V¤aka Leme 1 poznáme algoritmus na predpovedanie kone£nej vý²ky poh©adávok

Ci,J daných pozorovaniami DI . Tento algoritmus je rekurzívny. Pre známe faktory fj

sú potom nevysporiadané poistné plnenia v roku nastatia udalosti i zaloºenom na DI
predpovedané ako

E [Ci,j|DI ]− Ci,I−i = Ci,I−i(fI−i...fJ−1 − 1).

Cie©om tejto metódy je odhadnú´ kone£nú vý²ku poh©adávok pre kaºdý rok nastatia

udalosti i, teda Ci,J . Pre rezervy v roku i potom máme:

R̂i = Ĉi,J − Cpaid
i,I−i. (3.1.1)

Máme teda �najlep²í odhad� rezerv pre rok nastatia udalosti i v £ase I, zaloºený

na informácii DI a známych faktoroch fj. V skuto£nosti v²ak vä£²inou faktory fj

26
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nepoznáme a taktieº ich potrebujeme vhodne odhadnú´. Pre j = 0, ..., J−1 ich budeme

odhadova´ nasledovne:

f̂j =

∑I−j−1
i=0 Ci,j+1∑I−j−1
i=0 Ci,j

=

I−j−1∑
i=0

Ci,j∑I−j−1
k=0 Ck,j

Ci,j+1

Ci,j
. (3.1.2)

Poznámka 3. Ak je posledným rokom vo vývojovom trojuholníku rok J , potom in-

terpretujeme £ísla v tomto roku ako kone£né mnoºstvo poh©adávok. Potom faktor fJ

zna£í CL faktor od roku J − 1 do kone£ného stavu a nazývame ho chvostový faktor (z

angl. tail faktor).

Poznámka 4. Jednotlivé (pre kaºdé dve susediace bunky v riadkoch vývojového troju-

holníka) pozorované CL faktory sú dané ako

Fi,j =
Ci,j+1

Ci,j
pre Ci,j, Ci,j+1 ∈ DI . (3.1.3)

Potom

f̂j =
CI−j−1,j+1

CI−j−1,j
=

I−j−1∑
i=0

Ci,j
CI−j−1,j

Fi,j. (3.1.4)

Teda f̂j je váºený priemer Fi,j s váhami Ci,j.

Veta 1. [5] Odhad pomocou CL metódy - CL odhad - pre E [Ci,j|DI ] je daný ako:

ĈCL
i,j = E [Ci,j|DI ] = Ci,I−if̂I−i...f̂j−1 = Ci,I−i

k=I−i∏
j−1

f̂k (3.1.5)

pre i+ j > I

Ak uvaºujeme o CL metóde £isto mechanicky, potom algoritmus spomenutý vy²²ie

vedie k CL rezervám. Tento algoritmus je £asto pouºívaný bez úvah o stochastických

£astiach modelu.

De�nujeme mnoºinu

Bk = Ci,j; i+ j ≤ I, 0 ≤ j ≤ k ⊆ DI . (3.1.6)

Obzvlá²´ máme BJ = DI , £o je mnoºina pozorovaní v £ase I.

Lema 2. [5] Za platnosti predpokladov modelu platia nasledujúce tvrdenia:

(a) Ak je Bj dané, tak potom je f̂j nevychýleným odhadom fj, teda E[f̂j|Bj] = fj.
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3.1 CL model 3 RE�AZOVO - REBRÍKOVÁ METÓDA

(b) f̂j je (nepodmienene) nevychýleným pre fj, teda E[f̂j] = fj.

(c) E[f̂0...f̂j] = E[f̂0]...E[f̂j], teda f̂0, ..., f̂J−1 sú nekorelované.

(d) Pri danom Ci,I−i je Ĉ
CL
i,j nevychýleným odhadom pre E[Ci,J |DI ] = E[Ci,J |Ci,I−i],

teda E[ĈCL
i,j |Ci,I−i] = E[Ci,J |DI ].

(e) ĈCL
i,j je (nepodmienene) nevychýleným pre E[Ci,J ], teda E[Ĉ

CL
i,j ] = E[Ci,J ].

Dôkaz. (a) Vyuºitím merate©nosti Ci,j vzh©adom na Bj, zo závislosti rôznych rokov

nastania udalosti a predpokladov modelu dostaneme

E[f̂j|Bj] =
∑I−j−1

i=0 E[Ci,j+1|Bj]∑I−j−1
i=0 Ci,j

=

∑I−j−1
i=0 E[Ci,jfj]∑I−j−1

i=0 Ci,j
= fj.

To automaticky implikuje podmienenú nevychýlenos´.

(b) Vyplýva z (a).

(c) Uvaºujme

E[f̂0...f̂j] = E[E[f̂0...f̂j|Bj]]

= E[f̂0...f̂j−1E[f̂j|Bj]

= E[f̂0...f̂j−1]fj

= E[f̂0...f̂j−1]E[f̂j].

Keby sme ¤alej pokra£ovali rovnakým spôsobom, dostaneme sa priamo k tvrdeniu

(c).

(d) Aby sme dokázali nevychýlenos´ CL odhadu, uvaºujme

E[ĈCL
i,J |Ci,I−i] = E[Ci,I−if̂I−i...f̂J−2f̂J−1|Ci,I−i]

= E[Ci,I−if̂I−i...f̂J−2E[f̂J−1|BJ−1]|Ci,I−i]

= fJ−1E[Ĉ
CL
i,J |Ci,I−i].

�al²ími iteráciami by sme sa dostali k

E[ĈCL
i,J |Ci,I−i] = Ci,I−ifI−i...fJ−1 = E[Ci,J |DI ].
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(e) Vyplýva z (d).

Poznámka 5. Na prvý poh©ad môºe by´ nekorelovanos´ CL faktorov f̂j prekvapujúca,

ke¤ºe susediace odhady týchto faktorov v skuto£nosti závisia z £asti na rovnakých

dátach (pre jeden faktor sa vyskytnú v £itateli a pre susediaci v menovateli).

Poznámka 6. V Leme 3 sme dokázali, ºe CL faktory f̂j sú nekorelované. To v²ak

neznamená, ºe sú nezávislé. V skuto£nosti sú závislé a vieme dokáza´, ºe ²tvorce dvoch

nasledujúcich faktorov f̂j a f̂j+1 sú záporne korelované.

Poznámka 7. Lema v bode a) dokazuje, ºe CL faktory sú odhadované nevychýlenými

odhadmi f̂j. To perfektne sedí pre de�níciu CL odhadu. Existujú aj iné nevychýlené

odhady, av²ak práve tieto plnia optimaliza£né kritéria pre ur£ité predpoklady variancie.

Poznámka 8. Lema v bode d) dokazuje, ºe pre najlep²í odhad E[Ci,j|DI ] obdrºíme

nevychýlené odhady ĈCL
i,j . To potvrdzuje, ºe CL algoritmus je vhodný v rámci ²truktúry

CL modelu pre akéko©vek pravdepodobnostné rozdelenie.

CL model existuje aj v stochastickej verzii, pri£om od predchádzajúceho modelu sa

lí²i v po£iato£ných predpokladoch. Stochastický CL model jestvuje v nieko©kých podo-

bách, av²ak pod©a [6] Mackov model najlep²ie odráºa skuto£nú podstatu CL metódy.

Predpoklady 2. Pre stochastický CL model, inak nazývaný aj Mackov model, uvaºu-

jeme tieto prepoklady [3, 5]:

1. Existujú faktory f0, ..., fJ−1 také, ºe platí

E[Ci,j−1|Ci,j] = fj−1Ci,j−1, 0 ≤ i ≤ I, 1 ≤ j ≤ J.

2. Kumulované platby Ci,j sú v rôznych rokoch nastatia udalosti i nezávislé.

3. Existujú kon²tanty σ2
0, ..., σ

2
j−1 také, ºe platí

V ar (Ci,j|Ci,j−1) = σ2
j−1Ci,j−1, 0 ≤ i ≤ I, 1 ≤ j ≤ J.

Prvé dva predpoklady tohto modelu sú v²ak ve©mi silné a preto v praxi £asto nespl-

nené. �o sa týka prvého predpokladu, sta£í, ºe nastanú organiza£né zmeny, napríklad
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sa zrýchli proces vyplácania poh©adávok. Druhý predpoklad hovorí o tom, ºe kalen-

dárny rok (na diagonále) nemá ºiaden vplyv, av²ak v praxi to nie je pravda. Môºe sa

zmeni´ in�ácia, legislatíva, organiza£ná ²truktúra a kumulované platby z¤aleka nebudú

nezávislé.

Navy²e, vo vývojových trojuholníkoch sú hne¤ tri kritické zóny. Jednak pravý horný

roh, kedy máme príli² málo dát na presné ur£enie odhadov, teda jednotlivé dáta majú

ve©mi silný vplyv na CL faktory v posledných rokov. Druhým problémom je ©avý

dolný roh, kedy máme málo dát pre najbliº²ie roky nastania udalosti. Môºe by´ medzi

nimi aj outlier a ke¤ºe máme málo dát, na výpo£et rezerv by to malo vé©ký vplyv.

Posledným problémom je samotná diagonála. Outlier na diagonále totiº môºe spôsobi´

ako precenenie, tak aj podcenenie rezerv v tom danom roku nastania udalosti.

CL metóda je povaºovaná za ve©mi jednoduchú, av²ak aj pre vy²²ie uvedené dôvody

je niekedy jednoduchá aº príli². Preto sa v praxi £asto robia manuálne úpravy a teda

aktuári skuto£ne musia vedie´, aké informácie sa v dátach nachádzajú. Z toho vyplýva,

ºe CL metóda nie je aº taká algoritmická, ako sme si mysleli na za£iatku.

3.2 Chyba predikcie

V predchádzajúcej £asti sme sa venovali tomu, ako odhadnú´ vý²ku technických rezerv

pomocou CL metódy. Chceme v²ak aj vedie´, aké dobré su na²e odhady, a preto budeme

venova´ nasledujúcu podkapitolu chybám odhadov. Z toho dôvodu sme potrebovali

zade�nova´ stochastický model. Aby sme zmerali kvalitu odhadov, budeme pouºíva´

druhé momenty, teda budeme po£íta´ takzvanú chybu predikcie (msep, z anglického

mean square error of prediction).

Chyba predikcie odhadu Ĉi,J , teda chyba odhadu kone£nej vý²ky poh©adávky Ci,J

je de�novaná ako

msep(Ĉi,J) = E((Ĉi,J − Ci,J)2|D), (3.2.1)

kde D je mnoºina pozorovaní, ktorú máme k dispozícii. V trojuholníkovej schéme je to

teda ©avý horný trojuholník. Pre chybu odhadov rezerv potom dostávame

msep(R̂i) = E((R̂i −Ri)
2|D = E((Ĉi,J − Ci,J)2|D) = msep(Ĉi,J).

Vidíme teda, ºe chyba odhadu rezerv v jednotlivých rokoch i je rovná chybe odhadu
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kone£nej vý²ky poh©adávok v danom roku i. �alej vyuºijeme v²eobecné pravidlo pre

strednú hodnotu E(X−a)2 = V ar(X)+(E(X)−a)2. Dosadením do (3.2.1) dostávame

msep(Ĉi,J) = V ar(Ci, J |D) + (E(Ci,J |D)− Ĉi,J)2, (3.2.2)

£o je vlastne suma stochastickej chyby a chyby odhadu.

Ke¤ºe podobne ako pri faktoroch fj nepoznáme presnú hodnotu σ2
j , musíme ju

odhadnú´, a to nasledovne:

σ2
j =

1

I − j − 1

I−j−1∑
i=0

Ci,j

(
Ci,j+1

Ci,j
− f̂j

)2

. (3.2.3)

E²te v kapitole 2 sme si povedali, ºe uvaºujeme I = J. Táto metóda je v²ak pouºite©ná

aj v prípade I 6= J . Problém v²ak nastáva v prípade, ºe nemáme I ≤ J a teda nedoká-

ºeme odhadnú´ parameter σ2
J−1. Túto situáciu rie²i Mack v [3]. V prípade, ºe f̂J−1 = 1

a vývojový proces poh©adávok po roku J−1 kon£í, môºeme zvoli´ σ2
J−1 = 0. V prípade,

ºe nie, zvolíme σ2
J−1 = min

{
σ4
J−2

σ2
J−3

, σ2
J−3, σ

2
J−2

}
. Po de�novaní v²etkých premenných sa

dostávame k samotnému odhadu chyby v nasledujúcej vete.

Veta 2. Za platnosti predpokladov stochastického CL modelu odhadujeme priemernú

chybu predikcie msep(R̂i) pomocou

m̂sep
(
R̂i

)
=
(
ĈCL
i,J

)2 J−1∑
j=I−i

σ̂2
j

f̂ 2
j

(
1

ĈCL
i,j

+
1∑I−j−1

i=0 Ci,j

)
. (3.2.4)

Obsiahly dôkaz, ºe rovnica (3.2.4) platí, sa nachádza v [3].

Aby sme mali predstavu aj o celkovej chybe, teda o msep(R̂), nemôºme iba jedno-

ducho zráta´ odhadnuté chyby predikcií v jednotlivých rokoch i, pretoºe tieto chyby sú

korelované v¤aka odhadom f̂j a σ̂j. Preto na výpo£et chyby predikcie celkovej kone£nej

vý²ky rezervy pouºijeme iný vzorec.

Veta 3. Za platnosti predpokladov stochastického CL modelu odhadujeme celkovú chybu

predikcie msep(R̂), kde R =
∑I

i=1Ri, pomocou

m̂sep(R̂) =
I∑
i=1

m̂sep(R̂i) + 2
∑

1≤i<k≤I

ĈCL
i,J Ĉ

CL
k,J

J−1∑
j=I−i

σ̂2
j/f̂

2
j∑I−j−1

i=0 Ci,j
. (3.2.5)

Podobne ako dôkaz pre (3.2.4), aj dôkaz pre (3.2.5) sa nachádza v [3].
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�a©²ím ukazovate©om chyby, ktorý vieme spo£í´at je varian£ný koe�cient. Ozna£u-

jeme ho Vco (z angl. variational coe�cient). Tento koe�cient môºeme bra´ ako akúsi

mieru neistoty. Je to neistota, ktorá vzniká v dôsledku predikovania náhodných pre-

menných.

Pre jednotlivé roky nastania udalosti i tento koe�cient vypo£ítame ako:

V coi = V̂ co(Ci,J − Ci,I−i|DI) =
V̂ ar(Ci,J |DI)1/2

ĈCL
i,J − Ci,I−i

. (3.2.6)

V praxi sa od poistných matematikov vyºaduje miera neistoty okolo 5%.

Na vypo£ítanie miery neistoty potrebujeme vedie´ vypo£íta´ varianciu. Pouºijeme

na to nasledujúce vzorce, odvodené v [5]. Varianciu v roku i odhadujeme ako

V̂ ar(Ri|DI) =
(
ĈCL
i,J

)2 J−1∑
j=I−i

σ̂2
j/f̂

2
j

ĈCL
i,j

. (3.2.7)

Ke¤ºe povaºujeme jednotlivé roky nastania udalosti za nezávislé, môºeme vypo£íta´

celkovú varianciu ako sumu jednotlivých variancií v rokoch i.
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4 Metóda Bornhuetter - Fergusona

Metóda Bornhuetter - Fergusona nesie meno pod©a svojich zostavite©ov. Túto metódu

prvýkrát uverejnili v roku 1972 vo ve©mi úspe²nom £lánku [1]. �tartovacím bodom pre

túto metódu je vývojový trojuholník, podobne ako pri ostatných metódach, ktorých

cie©om je predpoveda´ vý²ku potrebných rezerv. Hlavnou my²lienkou BF metódy (pre

u©ah£enie budeme pouºíva´ túto skratku) je vyuºitie pri stanovení vý²ky poistného

pre poistencov. Pre stanovenie vý²ky poistného potrebuje najprv pois´ov¬a dobre od-

hadnú´ vý²ku celkového pistného, ktoré v budúcom roku vyplatí, aby sa nedostala do

�nan£ných problémov. Tieto odhady musí pochopite©ne spravi´ e²te predtým, neº má

k dispozícii akéko©vek údaje o pozorovaniach v danom nadchádzajúcom roku nastania

udalosti.

4.1 BF model

Podobne ako algoritmus CL metódy je aj algoritmus BF metódy z ve©kej £asti £isto

mechanický. BF metóda je podobne ako CL metóda deterministická, av²ak vhodným

zade�novaním niektorých submodelov ju vieme prerobi´ aj na metódu stochastickú.

Vo v²eobecnosti je BF metóda ve©mi robustná. To je ve©mi výhodné, pretoºe na

rozdiel od CL metódy, prípadné outliere nám odhad rezerv nijako významne neovplyv-

nia. Taktieº, na rozdiel od CL metódy je BF metóda dobre aplikovate©ná aj v prípade

chýbajúcich dát, ke¤ºe nie je zaloºená iba na pozorovaniach.

Predpoklady 3. Pre BF model uvaºujeme tieto predpoklady [5]:

1. Kumulované platby Ci,j sú v rôznych rokoch nastatia udalosti i nezávislé.

2. Existujú parametre µ0, ..., µI > 0 a percentuálna postupnos´ β0, ..., βJ > 0 s βJ = 1

také, ºe pre v²etky 0 ≤ i ≤ I, 0 ≤ j ≤ J − 1 a 1 ≤ k ≤ J − j platí

E[Ci,0] = β0µi,

E[Ci,j+k|Ci,0, ..., Ci,j] = Ci,j + (βj+k − βj)µj.

Z predpokladov modelu teda vyplýva, ºe E[Ci,j] = βjµi a E[Ci,J ] = µi. Ak Ci,j

sú kumulované paltby, tak potom postupnos´ {βj}j=0,...,J predstavuje kumulatívny tok
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pe¬azí. Pouºíva sa hlavne v prípade, ºe hodnota pe¬azí v £ase sa ve©mi mení, napríklad

kvôli in�ácii.

Podobne ako pri CL metóde, ani pri BF metóde nepoznáme presné hodnoty koe�-

cientov βj a µi, preto ich musíme vhodne odhadnú´. Pre µi potrebujeme odhad µ̂i. Je

to vlastne o£akávaná kone£ná vý²ka poh©adávok v roku i. Zvy£ajne to býva hodnota

vyplývajúca zo strategického plánu �rmy, alebo hodnota pouºívaná na výpo£et vý²ky

poistného. Hodnota µi by mala by´ odhadnutá bez oh©adu na akéko©vek pozorovania,

ide teda o £isto expertný odhad.

Taktieº βj by bolo vhodné odhadova´ nezávisle na pozorovaniach. Av²ak v praxi sa

zvy£ajne pri výpo£te týchto koe�cientov vraciame k CL metóde, kedy sme odhadovali

faktory f̂k.

Veta 4. [5] Ak f̂k predstavuje odhad pre vývojové koe�cienty fk, tak potom

β̂
(CL)
j = β̂j =

J−1∏
k=j

1

f̂k
. (4.1.1)

Dôkaz. Vzorec na výpo£et βj je ©ahké zdôvodni´, a to nasledovne. Pre dané CL faktory

f̂j a nový rok nastania udalosti máme:

ĈCL
i,j = Ci,0

j−1∏
k=0

f̂k

R̂CL
i = Ci,0

J−1∏
k=0

f̂k.

Z toho máme

β̂j =
ĈCL
i,j

R̂CL
i

=
J−1∏
k=0

f̂−1k .

Veta 5. [6] Odhad pomocou BF metódy - BF odhad - pre i+ j > I je daný ako:

ĈBF
i,j = Ci,I−i + (β̂j − β̂I−i)µ̂i. (4.1.2)

Pre rezervy, ktoré sa vz´ahujú na rok nastatia udalosti i, potom pod©a BF metódy

máme:

R̂BF
i = (1− β̂j)µ̂i. (4.1.3)
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5 Vzorové príklady

5.1 Jednoduchý príklad

V tejto kapitole si na nieko©kých príkladoch porovnáme výsledky vypo£ítané pomocou

CL a BF metódy v MS Excel. Ako prvý si ukáºeme jednoduchý príklad (Tabu©ka 9) s

kumulovanými platbami. Za£ali sme s pôvodnými dátami z [5], ktoré tvorili ©avý horný

trojuholník. Vidíme, ºe I = J = 9. Teda ak je teraz rok 2013, pre ktorý ideme rezeevy

predpoveda´, znamená to, ºe udalosti, ktoré nastali v roku i = 5 vlastne nastali v

roku 2008. Potom napríklad rok vývoja udalosti j = 3 pre i = 5 uvádza, ako sa

naakumulovali platby do roku 2012 vrátane.

Ako prvé potrebujeme doplni´ pravý dolný trojuholník. Za£neme výpo£tom pomo-

cou CL metódy. Pomocou vzorca (3.1.2) sme vypo£ítali odhadované faktory f̂j. To je

vlastne jediné, £o v CL metóde potrebujeme na výpo£et jednotlivých ĈCL
i,j . Preto bolo

¤al²ím krokom doplnenie pravého dolného trojuholníka pomocou vzorca (3.1.5). CL re-

zerva pre daný rok i sa následne zráta ako rozdiel medzi kone£nou o£akávanou vý²kou

kumulovaných platieb v danom roku a momentálnou vý²kou kumulovaných platieb v

danom roku. Napríklad pre rok i = 5 je o£akávaná kone£ná vý²ka poh©adávok 10 092

247, pri£om momentálna vý²ka kumulovaných platieb je 9 935 753. Plánované rezervy

sú teda 10 092 247 - 9 935 753 = 156 494. V²etky výsledky a teda odhady jednotlivých

kumulovaných platieb a rezerv uvádzame v preh©adnej tabu©ke. V Tabu©ke 9 sú ²edou

farbou vyzna£ené údaje, ktoré bolo treba vypo£íta´ pomocou ²tatistických metód.

Nezaujímajú nás v²ak iba vypo£ítané odhady, chceme aj vedie´, nako©ko im môºme

dôverova´. Ako sme uº spomenuli v Kapitole 3.2, nezávisí na tom, £i rátame chybu

predikcie rezerv alebo chybu predikcie kone£nej vý²ky poh©adávky, pretoºe sa rovnajú.

Na odhadnutie predik£ných chýb v jednotlivých rokoch i sme pouºili vzorec (3.2.4).

Posledným krokom bolo vypo£ítanie celkovej chyby predikcie. Treba si v²ak opätovne

uvedomi´, ºe kvôli korelácii odhadov chyby v jednotlivých rokoch nemôºme chyby jed-

noducho s£íta´. Potrebujeme pouºi´ vzorec (3.2.5).

Budeme teraz sledova´ správanie sa chyby a mieru neistoty v jednotlivých rokoch

nastatia udalosti. Kvôli lep²ej preh©adnosti uvádzame tieto údaje v novej Tabu©ke 10.

Vidíme, ºe chyba je najniºia pre i = 1, potom rastie aº do maxima v i = 6 a následne
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opä´ klesá. Nízka chyba v prvých rokoch je dosahovaná v¤aka informáciam o vývoji

platieb v dlhom £asovom období. To znamená, ºe máme dostatok pozorovaní za minulé

roky, pri£om potrebujeme odhady len pre málo budúcich rokov. Chyba v²ak postupne

rastie a to jednoducho preto, ºe £ím nov²í rok nastania udalosti máme, tým sa zni-

ºuje mnoºstvo dostupných pozorovaní pre daný rok. Takisto sa aj zniºuje po£et údajov

za minulé roky, teda ako sa iné roky vyvíjali po takom istom £asovom úseku. To zas

ovplyv¬uje výpo£et koe�cientu f̂j a taktieº zvy²uje chybu. Posledné roky i dosahujú

opä´ niº²ie chyby. Tieto roky nastatia udalosti síce e²te nemajú zaznamenaný dosta-

to£ne dlhý vývoj, av²ak máme dostatok pozorovaní na vhodný výpo£et parametru f̂j,

a ke¤ºe sa predpokladá, ºe kaºdý nasledujúci rok sa správa ako roky minulé, chyba

bude men²ia.

V predposlednom st¨pci Tabu©ky 10 po£ítame varianciu rezerv v roku i ako aj cel-

kovú varianciu pomocou vzorca 3.2.7. Variancia, alebo inak aj rozptyl, ur£uje strednú

kvadratickú odchýlku jednotlivých hodnôt od výberového priemeru. V na²om príklade

má tento st¨pec skôr pomocný charakter, ke¤ºe hodnota variancie je potrebný údaj na

vypo£ítanie miery neistoty V coi. V coi vypo£ítame pomocou vzorca (3.2.6). Vidíme, ºe

miera neistoty V coi má podobnú stúpajúcu, resp. klesajúcu tendenciu ako chyba pred-

ikcie. Je to spôsobené úzkym súvisom medzi týmito dvoma premennými vyplývajúcim

aj z (3.2.7). Celková miera neistoty vy²la v tomto prípade 7,03%. Ako bolo spomenuté

v Kapitole 4, v praxi sa vyºaduje miera neistoty okolo 5%, preto by ur£ite v tomto

prípade aktuári e²te manuálne upravovali £ísla.

Ako druhú metódu sme zvolili výpo£et pomocou BF metódy. Táto metóda je na

výpo£ty trochu náro£nej²ia, preto nebudeme po£íta´ chyby merania ani mieru neistoty.

K ich výpo£tom by sme potrebovali nemalé mnoºstvo matematickej teórie. Vypo£ítame

iba rezervy, aby sme ich mohli porovna´ s rezervami vypo£ítanými pomocou CL me-

tódy. BF metóda nie je zaloºená £isto na pozorovaniach, a preto potrebujeme najprv

stanovi´ expertné odhady, ktoré ur£ia o£akávanú kone£nú vý²ku platieb pre daný rok.

Tieto odhady sú pouºité z [5]. Nasleduje výpo£et βI−i. Priamo βI−i vypo£íta´ nedo-

káºeme, budeme preto po£íta´ len jej odhad β̂I−i pomocou (4.1.1), pri£om pouºijeme

koe�cienty f̂j vypo£ítané v CL metóde. Expertné odhady µ̂i a vypo£ítané koe�cienty

β̂I−i uvádzame v Tabu©ke 11. Výsledky vypo£ítané pomocou BF metódy uvádzame v
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Tabu©ke 12.

Vidíme, ºe rezervy, £i uº v jednotlivých rokoch alebo celkové, zrátané pomocou BF

metódy sú vy²²ie. V praxi to znamená, ºe expertné odhady sú zjavne pesimistickej²ie.

5.2 Príklad s outlierom

V Kapitole 3 sme spomínali, ako ve©mi ovplyvnia outliere výsledné predikcie. V na-

sledujúcom príklade umelo zmeníme jeden údaj tak, aby vznikol outlier a budeme

pozorvoa´ správanie sa výpo£tov v CL aj BF metóde. Rozhodli sme sa zmeni´ údaj na

pozícii (5,4) z 9 935 753 EUR na ove©a vy²²ie £íslo, na 14 935 753 (+ 5 000 000 oproti

pôvodnému). Zvolili sme £íslo na diagonále, lebo ako bolo spomenuté v tretej kapitole,

práve údaje na týchto pozíciach zásadne ovplyv¬ujú vý²ku odhadovaných rezerv ako

aj chybu predikcií. Následkom tohto outlieru sa zmení hodnota dvoch podstatných

koe�cientov v CL metóde, a to:

• vývojového koe�cinetu f̂3 z 1.0148 na 1.0977,

• variancie σ̂3 z 19.8467 na 646.3762.

Ke¤ºe sme zmenili údaj v riadku i = 5, zmenia sa taktieº v²etky predikované re-

zervy, chyby a aj miera neistoty od tohto roku. Údaje vypo£ítané pomocou CL metódy

pre tento príklad uvádzame v Tabu©ke 13. Úmerne navý²eniu platieb sa zmenili aj

o£akávané rezervy pre daný rok. Ke¤ºe v²ak pri CL metóde vychádzame z predpo-

kladu podobnosti rokov, outlier má ve©ký vplyv hlavne na nasledujúce najbliº²ie roky.

V roku i = 6 sa rezervy takmer zo²tvornásobili, v roku i = 7 sa viac neº zdvojnáso-

bili. Prudké stúpnutie variancie spôsobilo aj ve©ký nárast chyby predikcie. V roku i=6

narástla chyba predikcie z 25,57% na 201,31%. Celková chyba predikcie sa zvý²ila aº

na 53,63%, £o zna£í ve©mi neisté predikcie. To potvrdzuje aj miera neistoty, ktorá je

v celkovej hodnote 42,30%. Potvrdili sa na²e o£akávania, ºe v prípade outliera je CL

metóda ve©mi nespo©ahlivá a bez manuálneho zásahu prakticky nepouºite©ná.

Otestovali sme tie isté dáta aj pomocou BF metódy. Ako prvé musíme zmeni´

expertný odhad pre µ̂5, £o predstavuje kone£nú predpokladanú vý²ku platieb v roku

i = 5. Pre jednoduchos´ sme pripo£ítali k pôvodnému odhadu 5 000 000 EUR a od-

hady v ¤a©²ích rokoch sme nemenili. Outlier mal vplyv aj na hodnoty β̂I−i, ktoré sa
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zníºili. Nakoniec sme vypo£ítali predikované rezervy pre tento prípad. Nové hodnoty

sú uvedené v Tabu©ke 14. Vidíme, ºe aj pri pouºití BF metódy sa celkové rezervy

navý²ili. Vo v²eobecnosti sa v²ak vie BF metóda s outliermi vysporiada´ ove©a lep²ie

ako CL metóda. V tomto prípade, ak by sme porovnali percentuálne navý²enie rezerv,

v prípade CL metódy sa rezervy navý²ili o 50,71 % vo£i pôvodným a v prípade BF

metódy o 40,20%. Teda napriek tomu, ºe pozorujeme ve©ký nárast rezerv pri pouºití

oboch metód sa potvrdilo, ºe BF metóda nie je nato©ko ovplyvnená outliermi ako CL

metóda. �a©²ími manuálnymi zásahmi do expertných odhadov BF metódy by sme boli

schopní jej odhady e²te vylep²i´.
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i
(
m̂sepR̂i

)1/2 (
m̂sepR̂i

)1/2
%

(
V̂ arR̂i

)1/2
V̂ coi%

0 - - -

1 268 1,77% 191 1,26%

2 915 3,49% 742 2,83%

3 3 052 8,84% 2 661 7,71%

4 7 631 8,95% 6 835 8,01%

5 33 358 21,32% 30 496 19,49%

6 73 162 25,57% 67 883 23,73%

7 82 910 18,46% 77 418 17,24%

8 132 736 12,72% 125 266 12,01%

9 412 511 10,44% 391 568 9,91%

Spolu 463 505 7,66% 424 974 7,03%

Tabu©ka 10: Príklad 1 - výpo£et pomocou CL metódy, zdroj po£iato£ných dát: [5].

i µ̂i β̂I−i

0 11 653 101 100,0%

1 11 367 306 99,9%

2 10 962 965 99,8%

3 10 616 762 99,6%

4 11 044 881 99,1%

5 11 480 700 98,4%

6 11 413 572 97,0%

7 11 126 527 94,8%

8 10 986 548 88,0%

9 11 618 437 59,0%

Tabu©ka 11: Príklad 1 - koe�cienty pre BF metódu.
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5.2 Príklad s outlierom 5 VZOROVÉ PRÍKLADY

i CL Rezervy
(
m̂sepR̂i

)1/2 (
m̂sepR̂i

)1/2
%

(
V̂ arR̂i

)1/2
V̂ coi%

0 0 - - - -

1 15 126 268 1,77% 191 1,26%

2 26 257 915 3,49% 742 2,83%

3 34 538 3 052 8,84% 2 661 7,71%

4 85 302 7 631 8,95% 6 835 8,01%

5 235 247 42 987 18,27% 37 881 16,10%

6 1 067 423 2 148 852 201,31% 2 000 460 187,41%

7 1 160 018 1 955 819 168,60% 1 820 778 156,96%

8 1 752 999 1 956 030 111,58% 1 821 098 103,88%

9 4 736 872 2 206 060 46,57% 2 055 393 43,39%

Spolu 9 113 783 4 888 049 53,63% 3 854 815 42,30%

Tabu©ka 13: Príklad 2 - výpo£et pomocou CL metódy v prípade outliera, zdroj po£ia-

to£ných dát: [5].

i µ̂i β̂I−i BF Rezervy

0 11 653 101 100,0% 0

1 11 367 306 99,9% 16 125

2 10 962 965 99,8% 26 999

3 10 616 762 99,6% 37 576

4 11 044 881 99,1% 95 434

5 16 480 700 98,4% 255 556

6 11 413 572 89,7% 1 177 175

7 11 126 527 87,7% 1 370 716

8 10 986 548 81,4% 2 048 496

9 11 618 437 54,5% 5 285 510

Spolu 10 313 586

Tabu©ka 14: Príklad 2 - koe�cienty a vypo£ítané rezervy v prípade pouºitia BF metódy.
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Záver

Plánovanie technických rezerv je ve©mi dôleºitou úlohou poistných matematikov, pô-

sobiacich v oblasti neºivotného poistenia. Správnym odhadom potrebných rezerv za-

bezpe£ujú pois´ov¬u pred potenciálnymi �nan£nými problémami.

V tejto práci sme sa snaºili o ozrejmi´ základné metódy odhadov rezerv. Predstavili

sme si, £o to vlastne technické rezervy sú a na £o slúºia. Snaºili sme sa uvies´ £itate©a

do problematiky známych a neznámych poh©adávok. Ukázali sme, ako poh©adávka

vzniká a uviedli nieko©ko modelových situácií, ako sa takéto poh©adávky vyplácajú. V

rámci podkapitoly 2.3 o nevysporiadaných poistných plneniach sme de�novali vývojový

trojuholník (Tabu©ka 4). Vývojové trojuholníky majú podstatnú úlohu pri plánovaní

technických rezerv, ke¤ºe slúºia ako základná po£iato£ná schéma pre kaºdú metódu.

Najpouºívanej²ou metódou na odhad technických rezerv je re´azovo - rebríková me-

tóda (CL metóda). Jej najvä£²ou výhodou je jej jednoduchos´. Ve©mi známou, av²ak

v praxi ove©a menej pouºívanou metódou je metóda Bornhuetter - Fergusona (BF

metóda). Zatia© £o CL metóda je zaloºená £isto na dostupných pozorovaniach, v BF

metóde sú ove©a podstatnej²ie odhady kumulatívneho toku pe¬azí β̂j a o£akávanej ko-

ne£nej vý²ky poh©adávok µ̂i, ktoré sa stanovujú na základe expertných odhadov. Z

tohto poh©adu sú tieto dve metódy akými protipólmi a najlep²ie by bolo skombinova´

ich.

Výhodou BF metódy je napríklad moºné pouºitie v prípade chýbajúcich dát. V

na²ej bakalárskej práci sme na odhad β̂j síce pouºívali vývojové koe�cienty z CL me-

tódy, ktoré vycházdajú z dostupných dát, av²ak odhad β̂j vieme stanovi´ aj pomo-

cou uº spomenutých expertných odhadov, a teda chýbajúce dáta nepredstavujú v BF

metóde ºiadny problém. Výhodou oboch metód je funk£nos´ bez oh©adu na pravde-

podobnostné rozdelenie dát. V praxi sa £oraz £astej²ie pouºívajú stochastické modely

namiesto deterministických. Sú náro£nej²ie na výpo£ty a predpoklady, av²ak zdatní

poistní matematici ich uprednost¬ujú kvôli presnej²ím výsledkom.

Ke¤ºe sme chceli algoritmy oboch metód nakoniec aplikova´ aj na dáta, zaujímalo

nás, aké budú presné. Pre CL metódu sme odvodili chybu predikcie 3.2.1, ktorá vyjad-

ruje rozdiel medzi na²imi odhadmi a skuto£nými hodnotami. Ke¤ºe skuto£né hodnoty

nepoznáme, v skuto£nosti sme v na²ich príkladoch po£ítali odhad chyby predikcie. In-
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formáciu o kvalite na²ích odhadov nám poskytla aj miera neistoty 3.2.6. V BF metóde

sme od odhadovania chyby predikcie upustili. V prípade potreby znalosti chýb pre-

dikcií BF metódy by sme museli vychádza´ z ¤al²ích matematických poznatkov, ako

napríklad Poissonov model a Gamma funkcia.

Na²im cie©om v závere£nej kapitole bolo porovna´ uvedené dve metódy na dostup-

ných dátach. Výpo£ty sme robili v MS Excel 2010. Ako prvý sme pouºili jednoduchý

príklad s �peknými� dátami, teda s dátami bez outlierov a bez chýbajúcich dát. V²e-

obecne sa predpokladá, ºe BF metóda sa stavia k rezervám pesimistickej²ie, a teda

poskytuje vy²²ie odhady ako CL metóda. Tento predpoklad sa potvrdil aj v na²om

prípade, kedy BF rezervy vy²li znate©ne vy²²ie ako CL rezervy. Pri po£ítaní CL rezerv

sme sa zaoberali aj ich presnos´ou. Dobrým ukazovate©om je 7% miera neistoty, v praxi

by sme od poistných matematikov v²ak vyºadovali presnej²ie výsledky.

Ve©mi zaujímavým testovaním bolo testovanie dát s outlierom. Pod©a dostupnej

teórie sme predpokladali, ºe vplyv outliera na CL rezervy bude ove©a vä£²í ako pri BF

rezervách, ke¤ºe priamo ovplyv¬uje v²etky medzivýpo£ty. V BF metóde ovplyv¬uje

outlier iba koe�cienty β̂j a tie vieme jednoducho upravi´. V na²om príklade sa síce

ukázalo, ºe vplyv outliera je v prípade CL metódy vä£²í ako v prípade BF metódy,

av²ak rozdiel nebol na prvý poh©ad aº taký pozorovate©ný. Obe rezervy totiº prudko

stúpli. Percentuálnym porovnaním sme zistili, ºe CL rezervy stúpli asi o 10% viac

ako BF rezervy. Zaujímavým pokra£ovaním tohto testovania by mohlo by´ pozorovanie

správania sa rezerv v prípade outlierov na rôznych pozíciach vývojového trojuholníka,

napríklad ako ve©mi zaváºi outlier v prvom roku a ako v poslednom roku nastania

udalosti, poprípade testovanie dát s viacerými outliermi.

Cie©om tejto práce bolo popísa´ postup pri odhadovaní oboma metódami tak, aby

£itate©ovi nerobilo problém tento postup zopakova´ na akýchko©vek dostupných dá-

tach. Táto práca by mohla slúºi´ ako východiskový materiál pre práce zamerané na

stochastické modely v neºivotnom poistení. Taktieº by na ¬u mohli nadväzova´ práce

venujúce sa iným metódam, pouºívaným na odhad technických rezerv (napríklad me-

tóda Renshaw Christo�des alebo Zehnwirtova metóda), ktoré by bolo moºné taktieº

aplikova´ na dáta a následne porovna´ výsledky.
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Príloha A

Priloºené CD s aplikáciou metód na dáta pouºité z [5] v MS Excel 2010.
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