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Abstrakt

Gregor, Viktor: Vztahy spektier matice a jej podmatic (Bakalarska praca), Uni-
verzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Ka-
tedra aplikovanej matematiky a Statistiky; vedici prace: Mgr. Martin Niepel,

PhD., Bratislava, 2013, 45s.

V tejto praci sme sa zaoberali vztahmi spektier matic a ich podmatic. Zhrnuli
sme zname vztahy pre hermitovské matice. Zov8eobecnili sme Cauchyho preplie-
taciu vetu a vyjadrili sme odhad vlastnych hodnét matic a podmatic pre na-
hodné matice pomocou Wignerovho polkruznicového zdkona. Skiimali sme, aké
st vztahy spektier pre markovovské matice. Zistili sme, aké su charakteristiky
spektier markovovskych matic pouzivanych v praxi (vstupno - vystupné matice a
SAM matice) a ukazali sme, ako velmi sa menia vlastné hodnoty ztzenim matice.
V zavere sme sa zaoberali vztahom vlastnych vektorov diagonalnych a symetric-
kych matic a podmatic.

Kruacové slova: Cauchyho preplietacia veta, podmatica, vlastna hodnota, mar-
kovovsk& matica, hermitovsk4 matica, vstupno - vystupna matica, Wignerov polk-

ruznicovy zékon



Abstract

Gregor, Viktor: The Relations of spectrums of Matrix and its Submatrices (Bache-
lor thesis), Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics
and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor:

Mgr. Martin Niepel, PhD., Bratislava, 2013, 45p.

In this thesis, we addressed the relation between eigenvalues of a matrix and its
submatrices. We summarized the known relations for Hermitian matrices. We ge-
neralized Cauchy interlacing theorem and stated an estimate of spectra of random
Hermitian matrices and submatrices using Wigner semicircle law. We examined
the relation of spectra of Markov matrices, determined the features of eigenvalues
of Markov matrices used in economic applications (input - output matrices and
SAM matrices) and showed how much they can change with reduction of matrix.
In the final part, we examined the relations of eigenvectors of diagonal and sym-
metric matrices and submatrices.

Key words: Cauchy interlacing theorem, submatrix, eigenvalue, Markov matrix,

Hermitian matrix, input - output matrix, Wigner semicircle law
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Uvod

Numericky vypocet vlastnych hodndét matic je dolezitou tlohou mnohych vedeckych
a inzinierskych oblasti. Pre matice velkych rozmerov je to vypoctovo velmi naro¢ny
problém. V praxi sa ale vyskytuja situacie, ked je potrebné urcit spektrum matic s roz-
mermi radovo niekolko tisic a viac. Pri takychto ulohéch su ¢asto pouzivané Krylovove
projekéné metody (viac o Krylovovych metodach sa da najst v publikacii [4] a kapitole
7.11 z [3]) . Tie vo v8eobecnosti aproximuji vlastné hodnoty pomocou ich Ritzovych
hodnét (vlastnych hodnot podmatic). V tejto praci sme sa zaoberali tedriou, ktora stoji
za tymito metdédami. Sktimali sme vztah vlastnych hodnot matic a ich podmatic. Pre
triedu hermitovskych matic je tento vztah znamy a nazyva sa Cauchyho preplietacia
veta. T4a v skratke hovori, Ze kazda vlastni hodnotu podmatice vieme ohranic¢it zdola
aj zhora vlastnou hodnotou povodnej matice.

Hlavnym ciefom tejto prace bolo zistit, ¢i vieme néjst podobny vztah aj pre inu
triedu matic, konkrétne pre markovovské matice. Otézkou bolo, ¢i z toho, Ze pozname
spektrum markovovskej matice, vieme zostrojit nejaké nerovnosti alebo ohranic¢enia
pre vlastné hodnoty podmatice. Kedze Krylovove projekéné metody sa vyuzivaju aj
pre matice, ktoré nie si hermitovské a zuZzenie matice moze byt nejaky typ projekcie,
aspon vo vicsine pripadov by takéto ohrani¢enia mohli existovat.

V prvej Casti prace sme zhrnuli znadmu teériu hermitovskych matic stvisiacu z pre-
plietacou vetou a tiez sme dokazali preplietaciu vetu vo vSeobecnejSom zmysle, ako je
vacsinou vyslovena v ucebniciach.

V dalgej ¢asti sme sa zaoberali markovovskymi maticami. V skratke sme popisali
ich aplikacie, a to markovovské procesy a vstupno - vystupné modely. Na to, aby sme
mohli skamat vlastnosti podmatic, sme museli zistit, ako spravne skonstruovat pod-
maticu markovovskej matice. Dalej sme sa zaoberali empirickymi maticami s redlnymi
datami z ekonémie. Cielom bolo zistit Specifické vlastnosti spektier matic vyuzivanych
v konkrétnych aplikaciach a napodobnit ich ndhodne generovanymi maticami v mate-
matickom softvéri MATLAB. Pomocou tychto simulécii sme overovali rozne hypotézy
o vlastnych hodnotach podmatic. Zistovali sme, ako vyzeraju typické spektra pri zi-
zeni empirickych matic a na druhej strane sme sa snazili najst protipriklad pre takéto

hypotézy. Teda najst maticu, ktord zizenim vyrazne zmeni svoje vlastné hodnoty.



V zaverecnej kapitole sme sa vratili k symetrickym a diagonalnym maticiam a ski-
mali sme vlastné vektory matic a ich podmatic, ¢im sme sa snazili navrhnat iny pohlad

na problematiku.



1 Definicie a pojmy

V tejto kapitole zhrnieme pouzité znacenie a definicie dolezitych pojmov. Definicie a
znenia tvrdeni su prebraté z publikicie [3] a st prispésobené konvenciam znacenia
pouzitym v tejto praci.

Matice budeme spravidla oznacovat velkymi tlac¢enymi pismenami A, B,U,V, M, .. ..
Ich zlozky oznacujeme prislusnymi malymi pismenami: A = {aij}@:L ...,m. Prvym in-
dexom 7 zna¢ime spravidla riadok a druhym indexom j stlpec. et
Transpoziciu matice A znac¢ime A7,
hermitovské zdruzenie matice A zna¢ime A7 = AT,

Hovorime, Ze matica A je symetrickd matica, ak splia rovnost A” = A. Obdobne, ma-
tica A je hermitovskd matica, ak splita rovnost A¥ = A.

Matica Uy, je unitdrna, ak splia rovnost U¥U = I. V takom pripade jej stipce tvoria
ortonormalnu bazu C".

Redlna matica M typu n x n je markovovskd (niekedy nazyvanéa aj stochastickd

matica) ak ma nezaporné zlozky a sucet zloziek po stipcoch je rovny 1, t.j. ak splia:
® My >0 VZ,]ZL,TL

.Zmij:]. \V/j:]_,,n
i=1

Vlastnd hodnota a vlastny vektor matice A su ¢islo A € C a nenulovy vektor x € C",

ktoré spliiaja rovnicu
Ax = Ax.

Ak st vlastné hodnoty n rozmernej matice A redlne, modZeme ich zoradit a oznacit
podla velkosti: A\; (A) > Ay (4) > ... > X, (4).

Mnozinu vlastnych hodnot matice A nazyvame spektrom matice A. Znacime ho
o(A), tedao(A)={ e C | Fx#0,Ax = \z}. Spektrilnym polomerom nazyvame
¢islo p(A) = max |Ail-

Nech A je matica typu n x m hodnosti r. Potom singuldrny rozklad matice mé tvar

A = UXVH, kde matice Unxn, Vinxm S0 unitirne matice a ¥, je redlna obdl7ni-

kova diagonalna matica s nezdpornymi prvkami. Prvych r diagonalnych zloziek ¥ je



nenulovych a nazyvame ich singuldrne hodnoty matice A. Ostatné diagonalne prvky si
nulové.

Singularne hodnoty matice mozeme ekvivalentne definovat ako druhé odmocniny z
nenulovych vlastnych ¢isiel matice A A. Zna¢ime ich podla velkosti:
s1(A) >s2(A)>...>5,.(A) > 0.

Matice A a B nazyvame podobné, ak existuje regularna matica C' taka, ze
C~'AC = B. Plati, 7Ze podobné matice maji rovnaké vlastné hodnoty.

Matica A je diagonalizovatelnd, ak je podobna diagonalnej matici. V&¢8inou budeme
pouzivat znacenie A = SAS™!, kde S je matica vlastnych vektorov a A je diagonalna
matica s vlastnymi hodnotami na diagonéle.

Vektorovd norma je funkcia ||x|| : C* — R spliiajica nasledujice vlastnosti:

Ve,y e C",a e C:
e [z]| >0 a |z[|=0&2=0,
o |laz| = laf - [l
o llz+yll <=l + [yl

V tejto praci budeme pouzivat hlavne 2-normu (tzv. Euklidovskd normu) definovani

nasledovne: )
ol = (Zm?) W)
i=1

Maticovd norma je funkcia [|*|| : C**™ — R spliajtca nasledujiice vlastnosti:

VA, Be C"™™ ae C:
4120 a [Al=0& A=04,
o llaA] = o] - |4
o |4+ B <||A]+|IB|

VA, B € C"*™ .

o |ABJ| < [IA]l-||B]

10



Noriem spliajucich takéto axidomy je viacero, prikladom si tzv. operatorové normy,

ktoré st indukované prislusnymi vektorovymi normami. St definované nasledovne:

llzll, =1 J

1Al = sup [[Awl, =max ) layl,
i

[Ally = sup [[Az[l, = s1(A) = v/ p(ATA),

llzll,=1

kde s; (A) je najvicsia singularna hodnota matice A. Tubovolna norma matice moze
posluzit ako velmi hruby odhad polomeru spektra matice, a teda aj vSetkych jej vlast-

nych cisiel.

Tvrdenie 1.1. Hornd hranica polomeru spektra matice

Pre Tubovolni maticovi normu ||| plati: |A] < ||A|| pre vSetky vlastné hodnoty A.

Dokaz.
Nech ) je vlastné ¢islo a x je vlastny vektor matice A.

Ozna¢me maticu X = <x 0 ... 0> . Potom plati AX = AX, a teda
nxn

AL IXF = IAXTT = lAXT < [JA]] - 1)
Al < [14]

11



2 Hermitovské matice

V tejto kapitole sa blizSie pozrieme na hermitovské matice. O ich spektre sa d& povedat
viac v porovnani s ostatnymi triedami matic. Ich spektrum mé rozne vlastnosti, ktoré
znacne zjednodusuju situaciu. Tie sformulujeme na zaciatku tejto kapitoly. Nésledne
dokdzeme Courant-Fisherovu vetu a z nej vyplyvajicu Cauchyho preplietaciu vetu,
ktoré hovoria o tom, aky je vztah medzi spektrom hermitovskych matic a ich podmatic.
Ukazuje sa, ze vlastné hodnoty podmatice mozeme ohranicit vlastnymi hodnotami
origindlnej matice bez toho, aby sme vedeli, aké st jej vlastné vektory. Vysvetlime,
ako suvisi spektralny a singularny rozklad a ako mozeme pomocou nich geometricky
interpretovat preplietaciu vetu. Na zaver kapitoly uvedieme, ako moézeme odhadnit
vlastné hodnoty ndhodnej hermitovskej matice pomocou Wignerovho polkruznicového

zékona. Zdrojom k tejto kapitole boli publikacie [3] a [6].

2.1 Zakladné vlastnosti hermitovskych matic

Ak je matica A typu n x n hermitovskd, potom vieme, ze je unitarne diagonalizo-
vatelna. Teda existuje jej spektralny rozklad A = UAU*, kde U je unitarna matica
tvorena ortonormélnou bazou vlastnych vektorov. Navyse plati, ze vSetky vlastné hod-
noty Ag, Aa,..., A, st redlne. Toto je velmi dolezity fakt, pretoze spektrum kazdej
hermitovskej matice je n-tica realnych cisiel, ktoré mozeme zoradit podla velkosti.
KedZe na mnoZine komplexnych ¢isiel nemame prirodzené usporiadanie, tak pre ma-
tice s vlastnymi hodnotami mimo redlnych ¢isiel nemozeme ocakavat platnost tvrdeni

s nerovnostami.

Tvrdenie 2.1. O extrémnych vlastniyjch hodnotdch
Extrémne vlastné hodnoty A, A, hermitovskej matice A, ., sa daji vyjadrit nasle-

dovne:

\ T Ax T Ax
1 = max = )
x#0 [I,‘HIL‘ ’ " x#0 fL‘HI

Dokaz. Matica Ay, je hermitovska, teda je unitarne diagonalizovatelna. Ak vektory
V1, Vo, ..., U, sl jej vlastné vektory prislichajice k vlastnym hodnotam Ay, Ao, ..., Ay,

mozeme ich zvolit tak, aby tvorili ortonormalnu bazu C". Mame

12



1 pre 1=y
V; Uj = .
0 pre i#j

Teda Tubovolny vektor x € C* mézeme napisat ako lineArnu kombinaciu bazovych
vlastnych vektorov: x = civ; + covg + ... + €, U,.

Potom

o Az _ (avr vt + cnvn)H A(c1vr 4+ cova + ...+ cuup)

ey (crv1 + covg + ...+ cnvn)H (crv1 + coua + ...+ Cpy)
n n n n
i; cicjull Av; 1—2:1 cic;ui \jv; ZZ;L AN\ 2—231 c?
- _n - _n - _n S n_ = )\1'
> cicjvilv; > cicjvilv; > c

1=1 =1 =1 =1

Analogicky mézeme odvodit aj druhtt nerovnost:

]
o Ax

Pomery sa nazyvaju Rayleighove pomery. Teraz, ked mame najmensiu aj

xfy
najvacsiu vlastnd hodnotu vyjadrena Rayleighovym pomerom, mézeme sa pytat, ¢i sa
aj ostatné vlastné hodnoty nedaji vyjadrit podobne. V roku 1905 ukazal Ernst Fischer,
Ze existuje zovSeobecnenie aj pre ostatné vlastné hodnoty. Richard Courant neskor v

roku 1920 rozsiril tvrdenie pre nekone¢no rozmerné operatory (kapitola 7.5 v [3]).

Tvrdenie 2.2. Courantova-Fischerova veta
Vlastné hodnoty Ay > Xy > ... > )\, hermitovskej matice A, ., sa daju vyjadrit

nasledovne:

Ai = max < min :L‘HAJ:) = min ( max xHAx> (1)

P dimP=i \z€P |z[,=1 P dimP=n—i+1 \z€P |z,=1
Dokaz. Nech P je podpriestor C" dimenzie i. Potom ozna¢me Sp = {x € P, ||z|, = 1}.
Matica A je hermitovské, teda vlastné vektory vy, vs,...,v, mozeme zvolit tak, aby
tvorili ortonormélnu bazu C". Ozna¢me F = span {v;, v;11, - . ., U, }, kde span oznauje
linearny obal vektorov. Dimenzia Sp je ¢ a dimenzia F je n — ¢+ 1. Teda podpriestory

maju netrividlny prienik. Inak by
dim (Sp & F) = dim (Sp) + dim (F) =n+1 > n,

13



¢o je spor s tym, ze Sp a F st podpriestory C". Prienik oznac¢me Sp=8pNF.
Potom Vz € Sp sa d& napisat ako x = c;v; + ¢ 1001 + . . . + ¢v,. Podobnou tpravou

n
ako v dokaze vety [2.1| dostaneme |z = 3 ¢z = 1. Teda
j=i

xHAx:Zc?)\jg)\ch?:)\j Vxegp.
j=i j=i

Kedze Sp C Sp potom
min 27 Az < min e Ax < \;.
z€Sp €SP

To plati pre Tubovolny podpriestor dimenzie i. Teda

max min Az | <\,
P dimP=i \zeP |z],=1

Aby sme dokézali rovnost, sta¢f najst podpriestor P dimenzie i, pre ktory plati

min 27 Az =\,
z€P ||z|ly=1

Takym podpriestorom je P = span{vy,vs,...,v;}. Vieme, 7 min 2" Az < \;.
2P |all,=1

i 5
Ale zaroven plati oAz = Y7 c2)\; > A pre vietky € P. Teda plati rovnost
=1

min 27 Az = \;. A teda aj rovnost
z€P |lzll,=1

max min Az | = \.
P dimP=i \zeP |z|,=1
Druha cast dokazu je analogicka, preto ju neuvadzame. O]

Pomocou Courantovej-Fischerovej vety sa daji odvodit rozne nerovnosti pre vlastné

hodnoty matic. Nas zaujima predovsetkym preplietacia veta.

2.2 Preplietacia veta

Tvrdenie 2.3. Cauchyho preplietacia veta
Nech A je hermitovska matica typu n x n. Nech B = VAVH je matica typu k x k, kde
k < n a pre maticu Vi, plati VV# = I . Nech \{ > Xy > ... >\, a B > [y >

... > [ st vlastné hodnoty matic A a B v tomto poradi. Potom plati:

Aj > B 2 An—k+j Vi=1,... k. (2)

14



Dékaz. Pre obdlznikova maticu V plati VVH = I, .;. Teda k riadkov matice V si
vektory ortonormélnej bazy C". Moézeme ich doplnit do uplnej bazy dalsimi n — k

vektormi. Tie zapiSeme do riadkov matice W,,_j, aby platilo WIWH = Tin—k)x (n—k)-

Potom je n X n unitarna matica.

w
Matica B je hermitovska, teda sa d4 diagonalizovat unitdrnou maticou:

UBUM = D = diag (f1, B, - - -, Bm). Teda moZeme pisat:

. u vt o\ (v U 0
A=QAQ" = A (VH WH)
0 I)\W 0 I
Q Qi
(U™ o B vAw") (U o) D UtvAwH
0 1) \waAvil wAw#" ] \o I WAVHY  WAW!H

Plati QQ = I,.,, teda Q je unitarna matica. Potom matice A a A si podobné a
maji rovnaké vlastné hodnoty. Najskor dokdzeme prvi nerovnost.
Nech j € {1,2,...,m}. Ozna¢me F = span{ey, es,...,¢;}. Potom z € F ma tvar

r= (1 x2 ... z 0 ... O)Taplati:
~ J
o Ax = Zﬁzxf{mz > B; VxeF.
i=1
Potom podl'a Courantovej-Fischerovej vety [2.2}

Aj = max min 274z ) > min z7Azr > B Vi=1,2,...m
P dimP=j \zeP |z],=1 zeF ||z]l,=1

Druhii nerovnost dokdzeme podobne. Ozna¢me T = span{e;, €11, ..., €y, }. Vidime, ze
dm7T =m—j+1ax €T matvar
=0 ... 0 z; 41 ... x, 0 ... 0)7.Potom plati:
m
o Ax = ZﬁleHL <B; VeeT.
i=j

Teda podla Courantovej-Fischerovej vety plati aj druh& nerovnost:

An—mtj = min max z7Azr) < max Az < B Vi=1,2,...m.
P dimP=m—j+1 \zeP |z],=1 zeP |al,=1

]

15



Pozndmka 2.1. Ked polozime m = n — 1, potom \; a B; si navzdjom "prepletené”:

M >P1 2> 0s...2 Bai1 = A\ Z toho vznikol ndzov vety.

V ucebniciach sa vi¢sinou uvadza verzia preplietacej vety, kde B je podmatica matice
A. Teda, 7e B vznikne vynechanim niekol'kych riadkov a stipcov matice A. Tu uvedena
verzia zahfha tato situiciu, ale je vSeobecnejsia. Hovori o Tubovolnej kolmej projekcii.
Pre maticu V z dokazu vety plati, Ze VHV je hermitovska a (VHV)2 = VAV, Teda
VHV je naozaj matica kolmej projekcie na podpriestor C* dany riadkami matice V.
Teraz sa pozrime na kvadratické formy dané maticami A a B:

(VAV2) A(VAVZ) = 2oPVE (VAVH) Ve = (V)" B (V) = y" By. (3)
~—
B
Znamena to, Ze kvadraticka forma reprezentované maticou A projekcie vektora x € C"
je ekvivalentna kvadratickej forme reprezentovanej maticou B vektora Va = y € C*.
Maticu B = VAV mozeme teda chiapat ako kolmi projekciu matice A alebo ako
podmaticu vo vSeobecnejSom zmysle.

Preplietacej vete mozeme hlbgie porozumiet, ak sa na maticu A pozrieme ako na
linedrne zobrazenie. O geometrii linedrneho zobrazenia nam takmer vSetko prezradi
jeho singularny rozklad. V pripade hermitovskych matic vlastné hodnoty a singularne
hodnoty spolu velmi uzko suvisia. Preto predtym ako vysvetlime preplietaciu vetu,
zopakujeme vyznam singularnych hodnoét pri skdmani linedrneho zobrazenia.

Zoberme si linedrne zobrazenie dané regularnou redlnou maticou A € R™"™. Jej
singularny rozklad je A = UXV7T, kde ¥ je diagonilna matica so singuldrnymi hod-
notami s; > S > ... > s, > 0 na diagondle a U,V s ortogonalne matice. Singu-
larne hodnoty nam hovoria, ako velmi zobrazenie zdeformuje jednotkovi sféru S, =
{r € R", ||z|l, = 1}. Majme lubovolné y € A(S,), kde A(S,) je obraz jednotkovej

sféry. Potom existuje = € S, také, ze y = Ax a plati:

Iyl = 1Al = [USVTa]; = [SV7all; = ISwl} = stwl? + sjud + .. + s2w?.

n

Matica V7 je ortogondlna, takze moze zmenit smer vektora, ale nezmeni jeho normu.
Vektor w = VTzx je potom tiez vektor jednotkovej dlzky, a teda w € S,. Z toho

vyplyva, Ze jednotkova sféra sa zobrazi na elipsoid s dlzkami poloosi s, s9,..., Sp.
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Dalej z rozkladu AV = SU vyplyva pre stlpce matice V
[Avilly = lIsiuilly = si.

Teda stlpce matice V' zodpovedaju bodom na sfére S,, ktoré sa zobrazia na poloosi
elipsoidu A (S,,) a samostné poloosi sii stpce matice U vynasobené prislusnymi singu-

larnymi hodnotami. Situicia je zhrnuta na obrazku

Obr. 1: Linedrne zobrazenie A = UXVT zobrazi jednotkovi sféru na elipsoid s poloosami s
dlzkami s1, sa, . .., Sy. Poloosi si dané vektormi s;u; a vektory v; st body na jednotkovej sfére,

ktoré sa zobrazia na tieto poloosi. Teda Av; = s;u;.

A

/_\

A(Ss)

) S1Uy

Teraz si zoberme pripad, kedy je matica A symetrickd. Vieme, Ze jej vlastné hodnoty

si realne. Ozna¢me ich Ay > Ay > ... > \,. Aké su jej singularne hodnoty? Matica
ATA = A2 teda jej vlastné hodnoty st A2, A3, ..., A2. Singularne hodnoty A st
odmocniny z vlastnych hodnot AT A, teda [\, [Xaf, ..., [A\n]. Vidime, Ze pre symetrické

linearne zobrazenia mozeme predosla tvahu o obraze jednotkovej sféry zopakovat s
absolttnymi hodnotami vlastnych hodnoét namiesto singuldrnych hodnot.

Teraz sa uz dostavame ku geometrickému vyznamu preplietacej vety. Majme teda
linearne zobrazenie dané symetrickou maticou A, ktoré zobrazi jednotkovu sféru na
elipsoid s dlzkami poloosi [A1], [Xaf, ..., [An|- Ako sa situacia zmeni, ked zoberieme na-
miesto matice A jej podmaticu B, ktora ziskame tak, ze vynechame z A posledny riadok

a stIpec? Je to to isté, ako keby sme zabudli na n-ta siradnicu vektorov z R”. Urobime
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teda rez elipsoidom n — 1 rozmernou nadrovinou danou vektormi {eq,es,..., €, 1}
Blizgie rozoberieme pripad pre n = 3. Pre jednoduchost uvazujme, Ze matica Asys
je kladne definitna. Teda matica A zobrazi dvojrozmernt sféru v R3 na elipsoid s po-
loosami dlhymi A1, A2, A3. Z matice A vynechame treti riadok a stlpec, ¢im ziskame
maticu Byyo. Linedrne zobrazenie dané maticou B zobrazi kruznicu na elipsu s po-
loosami dlhymi 1, B2, ¢o st vlastné hodnoty matice B. Této elipsa vznikne ako rez
elipsoidu rovinou danou osami z, y. Po kratkom rozmysleni vidime, Ze nech je elipsoid
Tubovolne otoceny, vzniknuta elipsa bude mat dizky poloosi prepletené s dlzkami po-
loosi elipsoidu. Tym myslime, Ze vzdy bude platit A\; > 1 > Ay > [ > A3. Situécia je

znazornend na obrazku 2
Obr. 2: Geometrické zndzornenie preplietacej vety.

A— B

A(S3)
B(S»)

A2 _ A1 B2 B

)

Teda na preplietaciu vetu sa mézeme pozerat ako na dosledok toho, ze vlastné hod-
noty a singularne hodnoty nam z geometrického pohladu dévaja o linedrnom zobrazeni
rovnaki informéciu. Vztah medzi vlastnymi a singularnymi hodnotami moze byt pre iné
matice ovela komplikovanejsi, ¢im stracame moznost takejto jednoduchej geometric-
kej interpretacie a nasledne prestavaji platit spominané nerovnosti. Ale o singularnom
rozklade mozeme spravit podobna uvahu aj pre iné triedy matic ako hermitovské, a
teda by mohla platit ista forma preplietacej vety pre singuldrne hodnoty. Ukazuje sa,
ze je to naozaj tak.

Majme komplexnt maticu A typu n x n. Matica A, wn i vznikla z matice A Vy-
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nechanim poslednych & stlpcov. A7 A je hermitovska. Potom pre vietky x € C™ plati
o AH Az = ||Az|| > 0, a teda je aj kladne semi-definitna. Jej vlastné hodnoty st realne
nezéporné ¢isla. Ozna¢me ich s? > ... > s2. To isté plati aj pre vlastné hodnoty matice

A, ktoré ozna¢ime §7 > ... > 52 ,. Ak ozna¢ime stlpce matice A ako ay, ag, ..., an,

n

potom méZeme matice A? A a A" A zapisat nasledovne:

H H H H H H

H H H H H H
ay a Ay a oo Ay a ~rr o~ ay a a5 a Ce Aoy Ap—
2 Y1 G L2 2 Un 2 U1 2 (2 2 Un—k
A A = AP A =
H H H H H H
ajay; ayas ... a,a ay par ar Qo ... @ Qn_g

Vidime, ze AH A je podmaticou matice A¥A. Teda pouzitim Cauchyho preplieta-
cej vety a odmocnenim prislu§nych nerovnosti dostavame platnost nasledovného

tvrdenia:

Tvrdenie 2.4. Preplietanie singuldrnych hodnét matice
Nech komplexna matica A typu n x n méa singularne hodnoty s; > ... > s,. Matica
Ay ni vznikla z matice A vynechanim poslednych & stipcov a jej singularne hodnoty

st §; > ... > §,_. Potom plati:

S; 2> 8; 2 Sk+i 1=1,....,n—k. (4)

2.3 Wignerov polkruznicovy zakon

Cauchyho preplietacia veta hovori o spektre Tubovolnych hermitovskych matic. Vieme
ale povedat nieco viac o vlastnych hodnotéch, ak sa zameriame na spektrum typic-
kej hermitovskej matice? Tym mame na mysli: Aka je najpravdepodobnejsia distribi-
cia vlastnych hodnot ndhodnej hermitovskej matice z nejakého pravdepodobnostného
priestoru matic? Na tuto otdzku vieme odpovedat s pomocou tedrie ndhodnych matic.

Uvazujme nasledujicu situaciu. A je ndhodna hermitovska matica s navzajom ne-
zavislymi zlozkami. Na diagonéle st zlozky z normalneho rozdelenia N (0, 1)g. Zlozky
nad diagondalou st z komplexného normalneho rozdelenia N (0, 1)@[] Takéto matice sa
nazyvaju Gaussian Unitary Ensemble (GUE). Potom Wignerov polkruznicovy zakon

hovori, Ze pre velké rozmery n matice A sa distribtcia vlastnych hodnot blizi tvaru

'z ~ N(0,1)c znamen4, ze z = x + iy, kde 2,y ~ N (0, 3)r. Potom E(z) =0 a D(z) = 1.
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polkruznice. Navyse, ked maticu normujeme na \/LEA, polomer polkruznice, a teda aj
najvacsia vlastnd hodnota si rovné 2. Presna formulacia a dokaz tohto tvrdenia sa
nachéadza v publikécii [6].

Za tohoto predpokladu teraz odvodime zavislost vlastnej hodnoty A(7) od jej indexu
i. Tradi¢ne predpokladame, Ze vlastné hodnoty su usporiadané podla velkosti. Teda
M > A > >N

Na obrazku 3| vidime, 7ze pocet vlastnych hodnot vacsich ako A\g € [—2,2] mozeme
vyjadrit ako ¢ast obsahu polkruhu nasobenti po¢tom vlastnych hodnét n. Jednoduchou

geometrickou tivahou mozeme odvodit, Ze tato cast je

1 A A A2
S(A\) = - [arccos (5) -3 11— Z] :

Potom hladané funkcia zobrazena napravo na obrazku 3 je (i) = S~} (%) Pre ¢ =
1,2,...,n tato funkcia udéava, aké vlastné hodnoty mé typickd hermitovské matica z
GUE.

Obr. 3: Distribicia vlastnych hodnét pre velké n podla Wignerovho polkruznicového zdkona.

n- S()\())

S(A) \ A

n

Na obrazku [4] st vlastné hodnoty konkrétnej matice typu 3000 x 3000 vygenerovanej
spominanym sposobom porovnané s funkciou (7). Tento vypocet mozeme zopakovat
aj pre maticu rozmeru k < n. Teda vieme povedat viac ako hovori preplietacia veta,
ktord nam udéva interval, v akom sa vlastné hodnoty podmatice nachadzaju. Pre velké
rozmery matic mézeme tymto spésobom vypocitat konkrétnu hodnotu, ktora vlastnéa

hodnota nadobudne s najvicsou pravdepodobnostou.
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Obr. 4: Lavy obrdzok zobrazuje histogram wvlastngch hodnét 3000 x 3000 matice. Vidime,
Ze md takmer presne tvar polkruhu. Napravo je oranzovou zobrazend funkcia A(i) a ciernou
prerusovanou ciarou vlastné hodnoty vygenerovanej matice. Krivky si skoro totozné. LiSia sa

O . (%)

desatinné miesto.
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3 Markovovské matice

Ako sme uz spominali v prvej kapitole, markovovské matice st redlne nezaporné a stcet
ich zloziek po stipcoch je 1. Najcastejsie sa vyskytuju pri opisoch tzv. markovovskych
procesov. Markovovské procesy hovoria o pravdepodobnostiach nastatia istého javu.
Aj ked nie st hlavnou témou tejto prace (viac sa budeme zaoberaf vstupno - vystup-
nymi modelmi opisanymi markovovskymi maticami), spominame ich, pretoze dobre
vysvetluju vlastnosti markovovskych matic. A navySe princip je rovnaky pri vSetkych

aplikaciach tychto matic.

3.1 Markovovsky proces

Markovovsky proces je diskrétny stochasticky proces, teda postupnost ndhodnych pre-

mennych {X;},_, ., ktoré maja rovnaky obraz {Si,...,S,} pre vietky t a plati:

P(Xt - Si’thl — Sj /\th2 - Sit_g,...,/\Xl - Sz ) —

=P (Xt = Si|Xt—1 = S]) = Tyj.

Teda markovovské procesy maju ,,pamét® iba jeden krok dozadu a zbytok sa za-
bada. Ak predpokladdme, Ze pravdepodobnosti m;; prechodu zo stavu S; do S st pre
vSetky kroky t konStantné, potom sa cely proces da opisat maticou prechodu M a
vektorom pravdepodobnostného rozdelenia pociatoéného stavu p(0). Prvky matice M
.... .- Lahko sa d& nahliadnut, Ze kazd4 matica prechodu je markovovska.

Prvky matice prechodu st pravdepodobnosti, teda si nezaporné. A kedze {Si,...,S,}

je cely obraz ndhodnych premennych X;, plati:

1:P(Xt:Sl\/Xt:SQ\/...\/Xt:Sn|Xt_1:Sj):
:ZP(Xt:Si|Xt—1:Sj>:Z7Tij \V/j:]_,...,n,
i=1 i=1

teda sucet prvkov v stlpci je rovny jednej. Vektor pravdepodobnostného rozdelenia
néhodnej premennej v k-tom kroku p(k) = <p1(k), . ,pn(k;))T hovori, aké st pravde-
podobnosti, ze nadhodné premennéa X nadobudne jednotlivé zo stavov Sy, ..., .S,. Teda
pi(k) = P (Xy = S;). Z toho vyplyva, Ze vektory p(k) st nezaporné a siicet ich prvkov je
rovny jednej. Teda spliiaji rovnaké podmienky ako stipce markovovskej matice. Kazdé

p(k) sa da vyjadrit pomocou pociatoéného stavu ako p(k) = M*p(0).
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Ak mame model opisujici situdciu pomocou markovovského procesu, zaujima nés
hlavne dlhodoby vyvoj pravdepodobnostného rozdelenia, teda

lim p(k) = (lﬁlggo Mk> p(0).

k—o00

Co ale vieme povedat o mocninach M*? V pripade, Ze M je diagonalizovatelna,
vietko nam prezradi spektrum M. Plati M* = SA¥S~! kde S je matica vlastnych
vektorov a A je diagonélna matica s vlastnymi hodnotami na diagonéle. Potom p(k)

sa da napisat ako
p(k) = M*p(0) = SAFS™'p(0) = SA*c = e \bay + oMby + .. 4 e Mo,

kde ¢ je vektor konStant dany pociato¢nymi podmienkami systému. Teda stabilita
systému zavisi od absolitnej hodnoty vlastnych ¢isiel A, ..., \,. Ak je systém stabilny,
pre vektor pravdepodobnostného rozdelenia p(k) bude rozhodujuci vektor prisliachajuci
najvicsej vlastnej hodnote \;. Pravdaze markovovska matica nie je vo vSeobecnosti
diagonalizovatelna, ale aj v takom pripade hra vektor najvicSej vlastnej hodnoty a
spektrum rozhodujicu ulohu. Podrobne sa tejto problematike venuje publikacia 3] v

kapitole 8.4.

3.2 Idea vstupno - vystupného modelu

V ekondémii sa markovovské matice vyuzivaji pri vstupno - vystupnych modeloch.
Povedzme, 7e mame n sektorov ekonomiky, ktoré tvoria uzavreti ekonomiku (alebo
jej viac-menej izolovanu ¢ast). Kazdy sektor mé vstupy a z nich produkuje vystupy.
Vystupy jedného sektora st vstupmi iného sektora. Ich rozdelenie je zapisané v mar-
kovovskej matici. V j-tom stlpci matice je rozdelenie vystupu j-teho sektora medzi
vstupy ostatnych sektorov a v i-tom riadku st ¢asti vystupov vsetkych sektorov, ktoré
spotrebuje i-ty sektor. Teda ako sme uz spominali, princip je naozaj rovnaky ako pri
markovovskych procesoch, len teraz zlozky matice nemaji interpretaciu pravdepodob-
nosti, ale urc¢uju, na aké casti su rozdelené vystupy jednotlivych sektorov. Aby to bolo
pochopitelnejsie, uvedieme ilustra¢ny priklad.

Majme ekonomiku rozdeleni na tri sektory a majme vstupno - vystupniu markovov-

23



skd maticu

o

= N
Wl Wl Wl
—

o

Podla matice M sa vystup prvého sektora rozdeli rovhomerne medzi druhy a treti
sektor. Vystup druhého sektora je rozdeleny po tretinach medzi vSetky tri sektory. 80%
vystupu treticho sektora zostane v tomto sektore a buda vyuzité znova ako vstupy a
ostatnych 20% je rovnomerne rozdelenych medzi prvy a treti sektor.

Fakt, 7ze nejaky model je opisany markovovskou maticou, vyplyva prave z toho,
7e uvazujeme uzavretu ekonomiku. Teda 100% toho, ¢o sa vyrobi v jednom sektore,
je spotrebované v inych. To je zédkladny predpoklad vSetkych pripadov skimanych v
tejto praci. V praxi sa pouzivaji aj nezaporné matice, ktoré nesplitaju markovovska

vlastnost. Tymi sa ale v tejto praci nebudeme zaoberat.

3.3 Spektrum markovovskej matice

Vrafme sa ku vlastnym hodnotdm markovovskej matice. Co vieme o nich povedat?
Vo vSeobecnosti nie su realne, na rozdiel od hermitovskych matic. Ale ked vezmeme
do uvahy defini¢ni vlastnost markovovskej matice, mozeme ohranicit ich absolitnu
hodnotu. Maticova 1-norma je maximum zo stuctov zloziek stipcov matice. Teda kazda
markovovska matica M splia |[M||, = 1. A podla tvrdenia [I.1| plati A\ < [|[M]||, = 1
pre vSetky vlastné hodnoty M. NavySe kazda markovovskd matica ma 1 ako vlastné
¢islo. Zoberme si transponovant maticu M7 a vektor x = (1, 1,..., 1)T. Vidime, 7e
plati M7z =1 -z, teda 1 je vlastna hodnota matice M7 a teda aj matice M.

Teda spektrum markovovskej matice je celé obsiahnuté v jednotkovom kruhu so stre-
dom v pociatku komplexnej roviny s tym, ze 1 je vlastna hodnota. V pripade, ze Ay = 1
je jedina vlastna hodnota spliajica |A| = 1, potom vektor pravdepodobnostného roz-
delenia p(k) konverguje ku vlastnému vektoru prislichajicemu tejto vlastnej hodnote
a ostatné vlastné vektory pre iné vlastné hodnoty postupne zanikni. Ak ma M viac
vlastnych hodnét splhajtcich |A| = 1, tieto vlastné hodnoty a vektory zodpovedaji
cyklom vyskytujicim sa v modeli. O tych povieme viac neskor.

Vo vSeobecnosti o spektre markovovskej matice nevieme povedat viac. V praktic-
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kych aplikdciach ale maji matice aj dalie Specifické vlastnosti, ktoré istym sposobom
ovplyviiuji ich spektrum. V nasledujiicej ¢asti sa bliz§ie pozrieme na tri druhy spek-
tra, aké moze markovovska matica mat. Budeme skimat spektrd ndhodne generova-
nych matic, ktoré porovname so spektrami empirickych matic ziskanych z redlnych
dat. Pokusime sa najst taky sposob generovania matic, aby sa ich spektrum podobalo
na spektrum empirickych matic. Generovanie ndhodnych matic nAm nepovie, aky je
vSeobecny vztah vlastnych hodno6t matice a podmatice. Ziskame vSak vdaka nemu

predstavu, ako tento vztah typicky vyzera.

3.3.1 Rovnako rozdelené ndhodné zlozky matice

Prirodzene prvym krokom bolo pozorovat, ako vyzera spektrum nahodnej matice, kto-
rej zlozky st nezavislé a rovnako rozdelené. Najskor sme vygenerovali kazdu zlozku
matice z daného nezaporného rozdelenia. Potom sme kazdy stlpec vydelili su¢tom jeho
zloziek, ¢im sme dostali markovovski maticu. Na obrazku [o| st zobrazené spektra 100
takto vygenerovanych matic typu 20 x 20. Zlozky matice st z rovnomerného rozdelenia
z intervalu [0, 1]. Pozorujeme kruhovy disk rozptyleny okolo pociatku stradnicovej si-
stavy a okrem toho jednu vlastni hodnotu rovnid 1. Pri tomto sposobe generovania je
priemerna hodnota kazdej zlozky % Teda pri zvySovani rozmeru matice sa generované
matice blizia k matici so vSetkymi zlozkami rovnymi % To by zodpovedalo jednoduche;j
vlastnej hodnote 1 a n — 1 nasobnej vlastnej hodnote 0. A naozaj, so zvySujicim sa
rozmerom pozorujeme zmensovanie polomeru disku (obrazok . Mozeme sa pytat, ako
rychlo sa so zvacsujicim rozmerom zmensuje polomer disku. Pravdaze, zavisi to od
toho, aké zvolime pociato¢né ndhodné rozdelenie zloziek generovanej matice. Ak zvo-
lime exponencialne rozdelenie s Tubovolnym kladnym parametrom, polomer disku klesa
nepriamo Gmerne s odmocninou rozmeru matice. Teda ak vysledni maticu prenasobime
normovacim faktorom /n, pre velké n vysledny disk rovnomerne vyplni jednotkovy
kruh (obrazok . Experimenty ukazuju, Ze toto neplati pri inych rozdeleniach. Napri-
klad rovnomerné rozdelenie z intervalu [0, 1] generuje disk s vyrazne men$im polomerom
ako 1. Viac o tomto jave a ndhodnych maticiach je v publikacii [I].

Pozrime sa na takuto maticu ako na vstupno - vystupnd. Aky systém opisuje?

Je to ndhodne homogénny systém bez vnutornej Struktiary. Vystupy kazdého sektora
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Obr. 5: Viavo je spektrum 100 matic typu 20x20. V strede je spektrum 100 matic typu 80x 80.
Pri vicsom rozmere pozorujeme zmensenie polomeru kruhového disku vlastnigch hodnét. Na
pravom obrdzku je spektrum 100 matic typu 80 x 80, ktorych zloZky si z erponencidlneho

rozdelenia s parametrom 1 a matice st prendsobené konstantou \/n.
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si nadhodne rozdelené medzi ostatné sektory a vSetky sektory st v tejto ndhodnosti
rovnocenné. Alebo z pohladu matice prechodu: Ak sme v Tubovolnom z n stavov,
pravdepodobnost prejdenia do kazdého stavu je v priemere % Dalo by sa to prirovnat
k javu zndmemu ako Brownov pohyb. Je to neusporiadany nidhodny pohyb castic.

Napriklad pohyb molekil vody v pohari.

3.3.2 Nahodné matice s vyraznou diagonalou

Dalsim typom matice, ktort sme generovali je matica s vyraznou diagonalou. Zlozky
mimo diagondly boli generované rovnako ako v predoslom priklade, teda nezavisle z
rovnakého rozdelenia. Diagonalne zlozky st z toho istého rozdelenia, len st prenasobené
konstantou D > 1. Nakoniec je kazdy stlpec predeleny svojim su¢tom. Ak by sme zvolili
D =1, dostali by sme rovnaké matice a spektrum by tvoril rovnaky kruhovy disk ako
v predoslom pripade. Pre D >> 1 pozorujeme ,natahovanie“ disku vlastnych hodnot
po kladnej ¢asti realnej osi. Na obrazku [6] je priklad spektier 100 matic typu 20 x 20,
ktorych nediagonalne zlozky st z rovnomerného rozdelenia z intervalu [0, 1] a diagonélne
z intervalu [0, 10] (teda D = 10). Pre zvySujiice sa D sa matica asymptoticky blizi k
diagonélnej matici s jednotkami na diagonéle. Spektrom takejto matice je n-nasobné
vlastna hodnota 1. Na obréazku [f] st pre porovnanie 20 x 20 matice s D = 100.

Takyto sposob generovania matic sme zvolili na zdklade pozorovania empirickych
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Obr. 6: Grafy spektier 100 matic typu 20 x 20 s diagondlnymi zloZkami D-krdt vicsims ako
nediagondlnymi. Vlavo je zvolené D = 10. Vpravo je D = 100.
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vstupno - vystupnych matic. Pre vSetky sledované matice platilo, ze diagonalne zlozky
boli radovo vicsie ako ostatnéE] Z pohladu vstupno - vystupného modelu to moZeme
interpretovat tak, Ze vi¢Sina sektorov je do velkej miery nezavisla. Teda, Ze velka Cast
vystupov ostane v tomto sektore a je pouzitd ako vstupy v dalSej vyrobe.

Mohli by sme teda ocakavat, ze takto generované spektrum bude podobné ako spek-
trum empirickych vstupno - vystupnych matic. Ale nie je to tak, pretoZze tie maju este

jednu dolezitt vlastnost, ktora vyrazne ovplyviuje ich vlastné hodnoty. A to, Ze si

riedke.

3.3.3 Riedke matice

Riedke matice st matice, ktoré maju velka cast zloziek nulovych. Co to znamena ,velka
¢ast” nie je presne definované, zavisi to od konkrétnej situacie. Pri generovani sme si
zvolili konstantu p € (0,1). Potom kazda zlozka generovanej matice bola s pravdepo-
dobnostou p kladna a s pravdepodobnostou 1 — p nulova. Kladné zlozky sme generovali

rovnako ako v prvej casti. Teda ak by sme zvolili p = 1, dostali by sme rovnaké matice

2V tomto pripade sme sledovali dostupné vstupno - vystupné matice pre Rakiisko, Cesku republiku
a Madarsko z rokov 1995 az 2009.

Zdroj: http://epp.eurostat.ec.europa.eu/portal/page/portal/eurostat/home/
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ako pri generovani prvym sposobom. Ak by sme zvolili p dostato¢ne malé, moze sa
stat, Ze vysledna matica by mala nulovy stipec, a teda by nebola markovovska. V tom
pripade sme nahode vygenerovali jednu kladnt zlozku v takomto stlpci.

Takto vygenerovana matica je ¢asto singuldrna alebo blizka singularnej, a teda ma
viacnasobnu vlastni hodnotu rovnu alebo blizku 0. KedZe plati, Ze stopa matice je
rovné suctu jej vlastnych hodnot, mézeme ocakéavat, ze nenulové vlastné hodnoty st v
absoltutnej hodnote vicsie ako vlastné hodnoty neriedkej matice rovnakych rozmerov.
A naozaj mozeme sledovat, ze kruhovy disk vlastnych hodnot sa ,,rozptyli“ a v poc¢iatku
komplexnej roviny je koncentrovana viacnasobna nulova vlastnd hodnota. Na obrazku
je spektrum 100 matic typu 20 x 20 vygenerovanych tymto sposobom s parametrom
p = 0,1. Ak zvolime p velmi blizke nule, vygenerujeme maticu, ktora ma v kazdom
stlpci iba jednu nenulovi zlozku rovni jednej. VAcSina vlastnych hodnét takejto matice
st nuly. Nenulové vlastné hodnoty lezia na jednotkovej kruznici (obrézok . Vieme,
7e komplexné ¢isla s absolitnou hodnotou rovnou jednej zodpovedaji nejakej rotécii.
Ak sa pozrieme na takito riedku maticu ako na vstupno - vystupni, vlastné hodnoty
leziace na jednotkovej kruznici zodpovedaji urc¢itému cyklu v opisovanom systéme.
Napriklad vlastna hodnota '3 zodpoveda tomu, Ze vystupy jedného sektora sa vetky
zmenia na vstupy iného sektora, ktorého vystupy budu zasa vstupy dalsieho tretieho
sektora a tak dalej, az po Siestich obdobiach sa opét vetko vrati do prvého sektora.
To zodpoved4 tomu, Ze (e’%)6 = 1.

Prikladom riedkych matic pouzivanych v praxi st takzvané matice socialneho actov-
nictva alebo SAM matice (Social Accounting Matrix). SAM je maticova reprezenticia
narodného tctovnictva, pricom st v nej zaznamenané zékladné transakcie v ekonomike.
Jednotlivé 1c¢ty, ako napriklad tcet vyrobkov a sluzieb, tcet tvorby dochodkov, kapita-
lovy tcet a iné [2], st zoradené do stipcov aj riadkov matice. Z toho vyplyva, Ze SAM
matice st §tvorcové. V riadkoch st prostriedky jednotlivych tétov a v stlpcoch vydaje.
Aj SAM teda chapeme ako isty typ vstupno - vystupnej matice. Viac o SAM mati-
ciach moze ¢itatel najst v publikaciach [2 [5]. Ukazuje sa, 7e vSetky sledované empirické

matice su do istej miery riedke. V.SAM maticiach, ktoré sme pouzili na porovnanie
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Obr. 7: Na tomto obrdzku si zobrazené spektrd 100 riedkych matic typu 20 x 20. Na lavom
grafe je pravdepodobnost nenulovej zlozky p = 0,1, na pravom je p = 0,01.

0.5

0.5

je priblizne 80% zloziek nulovych.rf] Vstupno - vystupné matice spominané v predoslej

casti mali asi Stvrtinu zloziek nulovych.

3.3.4 Generovanie ndhodnych matic podla realnych dat

Ak pouzijeme treti sposob generovania nahodnych matic so spravne zvolenym
parametrom p, potom spektrum nadhodne generovanej matice je vel mi podobné spektru
empirickych SAM matic. Porovnanie je na obrazku [l Generovali sme maticu rovnakého
rozmeru ako boli prislusné SAM matice a zvolili sme parameter p = 0,05. Na grafe
spektra empirickej matice vidime, ze okrem A; = 1 nema vlastné hodnoty na jednot-
kovej kruznici. Ale mé také, ktoré maju absolatnu hodnotu blizku 1. Tie zodpovedaju
tlmenym cyklom v uc¢tovnictve.

Aj vstupno - vystupné matice spominané v ¢asti vieme simulovat nadhodnym
generovanim. Pouzili sme kombinéciu druhého a tretieho sposobu. Teda kazda zlozka
matice je s pravdepodobnostou (1 — p) nulova a diagonéalu vygenerujeme D-krat vacsiu
ako ostatné zlozky. Porovnanie je na obrazku [0l Generovana matica mé rovnaky rozmer

ako prislusné vstupno - vystupné matice a parametre sme zvolili p = 0,25 a D = 8.

3Sledovali sme SAM matice z rokov 2004 az 2007 pre Egypt, Maroko, Tunis a Juzna Afriku.

Zdroj: http://www.un.org/en/development/desa/policy/capacity/output_sam.shtml
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Obr. 8: Porovnanie spektra empirickej matice (modrou vlavo) a spektra vygenerovanej matice

(oranzovou vpravo). Obe matice si typu 53 x 53. Empirickd matica je SAM matica pre Egypt
za rok 2006.
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Obr. 9: Porovnanie spektra empirickej matice (modrou vlavo) a spektra vygenerovanej matice

(oranZovou vpravo). Obe matice si typu 61 X 61. Empirickd matica je vstupno - vijstupnd

matica C’eskej republiky z roku 2000.
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3.4 Podmatice markovovskych matic

V predoslej kapitole sme skiimali vztah hermitovskej matice a podmatice. Podmatica
vznikla kolmou projekciou obdlznikovou maticou . Jednoduchym prikladom takejto
projekcie je vynechanie niekolkych stipcov a prislusnych riadkov. To dava zmysel, pre-
toze potom aj podmatica je hermitovskd. Teraz si zoberme situdciu, ze mame mar-
kovovskil maticu a z nej vynechame stipec a prislusny riadok. Ak vynechany riadok
nebol nulovy, dostaneme podmaticu, ktord nie je markovovska, pretoze siucet zloziek
aspoii v jednom stlpci bude mensi ako 1. Ak mame markovovsky proces popisany mati-
cou a chceme ho zjednodusit napriklad vynechanim alebo zlicenim niektorych stavov,
chceme vlastne vyrobit podmaticu poévodnej matice. Ale proces mé byt stale marko-
vovsky, preto chceme aby aj podmatica bola markovovska.

V nasledujicej ¢asti rozoberieme na roznych prikladoch, ako mézeme vyrobit pod-
maticu s tym, aby sme zachovali markovovsku vlastnost. Je vela sposobov, ako to
dosiahnut, a neda sa povedat, ze by bol iba jeden ten spravny. Zalezi to od situacie,

ktoru chceme opisat.

3.4.1 Vyliucenie jedného zo stavov

Majme bludisko zloZzené z troch miestnosti, ktoré si navzajom poprepajané tunelmi.
V bludisku beha mys, ktora si v kazdej miestnosti nahodne vyberie jeden vchod do
tunela a nim prejde do inej (alebo tej istej) miestnosti. Kazdy tunel si vyberie s rov-
nakou pravdepodobnostou, teda zalezi iba na podte vchodov do tunelov, ktoré vedu
do jednotlivych miestnosti. Na obrizku je zobrazend konkrétna situacia. Sipkami
st znazornené jednotlivé tunely. Ak vieme, s akou pravdepodobnostou je my$ v jed-
notlivych miestnostiach, pomocou matice prechodu moézeme zistit pravdepodobnostné

rozdelenia pre vetky dalSie ¢asové okamihy. Matica prechodu v tomto priklade je

2 1
0 5 3
A=|2 2 1
3 5 2
1 1
350

Teraz situdciu zmenime tym, ze vyradime tretiu miestnost z bludiska a vSetky tunely

s ou spojené. Vidime, ze matica prechodu teraz bude B = . Matica B vzikla

[a—y
N[—= N
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z A vynechanim tretieho stipca a riadku a naslednym prenasobenim stlpcov. Maticovo

to mozeme napisat

e}
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Obr. 10: Bludisko s tromi miestnostami opisané maticou A a zjednodusené bludisko opisané

maticou B.
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Vo v8eobecnosti vyzeraju vztahy nasledovne. Mame maticu A typu n X n a chceme
ju ztzit na maticu typu k X k, tym Ze vynechame n — k z povodnych n stavov (k < n).
Pre jednoduchost zapisu si stavy zoradime tak, ze vynechame poslednych n — k stavov.

Potom plati

U1
1 0 0
. . . Uk T
kak - . : : Aan = UAV )
0O ... 0
1 0 . 0
kxn
0 0
nxk
kde v; = ————.
1—= 37 ay
j=k+1

3.4.2 Zlucéenie dvoch sektorov

Majme vstupno - vystupnt maticu, ktora opisuje vztahy medzi n sektormi. Povedzme,

Ze z nejakého dovodu je n sektorov prili§ vela a my chceme maticu s mensimi rozmermi.
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Vyberieme niektoré sektory, ktoré si dostatocne podobné a zlic¢ime ich do jedného
vSeobecnejSieho sektora. Napriklad sektory spracovania zeleza, ostatnych tazkych kovov
a farebnych kovov zli¢ime do sektora hutnictvo. Rozoberieme konkrétny ilustraény
priklad.

Méame tri sektory: polnohospodarstvo, strojarstvo a sluzby. Vztahy medzi sektormi
v tomto poradi popisuje matica A. Velkost vyroby jednotlivych sektorov je zapisana

do vektora v.

1 2 3

1z 3 1600
— 3 1 3 —
A=12 L |, v=12000

1 1 2

L2 1000

Zlozky A vyjadruja pomerné rozdelenie vyroby medzi dané sektory, zlozky v vyjadruji
objem vyroby v peniazoch. Teda napriklad strojarstvo vyrobi produkty v hodnote 2000,
ktoré st rozdelené nasledovne: 2/5-2000 = 800 do polnohospodarstva, 1,/2-2000 = 1000
do strojarstva a 1/10 - 2000 = 200 do sluzieb.

Chceme zlu¢it polnohospodarstvo a strojarstvo do jedného vyrobného sektoru a
vytvorit vstupno - vystupni maticu B opisujicu vztahy medzi vyrobnym sektorom a
sektorom sluzieb. Teda jednoducho séitame produkty jendotlivych sektorov s tym, ze
prvy a druhy sektor berieme ako jeden. Zlozky matice B teda su

v1 (@11 + a12) + v (a1 + az) 1400 + 1800 8

bll - - _7
U1 +UQ 3600 9
by — U3 (CL13+&23) B 3
2 - — >
V3 5
by — V1Q31 + V2032 . 200 4+ 200 . 1
T 4w 3600 9
2
byo = azz = 5

Vidime, Zze v tomto pripade ndm na vytvorenie podmatice nesta¢i iba informécia

z povodnej matice A, ale potrebujeme aj dodato¢nu informéciu o vzajomnej velkosti

sektorov, ktoré¢ chceme zlucovat. Ak oznatime a; = - = Taa = i = 3,
mozeme zizenie zapisat maticovo:
5 0
2
1 10 8 3
2
001 : 2
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Tento vztah mézeme zovieobecnit. Majme vstupno - vystupnia maticu A typu n xn
opisujicu vztah n sektorov a n-rozmerny vektor velkosti vyroby v. Zlacime n — k + 1
sektorov do jedného tak, aby sme dostali maticu B typu k x k. Pre jednoduchost
oznacenia s sektory zoradené tak, aby sme zlucovali poslednych n — k 4+ 1 sektorov.

Oznac¢me relativnu velkost zlu¢ovanych sektorov o = “=L pre i = 1,...,n — k + 1.
> v
j=k

Potom B mo6zeme napisat nasledovne:

1 0
1 0 . 0
1 L 10 .
0 .0 0 ... 0 a
11 1
kxn
0O ... 0 Op—k+1 sk
n—k+1

S tym, Ze plati > «; = 1.
i=1

Poznamka 3.1. Toto ziZenie moZeme tak isto ako v pripade hermitovskijch matic
(@) chapat ako projekciu (plati (VTU) (VTU) = VTU). Aby to bola Specidlne kolmd

projekcia, must platit (VTU)T = VTU, 7z ¢oho vyplijva oy = g = ... = Qp_jy1.

Ukazali sme teda, ze podmaticu z markovovskej matice mézeme vyrobitf rézne a
zalezi iba od konkrétnej situacie, ktory sposob je spravny. V tejto praci sa zaoberame
hlavne vstupno - vystupnymi a SAM maticami, respektive maticami generovanymi
podla nich. Preto budeme pri skimani vztahu spektra matic a podmatic vyuZivat

zizenie dané vztahom ().

3.5 Spektrum podmatice markovovskej matice

V predoslych castiach prace sme zistili, ako typicky vyzera spektrum markovovskej
matice a vieme aj, ako spravne skonstruovat podmaticu (vztah ) V tejto kapitole
sa pozrieme na to, ako sa zmeni spektrum matice po jej zuzeni. Pre hermitovské ma-
tice vieme, 7e plati preplietacia veta [2.3] Teda vieme, Ze vlastné hodnoty podmatice
st ohranicené najvicsou a najmensSou vlastnou hodnotou pévodnej matice. Mohla by

nejaka podoba preplietacej vety platit aj pre markovovské matice a jej podmatice?
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Tu nardzame na viaceré komplikacie. Hermitovské matice st unitarne diagonalizova-
telné. Markovovské matice vo vSeobecnosti nie si diagonalizovatelné. Teda nemozeme
zopakovat dvahy z druhej kapitoly, pri ktorych sme takmer vzdy vyuzivali fakt, ze méame
k dispozicii ortonormélnu bazu vlastnych vektorov. f)alej, vlastné hodnoty hermitov-
skej matice su redlne. Pre markovovskt maticu mozZze byt vlastnd hodnota [ubovolné
komplexné ¢islo s absolitnou hodnotou mensou alebo rovnou 1. Teda vlastné hodnoty
nemozeme zoradit od najvicsej po najmensiu, a teda tazko mozeme difat v nejaké ne-
rovnosti medzi vlastnymi hodnotami matice a podmatice ako v pripade hermitovskych
matic.

Napriek tomu, ked mame maticu typu 50 x 50 a zizime ju na maticu typu 49 x 49,
privelmi maticu nezmenime a teda mozeme predpokladat, Ze ani spektrum sa velmi
nezmeni. Intuitivhym zovSeobecnenim preplietacej vety moze byt, Ze vlastné hodnoty
matice tvoria hranicu oblasti, v ktorej si aj vlastné hodnoty podmatice. Konkrétne,
7e vlastné hodnoty podmatice patria do konvexného obalu vlastnych hodnét pévodne;j
matice. Simulacie ukazuji, Ze typicky to je naozaj tak, ale moézZzeme najst pomerne
jednoduchy protipriklad tohoto tvrdenia. V nasledujiucom priklade ukdzeme, ako vel'mi
sa moze zmenit spektrum matice jej zizenim.

Majme markovovskt maticu A typu 4 x 4, ktora zuzime zlacenim 3. a 4. riadku
a stlpca na maticu B typu 3 x 3 pomocou vzorca . Aby sme dosiahli maximalny
rozptyl spektra, zvolime relativne velkosti sektorov a3 = 1 a a4y = 0. Matice A a B

vyzeraji nasledovne:

0 0 10
00 1
1 0 00
A= B=|100]. (6)
0 ¢ 00
010
0 1—¢ 0 1

Ak je e = 0, potom A ma jednoduchu vlastnii hodnotu 1 a trojnasobni vlastni hodnotu
0. Ale vlastné hodnoty B su 1, es™ a e%”, ¢o su ¢isla leziace na jednotkovej kruznici.
Teda spektrum koncentrované v nule explodovalo az na okraj jednotkovej kruznice.
Vidime, ze vlastné hodnoty B nie st v konvexnom obale vlastnych hodnét A. Prave
naopak. D4 sa povedat, Ze si najdalej ako mozu byt vzhladom na hranicu spektra

vyplyvajicu z markovovskej vlastnosti B.
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Fakt, ze vlastné hodnoty A a B sa takto extrémne liSia, suvisi s tym, Ze pre malé ¢ je
matica A skoro singularna (det A = ). A singuldrne matice maji nestabilné spektrum
vzhTadom na perturbéciu. Na obrazku [11]st spektra matic A a B pree = 0ac = 0,01.
Vidime, ze zmena vlastnych hodnot skoro singularnej matice A je radovo vicésia ako

Zmena .

Obr. 11: Spektrum matice A (oranZovou) a matice B (éervenou). Viavo pre € = 0, vpravo

pre € = 0.01.
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VzhTadom na tento priklad to vyzerd tak, ze vSeobecné tvrdenie pre markovovské
matice, ktoré by ohranicovalo vlastné hodnoty podmatice pomocou vlastnych hodnoét
povodnej matice neplati. Toto je v8ak velmi Specificky priklad. Pozrime sa na to, ako
to vyzera s maticami podobnymi empirickym vstupno - vystupnym a SAM maticiam.
Na obrazkoch a st zobrazené spektra roznych matic generovanych spdsobom
opisanym v Casti a ich podmatic vytvorenych sposobom . Pre tieto matice
takmer vzdy plati, Ze vlastné hodnoty podmatice patria do konvexného obalu vlastnych
hodndt matice. Podobne je to aj pri Krylovovych projekény metédach. Tie funguja

dobre pre takmer vSetky matice, ale moézeme najst aj protipriklad, kde to nefunguje.
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Obr. 12: Na generovanie tjchto matic sme pouZili spésob opisany v|3.5.4 podla vstupno - vi-

stupnijch matic. Obrdzky zobrazugi matice typu 61 X 61 (oranZovou) a jej podmatic (cervenou).
V prvom pripade sme maticu zizili iba o 1 riadok a stlpec a vidime, Ze spektrum sa takmer

vobec nezmenilo. V druhom obrdzku sme zlucili 11 sektorov do jedného. V tretom 21.

045 s s

0.5 -0.5 0.5

Obr. 13: Tieto tri obrdzky zobrazuju spektrum matice typu 53 x 53 (oranZovou) generovanej
sposobom opisanym v podla SAM matic a spektrum jej podmatic (Cervenou). Znova sme
v prvom pripade maticu zuzili iba o 1 riadok a stlpec, v druhom o 10 a v tretom o 20. Spektrum
podmatic je celkovo podobné pévodnému spektru. Toto je typicky priklad, ako situdcia vyzerala

pri vSetkijch simuldciach. Nikdy sme nesledovali nieco podobné protiprikladu @
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4 Vlastné vektory

Zatial sme sa v tejto praci zaoberali iba vztahmi medzi vlastnymi hodnotami matice
a podmatice. To bolo preto, Zze nasou péovodnou motiviciou bola preplietacia veta pre
vlastné hodnoty hermitovskych matic a pri tejto triede matic to naozaj stacilo. Po-
zndme nerovnosti medzi vlastnymi hodnotami a vieme, ze st navzajom prepletené bez
toho, aby sme niefo vedeli o vlastnych vektoroch. No tie st neoddelitelnou sucastou
diagonalizacie matice a teda velmi tizko stvisia s vlastnymi hodnotami.

Ako sme zistili v predchadzajicej kapitole, pre markovovské matice ndm vo vSeobec-
nosti nestaci poznat spektrum matice na to, aby sme vedeli nieco povedat o spektre jej
podmatice. To nas vedie k skiimaniu toho, ako sa spravaju vlastné vektory pri zizeni
matice. KedZe tejto téme sme sa v tejto praci eSte nevenovali, budeme sa zaoberat
jednoduchgimi triedami matic. A to diagonalnymi a symetrickymi maticami.

Vieme, 7e zU7enie matice je isty typ projekcie. Pri symetrickych maticiach typu
n x n sme vynechali n - ty riadok a stlpec, ¢o zodpoveda kolmej projekcii z n - roz-
merného priestoru do (n — 1) - rozmerného podpriestoru. Projektujeme na podpriestor
prvych (n — 1) stradnic pozdlz podpriestoru n - tej suradnice. Matica takejto pro-
jekcie je U = (In_1xn-1 On_1x1). Potom B = UAUT, kde A je povodna matica a
B je podmatica. Né&s zaujima, ako sa zmenia vlastné vektory takymto zaZenim ma-
tice. Kedze A ma n - rozmerné vlastné vektory, budeme porovnévat ich projekcie do
(n — 1) - rozmerného priestoru s vlastnymi vektormi B. Matice vlastnych vektorov A,
B ozna¢ime Si, S;. Potom projekcie vlastnych vektorov A sa US;. Otazkou je, ¢ sa
povodné vektory sprojektuju priamo na vlastné vektory podmatice. A ak nie, ako velmi
sa lisia?

Symetrické matice si ortogonélne diagonalizovatelné, teda skalarny sucin dvoch
roznych vlastnych vektorov je 0. Skalarny stcin vlastného vektora samého zo sebou je
druhd mocnina jeho normy, ktort vieme zabezpecit, aby bola rovna 1. Zostrojme teda
maticu skaldrnych sucinov sprojektovanych vlastnych vektorov A s vlastnymi vektormi
B. Je to matica X = STUS,. Ak sa tieto vektory velmi nelisia, matica X by sa mala

podobat identite.
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4.1 Diagonalne a symetrické matice

Najprv sa pozrime na diagonalnu maticu. T4 uz je v diagonalnom tvare a teda matica
jej vlastnych vektorov je identita. Ak urobime projekciu na k rozmerny podpriestor,
matica X bude typu k£ xn a bude to identickd matica bez n—k vynechanych riadkov. Je
(Z) sposobov, ako zvolit k suradnic, ktoré projekciou nezahodime, teda je (Z) roznych
matic X, ktoré mozu vzniknat. Ak budeme predpokladat, ze kazdy vyber k siradnic
ma rovnaki pravdepodobnost, moZeme zistif ako vyzera priemerna matica X. Pre
nazornost najskor uvedieme priklad pre konkrétne n, k a az potom odvodime vSeobecnt

formulu pre X.

Uvazujme situaciu n = 4, k = 2. Mame (;1) = 6 moznosti roznych matic X:

1 0 00 1 0 00 1 0 00
X1: ) X2: ) X3: )

01 00 0010 0 0 01

0100 0100 0 01 0
X4: ) X5: ) X6:

0010 0 0 01 0 0 01

Priemern& matica X potom vyzera

- 1 3 2 1

X=—(X1+Xo+.. . +X5)=|[° ©
6 o 1 2 3
6 6 6

Pozrime sa teraz na vieobecny pripad matice X typu n x k. Nech x;; je prvok
matice X so suradnicami i, j. Kol'ko je roznych sposobov zvolenia k sturadnic tak, aby
bol prvok z;; = 17 Vieme, Ze zo stlpcov 1,2,...,7 — 1 je i — 1 takych, Ze obsahuju
1. A tak isto zo stipcov j 4+ 1,5 +2,...,n je k — i takych, Ze obsahuji 1. Spolu je
teda @j) . (’Z:ﬁ) roznych matic X typu & x n, ktoré maja x;; = 1. Toto plati, ak
st jednotlivé kombinac¢né ¢isla definované. Teda ak j > ¢ a sicasnen —j > k —i. V
opac¢nom pripade je x;; = 0 pre vetky matice X. f)alej vieme, ze vSetkych matic X je
(2)7 teda mozeme explicitne napisaf maticu X:

(1) - GD)

cakn—j>k—i A j>i

0 , inak.
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Pre symetrické matice je situacia zlozitejsia. Vlastné vektory tvoria ortonormaélnu
bazu. Ale ta je pre kazda maticu inak oto¢ena vzhladom na stradnicovu sistavu, teda
nevieme, ako bude vyzerat ich projekcia po vynechani poslednej suradnice, respektive
poslednych (n — k) stradnic. Aj ked nepozname jednoduchy explicitny vztah ako pri
diagonalnych maticiach, mézeme zistit, ako priblizne vyzera matica X pre symetrické
matice pomocou Monte Carlo simulacii.

Néhodne vygenerujeme symetrickii maticu typu n x n, vypocitame jej vlastné vek-
tory a ich projekcie do k - rozmerného podpriestoru, zizime ju na k X k podmaticu a
vypocitame aj jej vlastné vektory. Potom zostrojime maticu skalarnych sicinov spro-
jektovanych vlastnych vektorov matice a vlastnych vektorov podmatice - maticu XY™
typu k xn. Po vela opakovaniach zistime priemer vSetkych matic X*¥™ ktory oznacime
Xsym,

Vysledky takychto simulacii a matice X v pripade diagonalnych matic st zobrazené
na obrazku Simulécie ukazuju, 7e pre lubovolné zvolené symetrické nahodné rozde-
lenie, z ktorého volime zlozky matic, je tvar matice X*¥™ rovnaky. Diagonalna cast je
podobna matici X. Diagonalnou ¢astou pri matici typu k x n rozumieme zlozky Tij, pre
ktoré plati j < i alebo j > i + (n — k). Prave tieto st v matici X nenulové. Pri matici
XY™ su vSeobecne vietky zlozky nenulové, aj ked tie mimo diagonalnej Casti si malé.
To je dosledok faktu, 7ze pri diagonalnych maticiach boli projekcie vlastnych vektorov
bud tie isté vlastné vektory alebo nulové vektory, ale pri symetrickych maticiach rozne
natocenie vlastnych vektorov sposobilo, Ze ich projekcia moze byt ¢okol'vek v rozmedzi
od povodného vlastného vektora az po nulovy vektor. To spdsobilo, Zze matica X*¥™
ma ,rozsirent diagonalu“ oproti X a taktiez nedosahuje az hodnotu 1. Okrem toho je
tvar diagonal podobny. Pri X a aj pri X*¥™ pozorujeme n — k — 1 ,kopcekov* an — k

sediel®.
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Zaver

V tejto praci sme sa zaoberali otazkou spektier matic a tym, aky maja vztah so spek-
trom svojich podmatic. Praca je rozdelena na tri casti: Hermitovské matice, Marko-
vovské matice a kratka ¢ast o vlastnych vektoroch matic a podmatic.

Prva cast je venovana hermitovskym maticiam. Vztah spektier hermitovskych matic
a podmatic je znadmy a bol motiviciou tejto prace - Cauchyho preplietacia veta ([2.3]).
T4 hovori, ze vlastné hodnoty podmatice moézeme ohrani¢it nerovnostami s vlastnymi
hodnotami pévodnej matice. V tejto ¢asti sme zhrnuli a doplnili znamu teériu. Odvo-
dili sme tvrdenia potrebné na doékaz preplietacej vety a doplnili sme tvrdenie samotne]
vety pre Tubovolna kolmu projekciu. Zaver kapitoly je venovany geometrickej interpre-
tacii tejto vety . Na to sme vyuzili singularny rozklad matice. Ukéazali sme suvis
medzi vlastnymi a singularnymi hodnotami pre hermitovské matice a vysvetlili sme
preplietanie vlastnych hodndt v ramci kolmych projekcii.

V dalsej casti sme sa zaoberali markovovskymi maticami. V skratke sme citatela
oboznamili s konceptom markovovskych procesov (kapitola[3.1)) a vstupno - vystupnych
modelov (kapitola . Dalsia cast prace bola venovana spektru markovovskej matice.
Ukazali sme, Ze vSetky vlastné hodnoty sa nachadzaji v jednotkovom kruhu so stredom
v pociatku komplexnej roviny.

Rozobrali sme rozne typy matic vygenerovanych na zaklade empirickych ekonomic-
kych dat a vytvorili sme sposob, ako ndhodne generovat matice so spektrom s rovna-
kymi vlastnostami, aby sme mohli lepsie skimat, ako sa menia vlastné hodnoty pri
zuzeni . Na to bolo treba zadefinovat novy sposob zuzenia markovovskej matice,
ktory zachovava markovovské vlastnosti. Odvodili sme ho pre situaciu vyradovania a
zlucovania sektorov. Pre vstupno - vystupné matice ztzenie zodpoveda zliceniu nie-
ktorych sektorov skiimanej ekonomiky, teda zjednodusSeniu modelu.

Vseobecne pre markovovské matice neplati, Ze by sme mohli vlastnymi hodnotami
matice ohranicit nejakym sposobom vlastné hodnoty jej podmatice, ¢o sme ukézali na
konkrétnom priklade @ Napriek tomu, simulacie ukazali, Ze pre beZzne sa vyskytujice
empirické matice je zmena spektra zizenim o poznanie mensia a typicky sa vlastné hod-
noty podmatice naozaj nenachadzaji mimo konvexny obal vlastnych hodnét pévodnej

matice.
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V zéverefnej Casti sme sa venovali vlastnym vektorom matic. Je to sicast diago-
nalizacie, ktori sme v predoslych c¢astiach préce prili§ nespominali. Konkrétne sme
sledovali vzajomny vztah vektorov zuzenych matic a projekcii vlastnych vektorov po-
vodnych matic. Odvodili sme explicitny vztah pre diagonalne matice a simulaciami
sme ukazali, Ze situdcia je obdobné aj pre symetrické matice. Tato praca nezodpo-
vedala otazku, aky presne je vztah medzi vlastnymi ¢islami markovovskych matic a
podmatic, ale posledna kapitola sluzi ako navrh, ktorym smerom by sa mohol uberat
dalsi vyskum tejto problematiky, kedZe sme pozorovali zaujimavy fenomén a zatial

nezname rozdelenie suvisiace s GUE.
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