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Abstrakt

Gregor, Viktor: Vz´ahy spektier matice a jej podmatíc (Bakalárska práca), Uni-

verzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Ka-

tedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky; vedúci práce: Mgr. Martin Niepel,

PhD., Bratislava, 2013, 45s.

V tejto práci sme sa zaoberali vz´ahmi spektier matíc a ich podmatíc. Zhrnuli

sme známe vz´ahy pre hermitovské matice. Zov²eobecnili sme Cauchyho preplie-

taciu vetu a vyjadrili sme odhad vlastných hodnôt matíc a podmatíc pre ná-

hodné matice pomocou Wignerovho polkruºnicového zákona. Skúmali sme, aké

sú vz´ahy spektier pre markovovské matice. Zistili sme, aké sú charakteristiky

spektier markovovských matíc pouºívaných v praxi (vstupno - výstupné matice a

SAM matice) a ukázali sme, ako ve©mi sa menia vlastné hodnoty zúºením matice.

V závere sme sa zaoberali vz´ahom vlastných vektorov diagonálnych a symetric-

kých matíc a podmatíc.

K©ú£ové slová: Cauchyho preplietacia veta, podmatica, vlastná hodnota, mar-

kovovská matica, hermitovská matica, vstupno - výstupná matica, Wignerov polk-

ruºnicový zákon
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Abstract

Gregor, Viktor: The Relations of spectrums of Matrix and its Submatrices (Bache-

lor thesis), Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics

and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor:

Mgr. Martin Niepel, PhD., Bratislava, 2013, 45p.

In this thesis, we addressed the relation between eigenvalues of a matrix and its

submatrices. We summarized the known relations for Hermitian matrices. We ge-

neralized Cauchy interlacing theorem and stated an estimate of spectra of random

Hermitian matrices and submatrices using Wigner semicircle law. We examined

the relation of spectra of Markov matrices, determined the features of eigenvalues

of Markov matrices used in economic applications (input - output matrices and

SAM matrices) and showed how much they can change with reduction of matrix.

In the �nal part, we examined the relations of eigenvectors of diagonal and sym-

metric matrices and submatrices.

Key words: Cauchy interlacing theorem, submatrix, eigenvalue, Markov matrix,

Hermitian matrix, input - output matrix, Wigner semicircle law
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Úvod

Numerický výpo£et vlastných hodnôt matíc je dôleºitou úlohou mnohých vedeckých

a inºinierskych oblastí. Pre matice ve©kých rozmerov je to výpo£tovo ve©mi náro£ný

problém. V praxi sa ale vyskytujú situácie, ke¤ je potrebné ur£i´ spektrum matíc s roz-

mermi rádovo nieko©ko tisíc a viac. Pri takýchto úlohách sú £asto pouºívané Krylovove

projek£né metódy (viac o Krylovových metódach sa dá nájs´ v publikácii [4] a kapitole

7.11 z [3]) . Tie vo v²eobecnosti aproximujú vlastné hodnoty pomocou ich Ritzových

hodnôt (vlastných hodnôt podmatíc). V tejto práci sme sa zaoberali teóriou, ktorá stojí

za týmito metódami. Skúmali sme vz´ah vlastných hodnôt matíc a ich podmatíc. Pre

triedu hermitovských matíc je tento vz´ah známy a nazýva sa Cauchyho preplietacia

veta. Tá v skratke hovorí, ºe kaºdú vlastnú hodnotu podmatice vieme ohrani£i´ zdola

aj zhora vlastnou hodnotou pôvodnej matice.

Hlavným cie©om tejto práce bolo zisti´, £i vieme nájs´ podobný vz´ah aj pre inú

triedu matíc, konkrétne pre markovovské matice. Otázkou bolo, £i z toho, ºe poznáme

spektrum markovovskej matice, vieme zostroji´ nejaké nerovnosti alebo ohrani£enia

pre vlastné hodnoty podmatice. Ke¤ºe Krylovove projek£né metódy sa vyuºívajú aj

pre matice, ktoré nie sú hermitovské a zúºenie matice môºe by´ nejaký typ projekcie,

aspo¬ vo vä£²ine prípadov by takéto ohrani£enia mohli existova´.

V prvej £asti práce sme zhrnuli známu teóriu hermitovských matíc súvisiacu z pre-

plietacou vetou a tieº sme dokázali preplietaciu vetu vo v²eobecnej²om zmysle, ako je

vä£²inou vyslovená v u£ebniciach.

V ¤al²ej £asti sme sa zaoberali markovovskými maticami. V skratke sme popísali

ich aplikácie, a to markovovské procesy a vstupno - výstupné modely. Na to, aby sme

mohli skúma´ vlastnosti podmatíc, sme museli zisti´, ako správne skon²truova´ pod-

maticu markovovskej matice. �alej sme sa zaoberali empirickými maticami s reálnymi

dátami z ekonómie. Cie©om bolo zisti´ ²peci�cké vlastnosti spektier matíc vyuºívaných

v konkrétnych aplikáciach a napodobni´ ich náhodne generovanými maticami v mate-

matickom softvéri MATLAB. Pomocou týchto simulácii sme overovali rôzne hypotézy

o vlastných hodnotách podmatíc. Zis´ovali sme, ako vyzerajú typické spektrá pri zú-

ºení empirických matíc a na druhej strane sme sa snaºili nájs´ protipríklad pre takéto

hypotézy. Teda nájs´ maticu, ktorá zúºením výrazne zmení svoje vlastné hodnoty.
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V závere£nej kapitole sme sa vrátili k symetrickým a diagonálnym maticiam a skú-

mali sme vlastné vektory matíc a ich podmatíc, £ím sme sa snaºili navrhnú´ iný poh©ad

na problematiku.
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1 De�nície a pojmy

V tejto kapitole zhrnieme pouºité zna£enie a de�nície dôleºitých pojmov. De�nície a

znenia tvrdení sú prebraté z publikácie [3] a sú prispôsobené konvenciám zna£enia

pouºitým v tejto práci.

Matice budeme spravidla ozna£ova´ ve©kými tla£enými písmenami A,B, U, V,M, . . ..

Ich zloºky ozna£ujeme príslu²nými malými písmenami: A = {aij}i=1, . . . , m
j=1, . . . , n

. Prvým in-

dexom i zna£íme spravidla riadok a druhým indexom j st¨pec.

Transpozíciu matice A zna£íme AT ,

hermitovské zdruºenie matice A zna£íme AH = ĀT .

Hovoríme, ºe matica A je symetrická matica, ak sp¨¬a rovnos´ AT = A. Obdobne, ma-

tica A je hermitovská matica, ak sp¨¬a rovnos´ AH = A.

Matica Un×n je unitárna, ak sp¨¬a rovnos´ UHU = I. V takom prípade jej st¨pce tvoria

ortonormálnu bázu Cn.

Reálna matica M typu n × n je markovovská (niekedy nazývaná aj stochastická

matica) ak má nezáporné zloºky a sú£et zloºiek po st¨pcoch je rovný 1, t.j. ak sp¨¬a:

• mij ≥ 0 ∀i, j = 1, . . . , n

•
n∑
i=1

mij = 1 ∀j = 1, . . . , n

Vlastná hodnota a vlastný vektor matice A sú £íslo λ ∈ C a nenulový vektor x ∈ Cn,

ktoré sp¨¬ajú rovnicu

Ax = λx.

Ak sú vlastné hodnoty n rozmernej matice A reálne, môºeme ich zoradi´ a ozna£i´

pod©a ve©kosti: λ1 (A) ≥ λ2 (A) ≥ . . . ≥ λn (A).

Mnoºinu vlastných hodnôt matice A nazývame spektrom matice A. Zna£íme ho

σ (A), teda σ (A) = {λ ∈ C | ∃x 6= 0, Ax = λx}. Spektrálnym polomerom nazývame

£íslo ρ(A) = max
1≤i≤n

|λi|.

Nech A je matica typu n×m hodnosti r. Potom singulárny rozklad matice má tvar

A = UΣV H , kde matice Un×n, Vm×m sú unitárne matice a Σn×m je reálna obd¨ºni-

ková diagonálna matica s nezápornými prvkami. Prvých r diagonálnych zloºiek Σ je
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nenulových a nazývame ich singulárne hodnoty matice A. Ostatné diagonálne prvky sú

nulové.

Singulárne hodnoty matice môºeme ekvivalentne de�nova´ ako druhé odmocniny z

nenulových vlastných £ísiel matice AHA. Zna£íme ich pod©a ve©kosti:

s1 (A) ≥ s2 (A) ≥ . . . ≥ sr (A) > 0.

Matice A a B nazývame podobné, ak existuje regulárna matica C taká, ºe

C−1AC = B. Platí, ºe podobné matice majú rovnaké vlastné hodnoty.

Matica A je diagonalizovate©ná, ak je podobná diagonálnej matici. Vä£²inou budeme

pouºíva´ zna£enie A = SΛS−1, kde S je matica vlastných vektorov a Λ je diagonálna

matica s vlastnými hodnotami na diagonále.

Vektorová norma je funkcia ‖∗‖ : Cn 7→ R sp¨¬ajúca nasledujúce vlastnosti:

∀x, y ∈ Cn, α ∈ C :

• ‖x‖ ≥ 0 a ‖x‖ = 0⇔ x = 0n

• ‖αx‖ = |α| · ‖x‖

• ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

V tejto práci budeme pouºíva´ hlavne 2-normu (tzv. Euklidovskú normu) de�novanú

nasledovne:

‖x‖2 =

(
n∑
i=1

x2i

) 1
2

=
√

(xHx).

Maticová norma je funkcia ‖∗‖ : Cn×m 7→ R sp¨¬ajúca nasledujúce vlastnosti:

∀A,B ∈ Cn×m, α ∈ C :

• ‖A‖ ≥ 0 a ‖A‖ = 0⇔ A = 0n×m

• ‖αA‖ = |α| · ‖A‖

• ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖

∀A,B ∈ Cn×n :

• ‖AB‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖
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Noriem sp¨¬ajúcich takéto axiómy je viacero, príkladom sú tzv. operátorové normy,

ktoré sú indukované príslu²nými vektorovými normami. Sú de�nované nasledovne:

‖A‖1 = sup
‖x‖1=1

‖Ax‖1 = max
j

∑
i

|aij| ,

‖A‖2 = sup
‖x‖2=1

‖Ax‖2 = s1 (A) =
√
ρ(ATA),

kde s1 (A) je najvä£²ia singulárna hodnota matice A. �ubovo©ná norma matice môºe

poslúºi´ ako ve©mi hrubý odhad polomeru spektra matice, a teda aj v²etkých jej vlast-

ných £ísiel.

Tvrdenie 1.1. Horná hranica polomeru spektra matice

Pre ©ubovo©nú maticovú normu ‖∗‖ platí: |λ| ≤ ‖A‖ pre v²etky vlastné hodnoty λ.

Dôkaz.

Nech λ je vlastné £íslo a x je vlastný vektor matice A.

Ozna£me maticu X =
(
x 0 . . . 0

)
n×n

. Potom platí AX = λX, a teda

|λ| · ‖X‖ = ‖λX‖ = ‖AX‖ ≤ ‖A‖ · ‖X‖

|λ| ≤ ‖A‖
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2 Hermitovské matice

V tejto kapitole sa bliº²ie pozrieme na hermitovské matice. O ich spektre sa dá poveda´

viac v porovnaní s ostatnými triedami matíc. Ich spektrum má rôzne vlastnosti, ktoré

zna£ne zjednodu²ujú situáciu. Tie sformulujeme na za£iatku tejto kapitoly. Následne

dokáºeme Courant-Fisherovu vetu a z nej vyplývajúcu Cauchyho preplietaciu vetu,

ktoré hovoria o tom, aký je vz´ah medzi spektrom hermitovských matíc a ich podmatíc.

Ukazuje sa, ºe vlastné hodnoty podmatice môºeme ohrani£i´ vlastnými hodnotami

originálnej matice bez toho, aby sme vedeli, aké sú jej vlastné vektory. Vysvetlíme,

ako súvisí spektrálny a singulárny rozklad a ako môºeme pomocou nich geometricky

interpretova´ preplietaciu vetu. Na záver kapitoly uvedieme, ako môºeme odhadnú´

vlastné hodnoty náhodnej hermitovskej matice pomocou Wignerovho polkruºnicového

zákona. Zdrojom k tejto kapitole boli publikácie [3] a [6].

2.1 Základné vlastnosti hermitovských matíc

Ak je matica A typu n × n hermitovská, potom vieme, ºe je unitárne diagonalizo-

vate©ná. Teda existuje jej spektrálny rozklad A = UΛUH , kde U je unitárna matica

tvorená ortonormálnou bázou vlastných vektorov. Navy²e platí, ºe v²etky vlastné hod-

noty λ1, λ2, . . . , λn sú reálne. Toto je ve©mi dôleºitý fakt, pretoºe spektrum kaºdej

hermitovskej matice je n-tica reálnych £ísiel, ktoré môºeme zoradi´ pod©a ve©kosti.

Ke¤ºe na mnoºine komplexných £ísiel nemáme prirodzené usporiadanie, tak pre ma-

tice s vlastnými hodnotami mimo reálnych £ísiel nemôºeme o£akáva´ platnos´ tvrdení

s nerovnos´ami.

Tvrdenie 2.1. O extrémnych vlastných hodnotách

Extrémne vlastné hodnoty λ1, λn hermitovskej matice An×n sa dajú vyjadri´ nasle-

dovne:

λ1 = max
x 6=0

xHAx

xHx
, λn = min

x 6=0

xHAx

xHx
.

Dôkaz. Matica An×n je hermitovská, teda je unitárne diagonalizovate©ná. Ak vektory

v1, v2, . . . , vn sú jej vlastné vektory prislúchajúce k vlastným hodnotám λ1, λ2, . . . , λn,

môºeme ich zvoli´ tak, aby tvorili ortonormálnu bázu Cn. Máme
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vHi vj =

 1 pre i = j

0 pre i 6= j
.

Teda ©ubovo©ný vektor x ∈ Cn môºeme napísa´ ako lineárnu kombináciu bázových

vlastných vektorov: x = c1v1 + c2v2 + . . .+ cnvn.

Potom

xHAx

xHx
=

(c1v1 + c2v2 + . . .+ cnvn)H A (c1v1 + c2v2 + . . .+ cnvn)

(c1v1 + c2v2 + . . .+ cnvn)H (c1v1 + c2v2 + . . .+ cnvn)
=

=

n∑
i=1

cicjv
H
i Avj

n∑
i=1

cicjvHi vj

=

n∑
i=1

cicjv
H
i λjvj

n∑
i=1

cicjvHi vj

=

n∑
i=1

c2iλi

n∑
i=1

c2i

≤
λ1

n∑
i=1

c2i

n∑
i=1

c2i

= λ1.

Analogicky môºeme odvodi´ aj druhú nerovnos´:

xHAx

xHx
=

n∑
i=1

c2iλi

n∑
i=1

c2i

≥
λn

n∑
i=1

c2i

n∑
i=1

c2i

= λn.

Pomery
xHAx

xHx
sa nazývajú Rayleighove pomery. Teraz, ke¤ máme najmen²iu aj

najvä£²iu vlastnú hodnotu vyjadrenú Rayleighovým pomerom, môºeme sa pýta´, £i sa

aj ostatné vlastné hodnoty nedajú vyjadri´ podobne. V roku 1905 ukázal Ernst Fischer,

ºe existuje zov²eobecnenie aj pre ostatné vlastné hodnoty. Richard Courant neskôr v

roku 1920 roz²íril tvrdenie pre nekone£no rozmerné operátory (kapitola 7.5 v [3]).

Tvrdenie 2.2. Courantova-Fischerova veta

Vlastné hodnoty λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn hermitovskej matice An×n sa dajú vyjadri´

nasledovne:

λi = max
P dimP=i

(
min

x∈P ‖x‖2=1
xHAx

)
= min
P dimP=n−i+1

(
max

x∈P ‖x‖2=1
xHAx

)
(1)

Dôkaz. Nech P je podpriestor Cn dimenzie i. Potom ozna£me SP = {x ∈ P , ‖x‖2 = 1}.

Matica A je hermitovská, teda vlastné vektory v1, v2, . . . , vn môºeme zvoli´ tak, aby

tvorili ortonormálnu bázu Cn. Ozna£me F = span {vi, vi+1, . . . , vn}, kde span ozna£uje

lineárny obal vektorov. Dimenzia SP je i a dimenzia F je n− i+ 1. Teda podpriestory

majú netriviálny prienik. Inak by

dim (SP ⊕F) = dim (SP) + dim (F) = n+ 1 > n,
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£o je spor s tým, ºe SP a F sú podpriestory Cn. Prienik ozna£me S̃P = SP ∩ F .

Potom ∀x ∈ S̃P sa dá napísa´ ako x = civi + ci+1vi+1 + . . .+ cnvn. Podobnou úpravou

ako v dôkaze vety 2.1 dostaneme ‖x‖22 =
n∑
j=i

c2j = 1. Teda

xHAx =
n∑
j=i

c2jλj ≤ λj

n∑
j=i

c2j = λj ∀x ∈ S̃P .

Ke¤ºe S̃P ⊆ SP potom

min
x∈SP

xHAx ≤ min
x∈S̃P

xHAx ≤ λi.

To platí pre ©ubovo©ný podpriestor dimenzie i. Teda

max
P dimP=i

(
min

x∈P ‖x‖2=1
xHAx

)
≤ λi.

Aby sme dokázali rovnos´, sta£í nájs´ podpriestor P̃ dimenzie i, pre ktorý platí

min
x∈P̃ ‖x‖2=1

xHAx = λi.

Takým podpriestorom je P̃ = span {v1, v2, . . . , vi}. Vieme, ºe min
x∈P̃ ‖x‖2=1

xHAx ≤ λi.

Ale zárove¬ platí xHAx =
i∑

j=1

c2jλj ≥ λj pre v²etky x ∈ P̃ . Teda platí rovnos´

min
x∈P̃ ‖x‖2=1

xHAx = λi. A teda aj rovnos´

max
P dimP=i

(
min

x∈P ‖x‖2=1
xHAx

)
= λi.

Druhá £as´ dôkazu je analogická, preto ju neuvádzame.

Pomocou Courantovej-Fischerovej vety sa dajú odvodi´ rôzne nerovnosti pre vlastné

hodnoty matíc. Nás zaujíma predov²etkým preplietacia veta.

2.2 Preplietacia veta

Tvrdenie 2.3. Cauchyho preplietacia veta

Nech A je hermitovská matica typu n×n. Nech B = V AV H je matica typu k× k, kde

k < n a pre maticu Vk×n platí V V H = Ik×k. Nech λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn a β1 ≥ β2 ≥

. . . ≥ βk sú vlastné hodnoty matíc A a B v tomto poradí. Potom platí:

λj ≥ βj ≥ λn−k+j ∀j = 1, . . . , k. (2)
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Dôkaz. Pre obd¨ºnikovú maticu V platí V V H = Ik×k. Teda k riadkov matice V sú

vektory ortonormálnej bázy Cn. Môºeme ich doplni´ do úplnej bázy ¤al²ími n − k

vektormi. Tie zapí²eme do riadkov matice Wn−k×n aby platilo WWH = I(n−k)×(n−k).

Potom

V

W

 je n× n unitárna matica.

Matica B je hermitovská, teda sa dá diagonalizova´ unitárnou maticou:

UBUH = D = diag (β1, β2, . . . , βm). Teda môºeme písa´:

Ã = QAQH =

UH 0

0 I

V

W


︸ ︷︷ ︸

Q

A

(V H WH

)U 0

0 I


︸ ︷︷ ︸

QH

=

UH 0

0 I

 B V AWH

WAV H WAWH

U 0

0 I

 =

 D UHV AWH

WAV HU WAWH


Platí QQH = In×n, teda Q je unitárna matica. Potom matice A a Ã sú podobné a

majú rovnaké vlastné hodnoty. Najskôr dokáºeme prvú nerovnos´.

Nech j ∈ {1, 2, . . . ,m}. Ozna£me F = span {e1, e2, . . . , ej}. Potom x ∈ F má tvar

x = (x1 x2 . . . xj 0 . . . 0)T a platí:

xHÃx =

j∑
i=1

βix
H
i xi ≥ βj ∀x ∈ F .

Potom pod©a Courantovej-Fischerovej vety 2.2:

λj = max
P dimP=j

(
min

x∈P ‖x‖2=1
xHÃx

)
≥ min

x∈F ‖x‖2=1
xHÃx ≥ βj ∀j = 1, 2, . . .m

Druhú nerovnos´ dokáºeme podobne. Ozna£me T = span {ej, ej+1, . . . , em}. Vidíme, ºe

dim T = m− j + 1 a x ∈ T má tvar

x = (0 . . . 0 xj xj+1 . . . xm 0 . . . 0)T . Potom platí:

xHÃx =
m∑
i=j

βix
H
i xi ≤ βj ∀x ∈ T .

Teda pod©a Courantovej-Fischerovej vety 2.2 platí aj druhá nerovnos´:

λn−m+j = min
P dimP=m−j+1

(
max

x∈P ‖x‖2=1
xHÃx

)
≤ max

x∈P ‖x‖2=1
xHÃx ≤ βj ∀j = 1, 2, . . .m.
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Poznámka 2.1. Ke¤ poloºíme m = n− 1, potom λi a βj sú navzájom "prepletené":

λ1 ≥ β1 ≥ λ2 ≥ β2 . . . ≥ βn−1 ≥ λn. Z toho vznikol názov vety.

V u£ebniciach sa vä£²inou uvádza verzia preplietacej vety, kdeB je podmatica matice

A. Teda, ºe B vznikne vynechaním nieko©kých riadkov a st¨pcov matice A. Tu uvedená

verzia zah¯¬a túto situáciu, ale je v²eobecnej²ia. Hovorí o ©ubovo©nej kolmej projekcii.

Pre maticu V z dôkazu vety platí, ºe V HV je hermitovská a
(
V HV

)2
= V HV . Teda

V HV je naozaj matica kolmej projekcie na podpriestor Cn daný riadkami matice V .

Teraz sa pozrime na kvadratické formy dané maticami A a B:

(
V HV x

)
A
(
V HV x

)
= xHV H

(
V AV H

)︸ ︷︷ ︸
B

V x = (V x)H B (V x) = yHBy. (3)

Znamená to, ºe kvadratická forma reprezentovaná maticou A projekcie vektora x ∈ Cn

je ekvivalentná kvadratickej forme reprezentovanej maticou B vektora V x = y ∈ Ck.

Maticu B = V AV H môºeme teda chápa´ ako kolmú projekciu matice A alebo ako

podmaticu vo v²eobecnej²om zmysle.

Preplietacej vete môºeme hlb²ie porozumie´, ak sa na maticu A pozrieme ako na

lineárne zobrazenie. O geometrii lineárneho zobrazenia nám takmer v²etko prezradí

jeho singulárny rozklad. V prípade hermitovských matíc vlastné hodnoty a singulárne

hodnoty spolu ve©mi úzko súvisia. Preto predtým ako vysvetlíme preplietaciu vetu,

zopakujeme význam singulárnych hodnôt pri skúmaní lineárneho zobrazenia.

Zoberme si lineárne zobrazenie dané regulárnou reálnou maticou A ∈ Rn×n. Jej

singulárny rozklad je A = UΣV T , kde Σ je diagonálna matica so singulárnymi hod-

notami s1 ≥ s2 ≥ . . . ≥ sn > 0 na diagonále a U, V sú ortogonálne matice. Singu-

lárne hodnoty nám hovoria, ako ve©mi zobrazenie zdeformuje jednotkovú sféru Sn =

{x ∈ Rn, ‖x‖2 = 1}. Majme ©ubovo©né y ∈ A (Sn), kde A (Sn) je obraz jednotkovej

sféry. Potom existuje x ∈ Sn také, ºe y = Ax a platí:

‖y‖22 = ‖Ax‖22 =
∥∥UΣV Tx

∥∥2
2

=
∥∥ΣV Tx

∥∥2
2

= ‖Σw‖22 = s21w12 + s22w
2
2 + . . .+ s2nw

2
n.

Matica V T je ortogonálna, takºe môºe zmeni´ smer vektora, ale nezmení jeho normu.

Vektor w = V Tx je potom tieº vektor jednotkovej d¨ºky, a teda w ∈ Sn. Z toho

vyplýva, ºe jednotková sféra sa zobrazí na elipsoid s d¨ºkami poloosí s1, s2, . . . , sn.
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�alej z rozkladu AV = ΣU vyplýva pre st¨pce matice V

‖Avi‖2 = ‖siui‖2 = si.

Teda st¨pce matice V zodpovedajú bodom na sfére Sn, ktoré sa zobrazia na poloosi

elipsoidu A (Sn) a samostné poloosi sú st¨pce matice U vynásobené príslu²nými singu-

lárnymi hodnotami. Situácia je zhrnutá na obrázku 1.

Obr. 1: Lineárne zobrazenie A = UΣV T zobrazí jednotkovú sféru na elipsoid s poloosami s

d¨ºkami s1, s2, . . . , sn. Poloosi sú dané vektormi siui a vektory vi sú body na jednotkovej sfére,

ktoré sa zobrazia na tieto poloosi. Teda Avi = siui.

Teraz si zoberme prípad, kedy je matica A symetrická. Vieme, ºe jej vlastné hodnoty

sú reálne. Ozna£me ich λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn. Aké sú jej singulárne hodnoty? Matica

ATA = A2, teda jej vlastné hodnoty sú λ21, λ
2
2, . . ., λ

2
n. Singulárne hodnoty A sú

odmocniny z vlastných hodnôt ATA, teda |λ1|, |λ2|, . . . , |λn|. Vidíme, ºe pre symetrické

lineárne zobrazenia môºeme predo²lú úvahu o obraze jednotkovej sféry zopakova´ s

absolútnymi hodnotami vlastných hodnôt namiesto singulárnych hodnôt.

Teraz sa uº dostávame ku geometrickému významu preplietacej vety. Majme teda

lineárne zobrazenie dané symetrickou maticou A, ktoré zobrazí jednotkovú sféru na

elipsoid s d¨ºkami poloosí |λ1|, |λ2|, . . . , |λn|. Ako sa situácia zmení, ke¤ zoberieme na-

miesto matice A jej podmaticu B, ktorú získame tak, ºe vynecháme z A posledný riadok

a st¨pec? Je to to isté, ako keby sme zabudli na n-tú súradnicu vektorov z Rn. Urobíme
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teda rez elipsoidom n− 1 rozmernou nadrovinou danou vektormi {e1, e2, . . . , en−1}.

Bliº²ie rozoberieme prípad pre n = 3. Pre jednoduchos´ uvaºujme, ºe matica A3×3

je kladne de�nitná. Teda matica A zobrazí dvojrozmernú sféru v R3 na elipsoid s po-

loosami dlhými λ1, λ2, λ3. Z matice A vynecháme tretí riadok a st¨pec, £ím získame

maticu B2×2. Lineárne zobrazenie dané maticou B zobrazí kruºnicu na elipsu s po-

loosami dlhými β1, β2, £o sú vlastné hodnoty matice B. Táto elipsa vznikne ako rez

elipsoidu rovinou danou osami x, y. Po krátkom rozmyslení vidíme, ºe nech je elipsoid

©ubovo©ne oto£ený, vzniknutá elipsa bude ma´ d¨ºky poloosí prepletené s d¨ºkami po-

loosí elipsoidu. Tým myslíme, ºe vºdy bude plati´ λ1 ≥ β1 ≥ λ2 ≥ β2 ≥ λ3. Situácia je

znázornená na obrázku 2.

Obr. 2: Geometrické znázornenie preplietacej vety.

Teda na preplietaciu vetu sa môºeme pozera´ ako na dôsledok toho, ºe vlastné hod-

noty a singulárne hodnoty nám z geometrického poh©adu dávajú o lineárnom zobrazení

rovnakú informáciu. Vz´ah medzi vlastnými a singulárnymi hodnotami môºe by´ pre iné

matice ove©a komplikovanej²í, £ím strácame moºnos´ takejto jednoduchej geometric-

kej interpretácie a následne prestávajú plati´ spomínané nerovnosti. Ale o singulárnom

rozklade môºeme spravi´ podobnú úvahu aj pre iné triedy matíc ako hermitovské, a

teda by mohla plati´ istá forma preplietacej vety pre singulárne hodnoty. Ukazuje sa,

ºe je to naozaj tak.

Majme komplexnú maticu A typu n× n. Matica Ãn×n−k vznikla z matice A vy-
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nechaním posledných k st¨pcov. AHA je hermitovská. Potom pre v²etky x ∈ Cn platí

xHAHAx = ‖Ax‖ ≥ 0, a teda je aj kladne semi-de�nitná. Jej vlastné hodnoty sú reálne

nezáporné £ísla. Ozna£me ich s21 ≥ . . . ≥ s2n. To isté platí aj pre vlastné hodnoty matice

Ã, ktoré ozna£íme s̃21 ≥ . . . ≥ s̃2n−k. Ak ozna£íme st¨pce matice A ako a1, a2, . . ., an,

potom môºeme matice AHA a ÃHÃ zapísa´ nasledovne:

AHA =


aH1 a1 aH1 a2 . . . aH1 an

aH2 a1 aH2 a2 . . . aH2 an
...

... . . . ...

aHn a1 aHn a2 . . . aHn an

 ÃHÃ =


aH1 a1 aH1 a2 . . . aH1 an−k

aH2 a1 aH2 a2 . . . aH2 an−k
...

... . . . ...

aHn−ka1 aHn−ka2 . . . aHn−kan−k

 .

Vidíme, ºe ÃHÃ je podmaticou matice AHA. Teda pouºitím Cauchyho preplieta-

cej vety 2.3 a odmocnením príslu²ných nerovností dostávame platnos´ nasledovného

tvrdenia:

Tvrdenie 2.4. Preplietanie singulárnych hodnôt matice

Nech komplexná matica A typu n× n má singulárne hodnoty s1 ≥ . . . ≥ sn. Matica

Ãn×n−k vznikla z matice A vynechaním posledných k st¨pcov a jej singulárne hodnoty

sú s̃1 ≥ . . . ≥ s̃n−k. Potom platí:

si ≥ s̃i ≥ sk+i i = 1, . . . , n− k. (4)

2.3 Wignerov polkruºnicový zákon

Cauchyho preplietacia veta hovorí o spektre ©ubovo©ných hermitovských matíc. Vieme

ale poveda´ nie£o viac o vlastných hodnotách, ak sa zameriame na spektrum typic-

kej hermitovskej matice? Tým máme na mysli: Aká je najpravdepodobnej²ia distribú-

cia vlastných hodnôt náhodnej hermitovskej matice z nejakého pravdepodobnostného

priestoru matíc? Na túto otázku vieme odpoveda´ s pomocou teórie náhodných matíc.

Uvaºujme nasledujúcu situáciu. A je náhodná hermitovská matica s navzájom ne-

závislými zloºkami. Na diagonále sú zloºky z normálneho rozdelenia N(0, 1)R. Zloºky

nad diagonálou sú z komplexného normálneho rozdelenia N(0, 1)C
1. Takéto matice sa

nazývajú Gaussian Unitary Ensemble (GUE). Potom Wignerov polkruºnicový zákon

hovorí, ºe pre ve©ké rozmery n matice A sa distribúcia vlastných hodnôt blíºi tvaru
1z ∼ N(0, 1)C znamená, ºe z = x+ iy, kde x, y ∼ N(0, 12 )R. Potom E(z) = 0 a D(z) = 1.
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polkruºnice. Navy²e, ke¤ maticu normujeme na 1√
n
A, polomer polkruºnice, a teda aj

najvä£²ia vlastná hodnota sú rovné 2. Presná formulácia a dôkaz tohto tvrdenia sa

nachádza v publikácii [6].

Za tohoto predpokladu teraz odvodíme závislos´ vlastnej hodnoty λ(i) od jej indexu

i. Tradi£ne predpokladáme, ºe vlastné hodnoty sú usporiadané pod©a ve©kosti. Teda

λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn.

Na obrázku 3 vidíme, ºe po£et vlastných hodnôt vä£²ích ako λ0 ∈ [−2, 2] môºeme

vyjadri´ ako £as´ obsahu polkruhu násobenú po£tom vlastných hodnôt n. Jednoduchou

geometrickou úvahou môºeme odvodi´, ºe táto £as´ je

S(λ) =
1

π

[
arccos

(
λ

2

)
− λ

2

√
1− λ2

4

]
.

Potom h©adaná funkcia zobrazená napravo na obrázku 3 je λ(i) = S−1
(
i
n

)
. Pre i =

1, 2, . . . , n táto funkcia udáva, aké vlastné hodnoty má typická hermitovská matica z

GUE.

Obr. 3: Distribúcia vlastných hodnôt pre ve©ké n pod©a Wignerovho polkruºnicového zákona.

Na obrázku 4 sú vlastné hodnoty konkrétnej matice typu 3000×3000 vygenerovanej

spomínaným spôsobom porovnané s funkciou λ(i). Tento výpo£et môºeme zopakova´

aj pre maticu rozmeru k < n. Teda vieme poveda´ viac ako hovorí preplietacia veta,

ktorá nám udáva interval, v akom sa vlastné hodnoty podmatice nachádzajú. Pre ve©ké

rozmery matíc môºeme týmto spôsobom vypo£íta´ konkrétnu hodnotu, ktorú vlastná

hodnota nadobudne s najvä£²ou pravdepodobnos´ou.
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Obr. 4: �avý obrázok zobrazuje histogram vlastných hodnôt 3000 × 3000 matice. Vidíme,

ºe má takmer presne tvar polkruhu. Napravo je oranºovou zobrazená funkcia λ(i) a £iernou

preru²ovanou £iarou vlastné hodnoty vygenerovanej matice. Krivky sú skoro totoºné. Lí²ia sa

o max
i=1,...,n

∣∣∣∣λ (i)− S−1
(
i

n

)∣∣∣∣ = 0, 00513. Takºe vlastné hodnoty sme odhadli s presnos´ou na 1

desatinné miesto.
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3 Markovovské matice

Ako sme uº spomínali v prvej kapitole, markovovské matice sú reálne nezáporné a sú£et

ich zloºiek po st¨pcoch je 1. Naj£astej²ie sa vyskytujú pri opisoch tzv. markovovských

procesov. Markovovské procesy hovoria o pravdepodobnostiach nastatia istého javu.

Aj ke¤ nie sú hlavnou témou tejto práce (viac sa budeme zaobera´ vstupno - výstup-

nými modelmi opísanými markovovskými maticami), spomíname ich, pretoºe dobre

vysvet©ujú vlastnosti markovovských matíc. A navy²e princíp je rovnaký pri v²etkých

aplikáciach týchto matíc.

3.1 Markovovský proces

Markovovský proces je diskrétny stochastický proces, teda postupnos´ náhodných pre-

menných {Xt}t=1,...,∞, ktoré majú rovnaký obraz {S1, . . . , Sn} pre v²etky t a platí:

P
(
Xt = Si|Xt−1 = Sj ∧Xt−2 = Sit−2 , . . . ,∧X1 = Si1

)
=

= P (Xt = Si|Xt−1 = Sj) = πij.

Teda markovovské procesy majú �pamä´� iba jeden krok dozadu a zbytok sa za-

búda. Ak predpokladáme, ºe pravdepodobnosti πij prechodu zo stavu Si do Sj sú pre

v²etky kroky t kon²tantné, potom sa celý proces dá opísa´ maticou prechodu M a

vektorom pravdepodobnostného rozdelenia po£iato£ného stavu p(0). Prvky matice M

sú {πij}i,j=1,...,n. �ahko sa dá nahliadnu´, ºe kaºdá matica prechodu je markovovská.

Prvky matice prechodu sú pravdepodobnosti, teda sú nezáporné. A ke¤ºe {S1, . . . , Sn}

je celý obraz náhodných premenných Xt, platí:

1 = P (Xt = S1 ∨Xt = S2 ∨ . . . ∨Xt = Sn|Xt−1 = Sj) =

=
n∑
i=1

P (Xt = Si|Xt−1 = Sj) =
n∑
i=1

πij ∀j = 1, . . . , n,

teda sú£et prvkov v st¨pci je rovný jednej. Vektor pravdepodobnostného rozdelenia

náhodnej premennej v k-tom kroku p(k) =
(
p1(k), . . . , pn(k)

)T
hovorí, aké sú pravde-

podobnosti, ºe náhodná premenná Xk nadobudne jednotlivé zo stavov S1, . . . , Sn. Teda

pi(k) = P (Xk = Si). Z toho vyplýva, ºe vektory p(k) sú nezáporné a sú£et ich prvkov je

rovný jednej. Teda sp¨¬ajú rovnaké podmienky ako st¨pce markovovskej matice. Kaºdé

p(k) sa dá vyjadri´ pomocou po£iato£ného stavu ako p(k) = Mkp(0).
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Ak máme model opisujúci situáciu pomocou markovovského procesu, zaujíma nás

hlavne dlhodobý vývoj pravdepodobnostného rozdelenia, teda

lim
k→∞

p(k) =
(

lim
k→∞

Mk
)
p(0).

�o ale vieme poveda´ o mocninách Mk? V prípade, ºe M je diagonalizovate©ná,

v²etko nám prezradí spektrum M . Platí Mk = SΛkS−1, kde S je matica vlastných

vektorov a Λ je diagonálna matica s vlastnými hodnotami na diagonále. Potom p(k)

sa dá napísa´ ako

p(k) = Mkp(0) = SΛkS−1p(0) = SΛkc = c1λ
k
1x1 + c2λ

k
2x2 + . . .+ cnλ

k
nxn,

kde c je vektor kon²tánt daný po£iato£nými podmienkami systému. Teda stabilita

systému zavisí od absolútnej hodnoty vlastných £ísiel λ1, . . . , λn. Ak je systém stabilný,

pre vektor pravdepodobnostného rozdelenia p(k) bude rozhodujúci vektor prislúchajúci

najvä£²ej vlastnej hodnote λ1. Pravdaºe markovovská matica nie je vo v²eobecnosti

diagonalizovate©ná, ale aj v takom prípade hrá vektor najvä£²ej vlastnej hodnoty a

spektrum rozhodujúcu úlohu. Podrobne sa tejto problematike venuje publikácia [3] v

kapitole 8.4.

3.2 Idea vstupno - výstupného modelu

V ekonómii sa markovovské matice vyuºívajú pri vstupno - výstupných modeloch.

Povedzme, ºe máme n sektorov ekonomiky, ktoré tvoria uzavretú ekonomiku (alebo

jej viac-menej izolovanú £as´). Kaºdý sektor má vstupy a z nich produkuje výstupy.

Výstupy jedného sektora sú vstupmi iného sektora. Ich rozdelenie je zapísané v mar-

kovovskej matici. V j-tom st¨pci matice je rozdelenie výstupu j-teho sektora medzi

vstupy ostatných sektorov a v i-tom riadku sú £asti výstupov v²etkých sektorov, ktoré

spotrebuje i-ty sektor. Teda ako sme uº spomínali, princíp je naozaj rovnaký ako pri

markovovských procesoch, len teraz zloºky matice nemajú interpretáciu pravdepodob-

ností, ale ur£ujú, na aké £asti sú rozdelené výstupy jednotlivých sektorov. Aby to bolo

pochopite©nej²ie, uvedieme ilustra£ný príklad.

Majme ekonomiku rozdelenú na tri sektory a majme vstupno - výstupnú markovov-
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skú maticu

M =


0 1

3
1
10

1
2

1
3

1
10

1
2

1
3

4
5


Pod©a matice M sa výstup prvého sektora rozdelí rovnomerne medzi druhý a tretí

sektor. Výstup druhého sektora je rozdelený po tretinách medzi v²etky tri sektory. 80%

výstupu tretieho sektora zostane v tomto sektore a budú vyuºité znova ako vstupy a

ostatných 20% je rovnomerne rozdelených medzi prvý a tretí sektor.

Fakt, ºe nejaký model je opísaný markovovskou maticou, vyplýva práve z toho,

ºe uvaºujeme uzavretú ekonomiku. Teda 100% toho, £o sa vyrobí v jednom sektore,

je spotrebované v iných. To je základný predpoklad v²etkých prípadov skúmaných v

tejto práci. V praxi sa pouºívajú aj nezáporné matice, ktoré nesp¨¬ajú markovovskú

vlastnos´. Tými sa ale v tejto práci nebudeme zaobera´.

3.3 Spektrum markovovskej matice

Vrá´me sa ku vlastným hodnotám markovovskej matice. �o vieme o nich poveda´?

Vo v²eobecnosti nie sú reálne, na rozdiel od hermitovských matíc. Ale ke¤ vezmeme

do úvahy de�ni£nú vlastnos´ markovovskej matice, môºeme ohrani£i´ ich absolútnu

hodnotu. Maticová 1-norma je maximum zo sú£tov zloºiek st¨pcov matice. Teda kaºdá

markovovská matica M sp¨¬a ‖M‖1 = 1. A pod©a tvrdenia 1.1 platí λ ≤ ‖M‖1 = 1

pre v²etky vlastné hodnoty M . Navy²e kaºdá markovovská matica má 1 ako vlastné

£íslo. Zoberme si transponovanú maticu MT a vektor x =
(

1, 1, . . . , 1
)T

. Vidíme, ºe

platí MTx = 1 · x, teda 1 je vlastná hodnota matice MT a teda aj matice M .

Teda spektrum markovovskej matice je celé obsiahnuté v jednotkovom kruhu so stre-

dom v po£iatku komplexnej roviny s tým, ºe 1 je vlastná hodnota. V prípade, ºe λ1 = 1

je jediná vlastná hodnota sp¨¬ajúca |λ| = 1, potom vektor pravdepodobnostného roz-

delenia p(k) konverguje ku vlastnému vektoru prislúchajúcemu tejto vlastnej hodnote

a ostatné vlastné vektory pre iné vlastné hodnoty postupne zaniknú. Ak má M viac

vlastných hodnôt sp¨¬ajúcich |λ| = 1, tieto vlastné hodnoty a vektory zodpovedajú

cyklom vyskytujúcim sa v modeli. O tých povieme viac neskôr.

Vo v²eobecnosti o spektre markovovskej matice nevieme poveda´ viac. V praktic-
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kých aplikáciach ale majú matice aj ¤al²ie ²peci�cké vlastnosti, ktoré istým spôsobom

ovplyv¬ujú ich spektrum. V nasledujúcej £asti sa bliº²ie pozrieme na tri druhy spek-

tra, aké môºe markovovská matica ma´. Budeme skúma´ spektrá náhodne generova-

ných matíc, ktoré porovnáme so spektrami empirických matíc získaných z reálnych

dát. Pokúsime sa nájs´ taký spôsob generovania matíc, aby sa ich spektrum podobalo

na spektrum empirických matíc. Generovanie náhodných matíc nám nepovie, aký je

v²eobecný vz´ah vlastných hodnôt matice a podmatice. Získame v²ak v¤aka nemu

predstavu, ako tento vz´ah typicky vyzerá.

3.3.1 Rovnako rozdelené náhodné zloºky matice

Prirodzene prvým krokom bolo pozorova´, ako vyzerá spektrum náhodnej matice, kto-

rej zloºky sú nezávislé a rovnako rozdelené. Najskôr sme vygenerovali kaºdú zloºku

matice z daného nezáporného rozdelenia. Potom sme kaºdý st¨pec vydelili sú£tom jeho

zloºiek, £ím sme dostali markovovskú maticu. Na obrázku 5 sú zobrazené spektrá 100

takto vygenerovaných matíc typu 20×20. Zloºky matice sú z rovnomerného rozdelenia

z intervalu [0, 1]. Pozorujeme kruhový disk rozptýlený okolo po£iatku súradnicovej sú-

stavy a okrem toho jednu vlastnú hodnotu rovnú 1. Pri tomto spôsobe generovania je

priemerná hodnota kaºdej zloºky 1
n
. Teda pri zvy²ovaní rozmeru matice sa generované

matice blíºia k matici so v²etkými zloºkami rovnými 1
n
. To by zodpovedalo jednoduchej

vlastnej hodnote 1 a n − 1 násobnej vlastnej hodnote 0. A naozaj, so zvy²ujúcim sa

rozmerom pozorujeme zmen²ovanie polomeru disku (obrázok 5). Môºeme sa pýta´, ako

rýchlo sa so zvä£²ujúcim rozmerom zmen²uje polomer disku. Pravdaºe, závisí to od

toho, aké zvolíme po£iato£né náhodné rozdelenie zloºiek generovanej matice. Ak zvo-

líme exponenciálne rozdelenie s ©ubovo©ným kladným parametrom, polomer disku klesá

nepriamo úmerne s odmocninou rozmeru matice. Teda ak výslednú maticu prenásobíme

normovacím faktorom
√
n, pre ve©ké n výsledný disk rovnomerne vyplní jednotkový

kruh (obrázok 5). Experimenty ukazujú, ºe toto neplatí pri iných rozdeleniach. Naprí-

klad rovnomerné rozdelenie z intervalu [0, 1] generuje disk s výrazne men²ím polomerom

ako 1. Viac o tomto jave a náhodných maticiach je v publikácii [1].

Pozrime sa na takúto maticu ako na vstupno - výstupnú. Aký systém opisuje?

Je to náhodne homogénny systém bez vnútornej ²truktúry. Výstupy kaºdého sektora
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Obr. 5: V©avo je spektrum 100 matíc typu 20×20. V strede je spektrum 100 matíc typu 80×80.

Pri vä£²om rozmere pozorujeme zmen²enie polomeru kruhového disku vlastných hodnôt. Na

pravom obrázku je spektrum 100 matíc typu 80 × 80, ktorých zloºky sú z exponenciálneho

rozdelenia s parametrom 1 a matice sú prenásobené kon²tantou
√
n.

sú náhodne rozdelené medzi ostatné sektory a v²etky sektory sú v tejto náhodnosti

rovnocenné. Alebo z poh©adu matice prechodu: Ak sme v ©ubovo©nom z n stavov,

pravdepodobnos´ prejdenia do kaºdého stavu je v priemere 1
n
. Dalo by sa to prirovna´

k javu známemu ako Brownov pohyb. Je to neusporiadaný náhodný pohyb £astíc.

Napríklad pohyb molekúl vody v pohári.

3.3.2 Náhodné matice s výraznou diagonálou

�al²ím typom matice, ktorú sme generovali je matica s výraznou diagonálou. Zloºky

mimo diagonály boli generované rovnako ako v predo²lom príklade, teda nezávisle z

rovnakého rozdelenia. Diagonálne zloºky sú z toho istého rozdelenia, len sú prenásobené

kon²tantouD > 1. Nakoniec je kaºdý st¨pec predelený svojim sú£tom. Ak by sme zvolili

D = 1, dostali by sme rovnaké matice a spektrum by tvoril rovnaký kruhový disk ako

v predo²lom prípade. Pre D >> 1 pozorujeme �na´ahovanie� disku vlastných hodnôt

po kladnej £asti reálnej osi. Na obrázku 6 je príklad spektier 100 matíc typu 20 × 20,

ktorých nediagonálne zloºky sú z rovnomerného rozdelenia z intervalu [0, 1] a diagonálne

z intervalu [0, 10] (teda D = 10). Pre zvy²ujúce sa D sa matica asymptoticky blíºi k

diagonálnej matici s jednotkami na diagonále. Spektrom takejto matice je n-násobná

vlastná hodnota 1. Na obrázku 6 sú pre porovnanie 20× 20 matice s D = 100.

Takýto spôsob generovania matíc sme zvolili na základe pozorovania empirických
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Obr. 6: Grafy spektier 100 matíc typu 20 × 20 s diagonálnymi zloºkami D-krát vä£²ími ako

nediagonálnymi. V©avo je zvolené D = 10. Vpravo je D = 100.

vstupno - výstupných matíc. Pre v²etky sledované matice platilo, ºe diagonálne zloºky

boli rádovo vä£²ie ako ostatné.2 Z poh©adu vstupno - výstupného modelu to môºeme

interpretova´ tak, ºe vä£²ina sektorov je do ve©kej miery nezávislá. Teda, ºe ve©ká £as´

výstupov ostane v tomto sektore a je pouºitá ako vstupy v ¤al²ej výrobe.

Mohli by sme teda o£akáva´, ºe takto generované spektrum bude podobné ako spek-

trum empirických vstupno - výstupných matíc. Ale nie je to tak, pretoºe tie majú e²te

jednu dôleºitú vlastnos´, ktorá výrazne ovplyv¬uje ich vlastné hodnoty. A to, ºe sú

riedke.

3.3.3 Riedke matice

Riedke matice sú matice, ktoré majú ve©kú £as´ zloºiek nulových. �o to znamená �ve©ká

£as´� nie je presne de�nované, zavisí to od konkrétnej situácie. Pri generovaní sme si

zvolili kon²tantu p ∈ (0, 1). Potom kaºdá zloºka generovanej matice bola s pravdepo-

dobnos´ou p kladná a s pravdepodobnos´ou 1−p nulová. Kladné zloºky sme generovali

rovnako ako v prvej £asti. Teda ak by sme zvolili p = 1, dostali by sme rovnaké matice

2V tomto prípade sme sledovali dostupné vstupno - výstupné matice pre Rakúsko, �eskú republiku

a Ma¤arsko z rokov 1995 aº 2009.

Zdroj: http://epp.eurostat.ec.europa.eu/portal/page/portal/eurostat/home/
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ako pri generovaní prvým spôsobom. Ak by sme zvolili p dostato£ne malé, môºe sa

sta´, ºe výsledná matica by mala nulový st¨pec, a teda by nebola markovovská. V tom

prípade sme náhode vygenerovali jednu kladnú zloºku v takomto st¨pci.

Takto vygenerovaná matica je £asto singulárna alebo blízka singulárnej, a teda má

viacnásobnú vlastnú hodnotu rovnú alebo blízku 0. Ke¤ºe platí, ºe stopa matice je

rovná sú£tu jej vlastných hodnôt, môºeme o£akáva´, ºe nenulové vlastné hodnoty sú v

absolútnej hodnote vä£²ie ako vlastné hodnoty neriedkej matice rovnakých rozmerov.

A naozaj môºeme sledova´, ºe kruhový disk vlastných hodnôt sa �rozptýli� a v po£iatku

komplexnej roviny je koncentrovaná viacnásobná nulová vlastná hodnota. Na obrázku

7 je spektrum 100 matíc typu 20× 20 vygenerovaných týmto spôsobom s parametrom

p = 0, 1. Ak zvolíme p ve©mi blízke nule, vygenerujeme maticu, ktorá má v kaºdom

st¨pci iba jednu nenulovú zloºku rovnú jednej. Vä£²ina vlastných hodnôt takejto matice

sú nuly. Nenulové vlastné hodnoty leºia na jednotkovej kruºnici (obrázok 7). Vieme,

ºe komplexné £ísla s absolútnou hodnotou rovnou jednej zodpovedajú nejakej rotácii.

Ak sa pozrieme na takúto riedku maticu ako na vstupno - výstupnú, vlastné hodnoty

leºiace na jednotkovej kruºnici zodpovedajú ur£itému cyklu v opisovanom systéme.

Napríklad vlastná hodnota ei
π
3 zodpovedá tomu, ºe výstupy jedného sektora sa v²etky

zmenia na vstupy iného sektora, ktorého výstupy budú zasa vstupy ¤al²ieho tretieho

sektora a tak ¤alej, aº po ²iestich obdobiach sa opä´ v²etko vráti do prvého sektora.

To zodpovedá tomu, ºe
(
ei
π
3

)6
= 1.

Príkladom riedkych matíc pouºívaných v praxi sú takzvané matice sociálneho ú£tov-

níctva alebo SAM matice (Social Accounting Matrix). SAM je maticová reprezentácia

národného ú£tovníctva, pri£om sú v nej zaznamenané základné transakcie v ekonomike.

Jednotlivé ú£ty, ako napríklad ú£et výrobkov a sluºieb, ú£et tvorby dôchodkov, kapitá-

lový ú£et a iné [2], sú zoradené do st¨pcov aj riadkov matice. Z toho vyplýva, ºe SAM

matice sú ²tvorcové. V riadkoch sú prostriedky jednotlivých ú£tov a v st¨pcoch výdaje.

Aj SAM teda chápeme ako istý typ vstupno - výstupnej matice. Viac o SAM mati-

ciach môºe £itate© nájs´ v publikáciach [2, 5]. Ukazuje sa, ºe v²etky sledované empirické

matice sú do istej miery riedke. V SAM maticiach, ktoré sme pouºili na porovnanie
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Obr. 7: Na tomto obrázku sú zobrazené spektrá 100 riedkych matíc typu 20 × 20. Na ©avom

grafe je pravdepodobnos´ nenulovej zloºky p = 0, 1, na pravom je p = 0, 01.

je pribliºne 80% zloºiek nulových.3 Vstupno - výstupné matice spomínané v predo²lej

£asti 3.3.2 mali asi ²tvrtinu zloºiek nulových.

3.3.4 Generovanie náhodných matíc pod©a reálnych dát

Ak pouºijeme tretí spôsob generovania náhodných matíc (3.3.3) so správne zvoleným

parametrom p, potom spektrum náhodne generovanej matice je ve©mi podobné spektru

empirických SAM matíc. Porovnanie je na obrázku 8. Generovali sme maticu rovnakého

rozmeru ako boli príslu²né SAM matice a zvolili sme parameter p = 0, 05. Na grafe

spektra empirickej matice vidíme, ºe okrem λ1 = 1 nemá vlastné hodnoty na jednot-

kovej kruºnici. Ale má také, ktoré majú absolútnu hodnotu blízku 1. Tie zodpovedajú

tlmeným cyklom v ú£tovníctve.

Aj vstupno - výstupné matice spomínané v £asti (3.3.2) vieme simulova´ náhodným

generovaním. Pouºili sme kombináciu druhého a tretieho spôsobu. Teda kaºdá zloºka

matice je s pravdepodobnos´ou (1− p) nulová a diagonálu vygenerujeme D-krát vä£²iu

ako ostatné zloºky. Porovnanie je na obrázku 9. Generovaná matica má rovnaký rozmer

ako príslu²né vstupno - výstupné matice a parametre sme zvolili p = 0, 25 a D = 8.
3Sledovali sme SAM matice z rokov 2004 aº 2007 pre Egypt, Maroko, Tunis a Juºnú Afriku.

Zdroj: http://www.un.org/en/development/desa/policy/capacity/output_sam.shtml
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Obr. 8: Porovnanie spektra empirickej matice (modrou v©avo) a spektra vygenerovanej matice

(oranºovou vpravo). Obe matice sú typu 53× 53. Empirická matica je SAM matica pre Egypt

za rok 2006.

Obr. 9: Porovnanie spektra empirickej matice (modrou v©avo) a spektra vygenerovanej matice

(oranºovou vpravo). Obe matice sú typu 61 × 61. Empirická matica je vstupno - výstupná

matica �eskej republiky z roku 2000.
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3.4 Podmatice markovovských matíc

V predo²lej kapitole sme skúmali vz´ah hermitovskej matice a podmatice. Podmatica

vznikla kolmou projekciou obd¨ºnikovou maticou (3). Jednoduchým príkladom takejto

projekcie je vynechanie nieko©kých st¨pcov a príslu²ných riadkov. To dáva zmysel, pre-

toºe potom aj podmatica je hermitovská. Teraz si zoberme situáciu, ºe máme mar-

kovovskú maticu a z nej vynecháme st¨pec a príslu²ný riadok. Ak vynechaný riadok

nebol nulový, dostaneme podmaticu, ktorá nie je markovovská, pretoºe sú£et zloºiek

aspo¬ v jednom st¨pci bude men²í ako 1. Ak máme markovovský proces popísaný mati-

cou a chceme ho zjednodu²i´ napríklad vynechaním alebo zlú£ením niektorých stavov,

chceme vlastne vyrobi´ podmaticu pôvodnej matice. Ale proces má by´ stále marko-

vovský, preto chceme aby aj podmatica bola markovovská.

V nasledujúcej £asti rozoberieme na rôznych príkladoch, ako môºeme vyrobi´ pod-

maticu s tým, aby sme zachovali markovovskú vlastnos´. Je ve©a spôsobov, ako to

dosiahnu´, a nedá sa poveda´, ºe by bol iba jeden ten správny. Záleºí to od situácie,

ktorú chceme opísa´.

3.4.1 Vylú£enie jedného zo stavov

Majme bludisko zloºené z troch miestností, ktoré sú navzájom poprepájané tunelmi.

V bludisku behá my², ktorá si v kaºdej miestnosti náhodne vyberie jeden vchod do

tunela a ním prejde do inej (alebo tej istej) miestnosti. Kaºdý tunel si vyberie s rov-

nakou pravdepodobnos´ou, teda záleºí iba na po£te vchodov do tunelov, ktoré vedú

do jednotlivých miestností. Na obrázku 10 je zobrazená konkrétna situácia. �ípkami

sú znázornené jednotlivé tunely. Ak vieme, s akou pravdepodobnos´ou je my² v jed-

notlivých miestnostiach, pomocou matice prechodu môºeme zisti´ pravdepodobnostné

rozdelenia pre v²etky ¤al²ie £asové okamihy. Matica prechodu v tomto príklade je

A =


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 .

Teraz situáciu zmeníme tým, ºe vyradíme tretiu miestnos´ z bludiska a v²etky tunely

s ¬ou spojené. Vidíme, ºe matica prechodu teraz bude B =

0 1
2

1 1
2

. Matica B vzikla
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z A vynechaním tretieho st¨pca a riadku a následným prenásobením st¨pcov. Maticovo

to môºeme napísa´

B =

1 0 0

0 1 0

A


3
2

0

0 5
4

0 0

 .

Obr. 10: Bludisko s tromi miestnos´ami opísané maticou A a zjednodu²ené bludisko opísané

maticou B.

Vo v²eobecnosti vyzerajú vz´ahy nasledovne. Máme maticu A typu n× n a chceme

ju zúºi´ na maticu typu k× k, tým ºe vynecháme n− k z pôvodných n stavov (k < n).

Pre jednoduchos´ zápisu si stavy zoradíme tak, ºe vynecháme posledných n−k stavov.

Potom platí

Bk×k =


1 0 . . . 0

. . . ...
...

1 0 . . . 0


k×n

An×n



v1
. . .

vk

0 . . . 0
...

...

0 . . . 0


n×k

= UAV T ,

kde vi = 1

1−
n∑

j=k+1
aij

.

3.4.2 Zlú£enie dvoch sektorov

Majme vstupno - výstupnú maticu, ktorá opisuje vz´ahy medzi n sektormi. Povedzme,

ºe z nejakého dôvodu je n sektorov príli² ve©a a my chceme maticu s men²ími rozmermi.
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Vyberieme niektoré sektory, ktoré sú dostato£ne podobné a zlú£ime ich do jedného

v²eobecnej²ieho sektora. Napríklad sektory spracovania ºeleza, ostatných ´aºkých kovov

a farebných kovov zlú£ime do sektora hutníctvo. Rozoberieme konkrétny ilustra£ný

príklad.

Máme tri sektory: po©nohospodárstvo, strojárstvo a sluºby. Vz´ahy medzi sektormi

v tomto poradí popisuje matica A. Ve©kos´ výroby jednotlivých sektorov je zapísaná

do vektora v.

A =


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Zloºky A vyjadrujú pomerné rozdelenie výroby medzi dané sektory, zloºky v vyjadrujú

objem výroby v peniazoch. Teda napríklad strojárstvo vyrobí produkty v hodnote 2000,

ktoré sú rozdelené nasledovne: 2/5·2000 = 800 do po©nohospodárstva, 1/2·2000 = 1000

do strojárstva a 1/10 · 2000 = 200 do sluºieb.

Chceme zlú£i´ po©nohospodárstvo a strojárstvo do jedného výrobného sektoru a

vytvori´ vstupno - výstupnú maticu B opisujúcu vz´ahy medzi výrobným sektorom a

sektorom sluºieb. Teda jednoducho s£ítame produkty jendotlivých sektorov s tým, ºe

prvý a druhý sektor berieme ako jeden. Zloºky matice B teda sú

b11 =
v1 (a11 + a12) + v2 (a21 + a22)

v1 + v2
=

1400 + 1800

3600
=

8

9
,

b12 =
v3 (a13 + a23)

v3
=

3

5
,

b21 =
v1a31 + v2a32
v1 + v2

=
200 + 200

3600
=

1

9
,

b22 = a33 =
2

5
.

Vidíme, ºe v tomto prípade nám na vytvorenie podmatice nesta£í iba informácia

z pôvodnej matice A, ale potrebujeme aj dodato£nú informáciu o vzájomnej ve©kosti

sektorov, ktoré chceme zlu£ova´. Ak ozna£íme α1 = v1
v1+v2

= 1
2
a α2 = v2

v1+v2
= 1

2
,

môºeme zúºenie zapísa´ maticovo:

B =

1 1 0

0 0 1

A


1
2

0

1
2

0

0 1

 =

8
9

3
5

1
9

2
5

 .
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Tento vz´ah môºeme zov²eobecni´. Majme vstupno - výstupnú maticu A typu n×n

opisujúcu vz´ah n sektorov a n-rozmerný vektor ve©kosti výroby v. Zlú£ime n− k + 1

sektorov do jedného tak, aby sme dostali maticu B typu k × k. Pre jednoduchos´

ozna£enia sú sektory zoradené tak, aby sme zlu£ovali posledných n − k + 1 sektorov.

Ozna£me relatívnu ve©kos´ zlu£ovaných sektorov αi = vi+k−1
n∑
j=k

vj

pre i = 1, . . . , n − k + 1.

Potom B môºeme napísa´ nasledovne:

Bk×k =


1 0 . . . 0

1
...

...
. . . 0 . . . 0

1 1 . . . 1


k×n

An×n



1 0
. . . ...

1 0

0 . . . 0 α1

...
...

...

0 . . . 0 αn−k+1


n×k

= UAV T . (5)

S tým, ºe platí
n−k+1∑
i=1

αi = 1.

Poznámka 3.1. Toto zúºenie môºeme tak isto ako v prípade hermitovských matíc

(3) chápa´ ako projekciu (platí
(
V TU

) (
V TU

)
= V TU). Aby to bola ²peciálne kolmá

projekcia, musí plati´
(
V TU

)T
= V TU , z £oho vyplýva α1 = α2 = . . . = αn−k+1.

Ukázali sme teda, ºe podmaticu z markovovskej matice môºeme vyrobi´ rôzne a

záleºí iba od konkrétnej situácie, ktorý spôsob je správny. V tejto práci sa zaoberáme

hlavne vstupno - výstupnými a SAM maticami, respektíve maticami generovanými

pod©a nich. Preto budeme pri skúmaní vz´ahu spektra matíc a podmatíc vyuºíva´

zúºenie dané vz´ahom (5).

3.5 Spektrum podmatice markovovskej matice

V predo²lých £astiach práce sme zistili, ako typicky vyzerá spektrum markovovskej

matice a vieme aj, ako správne skon²truova´ podmaticu (vz´ah (5)). V tejto kapitole

sa pozrieme na to, ako sa zmení spektrum matice po jej zúºení. Pre hermitovské ma-

tice vieme, ºe platí preplietacia veta 2.3. Teda vieme, ºe vlastné hodnoty podmatice

sú ohrani£ené najvä£²ou a najmen²ou vlastnou hodnotou pôvodnej matice. Mohla by

nejaká podoba preplietacej vety plati´ aj pre markovovské matice a jej podmatice?
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Tu naráºame na viaceré komplikácie. Hermitovské matice sú unitárne diagonalizova-

te©né. Markovovské matice vo v²eobecnosti nie sú diagonalizovate©né. Teda nemôºeme

zopakova´ úvahy z druhej kapitoly, pri ktorých sme takmer vºdy vyuºívali fakt, ºe máme

k dispozícii ortonormálnu bázu vlastných vektorov. �alej, vlastné hodnoty hermitov-

skej matice sú reálne. Pre markovovskú maticu môºe by´ vlastná hodnota ©ubovo©né

komplexné £íslo s absolútnou hodnotou men²ou alebo rovnou 1. Teda vlastné hodnoty

nemôºeme zoradi´ od najvä£²ej po najmen²iu, a teda ´aºko môºeme dúfa´ v nejaké ne-

rovnosti medzi vlastnými hodnotami matice a podmatice ako v prípade hermitovských

matíc.

Napriek tomu, ke¤ máme maticu typu 50× 50 a zúºime ju na maticu typu 49× 49,

prive©mi maticu nezmeníme a teda môºeme predpoklada´, ºe ani spektrum sa ve©mi

nezmení. Intuitívnym zov²eobecnením preplietacej vety môºe by´, ºe vlastné hodnoty

matice tvoria hranicu oblasti, v ktorej sú aj vlastné hodnoty podmatice. Konkrétne,

ºe vlastné hodnoty podmatice patria do konvexného obalu vlastných hodnôt pôvodnej

matice. Simulácie ukazujú, ºe typicky to je naozaj tak, ale môºeme nájs´ pomerne

jednoduchý protipríklad tohoto tvrdenia. V nasledujúcom príklade ukáºeme, ako ve©mi

sa môºe zmeni´ spektrum matice jej zúºením.

Majme markovovskú maticu A typu 4 × 4, ktorú zúºime zlú£ením 3. a 4. riadku

a st¨pca na maticu B typu 3 × 3 pomocou vzorca (5). Aby sme dosiahli maximálny

rozptyl spektra, zvolíme relatívne ve©kosti sektorov α3 = 1 a α4 = 0. Matice A a B

vyzerajú nasledovne:

A =


0 0 1 0

1 0 0 0

0 ε 0 0

0 1− ε 0 1

 B =


0 0 1

1 0 0

0 1 0

 . (6)

Ak je ε = 0, potom Amá jednoduchú vlastnú hodnotu 1 a trojnásobnú vlastnú hodnotu

0. Ale vlastné hodnoty B sú 1, e
2
3
πi a e

4
3
πi, £o sú £ísla leºiace na jednotkovej kruºnici.

Teda spektrum koncentrované v nule explodovalo aº na okraj jednotkovej kruºnice.

Vidíme, ºe vlastné hodnoty B nie sú v konvexnom obale vlastných hodnôt A. Práve

naopak. Dá sa poveda´, ºe sú naj¤alej ako môºu by´ vzh©adom na hranicu spektra

vyplývajúcu z markovovskej vlastnosti B.
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Fakt, ºe vlastné hodnoty A a B sa takto extrémne lí²ia, súvisí s tým, ºe pre malé ε je

matica A skoro singulárna (detA = ε). A singulárne matice majú nestabilné spektrum

vzh©adom na perturbáciu. Na obrázku 11 sú spektrá matíc A a B pre ε = 0 a ε = 0, 01.

Vidíme, ºe zmena vlastných hodnôt skoro singulárnej matice A je rádovo vä£²ia ako

zmena ε.

Obr. 11: Spektrum matice A (oranºovou) a matice B (£ervenou). V©avo pre ε = 0, vpravo

pre ε = 0.01.

Vzh©adom na tento príklad to vyzerá tak, ºe v²eobecné tvrdenie pre markovovské

matice, ktoré by ohrani£ovalo vlastné hodnoty podmatice pomocou vlastných hodnôt

pôvodnej matice neplatí. Toto je v²ak ve©mi ²peci�cký príklad. Pozrime sa na to, ako

to vyzerá s maticami podobnými empirickým vstupno - výstupným a SAM maticiam.

Na obrázkoch 12 a 13 sú zobrazené spektrá rôznych matíc generovaných spôsobom

opísaným v £asti 3.3.4 a ich podmatíc vytvorených spôsobom (5). Pre tieto matice

takmer vºdy platí, ºe vlastné hodnoty podmatice patria do konvexného obalu vlastných

hodnôt matice. Podobne je to aj pri Krylovových projek£ný metódach. Tie fungujú

dobre pre takmer v²etky matice, ale môºeme nájs´ aj protipríklad, kde to nefunguje.
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Obr. 12: Na generovanie týchto matíc sme pouºili spôsob opísaný v 3.3.4 pod©a vstupno - vý-

stupných matíc. Obrázky zobrazujú matice typu 61×61 (oranºovou) a jej podmatíc (£ervenou).

V prvom prípade sme maticu zúºili iba o 1 riadok a st¨pec a vidíme, ºe spektrum sa takmer

vôbec nezmenilo. V druhom obrázku sme zlú£ili 11 sektorov do jedného. V tre´om 21.

Obr. 13: Tieto tri obrázky zobrazujú spektrum matice typu 53× 53 (oranºovou) generovanej

spôsobom opísaným v 3.3.4 pod©a SAM matíc a spektrum jej podmatíc (£ervenou). Znova sme

v prvom prípade maticu zúºili iba o 1 riadok a st¨pec, v druhom o 10 a v tre´om o 20. Spektrum

podmatíc je celkovo podobné pôvodnému spektru. Toto je typický príklad, ako situácia vyzerala

pri v²etkých simuláciach. Nikdy sme nesledovali nie£o podobné protipríkladu 6.
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4 Vlastné vektory

Zatia© sme sa v tejto práci zaoberali iba vz´ahmi medzi vlastnými hodnotami matice

a podmatice. To bolo preto, ºe na²ou pôvodnou motiváciou bola preplietacia veta pre

vlastné hodnoty hermitovských matíc a pri tejto triede matíc to naozaj sta£ilo. Po-

známe nerovnosti medzi vlastnými hodnotami a vieme, ºe sú navzájom prepletené bez

toho, aby sme nie£o vedeli o vlastných vektoroch. No tie sú neoddelite©nou sú£as´ou

diagonalizácie matice a teda ve©mi úzko súvisia s vlastnými hodnotami.

Ako sme zistili v predchádzajúcej kapitole, pre markovovské matice nám vo v²eobec-

nosti nesta£í pozna´ spektrum matice na to, aby sme vedeli nie£o poveda´ o spektre jej

podmatice. To nás vedie k skúmaniu toho, ako sa správajú vlastné vektory pri zúºení

matice. Ke¤ºe tejto téme sme sa v tejto práci e²te nevenovali, budeme sa zaobera´

jednoduch²ími triedami matíc. A to diagonálnymi a symetrickými maticami.

Vieme, ºe zúºenie matice je istý typ projekcie. Pri symetrických maticiach typu

n × n sme vynechali n - tý riadok a st¨pec, £o zodpovedá kolmej projekcii z n - roz-

merného priestoru do (n− 1) - rozmerného podpriestoru. Projektujeme na podpriestor

prvých (n − 1) súradníc pozd¨º podpriestoru n - tej súradnice. Matica takejto pro-

jekcie je U = (In−1×n−1 0n−1×1). Potom B = UAUT , kde A je pôvodná matica a

B je podmatica. Nás zaujíma, ako sa zmenia vlastné vektory takýmto zúºením ma-

tice. Ke¤ºe A má n - rozmerné vlastné vektory, budeme porovnáva´ ich projekcie do

(n− 1) - rozmerného priestoru s vlastnými vektormi B. Matice vlastných vektorov A,

B ozna£íme S1, S2. Potom projekcie vlastných vektorov A sú US1. Otázkou je, £i sa

pôvodné vektory sprojektujú priamo na vlastné vektory podmatice. A ak nie, ako ve©mi

sa lí²ia?

Symetrické matice sú ortogonálne diagonalizovate©né, teda skalárny sú£in dvoch

rôznych vlastných vektorov je 0. Skalárny sú£in vlastného vektora samého zo sebou je

druhá mocnina jeho normy, ktorú vieme zabezpe£i´, aby bola rovná 1. Zostrojme teda

maticu skalárnych sú£inov sprojektovaných vlastných vektorov A s vlastnými vektormi

B. Je to matica X = ST2 US1. Ak sa tieto vektory ve©mi nelí²ia, matica X by sa mala

podoba´ identite.
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4.1 Diagonálne a symetrické matice

Najprv sa pozrime na diagonálnu maticu. Tá uº je v diagonálnom tvare a teda matica

jej vlastných vektorov je identita. Ak urobíme projekciu na k rozmerný podpriestor,

matica X bude typu k×n a bude to identická matica bez n−k vynechaných riadkov. Je(
n
k

)
spôsobov, ako zvoli´ k súradníc, ktoré projekciou nezahodíme, teda je

(
n
k

)
rôznych

matíc X, ktoré môºu vzniknú´. Ak budeme predpoklada´, ºe kaºdý výber k súradníc

má rovnakú pravdepodobnos´, môºeme zisti´ ako vyzerá priemerná matica X̄. Pre

názornos´ najskôr uvedieme príklad pre konkrétne n, k a aº potom odvodíme v²eobecnú

formulu pre X̄.

Uvaºujme situáciu n = 4, k = 2. Máme
(
4
2

)
= 6 moºností rôznych matíc X:

X1 =

1 0 0 0

0 1 0 0

 , X2 =

1 0 0 0

0 0 1 0

 , X3 =

1 0 0 0

0 0 0 1

 ,

X4 =

0 1 0 0

0 0 1 0

 , X5 =

0 1 0 0

0 0 0 1

 , X6 =

0 0 1 0

0 0 0 1

 .

Priemerná matica X̄ potom vyzerá

X̄ =
1

6
(X1 +X2 + . . .+X6) =

3
6

2
6

1
6

0

0 1
6

2
6

3
6


Pozrime sa teraz na v²eobecný prípad matice X̄ typu n × k. Nech xij je prvok

matice X so súradnicami i, j. Ko©ko je rôznych spôsobov zvolenia k súradníc tak, aby

bol prvok xij = 1? Vieme, ºe zo st¨pcov 1, 2, . . . , j − 1 je i − 1 takých, ºe obsahujú

1. A tak isto zo st¨pcov j + 1, j + 2, . . . , n je k − i takých, ºe obsahujú 1. Spolu je

teda
(
j−1
i−1

)
·
(
n−j
k−i

)
rôznych matíc X typu k × n, ktoré majú xij = 1. Toto platí, ak

sú jednotlivé kombina£né £ísla de�nované. Teda ak j ≥ i a sú£asne n − j ≥ k − i. V

opa£nom prípade je xij = 0 pre v²etky matice X. �alej vieme, ºe v²etkých matíc X je(
n
k

)
, teda môºeme explicitne napísa´ maticu X̄:

x̄ij =


(
j−1
i−1

)
·
(
n−j
k−i

)(
n
k

) , ak n− j ≥ k − i ∧ j ≥ i

0 , inak.
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Pre symetrické matice je situácia zloºitej²ia. Vlastné vektory tvoria ortonormálnu

bázu. Ale tá je pre kaºdú maticu inak oto£ená vzh©adom na súradnicovú sústavu, teda

nevieme, ako bude vyzera´ ich projekcia po vynechaní poslednej súradnice, respektíve

posledných (n− k) súradníc. Aj ke¤ nepoznáme jednoduchý explicitný vz´ah ako pri

diagonálnych maticiach, môºeme zisti´, ako pribliºne vyzerá matica X̄ pre symetrické

matice pomocou Monte Carlo simulácií.

Náhodne vygenerujeme symetrickú maticu typu n× n, vypo£ítame jej vlastné vek-

tory a ich projekcie do k - rozmerného podpriestoru, zúºime ju na k × k podmaticu a

vypo£ítame aj jej vlastné vektory. Potom zostrojíme maticu skalárnych sú£inov spro-

jektovaných vlastných vektorov matice a vlastných vektorov podmatice - maticu Xsym

typu k×n. Po ve©a opakovaniach zistíme priemer v²etkých matíc Xsym, ktorý ozna£íme

X̄sym.

Výsledky takýchto simulácií a matice X̄ v prípade diagonálnych matíc sú zobrazené

na obrázku 14. Simulácie ukazujú, ºe pre ©ubovo©né zvolené symetrické náhodné rozde-

lenie, z ktorého volíme zloºky matíc, je tvar matice X̄sym rovnaký. Diagonálna £as´ je

podobná matici X̄. Diagonálnou £as´ou pri matici typu k×n rozumieme zloºky xij, pre

ktoré platí j < i alebo j > i+ (n− k). Práve tieto sú v matici X̄ nenulové. Pri matici

Xsym sú v²eobecne v²etky zloºky nenulové, aj ke¤ tie mimo diagonálnej £asti sú malé.

To je dôsledok faktu, ºe pri diagonálnych maticiach boli projekcie vlastných vektorov

bu¤ tie isté vlastné vektory alebo nulové vektory, ale pri symetrických maticiach rôzne

nato£enie vlastných vektorov spôsobilo, ºe ich projekcia môºe by´ £oko©vek v rozmedzí

od pôvodného vlastného vektora aº po nulový vektor. To spôsobilo, ºe matica X̄sym

má �roz²írenú diagonálu� oproti X̄ a taktieº nedosahuje aº hodnotu 1. Okrem toho je

tvar diagonál podobný. Pri X̄ a aj pri X̄sym pozorujeme n− k− 1 �kop£ekov� a n− k

�sediel� .
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Záver

V tejto práci sme sa zaoberali otázkou spektier matíc a tým, aký majú vz´ah so spek-

trom svojich podmatíc. Práca je rozdelená na tri £asti: Hermitovské matice, Marko-

vovské matice a krátka £as´ o vlastných vektoroch matíc a podmatíc.

Prvá £as´ je venovaná hermitovským maticiam. Vz´ah spektier hermitovských matíc

a podmatíc je známy a bol motiváciou tejto práce - Cauchyho preplietacia veta (2.3).

Tá hovorí, ºe vlastné hodnoty podmatice môºeme ohrani£i´ nerovnos´ami s vlastnými

hodnotami pôvodnej matice. V tejto £asti sme zhrnuli a doplnili známu teóriu. Odvo-

dili sme tvrdenia potrebné na dôkaz preplietacej vety a doplnili sme tvrdenie samotnej

vety pre ©ubovo©nú kolmú projekciu. Záver kapitoly je venovaný geometrickej interpre-

tácii tejto vety (2). Na to sme vyuºili singulárny rozklad matice. Ukázali sme súvis

medzi vlastnými a singulárnymi hodnotami pre hermitovské matice a vysvetlili sme

preplietanie vlastných hodnôt v rámci kolmých projekcií.

V ¤al²ej £asti sme sa zaoberali markovovskými maticami. V skratke sme £itate©a

oboznámili s konceptom markovovských procesov (kapitola 3.1) a vstupno - výstupných

modelov (kapitola 3.2). �al²ia £as´ práce bola venovaná spektru markovovskej matice.

Ukázali sme, ºe v²etky vlastné hodnoty sa nachádzajú v jednotkovom kruhu so stredom

v po£iatku komplexnej roviny.

Rozobrali sme rôzne typy matíc vygenerovaných na základe empirických ekonomic-

kých dát a vytvorili sme spôsob, ako náhodne generova´ matice so spektrom s rovna-

kými vlastnos´ami, aby sme mohli lep²ie skúma´, ako sa menia vlastné hodnoty pri

zúºení (3.3.4). Na to bolo treba zade�nova´ nový spôsob zúºenia markovovskej matice,

ktorý zachováva markovovské vlastnosti. Odvodili sme ho pre situáciu vyra¤ovania a

zlu£ovania sektorov. Pre vstupno - výstupné matice zúºenie zodpovedá zlú£eniu nie-

ktorých sektorov (5) skúmanej ekonomiky, teda zjednodu²eniu modelu.

V²eobecne pre markovovské matice neplatí, ºe by sme mohli vlastnými hodnotami

matice ohrani£i´ nejakým spôsobom vlastné hodnoty jej podmatice, £o sme ukázali na

konkrétnom príklade (6). Napriek tomu, simulácie ukázali, ºe pre beºne sa vyskytujúce

empirické matice je zmena spektra zúºením o poznanie men²ia a typicky sa vlastné hod-

noty podmatice naozaj nenachádzajú mimo konvexný obal vlastných hodnôt pôvodnej

matice.
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V závere£nej £asti sme sa venovali vlastným vektorom matíc. Je to sú£as´ diago-

nalizácie, ktorú sme v predo²lých £astiach práce príli² nespomínali. Konkrétne sme

sledovali vzájomný vz´ah vektorov zúºených matíc a projekcií vlastných vektorov pô-

vodných matíc. Odvodili sme explicitný vz´ah pre diagonálne matice a simuláciami

sme ukázali, ºe situácia je obdobná aj pre symetrické matice. Táto práca nezodpo-

vedala otázku, aký presne je vz´ah medzi vlastnými £íslami markovovských matíc a

podmatíc, ale posledná kapitola slúºi ako návrh, ktorým smerom by sa mohol ubera´

¤al²í výskum tejto problematiky, ke¤ºe sme pozorovali zaujímavý fenomén a zatia©

neznáme rozdelenie súvisiace s GUE.
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