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Abstrakt v ²tátnom jazyku

HAJDUK, Michal: Pre£o stúpol po£et ºralokov po£as 1. Svetovej vojny? [Bakalárska

práca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky,

Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky; ²kolite©: RNDr. �ubica Kossaczká, CSc.,

Bratislava, 2013, 38 s.

V na²ej práci sme sa zaoberali modelmi typu dravec - koris´, hlavne základným

modelom, ktorý vytvorili Lotka a Volterra. Ako prvé sme si charakterizovali teóriu

diferenciálnych rovníc, v ktorej sme sa venovali hlavne autonómnym systémom. Ná-

sledne sme si odvodili základný model, v ktorom sme zistili, ºe má periodické rie²enie.

Pridaním vonkaj²ieho vplyvu do modelu sme dosiahli presne taký model, aký sme po-

trebovali. Nájdením jeho rie²enia sme vyrie²ili ná² hlavný cie© práce. Ako poslednú vec

sme si predstavili ¤al²ie typy modelov, konkrétne model s vnútornou konkurenciou pre

koris´ a model s dvomi druhmi koristi. Touto prácou sme v podstate vytvorili preh©ad

o základných typoch modelov dravec - koris´ a teórie pouºitej v nich.

K©ú£ové slová: Model dravec - koris´, Diferenciálna rovnica, Autonómne systémy,

Stabilita rie²enia



Abstract

HAJDUK, Michal: Why have the number of sharks increased during World War I?

[Bachelor Thesis], Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Phy-

sics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor:

RNDr. �ubica Kossaczká, CSc., Bratislava, 2013, 38p.

In our work we investigate predator - prey models, especially the basic model that

was created by Lotka and Volterra. First we describe the theory of di�erential equati-

ons, in which we deal mainly with autonomous systems. Consequently, we derive the

basic model in which we found out that it has a periodic solution. By adding external

in�uence into the model we have achieved exactly model what we have needed. Finding

his solutions solves our main objective of work. As a �nal matter, we introduce other

types of models, namely model with internal competition for prey and model with two

types of prey. With this work we have basically created an overview of the basic types

of models predator - prey and theories used in them.

Keywords: Predator - prey model, Di�erential equation , Autonomous systems,

Stability of a solution



OBSAH OBSAH

Obsah

Úvod 8

1 Diferenciálne rovnice 10

1.1 Základné pojmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2 Autonómne systémy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2 Lotka - Volterra model dravec - korist 20

2.1 Formulácia modelu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2 Vyrie²enie modelu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.3 Roz²írenia modelu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3 Iné modely typu dravec - koris´ 30

3.1 Konkurencia druhov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.2 Rozdiel v koristi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

Záver 36

Zoznam pouºitej literatúry 38

7



ÚVOD ÚVOD

Úvod

V roku 1920 talianský biológ Umberto D'Ancona skúmal populácie rôznych druhov rýb

a ich správanie v Stredozemnom mori. Pri zbieraní dát si v²imol, ºe v £ase trvania 1.

Svetovej vojny rapídne stúpol po£et ºralokov. Táto skuto£nos´ ho zaujala nato©ko, ºe sa

¬ou za£al zaobera´. Tento nárast si vysvetlil tým, ºe po£as vojny prakticky nebol ºiadný

rybolov. Preto stúpol po£et oby£ajných � jedlých� rýb, £o samozrejme znamenalo pre

ºraloky zvý²ený po£et potravy. Tento model ale nebol dokonalý a nevysvet©oval, pre£o

pokles rybolovu viac pomohol ºralokom ako rybám, ktoré sú zámerne lovené narozdiel

od ºralokov.[1]

D'Ancona nakoniec nedokázal nájs´ ºiadne biologické vysvetlenie pre tento jav, a

preto poºiadal o pomoc svojho priate©a, matematika, Vita Volterra. Ten rozdelil ryby

na dravce a koris´ a tým vytvoril prvý model opisujúci vývoj dravca a jeho koristi.

Tento model bude základom tejto práce a od neho sa budú odvíja´ ¤al²ie modely.

Tento základný model síce nemá ve©ké uplatnenie v realite kvôli svojej zjednodu²enej

forme, no jeho následné modi�kácie uº presnej²ie modelujú skuto£nos´. Existujú mo-

dely, ktoré zachytávajú rôzne správania skúmaných ºivo£íchov, napríklad si ukáºeme

model, v ktorom bude zachytená konkurencia koristi kvôli obmedzenému mnoºstvu

potravy.[5]

Medzi ¤al²ie rozvinutej²ie modely patri aj model, v ktorom sa budú vyskytova´ dva

rôzne druhy koristi. Tento model opisuje ako sa dravec zameriava hlavne na lovenie

dospelej koristi, pri£om o lov mladých neprejavuje záujem.[1] Existujú aj modely, ktoré

majú o²etrený exponenciálny rast koristi. V tomto prípade je ur£ený limit, ku ktorému

sas po£et koristi pribliºuje.

Aby sme mohli za£a´ modelova´, budeme si musie´ najprv vysvetli´ základné pojmy

z diferenciálnych rovníc. Diferenciálne rovnice sú v podstate stvorené pre podobné

modelovanie, pomocou nich dokáºeme zisti´ napríklad budúci vývoj populácie koristi

vzh©adom na jej interakciu s dravcami. Najprv za£neme úplnými základmi, neskôr si

uº zade�nujeme prostriedky, ktorými budeme h©ada´ rie²enia vytvorených modelov a

pomocou ktorých ich budeme tieº môc´ kategorizova´.

Ako uº bolo uvedené vy²²ie, tieto modely sú vytvorené pre pochopenie ur£itých javov

v prírode, pri£om nám tieº môºu pomôc´ predvída´ ¤al²í vývoj. �astokrát dochádza
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ÚVOD ÚVOD

k my©nej predstave, ºe matematika je nepraktická a v skuto£nom ºivote nepotrebná

vec. Tieto modely ale dokazujú, aký význam zohráva matematika a jej aplikácie aj v

opisovaní a rie²ení reálnych, ob£as aj kaºdodenných problémov.
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1 DIFERENCIÁLNE ROVNICE

1 Diferenciálne rovnice

Táto kapitola bude venovaná diferenciálnym rovniciam, ktoré nám pomôºu vyrie²i´

problém zadaný v názve práce. Pomocou nich sa dá opísa´ zmena napríklad ve©kosti

alebo rýchlosti objektu v £ase alebo priestore. Preto sa vyuºívajú v rôznych oblastiach

vedy, medzi ktoré môºme zaradi´ napríklad chémiu, biológiu, fyziku alebo aj ekonómiu.

Diferenciálne rovnice boli prvý krát pouºité v 17. storo£í. Medzi prvými ich za£ali

pouºíva´ Isaac Newton a Gottfried Leibnitz, neskôr sa k nim pridali aj ²vaj£iarskí

matematici, bratia Jacob a Johann Bernoulli. Isaac Newton ich napríklad pouºil pri

tvorbe svojho druhého pohybového zákona, ke¤ ho zapísal v tvare

f =
d

dt
(mv)

, v ktorom opísal ako sa sila rovná zmene £asovej hybnosti.[3][10]

V nasledujúcich podkapitolách zade�nujeme základné pojmy, ktoré budeme vyuºíva´

v ¤al²ích kapitolách. Vyuºijeme hlavne teóriu o autonómnych systémoch a stabilite ich

rie²enia. Poznatky, ktoré vyuºijeme v tejto kapitole pochádzajú z [2],[3],[4] a [8].

1.1 Základné pojmy

De�nícia 1.1 (Derivácia v bode). [4] Majme spojitú funkciu x(t) : (a, b) → R1, t je

premenná £asu. Nech dx = x(t+ dt)−x(t) (vyjadruje to zmenu hodnoty funkcie v £ase

t a t+ dt), dt ozna£uje £asový prírastok. Potom

lim
dt→0

dx

dt

nazývame deriváciou funkcie x(t) v bode [t, x(t)].

De�nícia 1.2 (Diferenciálna rovnica 1. rádu ). [4] Pod diferenciálnou rovnicou 1. rádu

budeme rozumie´ rovnicu
dx

dt
= f(t, x(t))

, kde f(t, x) je zadaná diferencovate©ná funkcia, x(t) : (a, b)→ R1.

De�nícia 1.3 (Rie²enie Diferenciálnej rovnice). [4] Funkciu(diferencovate©ná)

x(t) : (a, b)→ R1

10



1.1 Základné pojmy 1 DIFERENCIÁLNE ROVNICE

nazývame rie²ením diferenciálnej rovnice dx
dt

= f(t, x), ak sp¨¬a diferenciálnu rovnicu

v ©ubovo©nom £ase t, £iºe dx
dt

= f(t, x(t)).

Pod v²eobecným rie²ením diferenciálnej rovnice budeme rozumie´ mnoºinu v²etkých

rie²ení dx
dt

= f(t, x(t)). Vä£²inou môºe by´ v tvare x(t) = Φ(t, c), c ∈ R1 a t ∈ Ic,

pri£om Ic ozna£uje interval existencie rie²enia x(t, c).

Následova´ budú de�nície a vety, ktoré nám upresnia, £o znamená pojem úplneho

rie²enia diferencialnej rovnice.

De�nícia 1.4. [3] Majme funkciu f : D → Rn, D ⊂ Rn+1 je otvorená mnoºina.

Hovoríme, ºe táto funkcia sp¨¬a Carathéodoryho podmienky, ak platí, ºe funkcia

f(t, x) je spojitá v x pri kaºdom pevnom t a zárove¬ je merate©ná v t pri kaºdom

pevnom x. Potom ku kaºdému bodu (t0, x0) ∈ D existujú také α1, α2 > 0 a funkcia

σ : 〈t0 − α1, t0 − α2〉 → R, ºe platí:

1. V = V (t0, x0;α1, α2) = {(t, x) ∈ R×Rn, |t− t0| ≤ α1, |x− x0| ≤ α2} ⊂ D;

2. σ ∈ L(〈t0 − α1, t0 + α1〉, R), L ozna£uje Lebesgueov integrál;

3. |f(t, x)| ≤ σ(t) pre v²etky (t, x) ∈ V .

De�nícia 1.5. [3] Pod pojmom pred¨ºenie rie²enia vpravo budeme rozumie´ také rie-

²enie x : [a, b] → Rn, pre ktoré platí, ºe ak existuje také rie²enie y : [a, b1] → Rn

diferenciálnej rovnice dx
dt

= f(t, x(t)), kde b1 > b, tak x je zúºením y na intervale [a, b].

Teda y nazývame pred¨ºením x vpravo.

Analogicky sa zade�nuje pred¨ºenie rie²enia v©avo.

Veta 1.6. Rie²enie x : [a, b] → Rn diferenciálnej rovnice je pred¨ºite©né vpravo práve

vtedy, ke¤ existuje taká limita

lim
t→b−

x(t) = c,

pri£om bod (b, c) ∈ O, O ⊂ Rn+1 je otvorená mnoºina, zárove¬ funcia f sp¨¬a v O

lokálne Carathéodoryho podmienky.

Veta aj dôkaz sa nachádzajú v [3, str. 190]

De�nícia 1.7 (Úplné rie²enie Diferenciálnej rovnice). [3] Úplným rie²ením nazývame

rie²enie x : J → Rn diferenciálnej rovnice, ak x nie je pred¨ºite©né vpravo, ani v©avo.

Interval J je maximálny interval, na ktorom takéto rie²enie existuje.
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1.1 Základné pojmy 1 DIFERENCIÁLNE ROVNICE

De�nícia 1.8 (Za£iato£ná(Cauchyho) úloha). [4] Za£iato£nou úlohou sa nazýva úloha

nájs´ rie²enie x(t) spl¬ajúce diferenciálnu rovnicu

dx

dt
= f(t, x(t))

so za£iato£nou podmienkou

x(t0) = x0

, pri£om f(t, x) : (a, b) × (c, d) → R1 je spojitá funkcia, a, b, c, d ∈ R1, t0 ∈ (a, b) a

x0 ∈ (c, d).

Teraz si zade�nujeme, £o znamená, ºe funkcia sp¨¬a Lipschitzovu podmienku. Túto

podmienku vyuºijeme pri dokázani existencie rie²enia. Táto podmienka je zárove¬ po-

sta£ujúcou podmienkou jednozna£nosti rie²enia.[3]

De�nícia 1.9 (Lipchitzova podmienka). [3] Nech f : D → Rn+1. Funkcia f = f(t, x)

je lipschitzovská vzh©adom na premennu x na D, ak existuje taká kon²tanta L > 0, ºe

pre 2 rôzne body (t, x1) a (t, x2) z D platí

|f(t, x1)− f(t, x2)| ≤ L|x1 − x2|.

Funkciu f nazývame lokálne lipschitzovskou vzh©adom na premennu x, ak pre kaºdý bod

(t0, x0) ∈ D existujú také a > 0, b > 0, L > 0, ºe platí F = {|t − t0| < a, |x − x0| <

b} ⊂ D a pre kaºdu dvojicu (t, x1), (t, x2) ∈ F platí

|f(t, x1)− f(t, x2)| ≤ L|x1 − x2|.

Veta 1.10 (Veta o lokálnej existencii). Nech f : D → Rn (D ⊂ R × Rn je otvorená

mnoºina) je spojitá a lokálne lipschitzovská vzh©adom na x na D a majme bod (t0, x0) ∈

D. Potom existujé take δ > 0, ºe diferenciálna rovnica dx
dt

= f(t, x(t)) so za£iato£nou

podmienkou x(t0) = x0 má aspo¬ jedno rie²enie x(t) de�nované na intervale I =

〈t0 − δ, t0 + δ〉.

Dôkaz tejto vety sa nachádza v [3, str. 44].

Veta 1.11 (Veta o jednozna£nosti rie²enia). [3] Nech je funcia f spojitá a lipschitzovská

vzh©adom na x na D ⊂ Rn, ¤alej máme bod (t0, x0) ∈ D. Potom ak máme 2 rie²enia

x1(t) a x2(t) difereniálnej rovnice dx
dt

= f(t, x(t)) na intervale I také, ºe x1(t0) =

x2(t0) = x0, t0 ∈ I, tak sa tieto rie²enia rovnajú pre kaºdé t ∈ I.

12



1.2 Autonómne systémy 1 DIFERENCIÁLNE ROVNICE

Poznámka: Lipschitzovská podmienka nie je vºdy potrebná k jednozna£nosti rie²enia.

Existujú aj v²eobecnej²ie podmienky pre jednozna£nos´.[3]

1.2 Autonómne systémy

V tejto podkapitole sa zameriame na autonómne systémy a h©adanie ich rie²ení. Takisto

si zade�nujeme ako vyzerá stabilita týchto rie²ení. Tak ako vo va£²ine tejto kapitoly

budeme vychádza´ z [2],[3],[7],[8] a [9].

Autonómny systém je taký systém, ktorý nie je závislý od premennej t ale iba od

premennej x.[3]

De�nícia 1.12. [3] Diferenciálnu rovnicu

x′ = f(x) (1)

nazývame autonómnou rovnicou, ak O1 ⊂ Rn je otvorená, neprázdna mnoºina a

f : O1 → Rn je spojitá na mnoºine O1. Premenné funkcie f(t, x) sa potom menia: t v

R a x ∈ O1. V na²om prípade sa budeme pohybova´ v priestore O1 = R2, takºe na²a

sústava rovníc bude vyzera´ pre n = 2 nasledovne :

x′1 = f1(x1, x2)

x′2 = f2(x1, x2)

Veta 1.13. Ak x : (a, b)→ Rn je rie²enie (1) , potom pre kaºdé c ∈ R je funkcia

y(t) = x(t− c)

pre v²etky a+ c < t < b+ c rie²ením v (a+ c, b+ c).

Dôkaz ako aj táto veta sa nachádza v [3, str. 213]

De�nícia 1.14. [3] Obor hodnôt rie²enia x rovnice (1) sa nazýva trajektória auto-

nómnej rovnice, pri£om ak ide o úplné rie²enie, tak ju nazývame úplnou trajektóriou.

Trajektoriu si môºme predstavi´ ako projekciu grafu (t, x(t)) rie²enia x(t) na pries-

tore de�novanom pre v²etkých x, alebo ako krivku, ktorá je parametrický de�novaná

v tvare x = x(t) v priestore de�novanom pre v²etkých x.[2]

13



1.2 Autonómne systémy 1 DIFERENCIÁLNE ROVNICE

Veta 1.15. Ak ma autonómna rovnica (1) dve úplne trajektórie, tak tie bu¤ splývajú,

alebo sú disjunktné.

Dôkaz vety nájdeme v [3, str. 215]

De�nícia 1.16. [2] Izoklína je mnoºina takých bodov x rovnice (1) , pre ktoré platí,

ºe funkcia f(x1, x2) je v daných bodoch kon²tantná.

V na²om konkrétnom autonómnom sýsteme

x′1 = f1(x1, x2)

x′2 = f2(x1, x2)

budeme pod pojom x1− izoklina rozumie´ mnoºinu takých x1, x2, pre ktoré bude plati´

f1(x1, x2) = 0 a podobne x2 − izoklina (f2(x1, x2) = 0).

Následova´ bude veta, ktorá nám ukáºe, ako vyzerá mnoºina úplných rie²ení auto-

nomnej rovnice.

Veta 1.17. Majme x : (a, b)→ O1, ktoré je úplným rie²ením autonómnej rovnice (1) .

Takéto rie²enie spadá pod jeden z nasledujúcich prípadov:

1. x(t) = x(s) pre v²etky t, s ∈ (a, b) a (a, b) = R,

2. x(t) = x(s) pre v²etky také t, s ∈ (a, b), ºe t 6= s,

3. Existuje také T > 0, ºe x(t) = x(s) práve vtedy, ak t− s = kT , pri£om k ∈ Z a

(a, b) = R.

Veta aj dôkaz sa nachádzaju v [3, str. 216]

Poznámka: Ak máme kon²tantné rie²enie x(t) = x0 pre kaºdé t ∈ R, tak jeho trajektó-

ria je jednoprvková {x0} a nazývame ju stacionárnym bodom. Z autonómnej rovnice,

ktorú sme si zade�novali na za£iatku podkapitoly, vyplýva, ºe x0 je stacionárnym bo-

dom práve vtedy, ke¤ f(x0) = 0.[3]

Poznámka: Veta sa dá interpretova´ aj v znení, ºe pre kaºdú úplnú trajektóriu auto-

nomnej rovnice platí, ºe je [3]:

14



1.2 Autonómne systémy 1 DIFERENCIÁLNE ROVNICE

1. stacionárnym bodom,

2. trajektóriou, ktorá sa nikde nepretína, alebo

3. uzavretou trajektóriou, ktorej prináleºí periodické rie²enie.

Zade�nujeme si pojem stability rie²enia, pri£om poznáme 3 rôzne typy stability.

De�nícia 1.18 (Stabilné rie²enie). [3] Stabilným rie²ením v Ljapunovom zmysle (jed-

noducho Stabilné rie²enie) na intervale < t0,∞) nazývame rie²enie x(t) rovice (1) , ak

je splnená podmienka:

Pre kaºdé ε > 0 existuje taká δ = δ(ε, t0) , pre ktorú platí |y(t0)− x(t0)| < δ (y(t) je

taktieº rie²enie (1)). Potom takéto rie²enie y(t) existuje na intervale < t0,∞ > a platí

|y(t)− x(t)| < ε

pre kaºdé t ≥ t0.

De�nícia 1.19 (Asymptotický stabilné rie²enie). [3] Pod asymptotickým rie²ením roz-

umieme rie²enie x(t) na²ej rovnice (1) na intervale < t0,∞), ak je stabilné a zárove¬

ak existuje také d = d(t0) > 0, pre ktoré je y(t) rie²enie rovnice (1) a platí

|y(t0),−x(t0)| < d

, potom platí

lim
t→∞
|y(t)− x(t)| ≤ 0

.

De�nícia 1.20 (Nestabilné rie²enie). [3] Rie²enie x(t) je nestabilné(t.j. nie je stabilné),

ak existuje taký ε > 0 pre v²etky δ > 0, pre ktoré existuje také rie²enie y(t) rovnice (1) ,

ºe platí

|y(t0)− x(t0)| < δ

a zárove¬

|y(t1)− x(t1)| ≥ ε

, pre nejaké t1 > t0, pri£om vieme, ºe ε > 0, t0 ∈ (a,∞) a δ > 0.
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1.2 Autonómne systémy 1 DIFERENCIÁLNE ROVNICE

Uvaºujme teraz na²u rovnicu (1) ako dvojrozmerný systém lineárnych rovníc v tvare

x′ = Ax, pri£om A je 2 × 2 regulárna matica s rôznymi vlastnými hodnotami. Teda

ná² systém bude vyzera´ takto:

x′1
x′2

 =

a11 a12

a21 a22

 *

x1
x2


(2)

V tomto systéme poznáme rôzne typy stacionárnych bodov. Ich typ zistíme, ke¤ sa

pozrieme na vlastné hodnoty matice A [2]:

1. Uzol: obe vlastné hodnoty matice A sú reálne £ísla s rovnakými znamienkami,

2. Sedlo: obe vlastné hodnoty matice A sú reálne £ísla s rôznymi znamienkami,

3. Stred: obe vlastné hodnoty matice A sú komplexné £ísla, pri£om v tomto prípade

ide o rýdzo imaginárne £ísla,

4. Ohnisko: obe vlastné hodnoty matice A sú komplexné, ale v tomto prípade majú

aj reálnu zloºku.

Matica A nám tieº poslúºi pri zis´ovaní, o aký typ stabilného rie²enia ide. Uvedieme

si ich v nasledujúcej vete.

Veta 1.21. Stacionárne rie²enie (1) je:

1. stabilné, ak reálne £asti v²etkých vlastných hodnôt matice A sú nekladné, pri£om

vlastné hodnoty neobsahujúce realnú £as´ musia by´ jednoduché,

2. asymptoticky stabilné, ak reálne £asti v²etkých vlastných hodnôt matice A sú

záporné,

3. nestabilné, ak niektorá vlastná hodnota má reálnu £as´ kladnú.

Dôkaz vety je v [2, str. 31]
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1.2 Autonómne systémy 1 DIFERENCIÁLNE ROVNICE

Ak sa chceme pozrie´ na tieto typy stacionárnych bodov a stabilitu rie²enia zo

v²eobecnej²ieho poh©adu, tak si najprv musime zade�nova´ Jakobiho maticu (maticu

prvých derivácii). Tá bude ma´ v na²om systéme rovnic x′ = Ax tvar:

J =

df1(x1,x2)
dx1

df1(x1,x2)
dx2

df2(x1,x2)
dx1

df2(x1,x2)
dx2


Teraz sa budeme pozera´ na vlastné hodnoty Jakobiho matice a bude pri nich pla-

ti´ rovnaký princip pri ur£ovaní typov stacionárnych bodov ako v predo²lom prípade.

Zárove¬ nám aj pomôºu ur£i´ o aký typ stabilného rie²enia ide. Bude to vyzera´ na-

sledovne[2]:

1. Uzol: obe vlastné hodnoty matice J sú reálne £ísla s rovnakými znamienkami,

2. Sedlo: obe vlastné hodnoty matice J sú reálne £ísla s rôznymi znamienkami,

3. Stred: obe vlastné hodnoty matice J sú komplexné £ísla, pri£om v tomto prípade

ide o rýdzo imaginárne £ísla,

4. Ohnisko: obe vlastné hodnoty matice J sú komplexné, ale v tomto prípade majú

aj reálnu zloºku,

5. Stacionárny bod x0 je asymptoticky stabilný, ak sú reálne £asti vlastných

hodnôt matice J záporné,

6. Stacionárny bod x0 je nestabilný, ak aspo¬ jedná vlastná hodnota matice J má

reálnu £as´ kladnú.

Zo získanej Jakobiho matice vieme taktieº vyuºi´ jej determinant a stopu na zistenie

typu a stability stacionárneho bodu.[9]

• Ak je det(J) < 0, tak vlastné hodnoty majú rôzne znamienka, tým pádom je ná²

bod sedlo,

• Ak je det(J) > 0, tak pre stopu matice J nastávaju tieto 3 moºnosti:

1. 4det(J) < tr(J)2, v takomto prípade ak je tr(J) < 0, tak jej vlastné hodnoty

sú tieº záporné (stabilný uzol) alebo ak je tr(J) > 0, tak vlastné hodnoty

su kladné a tým pádom ide o nestabilný uzol,

17



1.2 Autonómne systémy 1 DIFERENCIÁLNE ROVNICE

2. 4det(J) > tr(J)2 tak bu¤ je tr(J) < 0, tým padom sú aj vlastné hodnoty

záporne a je to stabilné ohnisko, alebo je tr(J) > 0, vlastné hodnoty sú

kladné a bude to nestabilné ohnisko,

3. tr(J) = 0, v takomto prípade je stacionárny bod stredom alebo ohniskom.

Formula pre výpo£et vlastných £ísel Jakobiho matice má tvar [9]:

λ1,2 =
tr(J)±

√
tr(J)2 − 4det(J)

2

Tieto rôzne typy stacionárnych bodov sa teraz pokúsime viac priblíºi´, ukáºeme si,

£o vlastne znamenajú a zárove¬ aj ilustrujeme na obrázku ich tvar.[2][6][7]

Uzol je taký typ stacionárneho bodu x0, pre ktorý platí, ºe v²etky trajektórie

rie²enia x(t) vychádzajúce z bodu v jeho okolí konvergujú k tomuto x0. Platí teda

lim
t→∞

x(t) = x0 alebo lim
t→−∞

x(t) = x0. Uhol, ktorý zviera vektor (x0, x(t)) s ©ubovolým

pevným vektorom (x0, y) má vlastnú limitu.

Obr. 1: Uzol [6]

Sedlo je typ stacionárneho bodu x0, pre ktorý existuje kone£ne ve©a trajektorii,

ktoré konvergujú k tomuto bodu x0.

Stred je typ stacionárneho bodu x0, pre ktorý existuje také okolie, v ktorom kaºdý

bod je su£as´ou práve jednej uzavretej trajektórie, ktorej stredom je bod x0.

Ohnisko je podobný typ stacionárneho bodu ako uzol, rozdiel je len v uhle, ktorý

zvierajú vektory. V tomto prípade bude ma´ uhol nevlastnú limitu.
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1.2 Autonómne systémy 1 DIFERENCIÁLNE ROVNICE

Obr. 2: Sedlo [6]

Obr. 3: Stred [6]

Obr. 4: Ohnisko [6]
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2 LOTKA - VOLTERRA MODEL DRAVEC - KORIST

2 Lotka - Volterra model dravec - korist

V tejto kapitole sa budeme venova´ modelu dravec - koris´, ktorý bude popisova´ ako

sa navzájom ovplyv¬ujú dva druhy skúmaných organizmov. Jeden z týchto organizmov

budeme nazýva´ dravcom, pri£om druhý bude jeho koris´ou.

Najprv si ukáºeme správanie a zmenu v po£te ich populácie bez vplyvu iných fakto-

rov, takºe uvidíme len interakciu týchto dvoch organizmov. Neskôr pridáme subjekty,

ktoré môºu ovplyvni´ po£ty sledovaných organizmov, pri£om u jedného by mohlo ís´ o

pozitívny vplyv, naopak u druhého organizmu by to malo negatívny vplyv.[1]

Tento model nezávisle na sebe vytvorili Alfred J. Lotka a Vito Volterra v roku 1925,

resp. 1926. Lotka bol americký matematik a chemik, ktorý sa narodil 2. marca 1880

v �vove. Lotka tento model vytvoril na popísanie správania sa chemických reakcii, v

roku 1925 ho uº ale pouºil pri popisaní vz´ahu bylinoºravcov a ich potravy. Volterra

bol talianský matematik a fyzik ºijúci v rokoch 1880 aº 1940. Model dravec - koris´

vytvoril na popísanie rastu po£tu ºralokov v Stredozemnom mori po£as 1. Svetovej

vojny.[11]

Informácia k tejto kapitole pochádzajú z [1],[2],[5],[8] a [9].

2.1 Formulácia modelu

Tento model teda bude popisova´ vzájomnú interakciu dvoch organizmov a vyjadrova´

zmenu ich po£tu. Preto bude vyzera´ v tvare:

x′1 = f1(x1, x2)

x′2 = f2(x1, x2).

V na²om prípade bude x1 ozna£ova´ ve©kos´ populácie koristi a x2 naopak ve©kos´

populácie dravcov. Pri vybudovaní modelu budeme predpoklada´, ºe koris´ netrpí ne-

dostatkom potravy, teda nebude medzi sebou súperi´ o túto potravu. Zárove¬ dravci

majú ako svoju jedinú moºnú potravu ich koris´.[1]

V prvej rovnici x′1 = f1(x1, x2) popisujúcej rast £i pokles populácie koristi si zave-

dieme 2 koe�cienty a, b > 0, ktoré budú tento vývoj ovplyv¬ova´. Koe�cient a nám

bude opisova´ rast populácie koristi, pri£om pri absencii dravcov by opisoval lineárny

20



2.1 Formulácia modelu 2 LOTKA - VOLTERRA MODEL DRAVEC - KORIST

rast koristi a pri predpoklade nekone£ného po£tu potravy by neustále narastal. Rovnica

teda zatia© bude v tvare

x′1 = ax1.

Pridaním dravcov nám koe�cient b bude vyjadrova´ prirodzený pokles koristi pri strete

s dravcami. Budeme predpoklada´, ºe kaºdé takéto stretnutie dravca s koris´ou skon£í

výsledkom, v ktorom dravec uloví svojú koris´. Rovnica teda získava ¤al²í £len a bude

vyzera´ nasledovne [1]:

x′1 = ax1 − bx1x2.

Podobne si vytvoríme aj rovnicu popisujúcu zmenu po£tu populácie dravcov v sys-

téme. Budú v nej obsiahnuté koe�cienty c, d > 0. Koe�cient c bude vyjadrova´ úmrtnos´

dravcov v prípade nedostatku potravy(koristi) v prostredí, bude teda znázor¬ova´ po-

kles po£tu dravcov. Daná rovnica bude ma´ tvar:

x′2 = −cx2.

Zárove¬ po£et dravcov budú ovplyv¬ova´ (podobne ako v prvej rovnici koris´) aj vzá-

jomné stretnutia s koris´ou. Túto situáciu bude vyjadrova´ koe�cient d. Vý²ka tohto

koe�cientu opisuje ako £asto dochádza k stretom medzi dravcami a ich koris´ou. Pri-

daním tohto faktoru do na²ej rovnice dostávame následovný výsledok [1]:

x′2 = −cx2 + dx1x2.

Ná² model bude teda vyzera´ v tvare týchto 2 výsledných diferenciálnych rovníc v

autonómnom systéme, kedºe tieto rovnice nie sú závislé od premennej £asu.[1]

x′1 = ax1 − bx1x2

x′2 = −cx2 + dx1x2

(3)
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2.2 Vyrie²enie modelu

Teraz sa zameriame na na²e 2 rovnice

x′1 = ax1 − bx1x2

x′2 = −cx2 + dx1x2

a h©adanie rie²enia tohto systému. Za£neme tým, ºe vyrie²ime x1 − izoklinu, reps.

x2 − izoklinu a pomocou nich nájdeme stacionárne rie²enia systému.[1][2]

Rie²ime teda x1 − izoklinu, £o znamená, ºe h©adéme rie²enie pre rovnicu

ax1 − bx1x2 = 0.

Na²li sme 2 rie²enia

x1 = 0, x2 =
a

b
.

Podobne budeme h©ada´ x2 − izoklinu, teda rie²ime

−cx2 + dx1x2 = 0,

kde ná² výsledok vyzera nasledovne:

x2 = 0, x1 =
c

d
.

Na²li sme 2 stacionárne body

(0, 0) ,
( c
d
,
a

b

)
Tieto rovnice so získanými stacionárnymi bodmi a trajektóriami si vieme znázorni´

pomocou následujúceho fázového portrétu (Obr. (5)), ktorý nám nakresli konkrétnu

trajektóriu vývoja ná²ho systému. Os x bude predstavova´ po£et dravcov a os y po£et

koristi. Koe�cienty sme zvolili nasledovne[2][6]:

a = 1, b = 0, 01,

c = 1, d = 0, 02.

Ukáºeme si ako výber koe�cientov ovplyvní tvar trajektórie a ve©kosti populácii

oboch organizmov. Zvý²ením koe�cientu a = 2 nám vzrástie po£et po£et dravcov aj

koristi, výraznej²i vplyv to ale bude ma´ na koris´(Obr. (6)).

22



2.2 Vyrie²enie modelu 2 LOTKA - VOLTERRA MODEL DRAVEC - KORIST

Obr. 5: Fázovy portrét s a=1, b=0,01, c=1, d=0,02 [6]

Obr. 6: Fázovy portrét s a=2, b=0,01, c=1, d=0,02 [6]

Zvý²enie koe�cientu b = 0, 02 spôsobi zníºenie po£tu koristi, ale zárove¬ aj dravcov

do istého bodu(Obr. (7)).

Teraz výraznej²ie zvý²ime koe�cient c = 4, ktorý spôsobi nárast oboch populá-

cii(Obr. (8)).

Koe�cient d = 0, 03 mierne zvý²ime, £ím spôsobíme zníºenie mnoºstva koristi, pri-

£om po£et dravcov ostáva pribliºne rovnaký(Obr. (9)).
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Obr. 7: Fázovy portrét s a=1, b=0,02, c=1, d=0,02 [6]

Obr. 8: Fázovy portrét s a=1, b=0,01, c=4, d=0,02 [6]

Teraz sa vrátime spä´ k rie²eniu ná²ho problému. Na²li sme 2 stacionárne body a

pokúsime sa zisti´, o aký typ ide. Bod (0, 0) nás nebude zaujíma´, kedºe populácie s

nulovým po£tom jedincov pre nás nebudú ma´ ºiadnú informáciu. Zameriame sa teda

na druhý stacionárny bod ( c
d
, a
b
).[1]

Aby sme rozpoznali o aký stacionárny bod ide, tak si vypo£itáme Jakobiho maticu.

Tá bude ma´ nasledujúci tvar:

J(x1, x2)=

a− bx2 −bx1
dx2 −c+ dx1


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Obr. 9: Fázovy portrét s a=1, b=0,01, c=1, d=0,03 [6]

Pre ná² konkrétny stacionárny bod
(
c
d
, a
b

)
bude ma´ tvar:

J
(
c
d
, a
b

)
=

 0 −bc
d

da
b

0


Vidíme, ºe stopa tejto matice je nulová, tým pádom tento stacionárny bod bude bu¤

ohnisko alebo stred.(1.2)

Teraz sa zameriame na výpo£et trajektórie rie²enia, pokúsime sa nájs´ jej rie²enia a

ur£i´, o aký stacionárny bod ide. Upravíme si teda rovnice na tvar

dx2
dx1

=
−cx2 + dx1x2
ax1 − bx1x2

=
(−c+ dx1)x2
(a− bx2)x1

.

Túto diferenciálnu rovnicu môºeme rie²i´ separáciou premenných, teda si to upravíme

na tvar
a− bx2
x2

dx2 =
−c+ dx1

x1
dx1.

Zintegrujeme obe strany rovnice a dostaneme rovnicu v tvare:

a lnx2 − bx2 + c lnx1 − dx1 = k1,

pri£om k1 bude nejaká kon²tanta. Tento tvar zexponujeme, teda dostaneme

xa2
ebx2

xc1
edx1

= K, (4)

pre nejakú kon²tantu K.[1]
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Teraz si ukáºeme, ºe krivky de�nované rovnicou (4) sú uzavreté pre x1, x2 > 0

Rovnicu (4) si upravime na tvar f(x2)g(x1) = K. Najprv sa pozrieme na rovnicu

f(x2) =
xa2

ebx2
,

pre ktorú budeme h©ada´ jej maximum pre x2 > 0. Pozrieme sa teda na jej prvú

deriváciu:

f ′(x2) =
axa−12 − bxa2

ebx2
=
xa−12 (a− bx2)

ebx2
.

Vidíme, ºe maximum bude dosahova´ v bode x2 = a
b
. Funk£ná hodnota v tomto bode

teda bude Mx2 = (a/b)a

ea
.[1]

Podobne budeme h©ada´ maximum rovnice g(x1), ktoré sa bude nachádza´ v bode

x1 = c
d
a bude ma´ hodnotu Mx1 = (c/d)c

ec
.

V¤aka týmto zisteniam moºeme vyvodi´ nasledujúce závery k rovnici (4) [1]:

1. Ak Mx1Mx2 < K, tak nemáme ºiadne rie²enie rovnice (4) ,

2. ak Mx1Mx2 = K, tak máme práve jedno rie²enie v bodoch x1 = c
d
, x2 = a

b
.

3. Pre Mx1Mx2 > K si vytvoríme kladnú premennú α men²iu ako Mx1. V²imnime

si, ºe rovnica xc1
edx1

= α má dve rie²enia x1m < c
d
a x1M > c

d
. Potom rovnica

f(x2) =
xa2
ebx2

=
[

α
xc1e

dx1

]
Mx2

(a) nemá ºiadne rie²enie pre x1 < x1m alebo x1 > x1M ,

(b) práve jedno rie²enie x2 = a
b
pre x1 = x1m alebo x1 = x1M

(c) a dve rie²enia x21 a x22(x21 < x22) pre v²etky x patriaceho do intervalu

(x1m, x1M), pri£om x21 <
a
b
a x22 > a

b
.

Teda krivky de�nované rovnicou (4) sú naozaj uzavreté pre x1, x2 > 0, takºe staci-

onárny bod ( c
d
, a
b
) je stred. Preto v²etky rie²enia rovnice (5) sú periodické funkcie £asu.

Preto bude plati´, ºe x1(t+ T ) = x1(t) a x2(t+ T ) = x2(t) pre kladné T .[1]

Ak chceme porovnáva´ tieto predikcie vývoja populácii so skuto£nými datami z

minulosti, tak potrebujeme vypo£íta´ priemerné hodnoty pre rie²enia rovnice (5) . Tie

nám pomôºe vypo£íta´ nasledujúca léma.
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Lema 2.1. [1] Majme x1(t), x2(t), ktoré sú periodickými rie²eniami rovnice (5) s pe-

riódou T > 0. Potom priemerné hodnoty x1 a x2 de�nujeme v tvare

x̂1 =
1

T

∫ T

0

x1(t)dt, x̂2 =
1

T

∫ T

0

x2(t)dt

. Tieto priemerné hodnoty sú potom rovné stacionárnym bodom. V na²om prípade to

bude znamena´

x̂1 =
c

d
, x̂2 =

a

b
.

Dôkaz. Predelením oboch strán prvej rovnice (5) premennou x1 dostanem
x′1
x1

= a−bx2,

teda

1

T

∫ T

0

x′1(t)

x1(t)
dt =

1

T

∫ T

0

[a− bx2(t)]dt.

Potom
∫ T
0

x′1(t)

x1(t)
= lnx1(T )− lnx1(0) = 0, ke¤ºe x1(T ) = x1(0). Potom platí

1

T

∫ T

0

bx2(t)dt =
1

T

∫ T

0

adt = a,

teda x̂2 = a
b
. Podobne aj predelením druhej rovnice by sme dostali výsledok x̂1 = c

d
.

2.3 Roz²írenia modelu

Zatia© sme si ukázali najjednoduch²í model, v ktorom sa nachádzali len dravec a koris´,

pri£om ich interakcia bola zapísaná ve©mi jednoduchým spôsobom. Teraz si ukáºeme

aj roz²írené verzie tohto modelu, zárove¬ aj význam, pre ktorý boli vytvorené. Budeme

vychádza´ z rovnakých zdrojov ako vo zvy²ku kapitoly, v tomto prípade pôjde o [1].

Prvým z týchto modelov bude model, ktorý obsahuje vonkaj²í zásah do prostredia

dravca a koristi. Pod týmto zásahom môºeme rozumie´ napríklad lov alebo rybolov. Mu-

síme si uvedomi´, ºe tento vplyv negatívne ovplyvní rast dravca aj koristi. Zavedieme

si teda nový koe�cient ε > 0, ktorý bude vyjadrova´ intenzitu tohto lovu(rybolovu),

napr. v podobe zvý²eného po£tu lodí alebo po£as loveckej sezóny. Na²e rovnice teda

budú ma´ takýto tvar [1]:

x′1 = ax1 − bx1x2 −εx1 = (a− ε)x1 − bx1x2

x′2 = −cx2 + dx1x2 −εx2 = −(c+ ε)x2 + dx1x2

(5)
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Tento systém je v podstate rovnaký ako ten predo²lí, lí²i sa len stacionárny bod(priemerná

hodnota), ktorý vyzerá takto:

x̂1 =
c+ ε

d

x̂2 =
a− ε
b

Z týchto výsledkov je zrejme, ºe lov £i rybolov v skuto£nosti prospieva koristi, teda

lovenému organizmu, naopak ²kodí dravcovi. Tento jav je tieº známy ako Volterrov

princíp. Ukáºeme si vplyv lovu na nasledujúcich obrázkoch.[1][6]

Obr. 10: Systém bez lovu [6]

Takýto jav nastal napr. po 1. Svetovej vojve v Stredozemnom mori, kde po absencii

rybolovu sa za£alo znovu lovi´, tým pádom sa po£et ºralokov v mori za£al zniºova´ aº

dosiahol svoju obvyklú hodnotu z £ias pred vojnou.

�al²ím príkladom môºe by´ hmyz z Austrálie, ktorý sa v roku 1868 objavil v Amerike

a ni£il úrodu. Aj napriek tomu, ºe sa neskôr na neho nasadil jeho prirodzený dravec,

ktorý zníºil jeho po£et na minimum, boli pouºité chemické látky, ktoré ni£ili ako tento

hmyz, tak aj dravca. Efekt tejto látky bol v²ak opa£ný ako sa £akalo, a miesto ¤al²ieho

zníºenia po£tu tohto hmyzu, jeho populácia narástla.[1]
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Obr. 11: Systém s lovom [6]
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3 Iné modely typu dravec - koris´

V predo²lej kapitole sme sa zaoberali základným modelom dravec - koris´, ktorý bol

vytvorený vo ve©mi jednoduchej forme a vytvoril základ pre vytváranie ¤al²ích, kom-

plexnej²ích modelov. V tejto kapitole si ukáºeme niektore zloºitej²ie modely, ktoré lep²ie

zachytavajú skuto£nos´, tým pádom su praktickej²ie a dajú sa pouºi´ aj v realite pri

niektorých druhoch organizmov.

V tejto kapitole budeme vyuºíva´ teóriu a pravidlá, ktoré sme si zade�novali v prvej

kapitole. Pôjde hlavne o sekciu (1.2), v ktorej sme si uviedli, akým spôsobom dokáºeme

rozlí²í´ typ a stabilitu stacionárneho bodu.

3.1 Konkurencia druhov

Ako prvý si ukáºeme model, ktorý vyzerá podobne ako základný model Lotka - Volterra,

bude v²ak pridaný prvok konkurencie medzi koris´ou. To bude znamena´, ºe koris´

tentokrát nebude ma´ neobmedzený prísun potravy, ale bude ho ma´ ur£ité obmedzené

mnoºstvo. V takejto situácii samozrejme nastane boj o túto potravu, £ím v podstate

vytvoríme konkurenciu koristi medzi sebou.

Oproti základnému modelu teda pridáme aj prvok konkurencie, ktorý bude predsta-

vova´ koe�cient 0 < e << 1. �ím vy²²í je tento koe�cient, tým vä£²ia je konkurencia

medzi koris´ou o potravu, tým pádom sa k potrave dostane menej koristi a tá následne

uhynie na následky vyhladovenia. Vyjadrime si to teda opä´ sústavou dvoch rovníc [5]:

x′1 = ax1 − bx1x2 − ex21

x′2 = cx1x2 − dx2,

koe�cienty a, b, c, d > 0 zohrávajú rovnakú úlohu ako v predo²lej kapitole.

Najprv sa pokusíme si tento systém zjednodu²i´ jednoduchými substituciami. Majme

α =
a

d

β =
ed

ac
,

pri£om α > 0 a 0 < β ≤ 1. Pri takéjto substitúcii sa nám systém zjednodu²í a bude

vyzera´ následovne [5]:
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3.1 Konkurencia druhov 3 INÉ MODELY TYPU DRAVEC - KORIS�

x′1 = α(x1 − x1x2 − βx21)

x′2 = x1x2 − x2.

Teraz sa pozrieme na prvú rovnicu a nájdeme jej x1 − izoklinu, takºe h©adáme

rie²enie pre rovnicu

α(x1 − x1x2 − βx21) = 0.

Na²li sme 2 rie²enia

x1 = 0, x2 = 1− βx1.

Podobne budeme h©ada´ x2 − izoklinu, teda rie²ime

x1x2 − x2 = 0,

kde ná² výsledok vyzerá následovne:

x2 = 0, x1 = 1.

Na²li sme 3 stacionárne body

(0, 0) ,

(
1

β
, 0

)
, (1, 1− β) .

Teraz sa pokúsime tieto stacionárne body zanalyzova´ a zisti´, o aké typy ide a £i

sú stabilné. Na to budeme potrebova´ Jakobiho maticu prvých derivácii, ktorá vyzerá

takto:

J(x1, x2)=

α(1− x2 − 2βx1) −αx1
x2 x1 − 1


Po dosadení prvého stacionárneho bodu (0, 0)

J(0, 0) =

α 0

0 −1


zistíme, ºe Jakobián je−α < 0, £iºe tento bod je sedlo. �al²i bod

(
1
β
, 0
)
má Jakobiho

maticu v takomto tvare:

J
(

1
β
, 0
)
=

−α −α
β

0 1−β
β

 .
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Determinant tejto matice nám vy²iel −α(1−β)
β

< 0, ke¤ºe z podmienov vieme, ºe

α > 0 a 0 < β ≤ 1. To znamená, ºe tento bod je rovnako ako predo²lí sedlo. Ostáva

nám posledný bod (1, 1− β):

J(1, 1− β)=

−αβ −α

1− β 0

 .

Jakobián výjde α(1 − β) > 0, pri£om stopa tejto matice je záporná tr(J) = −αβ,

teda rie²enie bude stabilné. Teraz vyuºijeme (1.2) k ur£eniu typu stacionárneho bodu.

Ideme porovnáva´ 4∗det(J (1, 1− β) so stopou matice tr(J (1, 1− β))2. Nerovnos´ teda

bude v tvare

4α(1− β) < α2β2,

£ím dostaneme podmienku pre β:

1. 1 > β > − 1
2α

+ 1
2α

√
1 + 16α: kedºe nám vy²iel kladný determinant a pri tejto

podmienke platí 4 ∗ det(J (1, 1− β) < tr(J (1, 1− β))2, takºe stacionárny bod

bude stabilný uzol,

2. 0 < β < − 1
2α

+ 1
2α

√
1 + 16α: ak máme dostato£né malé β, ktoré sp¨¬a túto

podmienku, tak bude plati´ 4 ∗ det(J (1, 1− β) > tr(J (1, 1− β))2 a teda ná²

stacionárny bod bude stabilné ohnisko.

3.2 Rozdiel v koristi

�al²ím modelom, ktorému sa budeme venova´, je model, ktorý pozná viacero druhov

koristi. V takomto modeli budeme rozli²ova´, £i ide o koris´ dospelú, alebo e²te len o

mlá¤a. Obe tieto kategórie majú svojú vlastnú diferenciálnu rovnicu popisujúcu ich

budúci vývoj. V realite vä£²inou platí, ºe dravec loví dospelú koris´, ke¤ºe mlá¤a je

men²ie alebo ºije na inom mieste ako dospelí jedinec a ku styku s dravcom sa nedos-

tane.[1]

Pri rie²ení tohto modelu sme vyuºili vedomosti z prvej kapitoly, ale aj [8].

Teda v tomto modeli budeme ma´ sústavu troch rovníc, pri£om x1 bude patri´

dospelej koristi, x2 mladej a y patrí dravcovi. Sústava teda vyzera takto:
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x′1 = −a1x1 + a2x2 − bx1y

x′2 = nx1 − (a1 + a2)x2

y′ = −cy + dx1y.

Teraz si vysvetlíme, £o jednotlivé koe�cienty znamenajú. a1 nám hovorí o prirodze-

nom poklese po£tu koristi, ktorý nie je následkom stretu s dravcom, a2 predstavuje

po£et mladej koristi, ktorá sa vyvinie v dospelého jedinca. b a d ozna£ujú mnoºstvo

stretov dospelej koristi s dravcom, c prirodzený úhyn dravca a nakoniec n predstavuje

mieru rodenia sa novej koristi vzh©adom na po£et dospelej populácie.[1]

Za£neme ako vºdy h©adaním stacionárnych bodov pomocou x1, x2 a y - izoklin.

x1 − izoklina vyzerá následovne:

−a1x1 + a2x2 − bx1y = 0.

Má rie²enie v tvare

x1 =
a2x2
a1 + by

.

�al²ia izoklína x2 je takáto:

nx1 − (a1 + a2)x2 = 0

a má rie²enie

x2 =
nx1

a1 + a2
.

Posledná izoklína y je:

−cy + dx1y = 0

a jej rie²enie je:

y = 0, x1 =
c

d
.
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Z týchto rie²ení teraz poskladáme stacionárne body. V tomto prípade budeme ma´ 3

stacionárne body:

(0, 0, 0) ,

(
a2
a1
x2, x2, 0

)
,

(
c

d
,

cn

d(a1 + a2)
,
a2n− a2a1 − a21
b(a1 + a2)

)
,

pri druhom bode je x2 ©ubovo©ný bod. Môºme si v²imnú´, ºe prvý stacionárny bod

(0, 0, 0) je v podstate ²peciálnym prípadom ná²ho druhého bodu
(
a2
a1
x2, x2, 0

)
.

Vypo£ítame si Jakobiho maticu, pomocou ktorej sa dá zisti´ stabilita a typ staci-

onárneho bodu:

J(x1, x2, y)=


−a1 − by a2 bx1

n −a1 − a2 0

dy 0 −c+ dx1

 .

Ideme sa teda zaobera´ prvým stacionárnym bodom (0, 0, 0), pre ktorý Jakobiho

matica vyzerá takto:

J(0, 0, 0)=


−a1 a2 0

n −a1 − a2 0

0 0 −c

 .

Pre ¤al²í stacionárny bod
(
a2
a1
x2, x2, 0

)
vyzerá Jakobiho matica následovne:

J
(
a2
a1
x2, x2, 0

)
=


−a1 a2

ba2
a1

n −a1 − a2 0

0 0 −c+ da2
a1

 .

A nakoniec si vypo£ítame Jakobiho maticu aj pre posledný stacionárny bod(
c
d
, cn
d(a1+a2)

,
a2n−a2a1−a21
b(a1+a2)

)
:

J
(
c
d
, cn
d(a1+a2)

,
a2n−a2a1−a21
b(a1+a2)

)
=


−a1 − a2n−a2a1−a21

a1+a2
a2

bc
d

n −a1 − a2 0

d
a2n−a2a1−a21
b(a1+a2)

0 0

 .

V tomto prípade nemôºeme vyuºi´ rovnakú metódu pre zistenie typu a stability

stacionárneho bodu ako pri predo²lích modeloch, pretoºe uº sa nepohybujeme v dvoj-

rozmernom, ale v trojrozmernom priestore.
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Tieto Jakobiho matice sa vyuºijú na zistenie stability daných stacionárnych bodov.

Konkrétne sa vypo£itajú vlastné hodnoty týchto matíc a tie následne skúmame po-

mocou metódy, ktorú sme si uviedli v prvej kapitole (1.2) vo vete 1.21. V podstate si

len otestujeme tieto vlastné hodnoty a zistíme, £i sú kladné alebo nezáporné. Ak budú

v²etky nezáporné, tak bod bude stabilný, ak bude aspo¬ jedná vlastná hodnota kladná,

tak rie²enie bude nestabilné.
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Záver

V tejto práci sme si ako cie© ur£ili zisti´, pre£o stúpol po£et ºralokov v Stredozemnom

mori po£as 1. Svetovej vojny. Aby sme sa mohli prepracova´ k splneniu tohto cie©a,

potrebovali sme si najprv ujasni´ pojmy z diferenciálnych rovníc, ktorým sme venovali

celú prvú kapitolu. Zade�novali sme si existenciu a jednozna£nos´ rie²enia a predstavili

si autonómne systémy, ktoré sú priamo vyuºívane pri modelovaní vývoja populácie

dravca a jeho koristi.

Pri týchto autonómnych systémoch sme si vysvetlili, aké existujú rôzne typy staci-

onárnych bodov, teda stred, uzol, ohnisko alebo sedlo. De�novali sme si, kedy je na²e

rie²enie stabilné. Na konci prvej kapitoly sme si aj uviedli prostriedky, ako zisti´ o aký

typ a stabilitu bodu ide.

Tieto vedomosti sme v ¤al²ej kapitole priamo aplikovali na ná² model. Tento model

má jednoduchú formu a predpoklady, preto jeho zostavenie nebolo náro£né. Ide v pod-

state o model, ktorý bol vytvorený e²te v prvej tretine 20. storo£ia. Pre zjednodu²enie

si pod dravcom budeme predstavova´ ºraloka a jeho koris´ou budú beºné ryby. Vy²li

nám dva stacionárne body, pri£om ten reálny sme aj zanalyzovali.

Dostali sme sa nakoniec k výsledku, ºe daný model má periodické rie²enie, teda po

istej periode dochádza k tomu istému výsledku. Po predstavení si tohto základného

modelu sme sa mohli kone£ne dosta´ k na²ej rie²enej otázke, teda pre£o sa zmenil

po£et ºralokov v mori. Upravili sme si model, aby sme v ¬om dokázali zachyti´ efekt

rybolovu. Rybolov priamo zníºoval po£et oboch druhov, my sme v²ak chceli zisti´, aký

má ved©aj²í efekt, teda £i náhodou nepriamo nepomáha ºralokom, alebo jeho koristi.

Vyuºili sme rovnaké metódy pri analyzovaní tohto modelu, aké sme vyuºili pri prvom

modeli. Nakoniec sme sa dopracovali k stacionárnemu bodu, ktorý priamo ukázal, ºe

rybolov je v tomto systéme v podstate prospe²ný pre oby£ajné ryby a prekvapivo viac

zasahuje populáciu ºralokov. Tento efekt sa nazýva Volterrov princíp.[1] Ako uº bolo

uvedené priamo v druhej kapitole, takýto jav nastal aj s hmyzom napádajúcim úrodu.

Po nasadení prirodzeného dravca pre tento hmyz jeho po£et za£al klesa´, av²ak ke¤

farmári pouºili na jeho úplne zni£enie chemikálie, tak dosiahli len jeho opätovný nárast

populácie.

Týmto sme vlastne vyrie²ili otázku, ktorú sme si stanovili na za£iatku práce. V tretej
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kapitole sme si predstavili ¤al²ie modely, ktoré zachytávajú ²peci�cké typy dravcov a

koristi. Prvý uvedený opisoval konkurenciu o potravu pri koristi. �al²í model rie²il prí-

pad viacerých druhov koristi. Pri h©adaní ich stacionárnych bodov a následne skúmaní

ich typov a stability sme vyuºili vedomosti z prvej kapitoly.

Treba v²ak uvies´, ºe tieto modely nie sú aplikovatelné na v²etky typy dravcov a

koristi, ale iba na ur£ité prípady. Existujú aj také prípady, v ktorých nejde predvída´

ich vývoj, ke¤ºe do modelu sa nedá zahrnú´ napríklad neracionálnos´ koristi. Medzi

tieto prípady môºeme napríklad zaradi´ ur£itý typ prvokov. Existuje u nich typ ve©mi

agresívnych dravcoch, ktoré potrebujú potravu kaºdých pár hodin. E. F. Gause vytvoril

experiment, v ktorom skúmal vývoj týchto dvoch druhov v 30 rôznych akváriach. Vo

v²etkých vytvoril úkryt pre koris´, do ktorého nemal dravec prístup. O dva dni neskôr

zistil, ºe iba v 4 uhynuli predátori od hladu, pri£om vo zvy²ných na²iel aj minimálny

po£et preºitej koristi.[1]

Týmto sme ukázali, ºe v realite sa nie vºdy veci vyvíjajú logicky a racionálne. Preto

je zloºité modelova´ a predpoveda´ vývoj situácie pri náro£nej²ích prípadoch, v ktorých

do procesu vstupuje mnoºstvo faktorov, ktoré ovplyv¬ujú výsledok.
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