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Abstrakt v statnom jazyku

HAJDUK, Michal: Preco stiipol pocet zralokov pocas 1. Svetovej vojny? [Bakalarska
préaca|, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky,
Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; gkolitel: RNDr. Lubica Kossaczka, CSc.,
Bratislava, 2013, 38 s.

V naSej praci sme sa zaoberali modelmi typu dravec - korist, hlavne zékladnym
modelom, ktory vytvorili Lotka a Volterra. Ako prvé sme si charakterizovali teériu
diferencialnych rovnic, v ktorej sme sa venovali hlavne autonémnym systémom. Na-
sledne sme si odvodili zakladny model, v ktorom sme zistili, Ze mé periodické rieSenie.
Pridanim vonkajsieho vplyvu do modelu sme dosiahli presne taky model, aky sme po-
trebovali. Najdenim jeho rieSenia sme vyriesili nas hlavny ciel prace. Ako poslednu vec
sme si predstavili dalsie typy modelov, konkrétne model s vnitornou konkurenciou pre
korist a model s dvomi druhmi koristi. Touto préacou sme v podstate vytvorili prehlad

o zakladnych typoch modelov dravec - korist a tedrie pouzitej v nich.

‘icové slova: Model dravec - korist, Diferencialna rovnica, Autonémne systémy,

Stabilita rieSenia



Abstract

HAJDUK, Michal: Why have the number of sharks increased during World War 17
[Bachelor Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Phy-
sics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor:
RNDr. Lubica Kossaczka, CSc., Bratislava, 2013, 38p.

In our work we investigate predator - prey models, especially the basic model that
was created by Lotka and Volterra. First we describe the theory of differential equati-
ons, in which we deal mainly with autonomous systems. Consequently, we derive the
basic model in which we found out that it has a periodic solution. By adding external
influence into the model we have achieved exactly model what we have needed. Finding
his solutions solves our main objective of work. As a final matter, we introduce other
types of models, namely model with internal competition for prey and model with two
types of prey. With this work we have basically created an overview of the basic types

of models predator - prey and theories used in them.

Keywords: Predator - prey model, Differential equation , Autonomous systems,

Stability of a solution
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UVOD UVOD

Uvod

V roku 1920 taliansky biolog Umberto D’Ancona skiimal populacie roznych druhov ryb
a ich sprévanie v Stredozemnom mori. Pri zbierani dat si vSimol, Zze v ¢ase trvania 1.
Svetovej vojny rapidne stipol pocet zralokov. Tato skuto¢nost ho zaujala natolko, zZe sa
nou zacal zaoberat. Tento narast si vysvetlil tym, Ze pocas vojny prakticky nebol ziadny
rybolov. Preto stipol pocet obyc¢ajnych ,jedlych® ryb, ¢o samozrejme znamenalo pre
7raloky zvySeny pocet potravy. Tento model ale nebol dokonaly a nevysvetloval, preco
pokles rybolovu viac pomohol Zralokom ako rybam, ktoré st zamerne lovené narozdiel
od zralokov.[1]

D’Ancona nakoniec nedokazal najst ziadne biologické vysvetlenie pre tento jav, a
preto poziadal o pomoc svojho priatela, matematika, Vita Volterra. Ten rozdelil ryby
na dravce a korist a tym vytvoril prvy model opisujici vyvoj dravca a jeho koristi.
Tento model bude zékladom tejto prace a od neho sa budu odvijat dalsie modely.

Tento zakladny model sice neméa velké uplatnenie v realite kvoli svojej zjednodusene;j
forme, no jeho nasledné modifikacie uz presnejsie modeluju skutoc¢nost. Existuja mo-
dely, ktoré zachytavaju rozne spravania skiimanych zivocichov, napriklad si ukazeme
model, v ktorom bude zachytend konkurencia koristi kvoli obmedzenému mnozstvu
potravy.|[5]

Medzi dalSie rozvinutejsie modely patri aj model, v ktorom sa budu vyskytovat dva
rozne druhy koristi. Tento model opisuje ako sa dravec zameriava hlavne na lovenie
dospelej koristi, priom o lov mladych neprejavuje zaujem.|1| Existuja aj modely, ktoré
maji oSetreny exponencidlny rast koristi. V tomto pripade je urc¢eny limit, ku ktorému
sas pocet koristi priblizuje.

Aby sme mohli za¢at modelovat, budeme si musiet najprv vysvetlit zakladné pojmy
z diferencidlnych rovnic. Diferencidlne rovnice si v podstate stvorené pre podobné
modelovanie, pomocou nich dokézeme zistit napriklad budici vyvoj populacie koristi
vzhTadom na jej interakciu s dravcami. Najprv za¢neme tplnymi zakladmi, neskor si
uz zadefinujeme prostriedky, ktorymi budeme hladat rieSenia vytvorenych modelov a
pomocou ktorych ich budeme tiez moct kategorizovat.

Ako uz bolo uvedené vyssie, tieto modely st vytvorené pre pochopenie urcitych javov

v prirode, pricom nam tiez moézu pomoct predvidat dalsi vyvoj. Castokrat dochadza



UVOD UVOD

k mylInej predstave, Ze matematika je nepraktickd a v skutonom Zivote nepotrebna

vec. Tieto modely ale dokazuji, aky vyznam zohridva matematika a jej aplikacie aj v

opisovani a rieseni realnych, obcas aj kazdodennych problémov.



1 DIFERENCIALNE ROVNICE

1 Diferencialne rovnice

Tato kapitola bude venovana diferencidlnym rovniciam, ktoré ndm pomozu vyriesit
problém zadany v nézve prace. Pomocou nich sa da opisat zmena napriklad velkosti
alebo rychlosti objektu v ¢ase alebo priestore. Preto sa vyuzivaju v roznych oblastiach
vedy, medzi ktoré mozme zaradit napriklad chémiu, biologiu, fyziku alebo aj ekonémiu.

Diferencidlne rovnice boli prvy krat pouzité v 17. storo¢i. Medzi prvymi ich zacali
pouzivat Isaac Newton a Gottfried Leibnitz, neskor sa k nim pridali aj $vaj¢iarski
matematici, bratia Jacob a Johann Bernoulli. Isaac Newton ich napriklad pouzil pri

tvorbe svojho druhého pohybového zakona, ked ho zapisal v tvare

d

[ = E(mv)

, v ktorom opisal ako sa sila rovna zmene ¢asovej hybnosti.[3]|[10]
V nasledujtcich podkapitolach zadefinujeme zakladné pojmy, ktoré budeme vyuzivat
v dalsich kapitolach. Vyuzijeme hlavne tedriu o autonomnych systémoch a stabilite ich

rieSenia. Poznatky, ktoré vyuzijeme v tejto kapitole pochadzaja z [|2],[3],[4] a [8].

1.1 Zakladné pojmy

Definicia 1.1 (Derivicia v bode). [4] Magme spojiti funkciu xz(t) : (a,b) — R, ¢ je
premennd c¢asu. Nech do = x(t+dt) — z(t) (vyjadruge to zmenu hodnoty funkcie v case

t at+dt), dt oznacuje casovy prirastok. Potom

lim —
dtlg}J dt

nazgvame derivdciou funkcie x(t) v bode [t, x(t)].

Definicia 1.2 (Diferencialna rovnica 1. radu ). [4] Pod diferencidlnou rovnicou 1. ridu

budeme rozumietl rovnicu

dx
)

, kde f(t,x) je zadand diferencovatelnd funkcia, x(t) : (a,b) — R
Definicia 1.3 (Riesenie Diferenciélnej rovnice). [4] Funkciu(diferencovatelnd)
x(t) : (a,b) — R'

10



1.1 Zékladné pojmy 1 DIFERENCIALNE ROVNICE

nazjvame rieSenim diferencidlnej rovnice % = f(t,z), ak spliia diferencidlnu rovnicu
Y 7 di y L), P

, . . vy, do _
v lubovolnom case t, cize 5 = f(t,x(t)).

Pod vseobecnym riesenim diferencidlnej rovnice budeme rozumiet mnoZinu vsetkijch
rieseni % = f(t,x(t)). Vicsinou moZe byt v tvare x(t) = ®(t,c), c € R a 't € I,
pricom 1. oznacugje interval existencie rieSenia x(t,c).

Néasledovat budu definicie a vety, ktoré nam upresnia, ¢o znamené pojem tplneho

rieSenia diferencialnej rovnice.

Definicia 1.4. [3] Majme funkciu f : D — R", D C R"! je otvorend mnoZina.
Hovorime, Ze tdto funkcia spliia Carathéodoryho podmienky, ok plati, Ze funkcia
f(t,x) je spojita v x pri kaZdom pevnom t a zdrover je meratelnd v t pri kaZdom
pevnom x. Potom ku kazdému bodu (to,x¢) € D existuji také ay,an > 0 a funkcia

o (to — aq,to — o) — R, Ze plati:
1. V. =V(ty,zo; 01, 0) = {(t,z) € R X R™, [t — to] < ay, |z — x| < v} C D;
2. 0 € L({ty — a1, to + a1), R), L oznacuje Lebesgqueov integral;
3. |f(t,2)| < o(t) pre vietky (t,z) € V.

Definicia 1.5. [3] Pod pojmom predlZenie riesenia vpravo budeme rozumiet také rie-
Senie x : [a,b] — R™, pre ktoré plati, Ze ak existuje také rieenie y : [a,b;] — R™
diferencidlnej rovnice % = f(t,z(t)), kde by > b, tak x je ziZenim y na intervale [a,b).
Teda y nazgjvame prediZenim x vpravo.

Analogicky sa zadefinuje prediZenie riesenia vlavo.

Veta 1.6. RieSenie x : [a,b] — R™ diferencidlnej rovnice je predlZitelné vpravo prdive
vtedy, ked existuje takd limita

Ji o0) =

pricom bod (b,c) € O, O C R""! je otvorend mnoZina, zdroveri funcia f spliia v O
lokdlne Carathéodoryho podmienky.
Veta aj dokaz sa nachddzaji v [8, str. 190]

Definicia 1.7 (Uplné riesenie Diferencialnej rovnice). [3] Uplngm riesenim nazjvame
rie§enie x : J — R™ diferencidlnej rovnice, ak x nie je predlZitelné vpravo, ani vlavo.

Interval J je mazximdlny interval, na ktorom takéto rieSenie existuje.

11



1.1 Zékladné pojmy 1 DIFERENCIALNE ROVNICE

Definicia 1.8 (Zaciato¢na(Cauchyho) uloha). [4] Zaciatocnou dlohou sa nazgjva dloha

ndjst rieSenie x(t) splniajice diferencidlnu rovnicu

dx
e 20)

s0 zaciatocnou podmienkou
Qf(to) = 29

, pricom f(t,x) : (a,b) X (¢,d) — R' je spojitd funkcia, a,b,c,d € R, ty € (a,b) a

zg € (¢, d).

Teraz si zadefinujeme, ¢o znamend, ze funkcia splha Lipschitzovu podmienku. Ttto
podmienku vyuZzijeme pri dokdzani existencie riesenia. Tato podmienka je zaroven po-

sta¢ujiicou podmienkou jednoznacnosti riesenia.|3|

Definicia 1.9 (Lipchitzova podmienka). [3] Nech f: D — R""'. Funkcia f = f(t,2)
je lipschitzovskd vzhladom na premennu x na D, ak existuje takd konstanta L > 0, Ze

pre 2 rozne body (t,z1) a (t,z2) z D plati
(t22) — f(t )] < Ly — 3]

Funkciu f nazgvame lokdlne lipschitzovskou vzhladom na premennu x, ak pre kaZdij bod
(to, o) € D ezistuji také a > 0, b > 0, L > 0, Ze plati F = {|t — to| < a,|x — xo| <

b} C D a pre kaZdu dvojicu (t,x1), (t,z2) € F plati
|f(t7$1> - f(t,l‘2>| S L|I’1 - .’E2|.

Veta 1.10 (Veta o lokalnej existencii). Nech f: D — R" (D C R x R™ je otvorend

mnozina) je spojitd a lokdlne lipschitzovskd vzhladom na x na D a majme bod (to, zo) €

D. Potom ewistujé take 6 > 0, Ze diferencidina rovnica % = f(t,z(t)) so zaiatocnou

podmienkou x(tg) = xo md aspon jedno rieSenie z(t) definované na intervale I =

(to — 0,to + 6).
Dokaz tejto vety sa nachadza v [3, str. 44].

Veta 1.11 (Veta o jednoznacnosti riesenia). [3] Nech je funcia f spojitd a lipschitzovskd

vzhladom na x na D C R", dalej mdme bod (ty,z9) € D. Potom ak mdme 2 rieSenia

21(t) a wo(t) diferenidlnej rovnice % = f(t,x(t)) na intervale I také, Ze x1(to) =

xo(to) = o, to € I, tak sa tieto riesenia rovnaji pre kaZdé t € I.

12



1.2 Autonémne systémy 1 DIFERENCIALNE ROVNICE

Pozndmka: Lipschitzovska podmienka nie je vidy potrebné k jednoznacnosti rieSenia.

Existuju aj vSeobecnejsie podmienky pre jednoznac¢nost.|3|

1.2 Autondémne systémy

V tejto podkapitole sa zameriame na autonémne systémy a hladanie ich rieSeni. Takisto
si zadefinujeme ako vyzera stabilita tychto rieSeni. Tak ako vo vacSine tejto kapitoly
budeme vychadzat z [2],[3],[7],[8] a [9]

Autonémny systém je taky systém, ktory nie je zavisly od premennej t ale iba od

premennej x.[3]
Definicia 1.12. [3] Diferencidlnu rovnicu
v’ = f(x) (1)

nazyvame autonomnou rovnicou, ok O; C R" je otvorend, neprdzdna mnoZina a
f:O1 — R"™ je spojitd na mnozine O1. Premenné funkcie f(t,z) sa potom menia: t v
R a x € Oy. V nasom pripade sa budeme pohybovat v priestore O = R?, takZe nasa

sustava rovnic bude vyzerat pre n = 2 nasledovne :
2y = fi(wr, z2)
xy = fa(1,22)

Veta 1.13. Ak z: (a,b) — R™ je riesenie (1), potom pre kazdé c € R je funkcia
y(t) = z(t —c)

pre vietky a +c <t < b+ c riesenim v (a + ¢,b+ c).
Dékaz ako aj tdto veta sa nachddza v [3, str. 213]

Definicia 1.14. [3] Obor hodnot riesenia x rovnice (1) sa nazjva trajektoria auto-

nommnej rovnice, pricom ak ide o Uplné riesSenie, tak ju nazyvame dplnou trajektoriou.

Trajektoriu si mézme predstavit ako projekciu grafu (¢, z(t)) rieSenia z(t) na pries-
tore definovanom pre vSetkych x, alebo ako krivku, ktord je parametricky definované

v tvare ¢ = x(t) v priestore definovanom pre vSetkych z.|2]

13



1.2 Autonémne systémy 1 DIFERENCIALNE ROVNICE

Veta 1.15. Ak ma autondmna rovnica (1) dve iplne trajektorie, tak tie bud spljvaji,

alebo s disjunktné.

Dokaz vety ndjdeme v [3, str. 215]

Definicia 1.16. [2] Izoklina je mnozina takych bodov = rovnice (1), pre ktoré plati,
Ze funkcia f(x1,x2) je v dangch bodoch konstantnd.

V nasom konkrétnom autondmnom systeme
/
vy = fi(w1, 72)

zy = folw1, 22)

budeme pod pojom x1 — izoklina rozumiet mnozZinu takyjch x1, xo, pre ktoré bude platit

fi(z1,22) =0 a podobne xo — izoklina (fa(x1,22) =0).

Néasledovat bude veta, ktora nam ukaze, ako vyzera mnozina tplnych rieSeni auto-

nomnej rovnice.

Veta 1.17. Majme x : (a,b) — Oy, ktoré je iplngm rieSenim autondmnej rovnice (1).

Takéto riesenie spadd pod jeden z nasledujicich pripadov:
1. z(t) = x(s) pre vsetky t,s € (a,b) a (a,b) = R,
2. x(t) = x(s) pre vsetky také t,s € (a,b), Ze t # s,

3. FEzistuje také T > 0, Ze x(t) = xz(s) prdve vtedy, ak t — s = kT, pricom k € Z a
(a,b) = R.

Veta aj dokaz sa nachddzaju v [3, str. 216]

Pozndmka: Ak mame konstantné rieSenie z(t) = xo pre kazdé t € R, tak jeho trajekto-
ria je jednoprvkova {z(} a nazyvame ju stacionarnym bodom. Z autonémnej rovnice,
ktoru sme si zadefinovali na zac¢iatku podkapitoly, vyplyva, Ze xq je staciondrnym bo-

dom prave vtedy, ked f(xy) = 0.[3]

Pozndmka: Veta sa da interpretovat aj v zneni, ze pre kazda dplna trajektoriu auto-

nomnej rovnice plati, ze je [3]:

14



1.2 Autonémne systémy 1 DIFERENCIALNE ROVNICE

1. staciondrnym bodom,
2. trajektoriou, ktord sa nikde nepretina, alebo

3. uzavretou trajektoriou, ktorej prindlezi periodické riesenie.

Zadefinujeme si pojem stability rieSenia, pricom pozname 3 rozne typy stability.

Definicia 1.18 (Stabilné riesenie). [3] Stabilngm rieSenim v Ljapunovom zmysle (jed-
noducho Stabilné riesenie) na intervale < to, 00) nazgvame riesenie x(t) rovice (1), ak
je splnend podmienka:

Pre kazdé € > 0 existuje takd § = (¢, to) , pre ktori plati |y(to) — x(to)| < 9 (y(t) je

taktiez riesenie (1) ). Potom takéto riesenie y(t) existuje na intervale < ty,00 > a plati
ly(t) — x(t)] <e

pre kazdé t > tg.

Definicia 1.19 (Asymptoticky stabilné rieSenie). [3] Pod asymptotickym riesenim roz-

umieme rieSenie x(t) nasej rovnice (1) na intervale < to, 00), ak je stabilné a zdrovern

ak existuje také d = d(tg) > 0, pre ktoré je y(t) riesenie rovnice (1) a plati

ly(to), —x(to)| < d

, potom plati
lim [y(t) —z(t)] <0

t—o00

Definicia 1.20 (Nestabilné riesenie). [3] Riesenie x(t) je nestabilné(t.j. nie je stabilné),
ak existuje taky e > 0 pre vSetky 0 > 0, pre ktoré existuje také riesenie y(t) rovnice (1),
Ze plati

ly(to) — x(to)| <6
a zdroveri

ly(t) — z(t1)| > €

, pre nejaké t, > to, pricom vieme, Ze € > 0, ty € (a,00) a § > 0.

15



1.2 Autonémne systémy 1 DIFERENCIALNE ROVNICE

Uvazujme teraz nasu rovnicu (1) ako dvojrozmerny systém linearnych rovnic v tvare
2’ = Ax, pricom A je 2 x 2 regularna matica s roznymi vlastnymi hodnotami. Teda

nas systém bude vyzerat takto:

(2)

V tomto systéme pozname rozne typy stacionarnych bodov. Ich typ zistime, ked sa

pozrieme na vlastné hodnoty matice A [2|:

1. Uzol: obe vlastné hodnoty matice A si realne ¢isla s rovnakymi znamienkami,
2. Sedlo: obe vlastné hodnoty matice A su realne ¢isla s roznymi znamienkami,

3. Stred: obe vlastné hodnoty matice A st komplexné ¢isla, pricom v tomto pripade

ide o rydzo imaginérne ¢isla,

4. Ohnisko: obe vlastné hodnoty matice A st komplexné, ale v tomto pripade maju

aj realnu zlozku.

Matica A nam tiez poslazi pri zistovani, o aky typ stabilného riesenia ide. Uvedieme

si ich v nasledujtcej vete.

Veta 1.21. Staciondrne riesSenie (1) je:

1. stabilné, ak redlne casti vsetkyjch vlastngch hodnét matice A si nekladné, pricom

vlastné hodnoty neobsahujice realni cast musia byt jednoduché,

2. asymptoticky stabilné, ak redlne casti vsetkijch vlastngch hodnét matice A si

Z4poTne,

3. nestabilné, ak niektord vlastnd hodnota md redlnu cast kladnai.

Dokaz vety je v [2, str. 31]
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1.2 Autonémne systémy 1 DIFERENCIALNE ROVNICE

Ak sa chceme pozrief na tieto typy stacionarnych bodov a stabilitu rieSenia zo
v8eobecnejsieho pohladu, tak si najprv musime zadefinovat Jakobiho maticu (maticu

prvych derivacii). Ta bude mat v naom systéme rovnic 2’ = Az tvar:

dfi(z1,22)  dfi(z1,22)

J = dzy dxa
dfa(w1,22)  dfa(w1,22)
dx1 dzo

Teraz sa budeme pozerat na vlastné hodnoty Jakobiho matice a bude pri nich pla-
tit rovnaky princip pri urcovani typov stacionarnych bodov ako v predoslom pripade.
Zaroven nam aj pomozu urcit o aky typ stabilného rieSenia ide. Bude to vyzerat na-

sledovne|2]:
1. Uzol: obe vlastné hodnoty matice J st redlne ¢isla s rovnakymi znamienkami,
2. Sedlo: obe vlastné hodnoty matice J si redlne ¢isla s roznymi znamienkami,

3. Stred: obe vlastné hodnoty matice J st komplexné ¢isla, pricom v tomto pripade

ide o rydzo imaginarne cisla,

4. Ohnisko: obe vlastné hodnoty matice J st komplexné, ale v tomto pripade maja

aj redlnu zlozku,

5. Stacionarny bod x, je asymptoticky stabilny, ak st redlne casti vlastnych

hodno6t matice J zaporné,

6. Stacionarny bod z( je nestabilny, ak aspon jedna vlastna hodnota matice J ma

realnu cast kladnu.

Zo ziskanej Jakobiho matice vieme taktiez vyuzit jej determinant a stopu na zistenie

typu a stability stacionarneho bodu.|9]

e Ak je det(J) < 0, tak vlastné hodnoty maji rozne znamienka, tym padom je nas

bod sedlo,
e Ak je det(J) > 0, tak pre stopu matice J nastavaju tieto 3 moznosti:

1. 4det(J) < tr(J)?, v takomto pripade ak je tr(J) < 0, tak jej vlastné hodnoty
st tiez zaporné (stabilny uzol) alebo ak je tr(J) > 0, tak vlastné hodnoty

su kladné a tym padom ide o nestabilny uzol,
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1.2 Autonémne systémy 1 DIFERENCIALNE ROVNICE

2. 4det(J) > tr(J)? tak bud je tr(J) < 0, tym padom su aj vlastné hodnoty
zaporne a je to stabilné ohnisko, alebo je tr(J) > 0, vlastné hodnoty su

kladné a bude to nestabilné ohnisko,

3. tr(J) =0, v takomto pripade je stacionarny bod stredom alebo ohniskom.

Formula pre vypocet vlastnych ¢isel Jakobiho matice méa tvar [9]:

tr(J) £ /tr(J)? — 4det(J)
2

Al =

Tieto rozne typy staciondrnych bodov sa teraz poktusime viac priblizit, ukazeme si,
¢o vlastne znamenaju a zarovei aj ilustrujeme na obrazku ich tvar.[2][6]]7]

Uzol je taky typ staciondrneho bodu zy, pre ktory plati, Ze vSetky trajektorie
rieSenia z(t) vychadzajice z bodu v jeho okoli konverguju k tomuto zo. Plati teda
tliglo x(t) = zo alebo tl}r_noox(t) = xo. Uhol, ktory zviera vektor (xq,x(t)) s lubovolym

pevnym vektorom (zg,y) mé vlastni limitu.

Obr. 1: Uzol [6]

Sedlo je typ stacionadrneho bodu xg, pre ktory existuje kone¢ne vela trajektorii,
ktoré konverguji k tomuto bodu x,.

Stred je typ staciondrneho bodu zq, pre ktory existuje také okolie, v ktorom kazdy
bod je sucastou prave jednej uzavretej trajektorie, ktorej stredom je bod xg.

Ohnisko je podobny typ staciondrneho bodu ako uzol, rozdiel je len v uhle, ktory

zvieraju vektory. V tomto pripade bude mat uhol nevlastni limitu.
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2 LOTKA - VOLTERRA MODEL DRAVEC - KORIST

2 Lotka - Volterra model dravec - korist

V tejto kapitole sa budeme venovat modelu dravec - korist, ktory bude popisovat ako
sa navzajom ovplyviiuji dva druhy skimanych organizmov. Jeden z tychto organizmov
budeme nazyvat dravcom, pri¢om druhy bude jeho koristou.

Najprv si ukdzeme spravanie a zmenu v pocte ich populacie bez vplyvu inych fakto-
rov, takze uvidime len interakciu tychto dvoch organizmov. Neskor pridame subjekty,
ktoré mozu ovplyvnit pocty sledovanych organizmov, pricom u jedného by mohlo ist o
pozitivny vplyv, naopak u druhého organizmu by to malo negativny vplyv.|1|

Tento model nezavisle na sebe vytvorili Alfred J. Lotka a Vito Volterra v roku 1925,
resp. 1926. Lotka bol americky matematik a chemik, ktory sa narodil 2. marca 1880
v Lvove. Lotka tento model vytvoril na popisanie spravania sa chemickych reakeii, v
roku 1925 ho uz ale pouzil pri popisani vztahu bylinozravcov a ich potravy. Volterra
bol taliansky matematik a fyzik zijaci v rokoch 1880 az 1940. Model dravec - korist
vytvoril na popisanie rastu poctu zralokov v Stredozemnom mori pocas 1. Svetovej
vojny.|11]

Informéacia k tejto kapitole pochadzaja z [1],[2],[5],[8] a [9]-

2.1 Formulacia modelu

Tento model teda bude popisovat vzajomni interakciu dvoch organizmov a vyjadrovat

zmenu ich poc¢tu. Preto bude vyzerat v tvare:
7y = fi(21, 22)

$/2 = f2($1,iﬁ2)-

V naSom pripade bude x; oznacovat velkost populéacie koristi a x5 naopak velkost
populacie dravcov. Pri vybudovani modelu budeme predpokladat, ze korist netrpi ne-
dostatkom potravy, teda nebude medzi sebou superit o tito potravu. Zaroven dravci
maju ako svoju jedind mozni potravu ich korist.|1]

V prvej rovnici ) = fi(z1, x2) popisujicej rast ¢i pokles populacie koristi si zave-
dieme 2 koeficienty a,b > 0, ktoré buda tento vyvoj ovplyviiovat. Koeficient a nam

bude opisovat rast populécie koristi, pricom pri absencii dravcov by opisoval linearny
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2.1 Formulidcia modelu 2 LOTKA - VOLTERRA MODEL DRAVEC - KORIST

rast koristi a pri predpoklade nekone¢ného poc¢tu potravy by neustale narastal. Rovnica
teda zatial bude v tvare

Ty = ax;.

Pridanim dravcov nam koeficient b bude vyjadrovat prirodzeny pokles koristi pri strete
s dravcami. Budeme predpokladat, Ze kazdé takéto stretnutie draveca s koristou skonci
vysledkom, v ktorom dravec ulovi svoju korist. Rovnica teda ziskava d'alsi ¢len a bude
vyzerat nasledovne [1]:

'y = axy — brixs.

Podobne si vytvorime aj rovnicu popisujicu zmenu poc¢tu populacie dravcov v sys-
téme. Budi v nej obsiahnuté koeficienty ¢, d > 0. Koeficient ¢ bude vyjadrovat amrtnost
dravcov v pripade nedostatku potravy(koristi) v prostredi, bude teda znéazoriiovat po-

kles poc¢tu dravcov. Dané rovnica bude mat tvar:

Th = —cxy.

Zaroven pocet dravcov budi ovplyviiovat (podobne ako v prvej rovnici korist) aj vza-
jomné stretnutia s koristou. Tito situaciu bude vyjadrovat koeficient d. Vyska tohto
koeficientu opisuje ako ¢asto dochadza k stretom medzi dravcami a ich koristou. Pri-

danim tohto faktoru do nasej rovnice dostavame nasledovny vysledok [1]:
Th = —cxy + dri1s.

N4s model bude teda vyzerat v tvare tychto 2 vyslednych diferencidlnych rovnic v

autonémnom systéme, kedze tieto rovnice nie st zavislé od premennej ¢asu.|1]

= am — brizy

rh = —cry+ driTs
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2.2 VyrieSenie modelu 2 LOTKA - VOLTERRA MODEL DRAVEC - KORIST

2.2 VyrieSenie modelu
Teraz sa zameriame na nase 2 rovnice
Ty = axy — brimy

Th = —cTy + dr 2o

a hladanie rieSenia tohto systému. Zacneme tym, Ze vyrieSime x; — izoklinu, reps.
x9 — izoklinu a pomocou nich najdeme stacionarne rieSenia systému.|1][2]

Riesime teda x; — izoklinu, ¢o znamena, ze hfadéme rieSenie pre rovnicu
ar; — brixy = 0.

Nagli sme 2 rieSenia

a
T :071’2:—.

b

Podobne budeme hladat xo — izoklinu, teda rieSime
—cxy + dxixe =0,
kde nas vysledok vyzera nasledovne:

1'220,1’1:—.

O

Nagli sme 2 stacionarne body

00.(54)

Tieto rovnice so ziskanymi stacionarnymi bodmi a trajektoriami si vieme znazornit
pomocou nésledujiceho fazového portrétu (Obr. (5)), ktory nam nakresli konkrétnu
trajektoriu vyvoja nasho systému. Os x bude predstavovat pocet dravcov a os y pocet

koristi. Koeficienty sme zvolili nasledovne[2][6]:
a=1,0=0,01,

c=1,d=0,02.

Ukazeme si ako vyber koeficientov ovplyvni tvar trajektorie a velkosti populacii
oboch organizmov. ZvySenim koeficientu a = 2 nam vzrastie poc¢et pocet dravcov aj

koristi, vyraznejsi vplyv to ale bude mat na korist(Obr. (6)).
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2.2 VyrieSenie modelu 2 LOTKA - VOLTERRA MODEL DRAVEC - KORIST
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Obr. 5: Fazovy portrét s a=1, b=0,01, c=1, d=0,02 [6]
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Obr. 6: Fazovy portrét s a=2;, b=0,01, c=1, d=0,02 [6]

Zvysenie koeficientu b = 0, 02 sposobi zniZenie poctu koristi, ale zaroven aj dravcov
do istého bodu(Obr. (7)).

Teraz vyraznejSie zvySime koeficient ¢ = 4, ktory sposobi narast oboch populé-
cii(Obr. (8)).

Koeficient d = 0,03 mierne zvy§ime, ¢im spdsobime znizenie mnozstva koristi, pri-

¢om pocet dravcov ostava priblizne rovnaky(Obr. (9)).
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2.2 VyrieSenie modelu 2 LOTKA - VOLTERRA MODEL DRAVEC - KORIST
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Obr. 7: Fazovy portrét s a=1, b=0,02, c=1, d=0,02 [6]
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Obr. 8: Fazovy portrét s a=1, b=0,01, c=4, d=0,02 [6]

Teraz sa vratime spét k rieSeniu nasho problému. Nasli sme 2 stacionarne body a
pokiisime sa zistit, o aky typ ide. Bod (0,0) nas nebude zaujimat, kedze populacie s
nulovym poc¢tom jedincov pre nas nebudi mat Ziadnu informaciu. Zameriame sa teda
na druhy stacionarny bod (5, %).[1]

Aby sme rozpoznali o aky stacionarny bod ide, tak si vypocitame Jakobiho maticu.

Téa bude mat nasledujici tvar:

a — bxrs —bxy
J(X17 l’z):
dl’z —C+ dl’l
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2.2 VyrieSenie modelu 2 LOTKA - VOLTERRA MODEL DRAVEC - KORIST
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Obr. 9: Fazovy portrét s a=1, b=0,01, c=1, d=0,03 [6]

Pre nas konkrétny stacionarny bod (ﬁ, %) bude mat tvar:

0 =be
1G9,

Vidime, Ze stopa tejto matice je nulova, tym padom tento stacionarny bod bude bud
ohnisko alebo stred.(1.2)
Teraz sa zameriame na vypocet trajektorie rieSenia, pokisime sa najst jej rieSenia a

urcit, o aky stacionarny bod ide. Upravime si teda rovnice na tvar

dry  —cxo+dviwy  (—c+dry)rs

dzq ar; — brixs (a —bxg)ry
Tuto diferenciadlnu rovnicu mozeme riesit separaciou premennych, teda si to upravime

na tvar

a — bxy —c+ dxy
r9 = —dr;.
i) T

Zintegrujeme obe strany rovnice a dostaneme rovnicu v tvare:
alnxry — bxy + clnxy — dry = kq,

pricom k; bude nejaka konstanta. Tento tvar zexponujeme, teda dostaneme

a C
Ty Iy

eba:g edarl = ) (4)

pre nejaki konstantu K.[1]
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2.2 VyrieSenie modelu 2 LOTKA - VOLTERRA MODEL DRAVEC - KORIST

Teraz si ukdzeme, ze krivky definované rovnicou (4) st uzavreté pre z,xo > 0

Rovnicu (4) si upravime na tvar f(x2)g(z1) = K. Najprv sa pozrieme na rovnicu

pre ktort budeme hladat jej maximum pre zo > 0. Pozrieme sa teda na jej prvu

derivaciu:
ary ' —brd 25 a — bay)

f(w2) = =

ebaﬁg ebIQ

Vidime, Ze maximum bude dosahovat v bode xy = #. Funkénd hodnota v tomto bode
teda bude M, a/b J1]

Podobne budeme hladat maximum rovnice g(z;), ktoré sa bude nachadzat v bode
r1 = 5 a bude mat hodnotu M, = (Cé—d)c

Vdaka tymto zisteniam mozeme vyvodit nasledujtce zavery k rovnici (4) [1]:

1. Ak M,1M,, < K, tak nemame Zziadne rieSenie rovnice (4),

2. ak My M,» = K, tak mame prave jedno riesenie v bodoch z; = §, x5 =

e

3. Pre M, M,s > K si vytvorime kladnt premenni o« mensiu ako M,;. VSimnime

. v . x ~ * v . .
si, Ze rovnica _zr = @ ma dve rieSenia 1, < § a xyy > §. Potom rovnica

a
flae) = G = | el | Mo

(a) nema ziadne rieSenie pre x; < x1,, alebo x1 > 1y,
(b) prave jedno rieSenie 2o = § pre x; = T1y, alebo x1 = 1)

(c) a dve rieSenia 91 a x9o(r21 < g2) pre vietky x patriaceho do intervalu

v a a
(T1m, T1ar), Prifom w9y < § a Tag > §.

Teda krivky definované rovnicou (4) su naozaj uzavreté pre zp,xs > 0, takze staci-

onarny bod (%, ¢) je stred. Preto vSetky rieSenia rovnice (5) st periodické funkcie ¢asu.

i3
Preto bude platit, ze x1(t + 1) = x1(t) a x2(t + T') = x2(t) pre kladné T'.[1]

Ak chceme porovnavat tieto predikcie vyvoja populécii so skutoénymi datami z
minulosti, tak potrebujeme vypocitat priemerné hodnoty pre riesenia rovnice (5). Tie

nam pomdze vypocitat nasledujica léma.
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2.3 RozSirenia modelu 2 LOTKA - VOLTERRA MODEL DRAVEC - KORIST

Lema 2.1. [1] Majme x1(t), z2(t), ktoré si periodickgmi rieseniami rovnice (5) s pe-

riodou T' > 0. Potom priemerné hodnoty x1 a xy definujeme v tvare

I I
.fl = T/O Qfl(t)dt,.fg = f/o 372<t)dt

. Tieto priemerné hodnoty su potom rovné staciondrnym bodom. V naSom pripade to

bude znamenat

/
Dokaz. Predelenim oboch stran prvej rovnice (5) premennou z; dostanem % = a—bxo,

teda

%/O ig;dt:%/o la — b (1)]dt.

Potom [ xll(? =1Inzy(T) — Inz1(0) = 0, ked7e x1(T) = 21(0). Potom plati

0 zi(¢)
1 [T 1 [T
— | bay(t)dt = = dt =
T/O 2a(1) T/o“ a

teda 75 = ¢. Podobne aj predelenim druhej rovnice by sme dostali vysledok 7y = 5. [

2.3 Rozsirenia modelu

Zatial sme si ukazali najjednoduchsi model, v ktorom sa nachéadzali len dravec a korist,
pricom ich interakcia bola zapisana velmi jednoduchym spésobom. Teraz si ukaZeme
aj rozsirené verzie tohto modelu, zaroven aj vyznam, pre ktory boli vytvorené. Budeme
vychadzat 7z rovnakych zdrojov ako vo zvysku kapitoly, v tomto pripade pdjde o [1].
Prvym z tychto modelov bude model, ktory obsahuje vonkajsi zdsah do prostredia
dravca a koristi. Pod tymto zasahom mézeme rozumiet napriklad lov alebo rybolov. Mu-
sime si uvedomit, ze tento vplyv negativne ovplyvni rast dravca aj koristi. Zavedieme
si teda novy koeficient € > 0, ktory bude vyjadrovat intenzitu tohto lovu(rybolovu),
napr. v podobe zvySeného poctu lodi alebo pocas loveckej sezény. NaSe rovnice teda

budi mat takyto tvar [1]:

= ary —brizy —ex; = (a—€)x] — brT9

rh = —cry+driry —exg = —(c+ €)xg + driy

27



2.3 RozSirenia modelu 2 LOTKA - VOLTERRA MODEL DRAVEC - KORIST

Tento systém je v podstate rovnaky ako ten predosli, 1i$i sa len stacionarny bod(priemernéa

hodnota), ktory vyzera takto:

. CcHte
T = d
. a—€
Ty = b

Z tychto vysledkov je zrejme, Ze lov ¢i rybolov v skutoc¢nosti prospieva koristi, teda
lovenému organizmu, naopak $kodi dravcovi. Tento jav je tiez znamy ako Volterrov

princip. Ukazeme si vplyv lovu na nasledujuicich obrazkoch.[1][6]
2501
00t
150 -

a0F

0 20 10 B 0 100 120
Obr. 10: Systém bez lovu [6]

Takyto jav nastal napr. po 1. Svetovej vojve v Stredozemnom mori, kde po absencii
rybolovu sa zacalo znovu lovit, tym paddom sa pocet Zralokov v mori zac¢al znizovat az
dosiahol svoju obvykli hodnotu z ¢ias pred vojnou.

Dalsim prikladom méze byt hmyz z Australie, ktory sa v roku 1868 objavil v Amerike
a nicil arodu. Aj napriek tomu, Ze sa neskor na neho nasadil jeho prirodzeny dravec,
ktory znizil jeho pocet na minimum, boli pouzité chemické latky, ktoré nicili ako tento
hmyz, tak aj dravca. Efekt tejto latky bol v8ak opaény ako sa ¢akalo, a miesto dalieho

znizenia po¢tu tohto hmyzu, jeho populacia narastla.[1]
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Obr. 11: Systém s lovom [6]
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3 INE MODELY TYPU DRAVEC - KORIST

3 Iné modely typu dravec - korist

V predoslej kapitole sme sa zaoberali zakladnym modelom dravec - korist, ktory bol
vytvoreny vo velmi jednoduchej forme a vytvoril zaklad pre vytvaranie dalich, kom-
plexnejsich modelov. V tejto kapitole si ukdzeme niektore zlozitejsie modely, ktoré lepSie
zachytavaju skutocnost, tym padom su praktickejsie a daju sa pouzit aj v realite pri
niektorych druhoch organizmov.

V tejto kapitole budeme vyuzivat teériu a pravidla, ktoré sme si zadefinovali v prvej
kapitole. Pojde hlavne o sekciu (1.2), v ktorej sme si uviedli, akym sposobom dokazeme

rozlisit typ a stabilitu stacionarneho bodu.

3.1 Konkurencia druhov

Ako prvy si ukdzeme model, ktory vyzera podobne ako zakladny model Lotka - Volterra,
bude v8ak pridany prvok konkurencie medzi koristou. To bude znamenat, ze korist
tentokrat nebude mat neobmedzeny prisun potravy, ale bude ho mat urc¢ité obmedzené
mnozstvo. V takejto situacii samozrejme nastane boj o tito potravu, ¢im v podstate
vytvorime konkurenciu koristi medzi sebou.

Oproti zakladnému modelu teda pridame aj prvok konkurencie, ktory bude predsta-
vovat koeficient 0 < e << 1. Cim vys¥ je tento koeficient, tym viicSia je konkurencia
medzi koristou o potravu, tym padom sa k potrave dostane menej koristi a t4 nésledne

uhynie na nésledky vyhladovenia. Vyjadrime si to teda opét sustavou dvoch rovnic [5]:

7 = ax, — briwy — ex]
Ty = cr1x9 — di,

koeficienty a, b, c,d > 0 zohravaji rovnakia tlohu ako v predoglej kapitole.

Najprv sa pokusime si tento systém zjednodusit jednoduchymi substituciami. Majme

o =

e

|2 aie

b=

pricom a > 0 a 0 < # < 1. Pri takéjto substiticii sa nam systém zjednodusi a bude

)
ac

vyzerat nasledovne [5]:
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3 INE MODELY TYPU DRAVEC - KORIST

3.1 Konkurencia druhov

7| = a(z, — 109 — fT7)
Th = x119 — 9.

Teraz sa pozrieme na prvi rovnicu a najdeme jej x; — izoklinu, takze hladame

rieSenie pre rovnicu
2
alr) — zyzy — Pay) = 0.

Nasli sme 2 rieSenia
T :O,ZL'Q =1 —51’1.

Podobne budeme hladat xo — izoklinu, teda rieSime

T1Xg — T2 = 07

kde nas vysledok vyzera nasledovne:

[B2:O7$1 =1.

Nasli sme 3 stacionarne body

1
(07 O) ) <_7 0
5
Teraz sa pokusime tieto stacionarne body zanalyzovat a zistit, o aké typy ide a &

st stabilné. Na to budeme potrebovat Jakobiho maticu prvych derivacii, ktora vyzeréa

),(1,1—6).

takto:
a(l —xg — 2021) —amx

J(X17 'IQ):
T T — 1

Po dosadeni prvého stacionarneho bodu (0, 0)

a 0

J(0,0) =
0 -1
zistime, zZe Jakobian je —a < 0, ¢iZe tento bod je sedlo. Dalsi bod <%, 0> mé Jakobiho

maticu v takomto tvare:
—&

i(5o)=( " 7
B’ 0 1-8
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3.2 Rozdiel v koristi 3 INE MODELY TYPU DRAVEC - KORIST

Determinant tejto matice nam vysiel —*a%’ﬁ)

< 0, kedZe z podmienov vieme, Ze
a>0a0< g < 1. To znamend, ze tento bod je rovnako ako predosli sedlo. Ostava

nam posledny bod (1,1 — f):

—aff —a
1-5 0

J(lvl - 6):

Jakobian vyjde a1l — ) > 0, pri¢om stopa tejto matice je zaporna tr(J) = —af,
teda rieSenie bude stabilné. Teraz vyuzijeme (1.2) k uréeniu typu stacionarneho bodu.
Ideme porovnéavat 4xdet(J (1,1 — 3) so stopou matice tr(J (1,1 — 3))%. Nerovnost teda

bude v tvare

do(1 - ) < a®p?,

¢im dostaneme podmienku pre f:

.1>p8> —i + i\/l + 16a: kedze nam vysiel kladny determinant a pri tejto
podmienke plati 4 * det(J (1,1 — ) < tr(J (1,1 — B3))?, takZe stacionarny bod

bude stabilny uzol,

2.0 < B8 < —i + i\/l + 16a: ak mame dostatoéné malé 3, ktoré splha tito
podmienku, tak bude platit 4 x det(J (1,1 — ) > tr(J (1,1 —3))? a teda nas

stacionarny bod bude stabilné ohnisko.

3.2 Rozdiel v koristi

Dal§im modelom, ktorému sa budeme venovat, je model, ktory pozna viacero druhov
koristi. V takomto modeli budeme rozlisovat, ¢ ide o korist dospeli, alebo eSte len o
mlada. Obe tieto kategorie maju svoju vlastna diferencidlnu rovnicu popisujicu ich
buduci vyvoj. V realite via¢Sinou plati, ze dravec lovi dospela korist, kedZze mlada je
mensSie alebo Zije na inom mieste ako dospeli jedinec a ku styku s dravcom sa nedos-
tane.[1]

Pri rieSeni tohto modelu sme vyuzili vedomosti z prvej kapitoly, ale aj [§].

Teda v tomto modeli budeme mat sdastavu troch rovnic, pricom z; bude patrit

dospelej koristi, o mladej a y patri dravcovi. Ststava teda vyzera takto:
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/
Ty = —a121 + asTs — br1y

ry =nxy — (a1 + a2) 22

/ J—

Yy = —cy + dxryy.

Teraz si vysvetlime, ¢o jednotlivé koeficienty znamenaji. a; ndm hovori o prirodze-
nom poklese poc¢tu koristi, ktory nie je nasledkom stretu s dravcom, a, predstavuje
pocet mladej koristi, ktora sa vyvinie v dospelého jedinca. b a d oznacuji mnozstvo
stretov dospelej koristi s dravcom, ¢ prirodzeny thyn dravca a nakoniec n predstavuje
mieru rodenia sa novej koristi vzhfadom na pocet dospelej populécie.|1]

Zactneme ako vzdy hladanim stacionarnych bodov pomocou x1, xo a y - izoklin.

xr1 — tzoklina vyzera nasledovne:
—a171 + asxy — bxyy = 0.
MaA rieSenie v tvare

QA9
r1 = .
! ay + by

Dalsia izoklina z, je takato:

nxy — (a3 + ag)re =0

a ma rieSenie

nIi
To = .
ap + ao
Posledné izoklina y je:
—cy +dryy =0
a jej rieSenie je:
c
y=02 = d
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7 tychto rieseni teraz poskladdme stacionarne body. V tomto pripade budeme mat 3

stacionarne body:

2
as C cn ao2M — G201 — A7
07 07 0 y \ T X2, T2, 0 s\ 7o ) )
( ) <a1 272 ) (d d(a1 + CLQ) b((ll + CLQ) )

pri druhom bode je x5 ITubovolny bod. Mézme si vSimnut, Ze prvy stacionarny bod

(0,0,0) je v podstate $pecidlnym pripadom nésho druhého bodu <Z—fx2, To, 0).
Vypocitame si Jakobiho maticu, pomocou ktorej sa da zistit stabilita a typ staci-

onarneho bodu:

—ay — by ao bxq
J(z1, 20, y) = n —a; — as 0
dy 0 —c+ dxq

Ideme sa teda zaoberat prvym stacionarnym bodom (0,0,0), pre ktory Jakobiho

matica vyzera takto:

—aq a9 0
J(0,0,0)=| n —a;—ay O
0 0 —c

Pre dalsi stacionarny bod (Z—fxg, T, 0) vyzer& Jakobiho matica nasledovne:

—ai asz lf—f

J(Z—f@,xm()): n  —a; — ay 0
0 0 —c+ 2
al

A nakoniec si vypoc¢itame Jakobiho maticu aj pre posledny stacionarny bod

4 cn (12”—(120»1—!1% .
d’ d(a1 +a2) ? b(a1 +a2) .

2
—qy — ZenTa2a1707 be
a1 ai+az a2 d
J( ¢ on asn—aza1—ai \ __ 0
d’ d(ai+az2)’ b(a1+az) o n —a1 — a2
asn—asai—a? 0 0
b(a1+a2)

V tomto pripade nemézeme vyuzit rovnaka metdédu pre zistenie typu a stability
stacionarneho bodu ako pri predoslich modeloch, pretoze uz sa nepohybujeme v dvoj-

rozmernom, ale v trojrozmernom priestore.
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Tieto Jakobiho matice sa vyuziji na zistenie stability danych stacionarnych bodov.
Konkrétne sa vypocitaji vlastné hodnoty tychto matic a tie nésledne skiimame po-
mocou metody, ktora sme si uviedli v prvej kapitole (1.2) vo vete 1.21. V podstate si
len otestujeme tieto vlastné hodnoty a zistime, ¢i su kladné alebo nezaporné. Ak budu
vSetky nezaporné, tak bod bude stabilny, ak bude aspon jedna vlastna hodnota kladné,

tak rieSenie bude nestabilné.
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Zaver

V tejto praci sme si ako ciel ur¢ili zistit, preco stupol pocet Zralokov v Stredozemnom
mori pocas 1. Svetovej vojny. Aby sme sa mohli prepracovat k splneniu tohto ciela,
potrebovali sme si najprv ujasnit pojmy z diferencidlnych rovnic, ktorym sme venovali
cela prvi kapitolu. Zadefinovali sme si existenciu a jednoznacnost rieSenia a predstavili
si autonémne systémy, ktoré st priamo vyuzivane pri modelovani vyvoja populacie
dravca a jeho koristi.

Pri tychto autonémnych systémoch sme si vysvetlili, aké existuji rozne typy staci-
onarnych bodov, teda stred, uzol, ohnisko alebo sedlo. Definovali sme si, kedy je naSe
rieSenie stabilné. Na konci prvej kapitoly sme si aj uviedli prostriedky, ako zistit o aky
typ a stabilitu bodu ide.

Tieto vedomosti sme v dalSej kapitole priamo aplikovali na nas model. Tento model
mé jednoduchu formu a predpoklady, preto jeho zostavenie nebolo naro¢né. Ide v pod-
state o model, ktory bol vytvoreny eSte v prvej tretine 20. storocia. Pre zjednoduSenie
si pod dravcom budeme predstavovat Zraloka a jeho koristou budd bezné ryby. Vysli
nam dva stacionarne body, pricom ten redlny sme aj zanalyzovali.

Dostali sme sa nakoniec k vysledku, ze dany model mé periodické riesenie, teda po
istej periode dochadza k tomu istému vysledku. Po predstaveni si tohto zdkladného
modelu sme sa mohli konec¢ne dostat k nasej rieSenej otazke, teda preco sa zmenil
pocet zralokov v mori. Upravili sme si model, aby sme v iom dokazali zachytit efekt
rybolovu. Rybolov priamo znizoval poc¢et oboch druhov, my sme v8ak chceli zistit, aky
ma vedlajsi efekt, teda ¢i ndhodou nepriamo nepomaéha zralokom, alebo jeho koristi.

Vyuzili sme rovnaké metody pri analyzovani tohto modelu, aké sme vyuzili pri prvom
modeli. Nakoniec sme sa dopracovali k stacionarnemu bodu, ktory priamo ukézal, Ze
rybolov je v tomto systéme v podstate prospesny pre obyc¢ajné ryby a prekvapivo viac
zasahuje populaciu zralokov. Tento efekt sa nazyva Volterrov princip.|1] Ako uz bolo
uvedené priamo v druhej kapitole, takyto jav nastal aj s hmyzom napéadajicim drodu.
Po nasadeni prirodzeného dravca pre tento hmyz jeho pocet zacal klesat, avSak ked
farmari pouzili na jeho tplne zni¢enie chemikélie, tak dosiahli len jeho opdtovny narast
populacie.

Tymto sme vlastne vyriesili otdzku, ktora sme si stanovili na zaciatku prace. V tretej
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kapitole sme si predstavili dalsie modely, ktoré zachytavaju Specifické typy dravcov a
koristi. Prvy uvedeny opisoval konkurenciu o potravu pri koristi. Dalsi model riesil pri-
pad viacerych druhov koristi. Pri hladani ich stacionarnych bodov a néasledne skimani
ich typov a stability sme vyuzili vedomosti z prvej kapitoly.

Treba v8ak uviest, ze tieto modely nie su aplikovatelné na vsetky typy dravcov a
koristi, ale iba na urcité pripady. Existuju aj také pripady, v ktorych nejde predvidat
ich vyvoj, kedZe do modelu sa neda zahrnut napriklad neracionélnost koristi. Medzi
tieto pripady mozeme napriklad zaradit urc¢ity typ prvokov. Existuje u nich typ velmi
agresivnych dravcoch, ktoré potrebuji potravu kazdych par hodin. E. F. Gause vytvoril
experiment, v ktorom sktimal vyvoj tychto dvoch druhov v 30 réznych akvariach. Vo
vSetkych vytvoril ukryt pre korist, do ktorého nemal dravec pristup. O dva dni neskor
zistil, ze iba v 4 uhynuli predatori od hladu, pricom vo zvysSnych naSiel aj miniméalny
pocet prezitej koristi.|1]

Tymto sme ukazali, ze v realite sa nie vzdy veci vyvijaji logicky a racionalne. Preto
je zlozité modelovat a predpovedat vyvoj situécie pri naro¢nejsich pripadoch, v ktorych

do procesu vstupuje mnozstvo faktorov, ktoré ovplyviuju vysledok.
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