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Abstrakt

HRONSKY, Pavol: Kolinedrne Skdlovanie v Kvdzinewtonovskijch Metédach [Bakalar-
ska pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta Matematiky, Fyziky a In-
formatiky, Katedra Aplikovanej Matematiky a Statistiky, Skolitel: doc. RNDr. Milan
Hamala, CSc., Bratislava, 2013, 61 s.

Préaca sa zaobera metdédami rieSenia tloh na volny extrém. Popisuje kvéazinewto-
novské metddy a detailnejsie rozobera ich nadstavbu z oblasti kolinearneho skélovania.
Kvazinewtonovské metody su zastupené priamou BFGS metédou a metédy kolinear-
neho skalovania modifikovanou metédou navrhnutou Ariyawansom. Nasledne sa snazi
porovnat efektivnost vybranych metéd na dopredu stanovenych kritériach (¢as, pocet
interécii a presnost), za pomoci nami naprogramovanych algoritmov v programovacom
jazyku MATLAB. Praca popisuje koncept numerickych experimentov od potreby ge-
nerovania roznych typov tloh so zndmym optimélnym rieSenim, cez moznosti volby
metdd na vypocet velkosti optimélneho kroku, aZz po samotné experimentovanie na
séridch nadhodne vygenerovanych homogénnych, konvexnych tlohéch netrividlnych roz-

merov a porovnavanie ich rieseni.

Klacové slova: kvazinewtonovské metody, BFGS metoda, metoda kolinearneho

skalovania, konicky model, zlaty rez, kubicka interpolécia, konicka interpolacia



Abstract

HRONSKY, Pavol: Collinear Scaling in Quasinewton Methods [Bachelor thesis|, Come-
nius University in Bratislava, Faculty of mathematics, physics and informatics, Depart-
ment of Applied Mathematics and Statistics, Supervisor: doc. RNDr. Milan Hamala,
CSc., Bratislava, 2013, 61 p.

This thesis deals with methods solving problems of unconstrained optimization. It
describes quasinewton methods and analyses their upgrade in the field of collinear
scaling in detail. Quasinewton methods are represented by direct BFGS method and
collinear scaling methods by modified method designed by Ariyawansa. Furthermore,
it tries to compare the effectivness of chosen methods on in advance stated criteria
(computing time, number of iterations and accuracy), with the help of our program-
med algorithms in MATLAB programming language. Thesis describes the concept of
the numerical experiments from need of generating several different types of problems
with know optimum point, through options of choice of method solving the optimal
length of the step, up to the numerical experiment itself applied on sets of randomly
generated homogeneous, convex problems with nontrivial dimension and their solution

comparison.

Key words: quasinewton methods, BFGS method, collinear scaling algorithm, conic

model, golden ratio, cubic interpolation, conic interpolation
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UvVOD
UVOD

Uvod

V dnesnej dobe sa ¢oraz Castejsie stretavame s poziadavkou optimalizacie, ¢i uz v teorii,
alebo v praxi. RieSenie optimaliza¢nych tloh sa vyuziva v praxi vo viacerych odvet-
viach, napriklad pri modelovani roznych fyzikalnych javov, pri planovani nakladov, pri
optimalizovani portfolia a dalsich.

V optimaliza¢nych tulohach sa spravidla stretavame s ohranic¢eniami v tvare rovnic
alebo nerovnic. Tieto tulohy nazyvame tilohami na viazany extrém. RieSenie tloh na
viazany extrém je vypoctovo naro¢né, takéto tlohy sa vSak daju upravit na postupnost
tloh bez ohraniceni, teda postupnost tloh na voIny extrém. Na transforméaciu sa po-
uzivaju viaceré metody, napriklad metody sedlového bodu alebo metédy vnutorného
bodu.

Za predpokladu, Ze vieme efektivne riegit tlohy na volny extrém nam takato trans-
formécia zna¢ne ulah¢i cestu k pozadovanym vysledkom. Preto je v tomto zmysle opti-
maliza¢na tloha bez ohraniceni, resp. tiloha na volny extrém zakladnym stavebnym
kamenom vSetkych optimaliza¢nych technik. V nasej praci sa budeme zaoberat tilohou
na volny extrém, na ktort vieme transformovat aj zlozitejsie typy tuloh. Najpouziva-
nejsimi metdédami na rieSenie takych tloh st kvazinewtonovské metody. Vychadzaju z
povodnej Newtonovej metddy, avsak ich algoritmus namiesto poc¢itania Hessovej matice
druhych derivacii vyuziva iba jej aproximaciu pomocou gradientov a tym znacne zni-
zuje vypoctova naro¢nost algoritmu. Kvazinewtonovské metody vyuzivaju kvadraticky
model, teda aproximuja okolie bodu, v ktorom sa nachadzame, kvadratickou funkciou.

V roku 1980 predstavil William C. Davidon vo svojom ¢lanku [4] metody kolineér-
neho skalovania ako efektivnu nadstavbu kvazinewtonovskych metod. Metody koline-
arneho skalovania vyuzivaju konické aproximacie. Vyhodou kolinearnej transformacie
oproti kvazinewtonovskym metdédam je schopnost vyuzitia informécie aj o funkénych
hodnotach minimalizovanej funkcie, ¢o kvazinewtonovské metédy nedokazu. V 1990
publikoval Ariyawansa ¢lanok (2|, v ktorom vylepsil Davidonov pévodny algoritmus.

Cielom predkladanej bakalarskej préace je experimentalne porovnat najnovsi variant

metody kolinearneho skalovania Ariyawansu [2] s BFGS — kvéazinewtonovskou metodou.



UvVOD
UVOD

V prvej kapitole sformulujeme tlohu na volny extrém, ktort budeme riesit. Predsta-
vime zékladné metody jej rieSenia a rozoberieme podstatu kvazinewtonovskych metod.

V druhej kapitole sa venujeme metdédam kolinearneho skilovania. Uvaddzame za-
kladné poznatky tychto metod a objashujeme spojitost s kvazinewtonovskymi meto-
dami. Taktiez navrhujeme algoritmus, pouzity v neskorsich castiach tejto prace.

Tretiu kapitolu venujeme numerickym experimentom. Uvadzame nami zvoleny spo-
sob generovania nahodnych kvadratickych, bikvadratickych a polynomialnych funkcit
n- premennych. Spominame aj vypocet optimalneho kroku a samotné algoritmy, pou-
7ité v numerickych experimentoch. Vysvetlujeme priamo ¢asti zdrojového kodu nasho
porovnavacieho programu. Poslednu ¢ast tejto kapitoly venujeme prezentacii vysledkov

porovnavania.
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1 FORMULACIA ULOHY A METODY JEJ RIESENIA

1 Formulacia tlohy a metédy jej rieSenia

1.1 Formulacia tlohy

V naSej praci sa budeme zaoberat minimaliza¢nou tlohou na volny extrém, ktoru

symbolicky budeme zapisovat takto:
min { f(x)|z € R"}. (1.1.1)

O funkcii f(x) : R"™ — R budeme predpokladat, Ze ma spojité druhé parcidlne derivacie
a je konvexna. Optimalne rieSenie tlohy (1.1.1) budeme oznacovat symbolom & € R".

Vo v8eobecnosti vieme tulohy typu (1.1.1) riesit iba iteracne, t.j. vychadzajic z ne-
jakého startovacieho bodu zy € R™ generujeme postupnost bodov {z}7°, ktora kon-
verguje k optimélnemu rieSeniu .

Obvykle sa postupnost bodov {z)} generuje podla nasledovnej schémy:
Tyl = T + AkSk,

kde bod z; € R" je uz znamy bod, 0, # sp € R” je tzv. spadovy smer v ktorom
funkcia f(x) klesd a Ay > 0 je dlzka kroku v smere s;. PresnejSie povedané, smer
sk € R™ nazyvame spadovym smerom funkcie f(x) v bode x; € R", ak existuje kladné

&islo \ také, ze pre vietky 0 < A < A plati
flxg + Asg) < f(xg).
Spadovy smer sa spravidla generuje takto:
sy = —HIV f(xy), (1.1.2)

kde Hy = H] je kladne definitna matica a V f(xy) je gradient funkcie f(z) v bode zy.

Specialne ak vo formuli (1.1.2) zoberieme Hj, = I, takyto smer sa nazyva Cauchyovsky

11



1 FORMULACIA ULOHY A METODY JEJ RIESENIA
1.1 Formulacia tulohy

a je to smer najvéacsicho spadu. Pre newtonovsky smer definujeme Hy v (1.1.2) ako
-1
Hy, = [V?f(z)]

kde [V? f ()] je Hessova matica funkcie f(z) v bode ;. Newtonovsky smer sj, sa ziska

rieSenim ststavy linearnych rovnic
V2 f(xr)sk = =V f (k).

Hessova matica je vSak ndro¢na na vypocet, a preto sa v praxi preferuju tzv. kvazi-
newtonovské metody, ktoré postupnym generovanim matic {Bj}rf aproximuja Hessovu
maticu v bode zy, t.j. By ~ [V2f(zy)]. Postupnost matic {B;} sa generuje podla
schémy:

Bj1 = B; + AB, (1.1.3)

pricom korekéna matica AB sa vytvara pre kazdu kvazinewtonovskid metédu inym
sposobom.

Pri voIbe kroku chceme, aby bolo nové riesenie xp,, lepSie ako staré rieSenie xy
v zmysle poklesu funkénej hodnoty, t.j. f(zry1) < f(zx). Musime teda zvolit krok
A, optimélne, aby sme na polpriamke xp + A\gs; minimalizovali funkciu f(z). Najst

optimalny krok teda znamené néjst optimélne rieSenie tlohy
min{@(A) = f (v + Asg) [N € R}. (1.1.4)

Takato volba kroku nam spravidla urychluje konvergenciu k optimélnemu rieSeniu.

12



1 FORMULACIA ULOHY A METODY JEJ RIESENIA
1.2 Kvéazinewtonovské metody

1.2 Kvazinewtonovské metédy

Vys8ie spomenuté iteracnd schéma sa vyuziva vo vSetkych kvazinewtonovskych me-
todach na optimalizaciu funkcie n premennych. Kazda z tychto metéd vyuziva pre
aproximéciu ucelovej funkcie v okoli bodu xp € R™ kvadraticka funckiu, od ktorej sa

vsetky vlastnosti metdd odvadzaja. Vyuzivand kvadratickd funkcia ma tvar:
T 1 T

épeciﬁkum kvazinewtonovskych metod je fakt, Zze netrepotrebujeme poznat tvar
Hessovej matice. Pomocou (1.1.3) sme schopni vytvorit dostato¢ne dobrt aproximéciu
Hessovej matice len za pomoci dvoch bodov xy1 a x a ich prislusnych gradientov gx.q
resp. gr. Metoda generovania postupnosti matic {By}]" sa nazyva priamou, pretoze
aproximuje priamo Hessovu maticu.

Spadovy smer budeme teda volit ako rieSenie systému linearnych rovnic

Bysi = —gi.

Matice By spliaju predpoklady kladnej definitnosti a symetrie popisané v [5]. Medzi
najznamejsie kvazinewtonovské metody patria DFP, BFGS a SR1.

V nasej préci sa budeme zaoberat priamou BFGS metédou. Aby sme mohli uviest
vztahy, ktoré platia pre tato metdédu, musime si najskor zaviest dve nové pomocné
premenné:

Pk = k41 — Tky Yk = Gk+1 — Gk-

Za pomoci tychto premennych mozeme definovat tvar korekénej matice ABy, ktora

sa dosadzuje do vztahu (1.1.3) nasledovne:

ykYr  BrpipiBr

AB, =
Yok DpBrpk

(1.2.2)

Klasické metody ako Cauchyho metoda, Newtonova metdda alebo aj kvézinewto-

novské metddy nevyuzivaju uzito¢nu informéciu o funkénych hodnotéach f(x) v bodoch

13



1 FORMULACIA ULOHY A METODY JEJ RIESENIA
1.2 Kvéazinewtonovské metody

Tgi1, TESp. Tk, ktoré Castokrat potrebujeme poznat kvoli kontrole chodu toho daného

algoritmu.

14



2 METODY KOLINEARNEHO SKALOVANIA

2 Metody kolinedrneho skalovania

2.1 Uvod do kolinearneho $kalovania

Ako bolo spomenuté v avode, Davidon publikoval v [4] navrh, akym vylepsit sposob
vypo¢tu minima tlohy (1.1.1). Rozdiel spociva v roznej aproximécii ucelovej funkcie.
Zatial ¢o newtonovské a kvazinewtonovské metody si zaloZzené na aproximacii acelovej
funkcie funkciou (1.2.1), Davidon navrhol pouzit v okoli bodu z; € R™ aproximaciu

koénickou funkciou

Let g
- grs 55T Ays
F(s)=f(rr+5s)~ fr + : 2.1.1
( ) f( k ) fk 1+bT5 (1+bTS)2 ( )
Funkcia F(s) spliia kI'i¢ové interpolaéné vlastnosti:
F(0n) = fr, (2.1.2)
VFE(0,) = gk (2.1.3)

Metodda aproximovania konickymi funkciami sa inak nazyva aj metdda kolinearneho

skalovania.

Definicia 2.1. Hladka funkcia sa nazyva konickou, ak je podielom kvadratickej funckie

a Stvorca afinnej funkcie, t.j.:

%xTAx +0Tx + v
(1+drz)?

c(x) = , dTx # —1. (2.1.4)

V tomto bode v8ak nie je zrejmé, ze aj ked sa funkcie (2.1.1) a (2.1.4) podobaju, st

rovnakého typu. Ukézme si teda, ze (2.1.1) je skuto¢ne konicka funkcia.

Lema 1. Funkcia tvaru

g'x n %:BTAQT
1+dz  (14dz)?

h(z) =~+ d'r # —1

je konickd.

15



2 METODY KOLINEARNEHO SKALOVANIA
2.1 Uvod do kolinearneho gkalovania

Dokaz.

1
(1+drz)?

1
(1+d"z)* h(z) = 5:1:%43: +gTo+ (dx)(g7x) + 7 + 2y(dTz) + v (dTz)?,

1
h(z) = {(1 +dz)’y+ (1+dz) (gTx) + 5:1?%13:1 :
1
(1+dz)*h(z) = §xTAx + 9"z + (27d)(g"x) + v + 2v(d"x) + yxTdd z,
1 1 1
(1+d"z)* h(z) = [5”“‘““" + 5 (@7d)(g72) + 5 (27g)(d"w) + vdede} i {9% + 2v<dTw>} +,

1 1 T
(1+d"z)* hz) = a7 {514 t3 (dg™ + gd™) + fyddT} r + {g + 27d} T +7.

Ak nahradime
~ 1 1
A= {514 + 3 (dg™ + gd™) + vddT]

g= {g+27d}7

dostavame

(1+ de)2 h(z) = 2TAx + gTr + 7,

h(z) =

TTAz + Gz +
(1+drz)?

(2.1.5)

Vidime, ze funkcia funkcia (2.1.1) je skuto¢ne konicka.

16



2 METODY KOLINEARNEHO SKALOVANIA
2.2 Vlastnosti konickej funkcie

2.2 Vlastnosti kénickej funkcie

Uvazujme konicka funckiu (2.1.1). Cheeme najst jej bod minima § € R™. Z matema-
tickej analyzy vieme, Ze funkcia viacerych premennych nadobida extrém prave vtedy,

ked jej gradient VF(s) = 0,. Gradient konickej funcie je:

(1+b7s) g — (gFs)b (1 +b78) Ags — (1 + bTs) (sTAgs)b

VE(s) = ; . (2.2.1)
(1+b7s) (L+07s)
_ (14078)% gp — (1 +b75) (g75)b+ (1 4 b7s) Aps — (sTAps)b
(1+b7s)°
(14 bTs)” g+ (1 + b7s) Aps — (1 +b7s) (bsT ) g, — (bsT) Ags
B (1+b7s)°
_ [(1+0Ts) I [(1 + b7s) g + Ags] — [bsT] [(1+bTs) gi + Aps]
(14 b7s)°
- [(140Ts)T—bs"| [(1+bTs) g, + Aps]
a (1+0b7s)°
1 bs' Aps
= [11 - +st] [gk 1 +st} . (2.2.2)

1
1+bTs

je kladna konstanta. Ukazeme, zZe matica []I — bs ] je

Z definicie vieme, ze TohTs

regularna, teda jej determinant je nenulovy:

Lema 2. Nech a,b € R", a™b # 1. Potom plati:
det [I — ba™] = (1 — a™b).

Doékaz. 7 vektorov a,b € R"™ vytvorime blokovi maticu

I b

a’ 1

V matici budeme realizovat riadkové upravy, ktoré nemenia jej determinant. Ako

prvé zatneme tym, Ze eliminujeme prvy prvok v druhom riadku. Dostavame hornt

17



2 METODY KOLINEARNEHO SKALOVANIA
2.2 Vlastnosti konickej funkcie

trojuholnikovii maticu:

I b
M, = => det M, = (]_ — CLTb).
0r (1—a'b)

n

Teraz budeme postupovat opacne, aby sme dostali dolnt trojuholnikova maticu:

(I—0ba™) 0
My = => det My = (]I — bCLT).
a’ 1

Je zrejmé, ze musi platit det M = det M; = det M, z ¢oho dostavame

det (I —ba™) = (1 —a'b).

m
V nasom pripade poloZzme
s
T iltots
potom
sTh 1
Th = 1—a™) =
= A= >0
a teda dostavame
bsT 1
det |I — = >0
¢ { 1+ st] 1+b7s
Na zéklade uvedeného z (2.2.2) plati, ze VF(s) = 0,, prave vtedy ked
AkS
—0,. 2.2.3
o 2] (2:23)

18



2 METODY KOLINEARNEHO SKALOVANIA
2.2 Vlastnosti konickej funkcie

Upravami vztahu (2.2.3) dostaneme bod, ktory funkciu minimalizuje:

4 AkS
gk 1+0b7s

Ags = —(1 4+ b7s) gy,

=0,,

s=—(1+b"s)A; g, (2.2.4)
bTs = —(1+b7s)bT A, gy,
bTs = —bTA, ' — bTsbT A, gy,
bTs + bTsbTA; Lg, = —bT A gy,

bTs(1 + bTAlzlgk) = —bTA_lgk,

hTs = —bTAilgk
1 + bTAlzlgk7
—bT AL i
1407 =14 ——k =k
1+ bTAlzlgk
1
14+0Ts= ————. 2.2.5

Dosadenim (2.2.5) do (2.2.4) dostavame finalnu podobu bodu minima kénickej fun-

kcie
—A_lg

T 1Ay

(2.2.6)

V doterajsom texte tejto Casti prace sme sa venovali konickej funkcii, ktorou pri
vypoc¢te minima aproximujeme okolie bodu z, € R"™. AvSak, eSte sme neukazali, Ze
odvodeny postup naozaj vedie k vypoc¢tu minima funkcie, pretoze najdeny extrém sme

este nijak neklasifikovali. Aby sa skutoc¢ne jednalo o vypocet minima, je potreba aby

V2F(8) bola kladne definitna.
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Vypocet Hessovej matice funkcie F'(s) budeme odvadzat zo vztahu (2.2.1):

V2 (s) =T {gk(l +07s)? —2(gps)(1 + bTS)b} !
(14 0b7s)? (1+b7s)4
N (1+067s)2A, — 2(1 + bTs) ApsbT
(1+b7s)4
4 {QAks(l +07s)3 — 3(1 + st)2sTAksb] T
L
—bgj. — g7 2(gjs)b0T A

(14+0678)2  (14b78)2  (1+b7s)3  (1+0b7s)2
2A;8b7 B absT Ay, 35T A sbbT

T os)P  (I4bts)P (Tt

A —bgl — grbT] + [gTsbbT — AjsbT — bsT Ay]

(1+07s)2 : (140b7s)3
3
ST A.sbbT. 2.2.7
- (1+b7s)* oS ( )
Po dosadeni extrémalneho bodu (2.2.6) do vztahu (2.2.7) dostaneme Hessovu maticu

v bode §. Najprv si v8ak spravime niekol’ko pomocnych vypoctov:

—bTA! 1 1
S S B - => -
1+bTA gy 14 0TA; gk 14078

T3

=14+b"A g, (2.2.8)

. —9ALY
grs = — kT (2.2.9)
1 + bTAk Jk
2T A —g7
5 A = [ (2.2.10)
A —9k
Ad= T AT (2.2.11)
TA—l
§TAs = — Ihlk Gk (2.2.12)

(1 + bTAlzlgk)2 .

Za pomoci vztahov (2.2.8)-(2.2.12) dosadenych do (2.2.7) mdzeme vypocitat Hessovu

maticu v bode s.
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Al gn
V2F(5) =(1 + bTApgi)*[Ar — gebT — bgT] +3(1 +b0TA 4{%—’“651
(8) =( k9k)"[Ak — i gx] + 3( k9k) (1407 Argr)?
5 [ —9rArgrbbT byj. o ]

2(14+0bTA

=(1 4 bT Apgr)?[Ar, — bgf — grb™ — 297 A; L gibbT + 2gxbT + 2bg] + 3g] A~ gi.bbT]

=(1 4 b" Apgr)*[Ax + bg]. + gibT + gL A7 gpbbT]. (2.2.13)

Matica definované vztahom (2.2.13) by mala byt kladne definitna, aby funkcia na-

dobudala v bode § minimum.

Lema 3. Matica (symetrickd)
M=A+gb" +bg" + (gTA  g)bbT

je kladne definitnd.
Doékaz.
VeER": 2TMz=2TAz + 2TghTz + 2TbgTz + (gTA ) 2ThbT 2
= 2TAz +2(27g)(b72) + (gTA ™ g)(b72)?

T)2 T
- {ZTAZ—;TgAZ>1g}+ \/gTA_lg(sz)+\/% L (2.2.14)

Zrejme druhé zatvorka je nezaporné. Nezapornost prvej zatvorky vyplyva z Cauchyho

nerovnosti:

Va,y € R": (2Ty)? < (272)(yTy), (2.2.15)

v ktorej polozime

r=Arz, y=Azg (2.2.16)

Potom
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a teda

(972)* < (2TAz)(gTA™g),

odkial vyplyva nezapornost prvej zlozky v (2.2.14). Tym sme dokazali kladnt semide-
finitnost matice M.

Aby sme dokézali kladni definitnost matice M, musime vylacit moznost, ze obidve
zétvorky v (2.2.14) st sucasne nulové. Druhd zatvorka bude nulova prave vtedy, ked
b7z =0 a g'z = 0. V Cauchyho nerovnosti (2.2.15) nastéva rovnost prave vtedy, ak
vektory z,y € R™ s kolinearne, t.j. 3u # 0 také, ze x = puy, ¢o podla (2.2.16) znamené,

v

ze

z=pAlg. (2.2.17)

Ak vztah (2.2.17) dosadime do (2.2.16) dostavame (g7z) = ugTA~'g = 0, ¢o protireci
kladnej definitnosti matice A. ]
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2.3 Kvazinewtonovské metédy vyplyvajice z kolinearneho ska-

lovania

Konicku funkciu (2.1.1) mo6zeme preformulovat takto:

. s 1 s T 5
Fls)=T+yg (1—|—bT3)+§(1+bT3> A(l#—lﬂs)' (23.1)

Z tvaru (2.3.1) priamo vidiet, ze substitucia

s t
t= . = 232
14+07s P ° 1—01t ( )
transformuje konickt funkciu (2.1.1) na kvadraticka funkciu
1
F(it)=f+g¢"t+ §tTAt. (2.3.3)

Pozndmka 1. (K odvodeniu inverznej transformacie (2.3.2)). Inverznt tranforméciu

(2.3.2) vynéasobime zlava vektorom bT:

bTs
bTt =
1+07s’
odkial upravami dostaneme
b't=1— ———
1+0b7s’
1
=(1-10Tt).
14+07s ( )
Potom
fo S
14 b1s
t=(1-"0Tt)s,
z ¢oho vyplyva
t
s = )
1 -0t

Substituciu (2.3.2) nazyvame kolinedrnym skélovanim kvadratickej funkcie (2.3.3).
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Uvedené transformécia (2.3.2) umoznuje zovSeobecnit kvazinewtonovské metody z
kvadratického modelu na kénicky model. Idea spociva v nasledovnej tvahe:

Kvazinewtonovski podmienku odvodent z kvadratického modelu (2.3.3) v priestore
t € R™ transforumujeme kolinearnycm skélovanim (2.3.2) do priestoru s € R" a ziskame

analogicku kvazinewtonovska podmienku pre konicky model (2.3.1).

1
{v priestore t € R" : By 1pr = yk} => {v priestore s € R" : Byi1px = —rk} ,

Yk
(2.3.4)
kde
Pk = Thky1 — T,
Yk = Jk+1 — Gk
1
Tk = Gk+1 — 30k
Vi
a
! ! 2 T T
e Jr = fre1 + ,Okpkgk’ Pk = \/(fk = fes1)? — (PLgk) (PLIR11)-
— Jk+

Technicka realizacia je pomerne zlozita a detaily st uvedené v monografii [8, str.
326-335].

Praktickym prinosom uvedenej transformécie (2.3.2) je dodatoény parameter b €
R”™, ktory mozZe ,,absorbovat® dalsie interpolacné podmienky, napr. rovnost funkénych
hodnét minimalizovanej funkcie f(x) a aproximujucej funkcie F(s).

Vgeobecny tvar kolinearnej transformaécie je

Js Jt

¢ — [ 2.3.5
L+ots OP ST T (2.3.5)

Zakladny algoritmus zalozeny na kolineiArnom sSkalovani

Na zéklade vySsie odvodenej tedrie a zovSeobecnenej transformécie konickej funkcie
na kvadraticki, bol odvodeny v [8] jeden zo zékladnych algoritmov kolinearneho $ka-
lovania, ktorého jadrom sa stala modifikacia BFGS kvazinewtonovskej metody. Jeho

schématicky postup je nasledovny:
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Vstup: startovaci bod zy € R, funkény hodnota fo = f(xo), gradient go = V f (o),

symetricka, kladne definitna matica Cy = L.

Cyklus for £ =0,1,2,...

10.

. IF [gx = 0] then STOP [ = x|

. RieSime ststavu linearnych rovnic Bysy = —gi. Vysledkom je spadovy smer s; €

R™.

.V smere s, vypocitame dlzku optimalneho kroku A\, = argmin {¢(\) = f (zx + Asi) |X € R}.
. P = /\ksk‘
. Vypocitame novy bod xpi 1 = xp + pk.

. Vypocitame funkéna hodnotu fy1 = f(zg11) a gradient ggq.

Pr = (fr = frr)? = (gi15%) (gisk)-

-1

_ T
- e = fk—fk+1+Pkngk’

= -1
< Yk = TkGk+1 — 5, Gk

Vypocitame nova maticu

T T T
PrY PrY Prp
PrYk PrYk PrYk

Koniec cyklu.
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2.4 Navrhovany algoritmus kolinedrneho Skalovania

Ariyawansa vo svojom ¢lanku [2| navrhol algoritmus kolinearneho skalovania, ktory

odvodil na zaklade nasledujtcich predokladov:

A1) Nech mnoZina Z C R™ je otvorena a konvexnéa a nech funkcia f(z) : Z — R je

silnokonvexné.
A2) Nech matica V2f(x) je na mnoZine L(zo) = {x € Z|f(z) < f(xo)} Lipsicovska.

Oproti povodnému algoritmu sme v tejto praci spravili drobnt zmenu. Navhrnuty al-
goritmus je nasledovny:
Vstup: Startovaci bod xy € Z", funkény hodnota fy = f(xo), gradient gy = V f (o),

symetricka, kladne definitna matica By = 1.
Cyklus for £k =0,1,2,...

1. IF [gr = 0] then STOP [z = xy].

2. Riesime ststavu linearnych rovnic Bysy = —gi. Vysledkom je spadovy smer s; €

R™.
3. V smere s;, vypoéitame dlzku optimalneho kroku A, = argmin {¢(A\) = f (v5 + Asp) |\ € R}
4. pr = M\pSk.
5. Vypocitame novy bod xpi 1 = x) + pi.

6. Vypocitame funkénta hodnotu fr1 = f(xpy1) gradient ggq.

7. pp = \/(fk — fr+1)? = (9h15%) (gRsk)-
_ —1 T
© T T Ffra o IR 5k

9. Ux = ViDk-

10. 7% = g1 — 7—1%91@-

_ Tk __ By
. wy = "Tor O] Brig®
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12. IF wy = 0 THEN

0, =0
ELSE
1
Op > .
k 1_ (r1By; 'ri) (0] B )
(o)

13. Vypocitame novi maticu

Bkﬁk@gBk ’f‘kT];r

{};Bkﬁk U;T’k

Koniec cyklu.

Pozndmka 2. Zmena sa udiala pri volbe dlzky optimalneho kroku. Oproti povodnému
algoritmu sa v nasej praci budeme snazit drzat povodnej filozofie ako pri kvazinewto-
novskych metédach, kde hladame optimalny krok za pomoci metody zlatého rezu alebo
jednorozmernej interpolécie polynémom na l4¢i v spaAdovom smere.

V naSom algoritme vS8ak aproximujeme okolie bodu z; kénickou funkciou, preto sa
budeme snazit najst optimélny krok za pomoci opéat bud metoédou zlatého rezu, alebo

jednorozmernej konickej interpolacie, ktorej postup je odvodeny v [3].
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3 Numericky experiment

3.1 Koncept experimentu

Cielom numerického experimentu bude praktické porovnanie efektivnosti metédy ko-
linearneho gkalovania s kvazinewtonovskou metédou BFGS. Experiment budeme apli-

kovat na troch réznych typoch konvexnych funkcii:
I. kvadraticki funkcia,
I1. bikvadraticka funkcia,
II1. polynomialna funkcia,

ktoré budeme néhodne generovat s dopredu zndmym optiméalnym bodom, ktory
budeme oznacovat & € R". Generované funkcie buda netrividlnych rozmerov hodnoét
100 < n < 1000. Pri niektorych typoch funkcii, napr. kvadratickej by bolo mozné
testovat aj vacsie rozmery, avSak najmaé polynomialna funkcia by pri vyssich rozmeroch
zabrala prili§ vela ¢asu, ¢o by cely testovaci proces brzdilo.

Pri samotnom porovnavani budeme pozorovat niekolko veli¢in. NajdoélezitejSou po-
rovnavanou veli¢inou bude ¢as t, za ktory dokaze algoritmus tlohu vyriesit. Cas vypoctu
priamo suvisi s poc¢tom iteracii ,p.it.” potrebnych na dosiahnutie urcitej presnosti e.
Nakoniec, zaujimavym porovnévacim kritériom je dosiahnuté presnost, v zavislosti od
poctu iteracii 0 = ||Tmax — Z| |-

Uvedené charakteristiky budeme sledovat ako priemer veli¢in z homogénnych sérii
nahodne vygenerovanych tuloh.

V texte sa vyskytni vynatky z kodu programovacieho jazyka MATLAB, ktoré pri-

bliZia ¢itatelovi samotni realizéciu aktudlneho problému.
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3.2 Generovanie funkcii so znAmym minimom

V nasledujtcej casti si spomenieme tri typy funkcii, na ktorych budeme vybrané algo-
ritmy testovat. Pri kazdom type si ukazeme, Ze funkcia je konvexna. Ako sme spominali,
poznanie optimélneho rieSenia je vyhodou, lebo ndm umoznuje vyhodnotit kluc¢ové po-
rovnéavacie kritérium, ktorym je vysledna presnost rieSenia. Preto sa pri generovani
najkor sustredime na vytvorenie optimalneho riesenia £ € R", od ktorého sa odvinie
findlny tvar funkcie.

V nasom programe je funkcia pre generovanie tiloh vSeobecna, t.j. na zéklade vstup-
ného parametru bude generovat ti danu tlohu. Jednotlivé generatory popiSeme v pri-
slusnych ¢astiach préace. Tu len nasleduje struény nahlad na koncept MATLABovske;j

funkcie Generate.m, ktora tlohy vytvara.

function [D,G,h,C,alpha,gamma, xHat,x0] = Generate (n, rho, func)

$ n \\ rozmer funkcie

o\

rho \\ vzdialenost pociatocneho bodu od bodu optima

% func = 'Quadratic', 'Biquadratic', 'Polynomial' \\ typ funkcie
%$%% VYSTUP %%%

D,G,h,C,alpha,gamma \\ matice a vektory, ktore definuju funkcie

o\°

o\

xHat \\ optimalny bod x0 \\startovaci bod
switch func

case 'Biquadratic'

case 'Quadratic'

case 'Polynomial'

otherwise

disp('Zly vstupny parameter func!');

end

end
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3.2.1 Kvadraticka funkcia n- premennych

Ako prva uviadzame kvadraticka funkciu n- premennych, ktorej zapis je nasledovny:

f(z) = %xTGm + h'x, (3.2.1)

kde matica G je symetricka a kladne definitna.

Dvojnasobnym derivovanim vztahu (3.2.1) dostavame
Vif(z) =G.

Vzhladom na fakt, Ze matica G je definovanéa ako symetricka a kladne definitna, nie je
pochyb o tom, ze funkcia (3.2.1) je konvexna.

Derivovanim vztahu (3.2.1) dostévame:
Vf(x) = Gz + h. (3.2.2)
7 prvej nutnej podmienky vieme, 7e vztah (3.2.2) musi splhat
Vf(z) =0, (3.2.3)
z ¢oho automaticky vyplyva podmienka pre h € R"”
h = —-Gi. (3.2.4)

Preto pri vytvarani funkcie typu (3.2.1) potrebujeme vytvorit len optimalny bod a
kladne definitntt maticu. Z poznatkov z linearnej algebry vieme, Ze pre Tubovolnt ma-
ticu A € R™*" plati, ze AT A = B je kladne semidefinitna matica. Pripo¢itanim identity
I,, dosavame kladne definitnt maticu M = B + I,,. Takto vzniknuté matica vSak moze
byt zle podmienenéd. Podmienenost matice udava jej podmienené ¢islo, ktoré indikuje
ako velmi moze aj malé nepresnost ovplyvnit cely vypocet. Z pohladu numerickych

vypoctov bude pre nés dobré, aby bola vzniknuta matica dobre podmienena.
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Podl'a [7] sa pre kladne definitni maticu A pomer

nazyva podmienenym ¢islom matice, kde \; st vlastné ¢isla matice A.

Aby sme ¢o najviac zamedzili chybam, ktoré budiu vznikat pri numerickych vypoc-
toch, budeme prihliadat aj na faktor podmieneného ¢isla, a preto vSetky matice, ktoré
budeme pouzivat na generovanie funkcii, budi spliat c(A4) < 10°.

Pod'me sa pozriet, ako bude vyzerat samotné generovanie v programovacom jazyku

MATLAB:

Q

% Generovanie kvadratickej funkcie v tvare: f(x) = 1/2%x"*Gxx +h'xx
% Optimalny bod
xHat = randi([-5,5],n,1)./10;

% Vytvaranie dobre podmienenej symetricke]j, kladne definitnej matice

A = randi([—10,10],n,n);

E = diag(randi([1,1000],n,1))./100;
G = U*xExU';

o\°

Optimalizacia vektora h tak, aby xHat bol bod optima

h = — GxxHat;

% Startovaci bod

x0 = randi([—5,5],n,1);

x0 = xHat+rhox* (x0) /norm(x0) ;

o

% Nulovanie parametrov, ktore v kvadratickej funkcii nevystupuju

D=zeros(n,n); C=zeros(n,l); alpha=0; gamma=0;
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3.2.2 Bikvadraticka funkcia n- premennych

Ako daliu predstavujeme bikvadraticka funkciu n- premennych, ktorej zapis je nasle-
dovny:

flz) = i(:z:TDﬂz:)2 + %xTGx + h'x, (3.2.5)

kde matica G je symetrickd, kladne definitnd a matica D je diagonélna s kladnymi
vlastnymi ¢islami.

Dvojnasobnym derivovanim vztahu (3.2.5) dostavame
V2f(x) = 2(Dx)(Dz)" + (2" Dx)D + G,

kde prvy s¢itanec je urcite aspon kladne semidefinitnd matica, druhy s¢itanec tak isto
a nakoniec je pripoc¢itana kladne definitnd matica, ¢o déva dokopy kladne definitni
maticu, z ¢oho vyplyva, Ze takto vygenerované funkcia f(z) je konvexna.

Derivovanim vztahu (3.2.5) dostévame:
Vf(z) = (z"Dx)Dx + Gz + h. (3.2.6)
7 prvej nutnej podmienky vieme, 7ze vztah (3.2.6) musi splhat
V(@) =0, (3.2.7)
z ¢oho automaticky vyplyva podmienka pre h € R"”
h=—[(z"D%)Dz + Gz]. (3.2.8)

Prepisanim do jazyka MATLAB dostéavame:

[

% Generovanie bikvadratickej funkcie v tvare: f(x) = ...
1/4% (x"*D*x) "2+1/2xx"*G*x +h'xx

% Optimalny bod

xHat = randi([-5,5],n,1)./10;
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o\

Dobre podmienena diagonalna matica

@)

= diag(randi([1,1000],n,1))./100;

o

Vytvaranie dobre podmienene]j symetrickej, kladne definitnej matice
A = randi([—-10,10],n,n);

(U,] = ar(a);

= diag(randi([1,1000],n,1))./100;

E
G = U*xExU';

o\°

Optimalizacia vektora h tak, aby xHat bol bod optima

h = —( (xHat'=*D*xHat) «DxxHat + G*xHat);
% Startovaci bod

x0 = randi([-5,5],n,1);

x0 = xHat+rhox (x0) /norm(x0) ;

o

% Nulovanie parametrov, ktore v kvadratickej funkcii nevystupuju

C=zeros(n,1l); alpha=0; gamma=0;
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3.2.3 Polynomialna funkcia n- premennych

Ako poslednu funkciu, na ktorej budeme vybrané metody testovat uvadzame polyno-

mialnu funkciu v tvare:

S 1
flx) = [Z ai(yi + Cla)™ | + Sal Go 4 bz, (3.2.9)

=1

kde G je symetrické, kladne definitna, C' € R™*", « > 0,,, v € R™ a pre k; plati, Ze
1<i<malk :1,k52:2,...,kl:l,kl+1 :1,]{3“_2:2,....
Dvojnasobnym derivovanim vztahu (3.2.9) dostéavame

i=1

¢o sa da v maticovom tvare prepisat ako
V2f(z) = CTD,C + G,

kde Dy = diag (20;k;(2k; — 1)(7; + CTz)?*%) je diagondlna matica s nezdpornymi
¢lenmi, z ¢oho vyplyva, ze funkcia je konvexna.

Derivovanim vztahu (3.2.5) dostavame:

Vi(x)= Z 2a:ki(yi + CTx) 10| + Go + h = CT'Dye + Go + h, (3.2.10)

=1

kde G je symetrickd, kladne definitnd matica, Dy = diag (20;k;(y; + CFz)*71) a el =

[1,1,1,...,1]. Z prvej nutnej podmienky vieme, Ze vztah (3.2.10) musi spliiat
V(&) =0y, (3.2.11)
z ¢oho automaticky vyplyva podmienka pre h € R"

h=—[C"Die+Gz]. (3.2.12)
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Prepisanim do jazyka MATLAB dostéavame:

o

% Generovanie polynomialnej funkcie v tvare: f(x) =
sum[alphax* (gamma+C'*x) . (2xk) ] +1/2%x"+*G*x +h'xx
% Optimalny bod
xHat = randi([-5,5],n,1);
% Vytvaranie dobre podmieneneqj symetrickej, kladne definitnej matice
A = randi([—10,10],n,n);
(U,] = ar(a);
= diag(randi([1,1000],n,1))./100;

E
G = U*xExU"';

o°

Druhy rozmer matice C

m = randi([1,n],1,1);
% Stanovuje maximalny exponent v zada ni na 10
1 =5;

o\°

Vektor parnych exponentov
kk=0:m—1;
kk=2.% (mod (kk, 1) +1);

C = randi([-5,5],m,n)./10;

% vektory alpha a gamma

alpha = randi([1,10],m,1);

gamma = randi([—5,5],m,1);

% Preddefinovanie vektora dl, pre rychlejsie pristupovanie k Jjeho
zlozkam.

dl = zeros(m,1);

% Vypocet diagonalnych prvkov matice D1

for i=1:m
dl (i)=alpha (i) .*kk (i) .x (gamma (i) +C (i, :)*xHat) .” (kk (1)—-1);

end

% Optimalizacia vektora h tak, aby xHat bol bod optima

h = —GxxHat — C'xdiag(dl)xones(m,1);

% Startovaci bod

x0 = randi([—5,5],n,1);

x0 = xHat+rhox (x0) /norm(x0) ;

35




3 NUMERICKY EXPERIMENT
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)

% Nulovanie parametrov, ktore v kvadratickej funkcii nevystupuju

D=zeros (n,n);
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3.3 Vypocet optimalneho kroku

V sktimanych algoritmoch (BFGS a kolinearne skalovanie) pouZivame iteracni schému

Tht1 = Tk + NSk,

kde s, € R" je spadovy smer vytvoreny prislusnou metédou a A\; > 0 aproximuje

optimalnu dlzku kroku podla:

~

A =argmin {o(\) = f (2, + Asi) [N € R}.

V samotnych algoritmoch bude vystupovat funkcia Lambda.m, ktoré bude zdruzovat
vSetky 3 typy volby optimalneho kroku a na zéklade vstupného parametru sa zvoli

jedna z moznosti. Vystavba funkcie Lambda.m je nasledovné:

function lambda = Lambda (D,G,h,C,alpha, gamma, x, s,method, LambdaEps)

%%% VSTUP: %%%

o\

D,G,h,C,alpha,gamma \\ matice a vektory definujuce funkciu

o\

x \\ bod xk v ktorom sa v iteracnej scheme momentalne nachadzame

o\

method = 'goldenRatio', 'conicInter', 'cubicInter' \\ typ

metody na vypocet dlzky optimalneho kroku lambda

o\

s \\ spadovy smer

o\

Eps \\ zvolena presnost vysledku

o\

%% VYSTUP: %%%

o\

lambda \\ velkost optimalneho kroku
switch method
case 'goldenRatio'
case 'CubicInter'
% rekurzivnu funkciu cubicInter si blizsie popiseme neskor
lambda = cubicInter (D,G,h,C,alpha,gamma,x,0,1.5,s);
case 'ConicInter'

% rekurzivnu funkciu conicInter si blizsie popiseme neskor

lambda = conicInter (D,G,h,C,alpha,gamma,x,0,1.5,s);
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otherwise
disp ('Wrong input in parameter "method"!');
end

end

Zmena sa tykala volby dlzky optimélneho kroku. Ako zéklad sme si pre tieto experi-
menty pripravili klasickii metdédu metodu zlatého rezu. Téato metoda je blizsie popisana

v [5], a preto si len uvedieme samotné prevedenie v programovacom jazyku MATLAB:

$% metoda Zlateho Rezu
% zaciatocny interval <a,b>
a = 0;

b =1.5;

o\

nastavenie konstant
t = double (sqgrt(5)—1)/2;
cl = a +(1-t) x(b—a);
c2 = a +tx(b—a);
% spustenie samotneho cyklu so startovacimi funkcnymi hodnotami
fl1 = F(D,G,h,C,alpha,gamma, (x+clx*s));
f2 = F(D,G,h,C,alpha,gamma, (x+c2x*s));
while ((b—a) > LambdaEps)
if (f1 > £2)

a = cl;

cl = c2;

c2 = a + tx(b-a);

fl1 = £2;

f2 = F(D,G,h,C,alpha,gamma, (x+c2x*s)) ;

if ((b—a) < LambdaEps)

lambda = c2;
return;

end
elseif (f1 < £2)

b = c2;

c2 = cl;

cl = at+(l—-t) x(b—a);
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f2 = f1;
fl = F(D,G,h,C,alpha,gamma, (x+clx*s));
if ((b—a) < LambdaEps)
lambda = cl;
return;
end
end

end

V metode je klucové, aku jemnost algoritmu povolime, t.j. s akou presnostou najdeme
velkost optimélneho kroku A;. To ndm udava premenné LambdaEps. Nie je v8ak dobré
nastavovat presnost na ultra nizke hodnoty, napr. 107% a menej. Takato presnost ne-
prinesie do vysledku skoro ni¢ nové, naopak vyrazne spomali vypoctovy proces. Preto
v nadej praci budeme ako konvenciu pouzivat LambdaEps = 1073.

Budeme vsak pracovat aj so zlozitejsimi metodami, ktoré oproti metdde zlatehého
rezu skracuju ¢as potrebny na ziskanie optimélnej dlzky kroku. Pre oba vybrané al-
goritmy pouzijeme rekurzivne interpola¢né metody im ,,8ité“ na mieru. Obe metody
budi vychadzat z rovnakych zékladov. Na luci v spadovom smere budeme na zacia-
tok poznat body Ay a Aj, funkéné hodnoty v danych bodoch fy a f; a derivacie v
danych bodoch f{ a f|. Zarovenn budeme predpokladat, ze 0 < \g < A\; a f) <0 < f].
Pre kvazinewtonovskd metédu pouzijeme rekurzivnu metdédu aproximacie kubickym

polynémom odkonzultovana v [6].

function [lambda] = cubicInter(D,G,h,C,alpha,gamma,x,11,12,s)

o\

D,G,h,C,alpha,gamma \\ matice a vektory definujuce funkciu

o\

x \\ bod xk v ktorom sa v iteracnej scheme momentalne nachadzame

o\

s \\ spadovy smer

o\

11, 12 \\ pociatocne 2 body na luci v spadovom smere (0,1.5)

o\
o\
o\
<
<
n
—
(@}
av)
o\
o\
o\

o\

lambda \\ velkost optimalneho kroku
Eps = 0.001;

[

% Vypocet funkcnych hodnot a derivacii v bodoch 11 a 12
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fl1 = F(D,G,h,C,alpha,gamma, x+11x*s);

f2 = F(D,G,h,C,alpha,gamma, x+12x*s) ;

dfl = dF (D,G,h,C,alpha,gamma, x+11*s) "'*s;

df2 = drF (D,G,h,C,alpha,gamma, x+12*s) 'xs;

% Dielcie vypocty potrebne v interpolacnej formule
f12 = (f2—-£f1)/(12-11);

Z = (dfl+df2-3xf1l2);

W = sqgrt (2"2—dflxdf2);

o\

Interpolacna formula

=

= 11+ (12-11) * (W+Z2—dfl) / (2«W+df2—dfl);

o\

Vypocet derivacie v novovzniknutom bode
dfk = d¥F (D,G,h,C,alpha,gamma, x+1xs) 'xs;
% Test blizkosti bodov
if (norm(11—12)<1e—10)
lambda = 1;
return
end
% Rekurzia
if (dfk < —Eps)
lambda = cubicInter(D,G,h,C,alpha,gamma,x,1,12,s);
elseif (dfk > Eps)
lambda = cubicInter (D,G,h,C,alpha,gamma,x,11,1,s);
else
lambda = 1;
end

end

Na druhej strane, pre metodu kolinearneho skélovania budeme pouzivat rekurzivnu

metodu interpolacie konickou funkeiou, ktorej odvodenie je detailnejsie popisané v [3].

function [lambda] = conicInter(D,G,h,C,alpha,gamma,x,11,12,s)

% D,G,h,C,alpha,gamma \\ matice a vektory definujuce funkciu

% x \\ bod xk v ktorom sa v iteracnej scheme momentalne nachadzame

% s \\ spadovy smer
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end

o\

11, 12 \\ pociatocne 2 body na luci v spadovom smere (0,1.5)
$%% VYSTUP: %%%

% lambda \\ velkost optimalneho kroku

Eps = 0.001;

% Vypocet funkcnych hodnot a derivacii v bodoch 11 a 12

fl = F(D,G,h,C,alpha,gamma, x+11x*s);

£2

F(D,G,h,C,alpha,gamma, x+12%s) ;
dfl

dr (D, G, h,C,alpha,gamma, x+11%s) '*s;
df2

dF (D, G, h,C,alpha,gamma, x+12*s) '*xs;
% Dielcie vypocty potrebne v interpolacnej formule
A= 12-11;
alfa = (f1—£2) *a;
beta = dflxdf2;
R = ((alfa + (a/abs(a))xsqgrt(alfa”2—beta))"3)/ (betaxdfl);
ak = —a/ (14R);
% Interpolacna formula
1 = ak + 12;
% Vypocet derivacie v novovzniknutom bode
dfk = dF (D,G,h,C,alpha,gamma, x+1xs) '*s;
% Test blizkosti bodov
if (norm(11—-12)<le—15)
lambda = 1;
return
end
% Rekurzia
if (dfk < —Eps)
lambda = conicInter(D,G,h,C,alpha,gamma,x,1,12,s);
elseif (dfk > Eps)

lambda

conicInter(D,G,h,C,alpha,gamma,x,11,1,s);
else

lambda

1;

end
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3.4 Algoritmus I.: Kvazinewtonovskd BFGS- priama

Prejdime k samotnému algoritmu priamej BFGS kvazinewtonovskej metody. Strucne
popiSeme jej schématicky postup:

Vstup: startovaci bod xy € R", gradient gy = V f(x0), symetricka, kladne definitna
matica By = L.

Cyklus for £ =10,1,2,...

—_

. If gr = 0 then STOP [ = zy].

2. Riesime ststavu linearnych rovnic Bysy = —gi. Vysledkom je spadovy smer s; €

R™.
3. Vsmere s;, vypo¢itame dlzku optiméalneho kroku )\, = argmin {p()\) = f (7 + Asg) |\ € R}.
4. pp = MpSk.
5. Vypocitame novy bod xx1 = Tk + ps.
6. Vypocitame gradient gry1 = V f(2x41) a vektor ygx = gri1 — Gk

7. Za pomoci vektorov py a y, a matice By, zostrojime korekéni maticu ABy, podla

(1.2.2).
8. Vypocitame nova maticu By, = By + ABy.

Koniec cyklu.
Uvedeny schématicky postup prevedieme do jazyku MATLAB a popiSeme.

Q

% Poznamka: hodnoty s koncovkou "s" su tie, ktore pocitame v kroku k.
Hodnoty s koncovkou "k" su tie, ktore vypocitame ako k+1.

function [x,kolko] = BFGS(D,G,h,C,alpha,gamma, x0, xHat, Lmax, Eps)

% D,G,h,C,alpha,gamma \\ matice a vektory definujuce funkciu

o\

x0 \\ startovaci bod

o\

xHat \\ optimalny bod

o\

Lmax \\ maximalny pocet iteracii
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o\

Eps \\ presnost

% x \\ vysledny bod

% kolko \\ vysledny pocet iteracii

% Pocitadlo iteracii

kolko = 0;

% Rozmer funkcie

n = length(xo);

% Nastavenie startovacich hodnot
BO = eye(n);

Bs = BO;

xs = x0;

gs dF (D, G, h,C,alpha, gamma, xs) ;

% Zaciatok cyklu
while (kolko < Lmax)
% Riesime sustavu aby sme ziskali spadovy smer ss
ss = —linsolve (Bs,gs);
% Hladame dlzku optimalneho kroku metodou kubickej interpolacie
lam = Lambda (D,G,h,C,alpha, gamma, xs,ss, 'CubicInter',le—3);
% Vypocet noveho body, funkcnej hodnoty a gradientu v danom bode
ps = lamx*ss;
xk = xs + ps;
gk = dF (D, G, h,C,alpha, gamma, xk) ;
Fk = Fvypis (D,G,h,C,alpha, gamma, xk) ;
% Test konvergencie
if (norm(gk) < Eps)
x = xk;
return

end

ys = gk—gs;
% OPTIMALIZACIA vypoctove] narocnosti konstrukcie nove]j
matice B_{k+1}

o)

% Povodny tvar:
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o\

Bk =

o

Pomocne optimalizacne vypocty
a = Bsx*ps;
A = ps'x*a;
Delta = 1/a;

beta

ps'*ys;
1/beta;

Beta

% Novy vypocet B_{k+1}

Bk = Bs+ (Betaxys)xys'—(Deltaxa)=xa';

o)

% Posunutie cyklu o 1 dopredu

gs = gk;
Bs = Bk;
xXs = xk;
kolko = kolko + 1;

o)

% Restart
if (rem(kolko,n)==0)
Bs=eye (n) ;
end
end

end

Bs+ (ys*ys')/ (ps'*ys)— (Bsxps*ps'*Bs)/ (ps'*Bs*ps) ;

za pomoci novych premennych

Specidlne by sme chceli upriamit pozornost na ¢ast o optimalizacii vypoctovej na-

rocnosti. V dnesnej dobe aj bezné pocitace maju dostatoénu kapacitu na spracovanie

primeraného mnozstva dat a prikazov. V naSej praci sa vSak zaoberame optimalizac-

nymi tlohami netrividlnych rozmerov, ¢o uz nemozno povazovat za bezné. Preto sa

naskyta nutnost optimalizovat niektoré vypocty. V naSom pripade takito optimaliza-

cia uSetrila na kvadratickej ilohe pre n = 1000 az 60% c¢asu, ked sme vypocet korekéne;

matice ABy, prepisali tak, aby sa vypocty prevadzali v rddoch nanajvys O(n?).
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3.5 Algoritmus II.: Upravené kolinearne skidlovanie navrhnuté

Ariyawansom

Schématicky popis navrhovaného algoritmu ma tvar:
Vstup: startovaci bod xy € Z", funkény hodnota fy = f(xo), gradient gy = V f (o),

symetricka, kladne definitna matica By = 1.
Cyklus for £ =0,1,2,...

1. IF [gr = 0] then STOP [z = z].

2. RieSime sustavu linearnych rovnic Bysp = —gi. Vysledkom je spadovy smer s, €

R™.
3. V smere s;, vypoéitame dlzku optimalneho kroku )\, = argmin {¢(A\) = f (v5 + Asp) |\ € R}
4. pr = M\pSk.
5. Vypocitame novy bod xx1 = xx + pk.

6. Vypocitame funkéna hodnotu fyxi1 = f(zxs1) a gradient gxiq.

7. o= U= fis)? = (g5 (g 1),

_ 1 T
8. k= fk‘fk+1+ﬂk‘gk k-
9. Ur = ViDk-

10. 1), = -4

- Tk = gk+1 V2%-
k
_ rx_ _Bpig
L wg = Yo, Of Bpoy

12. IF wy = 0 THEN

0 =0
ELSE
O > L
k L B ) (30 By
(o)
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13. Vypocitame novi maticu

Bkﬁkﬁl—lc—Bk TkT’]I
<Bk+1::£ﬁ:_

~ - =R 40, (0] Bety) wiwy, .
0, BiOg oy, i (D Bix) wiw
Koniec cyklu.

V tejto Casti si ukdzeme implementéaciu do jazyka MATLAB s optimalizaciou vy-

poctového casu.

% Poznamka: hodnoty s koncovkou "s" su tie, ktore pocitame v kroku k.
Hodnoty s koncovkou "k" su tie, ktore vypocitame ako k+1.

function [x,kolko] = Ariyawansa(D,G,h,C,alpha, gamma, xo, xopt, Lmax, Eps)

% D,G,h,C,alpha,gamma \\ matice a vektory definujuce funkciu

o\

x0 \\ startovaci bod

o\

xHat \\ optimalny bod

o\

ILmax \\ maximalny pocet iteracii

o\

Eps \\ presnost

o\

%% VYSTUP: %%%

o\

x \\ vysledny bod

o

kolko \\ vysledny pocet iteracii

[

% Pocitadlo iteracii
kolko = 0;

% Rozmer funkcie

n = length (xo0);

)

% Nastavenie startovacich hodnot

Bo = eye(n);
Bs = Boj;
Xs = XOj;

gs = dF (D,G,h,C,alpha, gamma, xs) ;
Fs = F(D,G,h,C,alpha,gamma, xs) ;
% Zaciatok cyklu

while (kolko < Lmax)

% Riesime sustavu aby sme ziskali spadovy smer ss
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ss = —linsolve (Bs,gs);
% Hladame dlzku optimalneho kroku metodou konickej interpolacie
lam = Lambda (D, G, h,C,alpha, gamma, xs, ss, 'ConicInter',1le—-3);

% Vypocet noveho body, funkcnej hodnoty a gradientu v danom bode

ps = lamxss;
xk = xs + ps;
gk = dF (D, G, h,C,alpha, gamma, xk) ;
Fk = F(D,G,h,C,alpha,gamma, xk) ;

<)

% Test konvergencie
if (norm(gk) < Eps)
x = xk;
return
end
% Dielcie vypocty v metodach kolinearneho skalovania
rho = sqrt ((Fs—Fk)"2—(ps'*gs)x (ps'*gk));
gam = (—ps'=*gs)/ (Fs—Fk+rho);
vV = gam*ps;
ys = gamxgk— (1/gam) xgs;
r = ys/gam;

w =1r/(r'«v)—(Bs*xv)/ (Vv'xBs*V) ;

o\°

OPTIMALIZACIA vypoctovej narocnosti konstrukcie novej

matice B_{k+1}

o

Povodny twvar:

o\°

Bk = Bs — ((Bs'*v)*(v'xBs))/

((V'*Bs) *v)+(r*r") /(v'*xr)+psi* (((V'*Bs) *v) *xw) xw';

o

Pomocne vypocty

a = v'xr;

aa = 1/a;

b = Bs*v;

bb = v'«*b;

if(w == 0)
psi = 0;

else

psi = 1/(1—((r'+(Bs\r)) * (bb)) % (aa) “2) +Eps;
end

bbb = 1/bb;
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% Novy vypocet B_{k+1l} za pomoci novych premennych
Bk = Bs +(aax*r)*r'— (bbbxb) «xb'+psix (bbxw)xw';

o)

% Posunutie cyklu o 1 dopredu

gs = gk;
Bs = Bk;
xXs = xk;
Fs = Fk;

kolko = kolko + 1;

% Restart

if (rem(kolko,n)==0)
Bs=eye (n) ;

end

end

end
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3.6 Tabulky vysledkov rieSeni iloh
3.6.1 Ilustrativne priklady

Ako prvé si uvedieme niekolko ilustrativnych prikladov z priebehu naseho testovania.
Prezentujeme po dvoch tabulkach na kazdy typ zvolenych funkcii. Jedna tabulka sa
bude tykat priamej kvazinewtonovskej metédy BFGS a druha metédy kolinedrneho ska-
lovania. Tabulky pre tisporu miesta nezobrazuju kazdy jeden krok intera¢ného procesu,
ale len kroky, v ktorych sa vzdialenost od bodu optima z € R" skratila 10-nasobne.
Pre ilustraciu budeme volit velké rozmery tloh.

Ako prva uvadzame kvadraticktt funkciu. Rozmer tlohy je n = 2000 a Startovaci
bod je vzdialeny od optimalneho riesenia p = 2000. Pri testovani sme ako podmienku
konvergencie pouzili normu gradientu bodu x, € R™ s presnostou € = 1073, Vypodet
dlzky optimalneho kroku sme robili rekurzivnou interpola¢nou metodou, pri ktorej bola
opét pouzita podmienka na hodnotu derivécie v bode \; € R s presnostou na e = 1073,

Vysledné tabulky maju tvar:

Kvéazninewtonovskd metéda - BFGS
E la—dll IVl SG) - fm) N
0 2.000e+03 1.989e+08  -7.783e+09
280 1.998e+02 2.539e+02 -1.420e+03  3.020e-04
1998 1.426e+01  8.685e-02 -1.731e-01  5.043e-02
1999 1.270e-03  1.011e-05 -2.154e-09  4.590e-01
cas vypoctu: 652.7335s

Tabulka 1: Tlustra¢ny priklad 1: Kvadraticka funkcia - BFGS.

Metoda kolinedrneho skalovania
ko o =2 V()] f(@) = f(aw) Ak
0 2.000e+03 1.989e+08 -7.783e+09
303  1.994e+02 9.330e+04 -5.643e+05  3.269e-04
1161 1.991e+01 3.435e+01 -6.359e¢+00  8.869e-04
1997 1.841e+00 3.531e-01 -5.196e-03  1.327e-01
2003 5.634e-03  2.281e-02 -1.134e-05  1.037e-01
2004 1.743e-04  2.302e-04 -1.641e-08  1.283e-01
Cas vypoctu: 1577.7479s

Tabul'ka 2: Tlustra¢ny priklad 1: Kvadraticka funkcia - kolinearne skalovanie.
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MATLAB kod, ktory vygeneruje kvadraticku tlohu danych rozmerov a néasledne na

nu aplikuje metody BFGS a kolinearneho skalovania je:

% generovanie kvadratickej ulohy prislusnych rozmerov:

% n = 2000
% rho = 2000
[D,G,h,C,alpha,gamma, xHat,x0] = Generate (2000,2000, 'Quadratic'");

% spustenie casovaca pre BFGS
tic;

Q

% aplikovanie metody na vygenerovanu ulohu, vystup:

% XxBFGS = riesenie ulohy, t.j. vypocitany optimalny bod
% kolkoBFGS = pocet iteracii potrebnych na vypocitanie bodu optima

[xBFGS, kolkoBFGS] =

BFGS (D,G,h,C, alpha, gamma, x0, xHat, 5e3, 1le—3, 'CubicInter'");
% zaznamenanie dlzky casu vypoctu
casBFGS = toc;

% spustenie casovaca pre kolinearne skalovanie

tic;

o\

aplikovanie metody na vygenerovanu ulohu, vystup:

o\

XARI = riesenie ulohy, t.Jj. vypocitany optimalny bod

o\°

kolkoARI pocet iteracii potrebnych na vypocitanie bodu optima
[xARI, kolkoARI] =
Ariyawansa (D, G, h,C, alpha, gamma, x0, xHat, 5e3, 1e—3, 'CubicInter'");

% zaznamenanie dlzky casu vypoctu

casARI = toc;
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Ako druhi uvadzame bikvadraticki funkciu. Rozmer tlohy je n = 1000 a Startovaci
bod je vzdialeny od optimélneho riesenia p = 1000. Pri testovani sme ako podmienku
konvergencie pouzili normu gradientu bodu z;, € R" s presnostou 1073, Vypocet dizky
optimélneho kroku sme robili rekurzivnou interpola¢nou metédou, pri ktorej bola opéat
pouZzita podmienka na derivaciu v bode \; € R s presnostou na 1073, Vysledné tabulky

maju tvar:

Kvézninewtonovska metoda - BFGS

ko o =2 V)] f(@) = f(aw) Ak

0 1.000e+03 1.267e+08 -3.465e+10
109  9.593e+01 2.598e+405 -4.283e+06  4.564e-05
611 9.983e+00 2.694e+03 -1.983e+03 1.557e-04
1015  9.953e-01  1.500e+02 -8.874e+00  2.030e-01
1026  6.897e-02 1.141e+01  -3.609e-02  3.758e-01
1033  8.370e-03  7.510e-01 -5.757e-04  2.529e-01
1040 6.810e-04  1.465e-01 -4.747¢-06  4.180e-01
1046  5.282e-05  2.608e-02 -9.453e-08  5.844e-01
1053  1.466e-05  7.194e-04 -1.397e-09  1.500e-01

cas vypoctu: 93.3817s

Tabulka 3: Iustracny priklad 2: Bikvadraticka funkcia - BFGS.

Metoda kolinedrneho skalovania
ko e =2l [[Vf(@)ll f(@) — fag) Ak
0 1.000e+03 1.267e+08 -3.465e+10
79 9.896e+01 2.109e+05 -3.465e+06  1.458e-05
650  9.959e+00 1.433e+03 -1.361e+03  5.423e-05
986  9.485e-01 7.355e+01  -7.190e+00  2.065e-03
1016  8.846e-02 8.336e+00  -7.436e-02  2.000e-01
1024  6.097e-03  7.127e-01 -2.417e-04  1.793e-01
1028 8.903e-04  7.527e-02 -6.039e-06  1.804e-01
1033  8.306e-05  4.431e-03 -6.100e-08  1.991e-01
Cas vypoctu: 176.4848s

Tabulka 4: Iustracny priklad 2: Bikvadraticka funkcia - kolinearne skalovanie.
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MATLAB koéd, ktory vygeneruje bikvadratickd tlohu danych rozmerov a nésledne

na nu aplikuje metédy BFGS a kolinearneho skalovania je:

% generovanie kvadratickej ulohy prislusnych rozmerov:

% n = 1000
% rho = 1000
[D,G,h,C,alpha,gamma, xHat,x0] = Generate (2000,2000, 'Biquadratic');

% spustenie casovaca pre BFGS

tic;

o\

aplikovanie metody na vygenerovanu ulohu, vystup:

o\°

XxBFGS = riesenie ulohy, t.j. vypocitany optimalny bod

o\

kolkoBFGS = pocet iteracii potrebnych na vypocitanie bodu optima
[xBFGS, kolkoBFGS] =
BFGS (D,G,h,C, alpha, gamma, x0, xHat, 5e3, 1le—3, 'CubicInter'");
% zaznamenanie dlzky casu vypoctu
casBFGS = toc;

% spustenie casovaca pre kolinearne skalovanie

tic;

o\

aplikovanie metody na vygenerovanu ulohu, vystup:

o\

XARI = riesenie ulohy, t.Jj. vypocitany optimalny bod

o\°

kolkoARI pocet iteracii potrebnych na vypocitanie bodu optima
[xARI, kolkoARI] =
Ariyawansa (D, G, h,C, alpha, gamma, x0, xHat, 5e3, 1e—3, 'ConicInter'");

% zaznamenanie dlzky casu vypoctu

casARI = toc;
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Ako poslednii uvadzame polynomialnu funkciu. Rozmer tlohy je n = 200 a Startovaci
bod je vzdialeny od optimalneho rieSenia p = 100. Pri testovani sme ako podmienku
konvergencie pouzili normu gradientu bodu z;, € R" s presnostou 1073, Vypocet dlzky
optimélneho kroku sme robili rekurzivnou interpola¢nou metédou, pri ktorej bola opéat
pouZzita podmienka na derivaciu v bode \; € R s presnostou na 1073, Vysledné tabulky

maju tvar:

Kvézninewtonovska metoda - BFGS
ko o =2l V)l f(@&) — flan) Ak
0 1.000e+02 1.067e+06 -3.888e+07
129  9.560e+00 7.342e+02 -4.104e+02  2.156e-04
200  9.207e-01  4.778e-01 -4.856e-02  1.723e-02
202 8.337e-05  5.841e-04 -9.313e-10  2.440e-03
¢as vypoctu: 0.4053s

Tabulka 5: [lustra¢ny priklad 3: Polynomialna funkcia - BFGS.

Metoda kolinedrneho skalovania
ko o =2l IIVfE)ll f@) — flo) Ak
0 1.000e+02 1.067e+06 -3.888e+07
129 9.942e+00 4.385e+02 -1.230e+01  2.254e-04
164 8.243e-01  3.759e-01 -4.856e-02  3.738e-05
182 2.844e-05  5.985e-04 0.000e+00 1.321e-2
Cas vypoctu: 1.2143s

Tabulka 6: Ilustra¢ny priklad 3: Polynomialna funkcia - koline4drne gkalovanie.
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MATLAB koéd, ktory vygeneruje polynomialnu tlohu danych rozmerov a nésledne

na nu aplikuje metédy BFGS a kolinearneho skalovania je:

% generovanie kvadratickej ulohy prislusnych rozmerov:

% n = 200
% rho = 100
[D,G,h,C,alpha,gamma, xHat,x0] = Generate (2000,2000, "Polynomial');

% spustenie casovaca pre BFGS

tic;

o\

aplikovanie metody na vygenerovanu ulohu, vystup:

o\°

XxBFGS = riesenie ulohy, t.j. vypocitany optimalny bod

o\

kolkoBFGS = pocet iteracii potrebnych na vypocitanie bodu optima
[xBFGS, kolkoBFGS] =
BFGS (D,G,h,C, alpha, gamma, x0, xHat, 5e3, 1le—3, 'CubicInter'");
% zaznamenanie dlzky casu vypoctu
casBFGS = toc;

% spustenie casovaca pre kolinearne skalovanie

tic;

o\

aplikovanie metody na vygenerovanu ulohu, vystup:

o\

XARI = riesenie ulohy, t.Jj. vypocitany optimalny bod

o\°

kolkoARI pocet iteracii potrebnych na vypocitanie bodu optima
[xARI, kolkoARI] =
Ariyawansa (D, G, h,C, alpha, gamma, x0, xHat, 5e3, 1e—3, 'ConicInter'");

% zaznamenanie dlzky casu vypoctu

casARI = toc;
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3.6.2 Porovnanie dvoch metéd vypoctu optimalneho kroku

Pozndmka 3. V tejto casti vSetky testy prebiehali rovnakym spdsobom. Testovanie
prebiehalo vzdy na sérii 20 homogénnych tloh. Konvergentné kritérium bolo nastavené
na normu gradientu v bode x;, € R™ s presnostou € = 1073,

Pri vypocte velkosti optimélneho kroku A\, € R sme pouzili dve metody. Metddu zla-
tého rezu, ktorého presnost bola urcené sirkou intervalu o velkosti € = 1072, Rovnako
tak pri rekurzivnych interpola¢nych metoédach, kubickej a konickej, sme ako konver-
gentné kritérium brali hodnotu derivéicie v bode A\, € R s presnostou € = 1073.

Pouzité symboly v tabulkach si nasledovné:
e n = pocet premennych,

e p = vzdialenost pociatoéného bodu,

e t = Cas v sekundach,

e p.it. = pocet iteracii.

Ako prvé uvedieme porovnanie metdd na vypocet optimélneho kroku, t.j. metody

zlatého rezu verzus kubicka, resp. konicka interpolécia.

Kvadraticka funkcia BFGS KS
n = 100, p = 1000 t p.it. t p.it.
Zlaty rez 0.1924 106 | 0.3126 103
Interpolacia 0.1036 99 0.2276 99
n = 250, p = 1000 t p.it. t p.it.
Zlaty rez 0.8782 262 1.8464 255
Interpolacia 0.6738 250 1.6059 248
n = 500, p = 1000 t p.it. t p.it.
Zlaty rez 7.0110 519 | 15.7076 501
Interpolécia 5.9270 500 | 14.5720 498
n = 1000, p = 1000 t p.it. t p.it.
Zlaty rez 73.2714 1006 | 209.7459 1006
Interpolacia 62.4417 999 | 213.3414 1000

Tabulka 7: Porovnanie met6d vypoctu optimalneho kroku pri kvadratickej funkcii.

Moézeme vypozorovat, ze pre kvadraticka funkciu interpola¢né metody az na jeden

pripad predbehli metédu zlatého rezu, dokonca v niektorych pripadoch s citeInym
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predstihom. Priblizme si ako to vyzeralo pri bikvadratickej funkcii.

Bikvadratickd funkcia BFGS KS

n = 100, p = 1000 t p.it. t p.it.
Zlaty rez 0.4713 168 0.4209 131
Interpolacia 0.4917 184 | 0.5265 145

n = 250, p = 1000 t p.it. t p.it.
Zlaty rez 1.4267 283 1.9761 277
Interpolacia 1.3821 308 2.1901 298

n = 500, p = 1000 t p.it. t p.it.
Zlaty rez 8.2780 585 | 17.9460 523
Interpolacia 9.1056 556 | 18.2099 601

n = 1000, p = 1000 t p.it. t p.it.
Zlaty rez 93.9470 1082 | 154.4279 934
Interpolacia 102.4579 1050 | 183.4978 1007

Tabulka 8: Porovnanie metod vypoctu optimélneho kroku pri bikvadratickej funkeii.

Pri bikvadratickej funkcii uz interpola¢né metoédy mierne zaostévali, hlavne ¢o sa
tyka konickej interpolacie. Polynomialnu funkciu sme skiimali pri stupni polynému 6.

Vysledky dopadli nasledovne:

Polynomialna funkcia BFGS KS

n = 100, p = 100 t p.it. t p.it.
Zlaty rez 0.3324 111 | 0.8930 113
Interpolacia 0.1157 101 | 0.7953 100

n = 150, p = 100 t p.it. t p.it.
Zlaty rez 0.5200 150 | 1.2761 155
Interpolacia 0.1822 149 | 1.1214 150

n = 200, p =100 t p.it. t p.it.
Zlaty rez 0.5956 225 | 1.4087 227
Interpolacia 0.3976 199 | 1.1949 201

Tabulka 9: Porovnanie metédu vypoc¢tu optimélneho kroku pri polynomialnej funkeii.

Spravanie sa interpola¢nych metod pri polynomialnej funkcii stupna 6 zdanlivo na-
podobnuje spravanie sa pri kvadratickej funkcii. Opét raz interpolacné metody predcili
metodu zlatého rezu ako v pocte iteracii potrebnych na vypocet optimélneho riesenia
Z, tak aj v ¢ase potrebnom k dosiahnutiu tohoto cielu.

Odpozorovali sme, Ze interpolacné metdédy skutoc¢ne priniesli to, ¢o sme od nich

¢akali, a to zefektivnenie vypoctu velkosti optimélneho kroku oproti klasickej metode
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zlatého rezu. Preto sa v dalSej casti sustredime iba na vysledky, ktoré sme nadobudli

pri aplikovani interpolaénych metod na vypodcet dlzky optimalneho kroku.
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3.6.3 Porovnanie BFGS meté6dy a metody kolinearneho skalovania

V poslednej casti naSej prace sa budeme venovat porovnaniu efektivnosti zvolenych
algoritmov. Testovanie bude vzdy prebiehat na sérii 20 homogénnych tloh s netrivial-
nymi rozmermy 100 < n < 1000. Pozornost zameriame na nasledujice porovnévané

veli¢iny:
e Cas, za ktory algoritmus vygenerovani tlohu vyriesil.
e Pocet iterécii, ktoré potreboval na vyriesenie problému.

e Dosiahnuta presnost pri pevne zvolenom pocte iteracii, ktory bude pre kvadra-

tickt funkciu n, pre bikvadraticka 2n a pre polynomiélnu 3n.

Prvé dve porovnavacie kritéria sme vlastne uz realizovali v ¢asti 3.6.2 (dokonca pri
dvoch roznych met’dach vypoctu optiméalneho kroku). Vidime, ze metoda kolinearneho
skalovania bola o nieco lepsia ako kvéazinewtonovskda BFGS metéda v pocte iteracii.
Avsak je skoro dvakrat pomalsia.

Prejdime k porovnévaniu presnosti pri pevne zvolenom pocte iteracii ”maz”. For-

mélne dosiahnutt presnost zapiseme

0 = ||Zmaz — |-
Pri testovani kvadratickej a bikvadratickej funkcie budeme testovat série 20 tuloh roz-
merov n = 100, 500, 1000. Pre polynomialnu pouzijeme rozmery tuloh n = 100, 150, 200.

Ako prvia uvedieme kvadraticka funkciu:

n=100 | n=500 | n=1000

metoda | max=100 | max=500 | max=1000

BFGS 1.0087? 2.139°8 3.885~"
KS 5.38476 2.65074 1.8074

Tabulka 10: Porovnanie vyslednej presnosti pri kvadratickej funkcii.

Z vysledkov vyplyva, ze pri kvadratickej funkcii je BFGS metoda lepsia ako metoda
kolinearneho skalovania, ¢o je v sulade s tedriu, kedze BFGS metdda priamo vychadza

7 kvadratického modelu.
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Nasledujuca tabulka sa tyka testovania na bikvadratickej funkcii:

n = 100 n = 500 n = 1000

metdéda | max—200 | max—1000 | max—2000
BFGS | 9.667~ 19 7.25970 8.32377
KS 8.63978 8.71076 6.946°

Tabulka 11: Porovnanie vyslednej presnosti pri bikvadratickej funkeii.

7 vysledkov opat vyplyva, ze BFGS metoda je lepsia ako metoda kolinearneho ska-
lovania. Av8ak rozdiel uz nie je az taky markantny.

Pre polynomialnu funkciu dopadli testy nasledovne:

n=100 | n=150 | n =200
metdda | max=300 | max=450 | max=600
BFGS 1.008" 2.1397° 3.885°7
KS 5.3847 2.65076 1.807*

Tabulka 12: Porovnanie vyslednej presnosti pri polynomialnej funkcii.

7 pozorovania vyplyva, Ze pri polynomialnej funkcii sa tlohy nizsich rozmerov riesia
porovnatelne dobre pri oboch metodach, avSak pre vacsie rozmery sa rozdiel opat

prehlbuje v neprospech metédy kolinearneho skalovania.
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Cielom bakalarskej prace bolo nastudovat si najnovsie metody kolinearneho Skalovania,
ktoré posobia ako efektivna nadstavba pre kvazinewtonovské metoédy na poli nelinear-
neho programovania. Néasledne niektoru z nich naprogramovat v programovacom jazyku
MATLAB a porovnat jej efektivnost s kvazinewtonovskou BFGS metodou.

Teoretické zazemie pre Stidium kolinedrneho Skalovania nam poskytla literattara od
Davidona [4] a Sun, Yuan-a 8|, ktort sme pre porozumenie Sirsich stuvislosti rozsirili o
vlastné dokazy a odvodenia niektorych vztahov.

Pre programatorsku ¢ast boli velmi obohacujtce ¢lanky od Ariyawansu |1, 2|, Bjors-
tad, Nocedala [3] a kniha od Hamalu [5], z ktorych sme ¢erpali va¢sinu myslienok pouzi-
tych v praci. Uz len samotné programovanie metod bolo pre autora velmi podnetné a v
urcitom zmysle ho posunulo v zmyglani dalej. Bolo nutné spravit velké mnoZstvo expe-
rimentov na roznych typoch konvexnych tloh netrivialnych rozmerov (100 < n < 1000),
ktoré bezali na pocitaci neprestajne niekolko hodin az dni, pricom programovacieho
kodu je len cca 320 riadkov. Tu sa ukézala sila ,efektivneho” programovania, kedy sme
boli schopni optimalizaciou programového kodu docielit velké skratenie vypoétového
casu.

Praca by mala byt prinosom pre kazdého, koho dané problematika zaujima. Nacha-
dza sa v nej teoretické prepojenie klasickych kvazinewtonovskych metdéd s metdédami
kolinedrneho $kélovania. Citatel aj bez zakladnych vedomosti z danej oblasti neline-
arneho programovania by nemal mat problém problematike porozumiet a pochopit
zakladné principy rieSenia tloh za pomoci iteraénych procesov. V texte sa vyskytuju
Casti programu, ktoré ako nazorna ukazka dopomahaji porozumiet praktickej aplikacii
nastudovanej teorie.

Na zéver uvadzame najskor porovnanie dvoch metoéd, pomocou ktorych pocitame
dlzku optimalneho kroku a nésledne porovnanie efektivnosti jednotlivych metod, ktoré
rieSia ilohu na volny extrém podla troch parametrov (vypoctovy ¢as, pocet iteracii pre
dosiahnutie urcitej presnoti a celkova presnost pri dopredu stanovenom maximalnom

pocte iteracii), pri rieSeni sérii homogénnych néhodne, generovanych konvexnych tloh.
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7 vysledkov vyplynulo, Ze z porovnania met6d na vypocet dlzky optimalneho kroku
vysli ako lepsie interpolacné metoédy pred metédou zlatého rezu. Pri porovnani opti-

maliza¢nych metod obstala lepsie kvazinewtonovskd BFGS.
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