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Abstrakt v statnom jazyku

HURBAN, Martin: Dualita geometrického programovania a jej mozné analogie |[Ba-
kalarska préacal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a
informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: doc. RNDr. Milan
Hamala, CSc., Bratislava, 2013, 42 s.

V naSej praci vyuzivame teériu duality konvexného programovania, aby sme k pri-
marnej tlohe zostrojili duélnu alohu, ktora bude mat jednoduchsiu struktiru ako pri-
marna tloha. Pomocou teérie trividlnej duality pre tlohy bez ohraniceni sa snazime
urcit primarne tlohy, ku ktorym sa da zostrojit dualna tloha s jednoduchsou struk-
tarou. Navrhli sme "v8eobecny model", ktory spaja vSetky priklady uvedené v praci
a tak zahfha niekol'ko réznych typov primarnych uloh. Okrem toho vSeobecny model
obsahuje aj parameter, ktory umoznuje hladanie novych primarnych tloh. Dalej sme
sa v praci snazili urcit vSetky ucelové funkcie, ktoré do "vSeobecného modelu patria".
Podarilo sa nam ukézat, ze t¢elové funkcie splitajuce nas model generuju tlohy minima-
lizacie zovSeobecnenych kladnych polynémov -geometrické programovanie, p-noriem a
mocninovych priemerov. Dalej sa nam podarilo ur¢it nutné podmienky pre tlohy, kto-
rym mozno vytvorit duélnu dlohu pomocou schémy v naSom modeli. Tieto podmienky
spliaji len uz vymenované triedy tloh. Taktiez sme v troch vzorovych prikladoch po-
pisali postup, akym mozno ziskat rieSenia primérnej lohy pomocou vyrieSenia duélnej

ulohy a vyrieSenia stustavy linedrnych rovnic.

Krladové slova: trivialna dualita, geometrické programovanie, konvexné
b) ?

programovaie, Wolfeho dualita, Cauchyho multiplikativna rovnica



Abstract

HURBAN, Martin: Index Policies for Dynamic and Stochastic Problems [Bachelor The-
sis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informa-
tics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. RNDr. Milan
Hamala, CSc., Bratislava, 2013, 42p.

In the duality theory of convex programming, there is always a dual problem corres-
ponding primal one. In our thesis we are using the fact, that dual problem is sometimes
simpler the primal. Using trivial duality theory for unconstrained problems we are try-
ing to determine primal problems, for which simpler dual problems can be constructed.
We designed "general model", in which all problems listed in this thesis are included
and so this model contains different types of primal problems. Moreover general model
contains functional parameter, which enables search for new primal problems. In work
we tried to determine all objective functions satisfying general model. We showed, that
objective functions satisfying our model generate problems of minimising posynomials -
Geometric programming, p-norms and power means. We were also capable of determi-
ning necessary conditions for primal problems, to which dual problems by our scheme
can be constructed. The necessary conditions are fullfilled only by mentioned classes
of problems. Also we had described method of solving primal problem by solving dual

one and system of linear equations in three model problems.

Keywords: Trivial duality, Geometric programming, Convex programming, Wolfe

duality, Cauchy multiplicative equation
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Uvod

V teorii konvexného programovania ku kazdej tlohe na viazany extrém, nazyvanej
primérna tloha, je definovana tzv. dualna tloha. Premennymi v dualnej tilohe si tzv.
Lagrangeove premenné, z ktorych kazda prislicha niektorému ohraninceniu duélnej
ulohy.

Vo svojej monografii [3] z r. 1967 Duffin-Peterson-Zener skimali $pecialnu dvojicu
dualnych tloh, u ktorej bolo mozné skonstruovat dudlnu tlohu aj k primérnej tlohe
na volny extrém, t.j. ulohu bez ohrani¢eni. V takejto tlohe nevystupuju Lagrangeove
premenné. Prislusna teériu nazvali "Geometrické programovanie".

Vo svojej monografii [6] z r. 1972 Hamala ukazal, 7ze Geometrické programovanie je
Specidlnym pripadom Wolfeho duality, ¢o viedlo k definovaniu Wolfeho duélnej ulohy
pre primarnu tlohu bez ohranic¢eni. Prislusni teériu nazval "trividlna dualita". Na
zaklade trividlnej duality Hamala uviedol d'alsie dve dvojice duédlnych tloh analogickych
geometrickému programovaniu.

Uvedené skuto¢nosti viedli k prirodzenej otazke, ¢i existuju dalgie zmysluplné dvoj-
ice duélnych dloh odvodené z trividlnej duality. Cielom predlozenej bakalarskej prace
bolo dat odpoved na uvedenu otazku. Pri skimani prikladov z [6] sa nAm podarilo uve-
dent otazku nielen zodpovedat, ale sformulovali sme a dokézali nutné a postacujuce
podmienky pre konstrukciu uvedenych dvojich uloh.

NagSa praca praca pozostava zo Styroch kapitol, ktoré nadm postupne daji navod
ako zostrojit trividne dualnu alohu, ukdzu nam postup ako vyuzit dualitu pri rieSeni
optimaliza¢nych tloh a na zéver presne vymedzia tlohy, ku ktorym sa nasim pristupom
da vytvorit dualna tloha s jednoduchSou Struktirou.

V 1.kapitole uvedime priklady z [6]. Na zéklade ich rozboru navrhneme v 2. kapitole
vSeobecny model, ktory zahina vSetky tri priklady z kapitoly 1. Nosnou ¢astou prace s
kapitoly 3 a 4, kde uvedieme nutné a postacujice podmienky pre konstrukciu dvojice
duélnych tloh.

Motivaciou k vyberu tejto témy boli prednasky z nelinedrneho programovania [5],
tazba po hlbsom chapani duality v nelinedrnom programovani a osvojenie si vedomosti

7o spominanych prednasok.



1 Priklady rieSenia loh pomocou duality

V tejto kapitole uvedieme priklady transformécie jednotlivych tloh s pouzitim trividlnej
duality a postup ich rieSenia. Primérnou ulohou bude tloha na volny extrém, kde f je

konvexna, f : R™ - Ra f e Ok

Min{f(z) | » € R"}. (1)

Pomocou teorie trividlnej duality - duality bez ohraniceni zostrojime Wolfeho dudlnu

ilohu v tvare:

Maz {f (y) | Vf (y) = 0} (2)

Priklady v tejto kapitole pochadzaja z knihy | 6, str. 108 - 116]. Prikladom geomet-

rického programovania aj s ohrani¢eniami sa podrobne zaobera cela kniha |[3].

1.1 Priklad 1 - Geometrické programovanie

Geometrické programovanie v pripade bez ohrani¢eni riesi tlohu minimalizovat tzv.
zovieobecneny kladny polyném teda g (t) = >, ¢ [[}, t57, kde ¢; >0 aa; € Rs
definitnym oborom R, teda Vj = 1,2...m : t; > 0. Uloha, ktora chceme riesit, je

vlastne tlohou na volny extrém a ma tvar :

Min {g (2) = zn:ci ﬁt?”
=1 j=1

Kedze dany zovSeobecneny polyném vo vSeobecnosti nie je konvexna funkcia, zvo-

tERT},kdeCi>OaCLU‘ER. (3)

lime si substiticiu ¢; = €% < z; = In(t;). Po tejto substittcii je g v premennych z;

.. . m T . . L, .
konvexna. To mozno Iahko vidief z toho, Ze e>~i=1%3% je zloZenie rasticej konvexnej
funkcie a konvexnej funkcie, ¢o je konvexnd funkcia a sicet konvexych funkcii je tiez

konvexnd funkcia. Definiénym oborom g je celé R™.

Min {g (t) = Zciez?zla“zj | z € Rm} ,kde ¢; > 0aa;; € R (4)
i=1

m

Dalej oznacime x; := ijl a;jz; pre Vi = 1...n. Ku funkcii g priddme eSte vonkajsiu

transformaciu a tak vytvorime funkciu f(z) := In (g (z)) . Dokaz, 7e tato ucelova funkcia



je konvexné, je uvedeny v [6, str. 110]. Takto upravena tloha méa tvar:

Mm{ ln(ZcZ >]xl Zaijzj,zeRm},kdeci>0aaijG]R. (5)
j=1

K tejto tulohe vytvorime Wolfeho dualnu tlohu, ktord mozno zostrojit, pretoze tuce-

lova funkcia je konvexné. Prechod je analogicky ako z (1) na (2).

Pocitajme parcidlnu derivaciu podla z;:

82] e [Z cie aij] =0preVj=1...m. (6)

Zavedieme substiticiu

c;e"i
(Sz‘f: ’ >0 Vi=1. 7
9(2) ©

Tato substittcia zuzuje definicny obor dudlnej tlohy na 6 € RY'. Takto ziZeny
defini¢ny obor ostava stale otvorenou mnozinou a nemeni charakter rieSenej tlohy. Po

tejto substiticii (6) nadobuda jednoduchsi tvar :

Zn: (5Z-aij == O, (8)
=1

¢o vo vektorovom tvare mozno zapisat ako Ad = 0,,, kde A = (a;;).

Zo substittcie (7) vyplyva vztah:

zn:@ -1, (9)

¢o vo vektorovom tvare mozno zapisat ako el'd = 1.

Teraz sa nam podarilo upravit ohrani¢enia ulohy dualnej k (5) na vektorovy tvar :

{A5 =0,,,e"6 =1,0 > 0,,}. (10)

Ostava nam len nahradit v acelovej funkcii f(z) = In (3., ¢;e") prememnnu z

novou prememnnou 0. Vychiadzajme zo substitiicie (7), v tvare:

0,9 (2) = ™, Vi=1...n. (11)

10



Prava aj l'ava strana sa kladné. Preto moZzno umocnenim na d; a naslednym zloga-

ritmovanim vztahov (11) ziskat :

0iln (0;) + 0;f (2) = 8iln (¢;) + 6; i, Vi=1...n. (12)

Teraz moZno vsetky rovnice (12) s¢itat. Pre koeficient pri ¢lene f (z) mozno vyuZzit

vztah (9), ¢o po tpravach déava:

Zéz (%)~ Z(sxl (13

Ukazeme, Ze posledny ¢len je nulovy. Rozviiime zapis pre z;. Dostavame » " | §;z; =
Sor o (Zj L aljzj) = > 5o (2oimy diayy) a vdaka (8) je cely vyraz rovny 0. A vztah

(13) mozno napisat ako :

- géiln ((i—) . (14)

05
Spojenim vztahov (8), (9), (14) a oznacenim v (¢) := [[}_, <§—Z> ziskavame dudlnu
talohu k tdlohe (5):

Max{ Z5l ( ) Zéawzo,pre‘v’jzl...m.,zn:&:l,(SERT}.
i=1

(15)
Pripadne dualnu tlohu k tlohe (4) :
Max{v(é)—H(z> |Z(5a”—0 pre Vj=1.. m.,z5i—1,5ERT}
i=1 0 i=1
(16)

Ziskana dudlna tloha (15) méa jednoduchsiu $truktiru ako primarna aloha (5) a to

najmé vdaka:
e Linearnym ohraniceniam a

e Separovatelnej a konkavnej tcelovej funkcii.

11



Zhrnutie:

1. Chceme riesit alohu (3).

2. Namiesto nej vyriesime jednoduchsiu tlohu (15). Ziskame 6 € R a in (v <5)) .
3. Aplikovanim teorie trividlnej duality priamo ziskavame hodnotu optima tlohy

(3): f(2)=In (v <5>> :

4. PouZitim substitu¢nych vztahov (7) dopoc¢itam hodnotu argumentu optima, teda

zeR™.
5. Poslednym krokom je navrat k povodnym premennym zo vztahu fj =e%.

Nasleduje tiprava vztahov (7), ktora nas dovedie k tlohe vyriesit sastavu n linearnych

rovnic o m neznamych Z2; :

~

6ig(2) = cie™, preVi=1...n

m

j=1
kedze f(2) =In <v <5>) mozno napisat:

. ‘ 0i .
Zal—jzj =In <v (5)) +in|{—|,preVi=1...n.
j=1 G

Posledny vztah jasne urcuje sistavu n linedrnych rovnic o m neznamych Zz;. Kazdé
rieSenie danej ststavy mozno spitne transformovat do povodnej premennej ¢, a to

vztahom tAj = ¢€%. To plati pre ¥j = 1...m, potom kazdy vektor ¢ je je riefenim

povodnej ulohy (3).

1.2 Priklad 2

Tento priklad bude dalSou ukazkou ako sa da pomocou transformécie a dualizacie
tlohy prist k jej rieseniu. Uloha, ktortd budeme riegit, je v [6, str. 108] riegena pre
druhtt mocninu. My budeme riesit tlohu so $tvrtou mocninou. Chceme zistit rieSenie

nekonvexnej tulohy :

12



n

Min g(t):z<ci+zm:aijt}> |t e RTU{0} ». (18)

i=1
Dant tilohu upravime na konvexni pomocou substittcie t; := z;-l. Takto upravena

uloha je konvexné v premennej 2 :

n

Min< g(z) = Z (c,» + Zaijzj> | ze RTU{0} ;. (19)

i=1
Zavedme oznacenie analogické k predchadzajiucemu prikladu, a to x; := Z;nzl Aij2;.

Dalej pridajme vonkajsiu inverzni transforméciu. Takto ziskana tloha mé tvar :

1

1 m
| xT; = Z(liij, S RT @) {0} . (20)
Jj=1

=1

Min< f(z2) = [Z (¢; 4 x)*

Defini¢nym oborom tlohy (20) budeme chapat mnozinu kde plati: ¢; +z; > 0! .
Dovodom je zachovanie jednoznac¢nosti rieSenia a vylticenie trividlneho globalneho mi-
nimna x; +c¢; = 0. Dalej plati, ze takto tranformovana tcelova funkcia ostava konvexna.
Vyplyva to z toho, Ze pre ¢; +x; > 0 sa funkcia f (z) sprava ako p-norma, kde p = 4. A
kedZe je vSeobecne zname, Ze kazda norma je konvexnd funkcia, aj nasa tucelova funkcia
je teda konvexné.

Vdaka konvexnosti teraz mozme postupne zostrojit k tlohe (20) dualnu alohu. Ratajme

parcidlne derivacie podla premennych z; a polozme ich rovné 0 :

of (2)
sz

1 3 &
:Z[g(z)]%ZLZ(Ci‘in)Saij:O, preVj=1...m. (21)

i=1

Zvolime substiticiu, ktord néas prenesie od premennych z k dudlnym premennym o:

(Ci + l’i)g

(>0 (e + @) '

Tato substitcia zuZuje definicny obor dualnej tlohy na 6 € RY'. Takto zuZeny

0; = ,preVi=1...n. (22)

defini¢ny obor ostava stile otvorenou mnozinou a nemeni charakter rieSenej tlohy. Po

tejto substitucii ziskal vztah (21) tvar :

IT4to mnoZina je otvorend, preto sa charakter tlohy nemeni a ide o hladanie volného extrému.

13



> diai; =0, (23)
=1

¢o vo vektorovom tvare mozno zapisat ako A6 = 0,,, kde A = (a;;). Zo substiticie

(22), vyplyva vztah:

ol

zn:(slr ~1, (24)
=1

y y ] 4 , . .
¢o vo vektorovom tvare mozno zapisat ako e’d3 = 1 Teraz sa nam podarilo upravit

ohrani¢enia tlohy duélnej k (20) na vektorovy tvar:

{AS =0,,,e765 =1,6 > 0,,}. (25)

N[

Ostéva nam len nahradif v ucelovej funkcii f (2) = [>r, (¢; + xi)ﬂ prememnni 2z

novou prememnnou J. Vychadzajme zo substiticie (22), v tvare:

5 <g (z)%> = (e + ). (26)

Prenésobenim kazdej rovnice postupne (¢; 4+ z;) a ich s¢itanim mozno ziskat:

(9(2N* 320 (ei o) =(2). (27)

lco

Prenasobme rovnicu (g (z)) % a na pravej strane ziskame vyjadrenie pre f (z):

> bilei+a) = f(2) (28)
i=1
Ukazeme, ze z vyrazu mozno vylacit x;. Rozviiime zapis pre ;x;. Dostavame:
SLEED SE1 Dol B ol Doty 2
i=1 i=1 j=1 j=1 \i=1
a vdaka (8) je cely vyraz rovny 0. Vztah (28) mozno napisat ako :

n

i=1
Spojenim vztahov (23), (24), (30) a oznagenim v (8) := (37, ¢:0;)" ziskavame du-
alnu tlohu k alohe (20):

14



S

MCL%{(’U((S))}* = 201;51' ] Z(Sia"j =0,preVj=1...m. ,Z(Si' =1,6¢ RT}
i=1 i=1 i=1

(31)
Pripadne duélnu ulohu k tlohe (19) :
n 4 n n
4
Maz < v (6) = (Zc@) | Zéiaij =0,preVj=1...m. ,Zéﬁ =1,0 € RT
i=1 i=1 i=1
(32)

Ziskana duélna uloha (31) ma jednoduch$iu $truktiru ako priméarna tloha (20), a to
najma vdaka:
e ohranic¢eniam, ktoré st okrem jedného linedrne
e linearnej ucelovej funkcii.
Zhrnutie:
1. Chceme riesit ulohu (18).
1

2. Namiesto nej vyriesime jednoduchsiu tlohu (31). Ziskame e R7 a (v (3)) *

3. Aplikovanim teorie trividlnej duality priamo ziskavame hodnotu optima tlohy
1

(18): f(2) = (v (5))

4. Pouzitim substitu¢nych vztahov (22) dopocitame hodnotu argumentu optima

teda Z € R™.

5. Poslednym krokom je névrat k povodnym premennym zo vztahu fj = éj4.

Nasleduje uprava vztahov (22), ktora nas dovedie k tlohe vyriesit sustavu n linear-

nych rovnic o m neznamych Z2; :

kedze f(2) = (v <5>>i = ¢T'§ mormno napisat: (33)

m
E CLI'J'ZA]‘ =0,
Jj=1

S Wl

ch—ci, preVi=1...n.

15



Posledny vztah jasne urcuje ststavu n linedrnych rovnic o m nezndmych z;. Kazdé
rieSenie danej sistavy mozno spéitne transformovat do poévodnej premennej ¢, a to
vztahom tAj = éj4. To plati pre Vj = 1...m, potom kazdy vektor £ je je rieSenim

povodnej ulohy (18).

1.3 Priklad 3

Tento priklad bude poslednou ukazkou toho ako sa d4 pomocou transformaécie a duali-
zacie tilohy prist k jej riegeniu. Uloha, ktort budeme rieit, je v [6, str. 116] uvedena ako
cvicenie 7. My si priklad podrobne rozoberieme. Chceme zistit rieSenie nekonvexnej

ulohy:

n

m -1
MinQg(t)=>_ <c,- + Zaijt;1> |[teRT 5. (34)
j=1

i=1
Dant tlohu upravime na konvexnii pomocou substittcie t; := 2z ! Takto upravena

uloha je konvexné v premennej 2 :

Min< g(z) = Z (c,» + Zaisz) |z € RT 5. (35)

i=1 j=1
Zavedme oznacenie analogické k predchadzajicemu prikladu, a to x; := Z;nzl aijZj.
Dalej pridajme vonkajsiu inverznu transformaciu. Kedze hyperbola je klesajtuca fun-

kcia, meni sa smer extremalizacie na opac¢ny. Ziskana tloha mé tvar :

n -1 m
Maz < f(z) = [Z (ci + xz)ll | z; = Zaijzj, z€eRT 5. (36)
j=1

i=1
Defini¢nym oborom budeme chipat mnoZinu kde plati: ¢; + z; > 0 2 . Dovodom je
zachovanie jednoznacnosti rieSenia. TaktieZ sa musime zazit na oblast, kde je hyperbola
monoténna. Dalej plati, Ze zlozena funkcia f (z) = [Z?:l (c;i + xi)fl}_l je konkavna
(dokaz je v Prilohe A).
KedZe uloha je maximalizac¢né s konkavnou tcelovou funkciou mozno postupne zo-
strojit k tlohe (36) Wolfeho dualnu tlohu. Ratajme parcialne derivacie podla premen-

nych z; a polozme ich rovné 0O :

2Tato mnozina je otvorend, preto stale ide o hl'adanie voIného extrému.
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ag;) —— g Y e+ m) Pay =0, pre i =1...m. (37)

=1

Zvolime substittuciu, ktora nas prenesie od premennych z k dudlnym premennym o:

Gi=lg()]) 7 (ci+a)” ,preVi=1...n. (38)

Tato substittcia zuzuje definicny obor dudlnej tlohy na 6 € RY. Takto ziZeny
defini¢ny obor ostava stale otvorenou mnozinou a nemeni charakter rieSenej tlohy. Po

tejto substiticii ziskal vztah (37) tvar:

Z (5Z-aij = 0, (39)
=1

¢o vo vektorovom tvare mozno zapisat ako Ad = 0,,, kde A = (a;;). Zo substiticie (38)

vyplyva vztah:

N|=

zn:(si ~1, (40)
=1

. . . 1 3 . .
¢o vo vektorovom tvare mozno zapisat ako €762 = 1. Teraz sa nam podarilo upravit

ohrani¢enia tlohy duélnej k (36) na vektorovy tvar:

{AS =0,,,e762 = 1,6 > 0,,}. (41)

Ostava nam len nahradit v ucelovej funkcii f (2) = [> o1, (¢ + xi)fl}_l premenni z

novou prememnnou J. Vychadzajme zo substiticie (38) v tvare:

Sl

67 = (g(2) - (c; + )" (42)

1
Postupnym prenasobenim kazdej rovnice vyrazom (¢; + x;) 62 mozno ziskat:

Sl

(ci+m;)0; = f(2)d72. (43)

S¢itajme vSetky rovnice a vdaka (40) na pravej strane ziskame vyjadrenie pre f (2):

n
> Gi(cita)=f(2). (44)
i=1
Ukézeme, Ze z vyrazu mozno vyluc¢it z;. Rozvinme zapis pre d;z;. Dostavame:
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Zém 25 (Z ) 3 (Z 5) 0

J=1 J=1

a vdaka (39) je cely vyraz rovny 0. Vzfah (44) mozno napisat ako:

i=1

Spojenim vztahov (39), (40), (46) a oznacenim v (8) := (D1, ¢;6;)" ziskavame du-
alnu tlohu k alohe (36):

=

Mzn{ Zcﬁ]Zéaw—O preVj=1.. 22—166Rm}7

(47)
pripadne dualnu tlohu k tlohe (35):
n -1 n
Mazx v((S):(Zciéi) |Z(5iaij:O,prer:1. Z 67 =1,6 e RY
i=1 i=1 i1
(48)

Ziskan& duélna tloha (47) ma jednoduchsiu struktiru ako primarna tloha (36) a to

najmé vdaka:
e ohranic¢eniam, ktoré su okrem jedného linearne,
e linearnej ucelovej funkcii.
Zhrnutie:
1. Chceme riesit ulohu (34).
2. Namiesto nej vyriesime jednoduchsiu tlohu (35). Ziskame § € R a <v <5>>_1 :

3. Aplikovanim teorie trividlnej duality priamo ziskavame hodnotu optima tlohy
N
(34): f(2) = (v (6)) :

4. Pouzitim substituénych vztahov (38) dopoc¢itame hodnotu argumentu optima

teda z € R™.
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5. Poslednym krokom je navrat k povodnym premennym zo vztahu fj = éj_l.

Nasleduje tprava vztahov (38), ktora nas dovedie k tulohe vyriesit sustavu n linear-

nych rovnic o m neznadmych Zz;.

Kedze f(2) = (v <5>)_1 = ¢T§ mo7no napisaf: (49)

Al ~
j:i =9, 2CT5 — C;
m 1
g aijZ; =0; c’d—ci,preVi=1...n.
Jj=1
Posledny vztah jasne urcuje sistavu n linedrnych rovnic o m neznamych Zz;. Kazdé
rieSenie danej ststavy mozno spatne transformovat do povodnej premennej ¢, a to
vztahom t; = z}fl. To plati pre V7 = 1...m. Potom kazdy vektor ¢ je je rieSenim

povodnej ulohy (34).
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2 VsSeobecny model

Na zaklade prikladov v predchadzajtcej kapitole sa mozno pokusit o ich zovSeobecnenie

a zhrnutie vSetkych prikladov pod jeden model. Uvazujme 2 mnoziny:

T={teR|t_<t<ty},
' (50)
Z={z€R|z_<z<z},

kde t_, z_ mé7u nadobudat aj nevlastni hodnotu (—oo) a t;, z, mézu nadobudat
nevlastni hodnotu (+o00). Preto T, Z st bud konecéné intervaly, polpriamky alebo celé

priamky. Zvolme funkcie:

o:T—=Z,pecC

(51)
Vv:Z =T, peC!
tak, aby platilo, Ze st rydzomonotonne a vzajomne inverzné, t.j.
Ve ZCR:pW(2) =z
(52)

VieT CR:y(p(t)) =t.

Predpokladajme dalej, Ze 1 je konvexna®. Potom plati, Ze ¢ ako jej inverz je konkavna.

Chceme riesit ulohu :

Min {g (t) = Zw ¢ + Zaw (tj)]

Zavedieme substiticiu t; = ¢ (z;) < z; = ¢ (t;). Po tejto substiticii zapiSeme tlohu

t e Tm} s kde Ci,y Qg5 e R. (53)

(53) v konvexnom tvare:

n

Min {g(z) =>

=1

ci + Zaijzj] | z € Zm} , kde ¢, a;; € R. (54)

j=1

Priddme vonkajsiu transformaciu? , ktora ak je ¢ rasttica dava:

3Tento predpoklad nie je v dalsom odvodeni nevyhnutny a mozno sa bez neho zaobist, aviak ako

sa neskor ukaze nas model budu spliaf len konvexné funkcie .
4Treba povedat, 7e aby bolo mozné zaviest vonkajgiu trasforméciu, musi obraz funkcie g (2) lezat v

defini¢om obore . Z toho dovodu musi byt mnozina T" tvaru (t4;o0), (—oo;¢_) alebo ich zjednotenim,

pricomty > 0at_ <0.
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Min{f(z) =¢(g(2)) | z€ 2™}

alebo ak je ¢ klesajuca dava:

Maz{f(z) =¢(g(2)) [z € Z™}.

(55)

(56)

Ak st tlohy (55) a (56) tlohami konvexného programovania, t.j. ak je ucelova funkcia

v (55) konvexnd, alebo ak je ucelova funkcia v (56) konkavna, tak mozno k obom

zostrojit Wolfeho duélne tlohy: pre tlohu (55) v tvare:

Maz {f (y) | Vf(y) =0}

a pre ulohu (56) v tvare:

Min{f (y) | Vf(y) =0n}.

Pocitajme parcidlnu derivaciu podla z;:

of g -

92 ¥ (9(2))'6—% P (g(2) > W (ei+x)ay=0,=1.2,...

i=1
m
kde xT; = Zj:l Q5 25.

Zavedme substitaciu :

8 i=¢ (9(2) ¢ (ci+ax) i=1,2,...n.

(57)

(58)

(60)

Pre premenné §; plati 9; > 0, pretoze 9; je suc¢inom derivacii dvoch rasticich alebo

dvoch klesajucich funkeii. Okrem toho po tejto subsititiicii (59) nadobuda tvar:

D Gy =0,j=12..m
=1

Dalej potrebujeme najst funkciu w : R, — R,, ktora bude spliat vztah:

Zw[@] =1
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Tato funkcia je pre priklady 1, 2, 3 z predchadzajicej kapitoply postupne: x, x%, 3.
V uvedenych pripadoch w zabranuje neohranic¢enosti danych problémov.

Ak uspejeme v hladani w, tak zo vztahu (60) ziskame vyjadrenie :

f(z) =9Q(3). (63)
V tomto vyjadreni  reprezentuje ucelova funkciu vo vztahu (57).

Ak sa nam podari najst funkcie w, ) a zaistit konvexnost tlohy (55), resp. konkavnost

ulohy (56), potom zostrojime duélnu dlohu v tvare:

Mazx {Q((S) 1) G =0, wld]=1,= 1,2,...m,} , kde 6 > 0. (64)
i=1 =1

2.1 Rozbor prikladov z kapitoly 1

Pozrime sa, ako si jedotlivé priklady z predchadzajicej kapitoly obsiahnuté nasim vse-

obecnym modelom.

Priklad 1.: Geometrické programovanie

T =R" Z =R

w(z)==z
Q(8) =56 - In (5—)
Priklad 2.: modifikacia prikladu 2 z [6, str. 108]
T =R" Z =R*
o (@) =i W (z) =2t

Priklad 3.: cvidenie 7 z [6, str. 116]
T=R* Z =R*
o) =1 v =t



2.2 Zhrnutie modelu

V tejto kapitole sme popisali vSseobecny model, ktory zahtha vSetky tri priklady z pred-
chadzajucej kapitoly. Tento model je charakterizovany vSeobecnou rydzomonoténnou
funkciou ¢ : T — Z a jej inverznou funkciou ¢! =1 : Z — T. V nasledujicej ¢asti
sa budeme snazit zistit, pre aké triedy funkcii ¢ bude mozné skutoc¢ne zostrojit dualnu
tlohu, t.j. explicitne skonStruovat prislu$né funkcie w : Ry — Ry a Q : R? — R.
Poc¢as odvodenia sme sformulovali tri netrivialne vlastnosti, ktoré bude musiet funkcia

¢ splhat:

1.vlastnost: Funkcia f(z) = ¢ (g(z)) musi byt konvexnd pre rastice . , resp.

konkavna pre klesajice .

2.vlastnost: Musi existovat funkcia w, ktora spliia (60) a (62), t.j. Sr, w[&] = 1,
kde 6; := ¢' (g (2)) - ¢ (¢; + i) .

3.vlastnost: Musi sa dat zostrojit funkcia € (§) ako vysledok nahradenia premenne;
z v ucelovej funkcii f (z) novou premennou ¢ zo vztahu (60). Takto zostrojena €2 (9)

bude dualnou ucelovou funkciou vo vztahu (57) resp. (58) .

V nasledujicej kapitole ukdzeme, ze zovSeobecné funkcie zahtnajice priklady 1, 2, 3
splhaji vietky tri uvedené vlastnosti. V kapitole 4 ukazme, Ze tieto funkcie si jediné, ¢o
splhajia vlastnost 2. A ked'Ze funkcia, ¢o zopoveda nasmu modelu musi naplitat vietky

tri uvedené vlastnosti, zoznam rieSeni, ktory bude uvedeny v kapitole 3, je tplny.
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3 Postacujiice podmienky funkcii vo vSeob. modeli

V tejto kapitole ukazeme, Ze 2 mierne zovieobecnené funkeie z prikladov 1, 2, 3, splhaju
vSetky tri vlastnosti spomenuté v zavere predchadzajicej kapitoly. Prvou z nich bude

logaritmicki funkcia a druhou bude mocninova funkcia.

3.1 Logaritmicka funkcia

V priklade 1 sme mali funkciu ¢ (z) = In (z). Tt mozno zovSeobecnit na tvar ¢ () =
b - Inx + d. Pre tento funkény predpis mozno explicitne vyjadrit predpisy vsetkych
ostatnych funkcii ¢, 1, ¥/, w, ktoré sa v modeli vyskytuju:

(65)

1.vlastnost je pre b > 0 splnen& analogicky ako v priklade 1, pricom dokaz je
uvedeny v [6, str.110]. Ak je b < 0, tak sa ucelova funkcia meni na konkavnu, a kedze
trasformécia je klesajtica, minimalizacia funkcie g (z) sa meni na maximalizaciu funkcie

f (2). Potom Wolfeho duélnu @lohu mozno zostrojit a bude to uloha maximaliza¢na.

2.vlastnost t.j. overenie vztahu (62) pre funkciu w (z) =z, t.j. > w[d;] =1, kde
8 =" O i ¥ (e + k) - ¢ (¢; + x;). Podrobne rozpisme tento vztah :

—1, (66)

Zw [gp’ (Z WV (cx + xk)> A (e + x3)

Co podla vztahov (65) dava:

EpEee) ey -

i=1 k=1

Vo vztahu (67) sa b vykrati, a kedze vntitorna suma je nezavisla od vonkajsich indexov,

moZno ju vybrat von. Teraz uz rovnost s lavou stranou plati trivialne:

n

c;tx;—d ]_
3 [eib } e =1 (68)
i=1 PRy (e g )
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Tym sme ukazali, Ze vztahy (65) spliiaji vlastnost 2.

3.vlastnost Postup na zostrojenie duélnej funkcie pre b = 1, d = 0 bol podrobne
urobeny v kapitole 1, v priklade 1 - Geometrické programovanie. Zostrojenie funkcie s
parametrami b, d bude analogické ako v spominanom priklade. Tvar primérnej tlohy

je:

Jj=1

Mz'n{f(z):b~ln (iew> +d

Jiizzaiij,ZGRm}7kde C; >Oaaij € R.

(69)
A tvar tlohy duélnej k tlohe (69) je®:

Max { b Z o;ln (eé—b)
i=1 i

Vidno, ze v duélnej tlohe sa uz nenachadza nepodstatny parameter d, a taktiez para-

Zézaw:(), pre‘v’jzlm ,Zézzl,éeRT} (70)
1

= i=1

meter b nepriniSa nové moznosti a mozno ho vynechat. V tomto zmysle parametrizacia

nepriniesla podstatné zovSeobecnenie prikladu 1.

3.2 Mocninova funkcia

Budeme analyzovat funkciu ¢ (z) = -zt 4+ d 9, ktorej $pecialne pripady boli

b
1
analyzované v priklade 2, kde b = %,c = —%,d = 0 a v priklade 3, kde b = —1,¢ =
—2,d = 0. Pre tento funk¢ény predpis mozno explicitne vyjadrit predpisy vSetkych

ostatnych funkcii ¢/, ¥, ¥’, w, ktoré sa v modeli vyskytuju:

w(@)=z% , kde c# —1,c#0.

® Pre b < 0 primarna tloha (69) musi byt maximalizatna a nésledne duélna tloha (70) bude
minimaliza¢na.

6 Najdolezitejsim parametrom je v tomto pripade c, ktory vyrazne meni charakter tlohy.

25



1.vlastnost: Pre overenie tejto vlastnosti je nutné rozdelit mocninové funkcie na

dve vetvy urcené konvexnostou, resp. konkavnostou tcelovej funkcie :

1 7c+1
F@) =2 [T (et - d- )] 4a

Prvou vetvou su funkcie, kde ¢ € (—1;0) . Pre tieto hodnoty parametra ¢, odmys-

b

liac si koeficient —-
c+17

sa ucelova funkcia sprava ako p-norma. KedZe kazda norma je
konvexnou funkciou, konvexnost, resp. konkavnost uc¢elovej funkcie zavisi, len od b. Ak
je b > 0, ide o minimalizaciu konvexnej funkcie a ak je b < 0, ide o maximalizaciu
konkévnej funkcie. Teda je splnen& podmienka pre vytvorenie Wolfeho dudlnej tlohy.

Druhou vetvou su funkcie, kde ¢ < —1. Pre tieto hodnoty parametra ¢, odmysliac si

kladny koeficient c—i—Ll’ je primarna ucelova funkcia:

n c+1

(g 0Y

i=1

b

. d
c+1 *

f(z) =

konkévna (Dokaz tohto tvrdenia sa nachadza v prilohe A). Preto konvexnost, resp.
konkavnost ucelovej funkcie, zavisi len od parametra b. Ak je b > 0, ide o minimaliziciu
konvexnej funkcie a ak je b < 0, ide o maximalizaciu konkévnej funkcie. Teda je splnené
podmienka pre vytvorenie Wolfeho dudlnej tlohy.
Treba povedat, ze triedu mocninovych funkeii, kde ¢ € (0; 00) musime z dalgieho uva-
Zovania vylucit, pretoze ich vlastnosti neumozinujua zostrojit Wolfeho dualnu alohu.

2.vlastnost, t.j. overenie vztahu (62) pre funkciu w t.j. Y . w[d;] = 1, kde &; =
¢ O ¥ (ck + k) - Y (¢i + x;). Zo vztahov (71) dosadenych do vztahu (66) ziska-

vame: 7

SRt el ) gt

=1 k=1

Vo vztahu (72) sa b vykrati, a kedZe vnutornd suma je nezavisla od vonkajsich

indexov, mozno ju vybrat von. Teraz uz rovnost s Tavou stranou plati trivialne:

n

D

i=1

S )] ] i (Z 2=t ) ) s

k=1

" Toto overenie nezéavisi od parametra c a prebehne pre lubovoné c # —1, ¢ # 0.
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Tym sme ukazali, Ze vztahy (71) spliiaji vlastnost 2.

3.vlastnost Postup na zostrojenie duélnej funkcie pre b = i,c = —%,d = 0, kde
¢ € (—1;0), je podrobne urobeny v kapitole 1, v priklade 2.
Postup na zostrojenie duélnej funkcie pre b = —1,¢ = —2,d = 0, kde ¢ < —1, je
podrobne urobeny v kapitole 1, v priklade 3.
Zostrojenie funkcie s parametrami b, ¢, d bude analogické ako v spominanych prikla-
doch. Tvar primarnej ulohy je :

n C

Z([cwxi_d].cr)cil]

=1

b

Min
c+1

+1 m
€Tr; = Z Q25,2 € RT . (74)
j=1

Tvar duélnej tlohy k tilohe (74) je®:

n

Max{V(é):Z(ci—d)éi

=1

> Gy =0,preVj=1...m.,» 6 ° :1,56RT}.
=1

- (75)

Z dvojice dualnych tloh vidno, ze parametre b a d nie st podstatnym zovseobecnenim.
Av8ak parameter ¢ v exponente zahffia optimaliza¢né ulohy pre Tubovlna p-normu, ako

aj pre "zaporné mocninové priemery®".

8Zostrojené tlohy st pre parameter b > 0, ak je b < 0, tak primérna tloha (74) je maximaliza¢na
a dudlna uloha (75) je minimaliza¢na.

9 Ak polozime ¢; = 0,d = 0, c+ 1 =
s(z)= (X0 xp)%, kde p < 0.

n i=1""1

1 ) . . :
%, b = %np, potom dostavame tucelova funkciu v tvare
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Uvedme eSte raz postup, akym mozno vyuzit dudlnu ulohu k vyrieSeniu primarnej:

Zhrnutie:

1. Chceme riesit ulohu (74).

2. Namiesto nej vyriesime jednoduchsiu tlohu (75). Ziskame = RTaV <3> .

3. Aplikovanim teorie trividlnej duality priamo ziskavame hodnotu optima tlohy
(74): f(3) =V (5) .

4. Pouzitim substitu¢nych vztahov:

_c_ _17¢
i [(ci+ o —d) (S2)] = = [Zzzl [(ck + a1, — d) (<1)] C“] ziskame ststavu
n lindrnych rovnic o m neznadmych Z;. Z nej dopocitame hodnotu argumentu

optima, teda Z € R™. Sustava ma tvar:

3

Zaijéj:5;6t1 : (cx —d)b; — (¢; —d) ,preVi=1...n. (76)
j=1

k=1
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4 Nutné podmienky funkcii vo vSeob. modeli

4.1 Vlastnosti funkcii v modeli

V tejto kapitole ukdzeme, Ze logaritmickid a mocninova funkcia ¢ z kapitoly 3 su jedi-
nymi funkciami, ktoré spliiaju vlastnost 2. Teda je k nim mozné zostrojit funkciu w.
Pretoze dané funkcie vyhovuji veobecnému modelu a st jediné, ¢o spliiaji vlastnost
2, st jedinym rieSenim vSeobecného modelu z kapitoly 2. Pripomenime podmienky pre

funkcie ¢, ¥, w, ktoré boli uvedené v kapitole 2 - VSeobecny model:
(P1):Vze ZCR:pW(2) =z
(P2):Vte T CR:(p(t)) =t,
(P3): ¢, ¥, st C! diferencovatelné,
(P4): w: Rt — R" je rydzomonotonna, spojita,
Vlastnost 2: Y0 w[d] =1, kde §; = ' (O 0, ¥ (e + ) - ¢ (i + ).
Poznédmky k podmienkam na funkcie ¢, resp. v :
V (P2) si mozno linearnou transforméaciou funkcie ¢ zabezpedit, 7e bude platit (0;1) C
T, ¢o budeme dalej vyuzivat.
(P3): je jedind podmienka, ktora priamo nepochadza z modelu, avsak tato vlastnost
nie je velmi obmedzujtca a je pomerne logické.

Vo vlastnosti 2 budeme od posunu u jednotlivych premennych x; o konstantu c; bez

ujmy na vSeobecnosti abstrahovat.
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4.2 Odvodenie nutnych podmienok I.¢ast

Prepigme si vlastnost 2 s dosadenymi premennymi §;:

e [go' (Zw <xk>) X <xi>] -1 ()

Vztah (77) je vlastne diferencialnou rovnicou 1. radu s inverznou funkciou a divokym
argumentom, pricom nezname s funkcie w a ¥. Vhodnymi apravami ju prevedieme
na funkcionalnu rovnicu. Treba si uvedomit, 7e zafixovanim jedného alebo viacerych
parametrov n € N, Vi = 1...n : x; € Z, ziskavame nutné podmienky pre nezname
funkcie ¢, ¥, w.

VoIbou parametrov z; := z pre Vi = 1...n, vztah (77) zjednodusime na

Yo wle Ooi v (2) -9 (x)] =1, ¢o sa da zapisaf takto:

nw [ (ny) (z)) - o' ()] = 1. (78)
Pokra¢ujme tpravou vztahu (78) a zvolme v hom za x := ¢ (t), ¢o je ekvivalentné

Y (z) :=t, kedZe funkcie o a 1 st si na svojich defini¢nych oboroch inverzné. Nasledne

mozno napisat vztah:

nw [’ (nt) - 9" (¢ (1)] = 1. (79)

Derivovanim (P2) dostavame obmenu znameho vztahu pre derivaciu inverznej fun-
kcie v tvare Vt € T : ¢/ (p (1)) - ¢’ (t) = 1. Dosadenim do rovnice (79) ziskame ovela
jednoduchsi vztah, ktory uz nie je diferencidnou rovnicou, ale len funkcionélnou rovni-

cou s neznamymi funkciami w a ¢':

w {“0/ (”ﬂ _1 (80)

' t)] mn
Podla (P4) je w rydzomonotonna, a teda k nej existuje inverznéa funkcia. To nam

umoziuje upravit (80) na tvar:

g nt) _ H | (81)

Pravi stranu oznafme ako f (n) := w™* [1] . Funkcia f je zloZzenfm dvoch funkcif.

Prvou z nich je w™! (), 0 nej vieme, Ze je prosta a spojita na svojom defini¢nom obore.
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Druhou je %7 tato funkcia je pre x € R* prosta a spojita. Preto funkcia f je tieZ prosta

a spojita. Po takomto oznafeni ma vztah (81) podobu:

¢ (nt)
fm) = @' (t)

V&imnime si, Ze volbou n = 1 vo vztahu (82) ziskame nutni podmienku pre f, a to:

,kdet € T.n € N, (82)

L= (1) =0 (1) = (1), (83)

“‘;,(Z';) je vzdy kladny, pretoze je

to podiel derivacii monoténnych funkcii. Preto o f mozno povedat, Ze posiela kazdé

Vo vztahu (82) si mozno dalej vimnit, ze podiel

prirodzené ¢islo n na kladné realne ¢islo. Upravme teraz vztah (82) do podoby:

o' (nt) = f(n)-¢'(t). (84)

Zvolme t := m - v, kde m € N a v € (0;1). Takto ma nas vztah podobu:

@' (nmv) = f(n)- ¢ (mv). (85)

Teraz mozeme pouzit na pravi aj lavi stranu (85) vztah (84), takto dostavame :

f(nm) - ¢ (v) = ¢ (nmw) = f (n) - ¢ (mv) = f(n) - f(m) - ¢ (v). (86)

Vydelenim vztfahu (86) vyrazom ¢’ (v) dostavame :

f(nm) = f(n)- f(m). (87)
Vztah (87) pripomina Cauchyho multiplikativnu funkciondlnu rovnicu (Cauchy’s

multiplicative fuctional equation), ktora aj s jej rieSenim bola publikovana uz v roku

1821 v knihe |2, str. 110]. Nasleduje spominana veta:

Veta 4.1. Nech [ : RT — RT je spojitd funkcia, ktord na mnozine kladniyjch raciondl-
nych ¢isel spltia vztah:

flay)=flx)- f (). (88)
Potom funkcia f na mnoZine redlnych cisel musi spliiat vatah :

f(x) =2a° kde c € R. (89)
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Nasa tloha sa 1i8i v tom, Ze podmienka (88) je splnend len pre vSetky prirodzené
¢isla.
Dalej ukazeme, ze rieSenim v nasom pripade bude f (n) = n° pre vSetky prirodzené

¢isla n. Tento vysledok ur¢i nutné podmienky pre funkcie :

e w(x), ktora je viazana vztahom f (n) :=w™? [ﬂ )

e ' (z), ktora je viazana vo vztahu ¢’ (nt) = f (n) - ¢’ (¢).

Nasledovna ¢ast bude venovana prechodu od vztahu (87) ku f (n) = n°.

4.3 Cauchyho multiplikativna rovnica v prirodzenych cislach

S problematikou stvisiacou s rieSenim Cauchyho multiplikativnej rovnice sa mozme
stretntat v [2], [8], [9], [11], [12], [13] a v mnohych d'alsich. O zizenej verzii na prirodzené
Cisla sa mozno dodcitat v [12, str. 82|, kde sa piSe, Ze rieSenim su takzvané "completly
multiplicative functions". Plati, Ze rieSenim je nulova funkcia a vSetky funkcie, ktoré
splhaji f(Hfil pit) = Hfil fe (p;) ak f (1) = 1, kde sucin predstavuje rozklad ¢isla
na sucin provocinitelov. Prikladmi funkeii s touto vlastnostou si mocninové funkcie n¢,

Legeandrov symbol, ¢ Liovillova funkcia. Dalsim prikladom je funkeia h: A — B, A =

(1;70) NN, B C R zakreslena na obrazku (1). '

Av8ak v naSom pripade mame este dalsie dodato¢né podmienky:
e /(1) =1, zo vztahu (83),

e f:RT — R  zo vztahu (82),

o f(n)=w[L], kde w je z (P4) rydzomonotonna a spojita.

Prvy vztah vylucuje trividlny - nulovy pripad. Druhy vztah zuzuje obor hodnoét

nami hladanej funkcie. Z treticho vztahu vyplyva, Ze f je rydzomonotonna a spojité.

10 Funkéné hodnoty h(n) sme vypoditali tak, 7e pre kazdé prvoéislo h(p) nadobiida kongtantnt
nadhodne zvolend hodnotu. Funkéné hodnota v zlozenych ¢islach bola dopocitand pomocou rozkladu

na sucin prvocisel a roznasobenim funkénych hodnoét v nich nadobudanych.
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Obr.1: h: A— B, A=(1;70)NN,BCR

S vyuzitim tychto dodato¢nych podmienok mézme ukazat, ze jedinymi vhodnymi fun-
kciami bud@ mocninové funkcie f(n) = n. O tom uz ale bude hovorit nasledujica lema

a veta.
Lema 4.2. Nech g : Ny — R spliia vztah :
Vr,seNg:g(r+s)=g(r)+g(s). (90)

Potom pre g plati :

Vn € Ny : g(n) =nc kde c € R. (91)

Doékaz. Zvolme r = s := 0 a dostavame g (0) = ¢ (0) + ¢ (0), z toho ¢ (0) = 0. Dalej

ozna¢me g (1) = ¢. Matematickou indukciou ukdzeme, 7e Vn € Ny : g (n) = ¢ - n.
1. n =1, vtedy g (1) = ¢, ¢o plati,
2. 9(n+1)=g(n)+g(1) =" en+c=(n+1)c, ¢o sme cheeli dokazat.
[

Tu uvadzana lema je rieSenim Cauchyho aditivnej rovnice nad prirodzenymi &is-
lami''. Tu uvedeny dokaz odznel na prednagke [13], ale d& sa napriklad najst aj v

8],

Dokaz mozno spravit aj nad racionalnymi &islami, ale pre nés to nieje potrebné.
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Veta 4.3. Nech f : Rt — R" je rijdzomonoténna funkcia, ktord na mnoZine prirodze-

nyjch ¢isel spltia vztah:
Vn,m e N: f(nm) = f(n)f(m). (92)
Potom funkcia f na mnoZine prirodzenych ¢isel musi spliiat vztah:
VneN: f(n)=n kdece RAc#0. (93)

Dokaz. Zlogaritmujme vztah (92) logaritmom pri zaklade k, kde k € NA k # 1. Po-
znamenajme, ze operacia logaritmovania je korektna, pretoze f (n) > 0. Takto ziskame

vztah:

logi, (f (nm)) = logk (f (n)) + logk (f (m)). (94)

Pokra¢ujme v tupravach a zvolme substiticie n := k" a m := k°. Tieto substitucie
st opat korektné, pretoze obrazom exponencidly je celé RY, teda Vn Jr : k" = n.

Ziskavame vztah:

logi (f (k%)) = logy (f (k")) + logk (f (K)). (95)

Takto ziskany vztah plati len pre Vr, s € {logi (n) | n € N}. Ozna¢me tato mnozinu

Sk. Ak si tito mnozinu rozpiSeme, ziskavame:
Sy = {logy (1) = 0,1logx (2) ,logk, (3) , ...logy (k) = 1, ...logy. (k*) = 2...,logy, (K*) = 3, ...}.

V&imnime si, ze plati inklazia Vk € N : Ny C S. Dalej ozna¢me triedu funkcii

gr () := loge (f (K*)). (96)

S oznafenim (96) mozme prepisat vztah (95) ako
Vr,s €No:gp (r+5) =gr(r) +9x(s) , kde ke N Ak #1. (97)
Vztah (97), spliia pre Vk € N, k # 1 podmienky lemy (4.2). Jej aplikaciou ziskavame:
Vn € Ng : g (n) = ¢, (98)
kde k € NA Kk # 1 a ¢ je pre kazdé k Tubovolna redlna konstanta.

34



Vztah (98) prevedieme pomocou (96) na funkciu f. Plati:

Vn € Ny : neg = logg (f (k")) . (99)

Odlogaritmovanim (99) ziskavame f (k") = (k™) . To znamend, ze f sa sprava ako
mocninova funkcia pre kazda postupnost mocnin Tubovoného prirodzeného ¢isla. Dalej
ukédzeme, ze konStanta ¢, pre kazdé k € N okrem 1 rovnakia. Ak by nebola rovnaka
pre vSetky prirodzené &isla, viedlo by to k sporu s monotéonnostou funkcie f. Tito ¢ast
tvrdenia ukazeme sporom. Nech plati nasledovné: dk,l e N: 1 < k < A0 < ¢ < ¢.
Funkcia f potom musi byt ostro rastica. UkdZeme, Ze mozno zvolit ¢isla m,n € N, tak
aby splhali I" < k™ a zaroveir f (I") > f (k™). Ak také m,n budi existovat, nastava

spor s monotonnostou f. Musia platit vztahy:

"< k™,
(100)
[ > fmem,
Zlogaritmovanim rovnic (100) dostavame
n < log; (k) m,
(101)
ne; > log; (k) mey,.
Oba vztahy mozno zretazit do vztahu:
Cp n
—log; (k) < — < log; (k). 102
“logi (1) < 2 < tog () (102)

Plati, ze 0 < & < 1 a log; (k) > 0. To znamena, ze v danom intervale 3r € Q" . Podie-
lom ™ moZno vyjadrit lubovolné kladné racionélne ¢islo. Zvolme ™ := r. Nastdva spor

s predpokladom monotonnosti. Teda mozno povedat, ze Vk,l e N1 <k <l: ¢, > ¢.

Analogicky budeme postupovat opa¢nym smerom a opét dostame spor. Nech 3k, [ €
N:1< k<l Acg > ¢ > 0. Potom plati, ze funkcia f musi byt ostro rastica.Teda staci
ukazat, ze Im,n € N, ¢o splhaju k™ < I A f (k™) > f(I"). Zopakovanim postupu z

minula ziskavame :
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¢ m
Zlogy, (1) < — < logk (1) . (103)
CL n

Pricom plati, ze 0 < 2t < 1 a logy (1) > 1. Teda opét moZno zvolif racionalne ¢islo
™ tak, aby sme dostali spor s predpokladom monotonnosti. Preto plati Vk, [ € N, k <

l,Ck S .

Dalej si mozno uvedomit, ze pripad, kedy plati ¢ < 0 < ¢; okamzite vedie k sporu
s monotoénnostou a pripady, kedy plati ¢, < ¢ < 0V 0 > ¢ > ¢, su analogické
dvom, ¢o sme poriadne dokéazali. Ak teda zhrnieme ziskané vztahy pre ¢y, ¢;, ziskame:

Vk,l € N : ¢ = ¢. RieSenie funkcionalnej rovnice mé tvar:

VneN: f(n)=n°,kdeceRac#0. (104)

4.4 Odvodenie nutnych podmienok II.¢ast

Pokra¢ujme dalej teraz u7 s explicitnym predpisom pre f, ktory sme ziskali vdaka vete

(4.3). Dosadme teda do vztahu (84), ktory viaze f a ¢, predpis pre f zo vztahu (104):

VneNteT: ¢ (nt)=n(t). (105)

V (105) zvolime t := 1, ziskavame tak vztah, ktory hovori, Ze pre kazdé prirodzené

¢islo sa ¢’ musi spravat ako nasobok mocninovej funkcie:

¢ (n) =n' (1). (106)

Zo vzfahu (105) moZno eSte zvolenim ¢t := ™ a n := n, tak aby m,n € N, ziskat
nasledovné:

@ (m) =g (). (107)

Na vztah (107) pouzijeme vztah (106) v premennej m a upravime ho do podoby:

¢ (M) = (%) ¢, (108)



Vo vztahu (108) zvolme za ™ := r, potom r € Q*NT. Dalej zvolme ¢ (1) = b a nas
vztah ziska podobu Vr € QT NT : ¢’ (r) = bre. Vzhladom k tomu, Ze od ¢’ o¢akavame
spojitost, mozno Tahko urobit limitny prechod k realnym ¢islam, pretoZe k Tubovolnému
realnemu ¢islu mozno zostrojit konvergentnia postupnost ¢isel racionalnych. Nésledne

AN . ) - ‘ / .
mozZzme zapisat nutni podmienku pre ¢’ v tvare:

Vre Rt NT: ¢ (r)=0br° kdeb, c € R. (109)

K podmienke na funkciu ¢ sa dostaneme integrovanim vztahu (109). Integrovanie

ale musime rozdelit na dve vetvy, a to ¢ = —1 a vetvu ¢ # —1.
Prva vetva:

c=—1

/<p'dx:/b:1:_1dx (110)

@ (z) = bln (z) +d,
kde d je integracna konstanta a plati: b, d € R.

Druha vetva:

c# —1
/gp’dx:/bxcdx (111)
p (o) = ——a +d,

c+1
kde d je integra¢na konStanta a plati: b, ¢, d € R.

Vztahy (110) , (111) jasne vymedzuji nutné podmienky pre funkciu . Prva vetva
urcuje Geometrické programovanie a druhd mocninové funkcie. Dalej ur¢ime tvar fun-

kcie w pre obe vetvy.

Nutni podmienku pre w mozme ziskat, ak sa pozrieme na vztah (80) a nutna pod-

mienku pre funkciu ¢’ zo vztahu (109). Kombinaciou dvoch uvedenych ziskvame:

b(nt)° 1
VtERJ“ﬂT,VnEN:w(%) =w (n) = (112)
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=1 2 s N . [ .
Prava stranu mozno prepisat do tvaru % = (n°) . To nas opravhuje k nasledujuicej

formulacii nutnej podmienky:

Ve e H,:w(z) =17, kde H. = {z | x = n°,n € N}. (113)

Vztah (113), predstavuje nutnt podmienku, ktort musi funkcia w spliat. Tato pod-
mienka nie je tak silné ako pre funkciu ¢ ale predstavuje dobry navod pre volbu funkcie
w.

Zhrnutie: Ukazali sme, Ze postacujice podmienky pre funkcie ¢, resp. 1, z kapitoly
3 st totozné'? ako nutné podmienky odvodené v tejto kapitole. To znamend, 7e sme
plne popisali mnozinu funkcii vyhovujtcich vSeobecnému modelu v kapitole 2. Okrem

toho sme v zavislosti od parametra ¢ uréili aj tvar funkcie w pre jednotlivé funkcie ¢,

resp. .

12 A% na triedu mocninovych funkcii s parametrom c¢>0.
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Zaver

Teoria duality konvexného programovania je uzito¢ny nastroj praktického rieSenia opti-
maliza¢nych tloh, pretoze v mnohych pripadoch je dudlna tloha oproti primarnej jed-
noduchsia.

Néazornym prikladom jednoduchosti dudlnej tlohy je geometrické programovanie.
Geometrické programovanie je tiez vynimoc¢né tym, ze umoznuje zostrojit dualnu dlohu
k optimaliza¢nej tlohe bez ohraniceni. Tento fakt bol dévodom k zavedeniu pojmu
trividlna dvojica dualnych tdloh konvexného programovania. V [6] sa uvadzaja dva
analogické priklady trivialnej duality.

V nagej praci sme sa zamerali na zovseobecnenie uvedenych prikladov. V kapitole
1 sme urobili podrobny rozbor troch optimaliza¢nych tloh - geometrického programo-
vania bez ohranic¢eni, minimalizacie p-normy, pre p = 4 a minimalizacie harmonického
priemeru. Dalej sme urobili prechod od primarnej tlohy k dualnej a popisali sme, ako
zo ziskaného rieSenia dualnej tlohy ziskat rieSenie primarnej ulohy. Tieto priklady sme
v kapitole 2 spojili pod jeden model, ktory vytvoril priestor na hladanie novych tried
optimaliza¢nych tloh. V kapitole 3 sme ukazali, ze priklad 2 a priklad 3 sa daja rozsirit
pre rozne mocninové funkcie. V poslednej kapitole sme ukézali, Ze toto rozSirenie je
maximalne, ¢o spada pod vSeobecny model z kapitoly 2.

Ciele prace sme naplnili popisanim prikladov vyuzitia Wolfeho duality na zjednodu-
Senie optimalizacnej tlohy. Priklady sme pozorne rozobrali a navrhli sme model, ktory
ich spaja a podarilo sa nam urcit vSetky jeho rieSenia. Nage vysledky, ¢o sa tyka tulohy
bez ohraniceni, sa daji porovnat s |3], kde sa v zavere ukaze, ako odvodit dualne tlohy
pre p-normy pomocou zovSeobecnenej nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym
priemerom.

Tato praca ma obohatila v mnohych smeroch. Zlepsil som sa v praci s LaTeXom, ako
aj s Matlabom. Pokrok u mna nastal i po jazykovej stranke, v t.j. slovenskej Stylistike a
anglickej slovnej zasobe. Taktie7 sa studiom literatury vyrazne prehibili moje znalosti
duality nelinedrneho programovania, schopnosti rieenia funkcionalnych rovnic, ako aj

vedomosti o konvexnych funkciach.

39



Zoznam pouzitej literatiry

[1] Avriel, M.: Nonlinear programming analysis and methods, Dover publications, New

York, 1976

[2] Cauchy, L. A.: Cours d’analyse de I’Ecole royale polytechnique, Imprimerie royale,
Paris, 1821, dostupné na internete (17.5.2013):

http://archive.org/details/coursdanalysede00caucgoog

[3] Duffin, L. J., Peterson, E. L., Zener, C.: Geometric Programming - Theory and
Application, John Wiley & sons, New York, 1967

[4] Castilo, E., Iglesias, A., Ruiz-Cobo, R.: Functional Equations in Applied Sciences,
Elsevier, Amsterdam, 2005

[5] Hamala, M.: Nelinedrne programovanie, prednasky, FMFI UK, Bratislava 2012

|6] Hamala, M.: Nelinedrne programovanie, Vydavatelstvo technickej a ekonomickej

literattury, Bratislava, 1972

[7] Hamala, M., Trnovska, M.: Nelinedrne programovanie, tedria a algoritmy, EPOS,

Bratislava, 2013

[8] Jakobsen, S. K.: Cauchy’s functional equation, blog, 2010, dostupné na internete
(2.3.2013):
http://sunejakobsen.files.wordpress.com/2010/12 /cauchy _eng4.pdf

|9] Kannappan, P.: Functional Equations an Inequalities with Applications, Springer,

New York 2009

[10] Kuczma, M.: An Introduction to the theory of Functional Equations and Inequali-
ties, Cauchy’s Equation and Jensen’s Inequality, Birkhduser, Berlin 2009

[11] Radovanovic, M.: Functional equations, Olympiad training materials, IMO com-
pendium group, 2007, dostupné na internete (6.12.2012):
http: //www-bef.usc.edu/ lototsky /PiMuEp /FunctionalEquations.pdf

40



[12] Small, Ch.S.: Functional Equations and How to Solve Them, Springer, New York
2007

[13] Seviovit, D.: Matematickd analjza 4, prednasky, FMFI UK, Bratislava 2011

41



Priloha A (Dokaz tvrdenia zo str. 17 a 27)

Veta A.4

Funkcia f: R} — Ry s predpisom :

je pre p < 0 konkduvna.

Dokaz. Pocitajme druhé parciidlne derivacie funkcie f. Nediagonélne ¢leny Hessovej

matice maja tvar:

1_9
o f 1 ~ 5| 1 pe
= [ — 1 . p . p . p .
a;01; (p ) [; x] S

Diagonéalne cleny Hessovej matice maja tvar:

2 f 1 n 52 . 1
e R KD DL IRt e RN ) D] I

J p i=1 i—

Oznac¢me vektor zlozeny, z 27~' ako xP~!, a vektor zlozeny, z 27> ako zP~2. Teraz

mozno Hessovu maticu H zapisat v tvare :

1
p

i=(5-1) [Z ] L@ E Y ey [Z ] diag (a72).

Podmienkou pre konkavnost je, aby jej Hessova matica funkcie bola zaporne semi-

defintna. Matica H je sti¢tnom 2 matic, prvéa z nich je:

m- () [54] e

Téato matica je zdporne semidefinitna, pretoze (z7~!) (zP~1)" je kladne definitna

matica, konstanta pred nou je zaporna. Druha matica je:

I
p

Hy=(p-1)- [z”: :cf] - diag (z"7?) .
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Tato matica je zaporne definitné, a to preto, Ze je to zdpornym c¢islom prenasobena
kladne definitn& matica diag (zP~2). Hessova matica H je teda st¢tom zaporne definitnej

a zaporne semidefinitnej matice, teda je zaporne definitné.
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