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Abstrakt v ²tátnom jazyku

HURBAN, Martin: Dualita geometrického programovania a jej moºné analógie [Ba-

kalárska práca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a

informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky; ²kolite©: doc. RNDr. Milan

Hamala, CSc., Bratislava, 2013, 42 s.

V na²ej práci vyuºívame teóriu duality konvexného programovania, aby sme k pri-

márnej úlohe zostrojili duálnu úlohu, ktorá bude ma´ jednoduch²iu ²truktúru ako pri-

márna úloha. Pomocou teórie triviálnej duality pre úlohy bez ohrani£ení sa snaºíme

ur£i´ primárne úlohy, ku ktorým sa dá zostroji´ duálna úloha s jednoduch²ou ²truk-

túrou. Navrhli sme "v²eobecný model", ktorý spája v²etky príklady uvedené v práci

a tak zah¯¬a nieko©ko rôznych typov primárnych úloh. Okrem toho v²eobecný model

obsahuje aj parameter, ktorý umoº¬uje h©adanie nových primárnych úloh. �alej sme

sa v práci snaºili ur£i´ v²etky ú£elové funkcie, ktoré do "v²eobecného modelu patria".

Podarilo sa nám ukáza´, ºe ú£elové funkcie sp¨¬ajúce ná² model generujú úlohy minima-

lizácie zov²eobecnených kladných polynómov -geometrické programovanie, p-noriem a

mocninových priemerov. �alej sa nám podarilo ur£i´ nutné podmienky pre úlohy, kto-

rým moºno vytvori´ duálnu úlohu pomocou schémy v ná²om modeli. Tieto podmienky

sp¨¬ajú len uº vymenované triedy úloh. Taktieº sme v troch vzorových príkladoch po-

písali postup, akým moºno získa´ rie²enia primárnej úlohy pomocou vyrie²enia duálnej

úlohy a vyrie²enia sústavy lineárnych rovníc.

K©ú£ové slová: triviálna dualita, geometrické programovanie, konvexné

programovaie, Wolfeho dualita, Cauchyho multiplikatívna rovnica



Abstract

HURBAN, Martin: Index Policies for Dynamic and Stochastic Problems [Bachelor The-

sis], Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informa-

tics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. RNDr. Milan

Hamala, CSc., Bratislava, 2013, 42p.

In the duality theory of convex programming, there is always a dual problem corres-

ponding primal one. In our thesis we are using the fact, that dual problem is sometimes

simpler the primal. Using trivial duality theory for unconstrained problems we are try-

ing to determine primal problems, for which simpler dual problems can be constructed.

We designed "general model", in which all problems listed in this thesis are included

and so this model contains di�erent types of primal problems. Moreover general model

contains functional parameter, which enables search for new primal problems. In work

we tried to determine all objective functions satisfying general model. We showed, that

objective functions satisfying our model generate problems of minimising posynomials -

Geometric programming, p-norms and power means. We were also capable of determi-

ning necessary conditions for primal problems, to which dual problems by our scheme

can be constructed. The necessary conditions are full�lled only by mentioned classes

of problems. Also we had described method of solving primal problem by solving dual

one and system of linear equations in three model problems.

Keywords: Trivial duality, Geometric programming, Convex programming, Wolfe

duality, Cauchy multiplicative equation
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Úvod

V teórii konvexného programovania ku kaºdej úlohe na viazaný extrém, nazývanej

primárna úloha, je de�novaná tzv. duálna úloha. Premennými v duálnej úlohe sú tzv.

Lagrangeove premenné, z ktorých kaºdá prislúcha niektorému ohranin£eniu duálnej

úlohy.

Vo svojej monogra�i [3] z r. 1967 Du�n-Peterson-Zener skúmali ²peciálnu dvojicu

duálnych úloh, u ktorej bolo moºné skon²truova´ duálnu úlohu aj k primárnej úlohe

na vo©ný extrém, t.j. úlohu bez ohrani£ení. V takejto úlohe nevystupujú Lagrangeove

premenné. Príslu²nú teóriu nazvali "Geometrické programovanie".

Vo svojej monogra�i [6] z r. 1972 Hamala ukázal, ºe Geometrické programovanie je

²peciálnym prípadom Wolfeho duality, £o viedlo k de�novaniu Wolfeho duálnej úlohy

pre primárnu úlohu bez ohrani£ení. Príslu²nú teóriu nazval "triviálna dualita". Na

základe triviálnej duality Hamala uviedol ¤al²ie dve dvojice duálnych úloh analogických

geometrickému programovaniu.

Uvedené skuto£nosti viedli k prirodzenej otázke, £i existujú ¤al²ie zmysluplné dvoj-

ice duálnych úloh odvodené z triviálnej duality. Cie©om predloºenej bakalárskej práce

bolo da´ odpove¤ na uvedenú otázku. Pri skúmaní príkladov z [6] sa nám podarilo uve-

denú otázku nielen zodpoveda´, ale sformulovali sme a dokázali nutné a posta£ujúce

podmienky pre kon²trukciu uvedených dvojích úloh.

Na²a práca práca pozostáva zo ²tyroch kapitol, ktoré nám postupne dajú návod

ako zostroji´ triviáne duálnu úlohu, ukáºu nám postup ako vyuºi´ dualitu pri rie²ení

optimaliza£ných úloh a na záver presne vymedzia úlohy, ku ktorým sa na²ím prístupom

dá vytvori´ duálna úloha s jednoduch²ou ²truktúrou.

V 1.kapitole uvedime príklady z [6]. Na základe ich rozboru navrhneme v 2. kapitole

v²eobecný model, ktorý zah¯¬a v²etky tri príklady z kapitoly 1. Nosnou £as´ou práce sú

kapitoly 3 a 4, kde uvedieme nutné a posta£ujúce podmienky pre kon²trukciu dvojice

duálnych úloh.

Motiváciou k výberu tejto témy boli predná²ky z nelineárneho programovania [5],

túºba po hlb²om chápaní duality v nelineárnom programovaní a osvojenie si vedomostí

zo spomínaných predná²ok.
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1 Príklady rie²enia úloh pomocou duality

V tejto kapitole uvedieme príklady transformácie jednotlivých úloh s pouºitím triviálnej

duality a postup ich rie²enia. Primárnou úlohou bude úloha na vo©ný extrém, kde f je

konvexná, f : Rm → R a f ∈ C1:

Min {f (z) | z ∈ Rm} . (1)

Pomocou teórie triviálnej duality - duality bez ohrani£ení zostrojíme Wolfeho duálnu

úlohu v tvare:

Max {f (y) | ∇f (y) = 0m} (2)

Príklady v tejto kapitole pochádzajú z knihy [ 6, str. 108 - 116]. Príkladom geomet-

rického programovania aj s ohrani£eniami sa podrobne zaoberá celá kniha [3].

1.1 Príklad 1 - Geometrické programovanie

Geometrické programovanie v prípade bez ohrani£ení rie²i úlohu minimalizova´ tzv.

zov²eobecnený kladný polynóm teda g (t) =
∑n

i=1 ci
∏m

j=1 t
aij
j , kde ci > 0 a aij ∈ R s

de�ni£ným oborom Rm
+ , teda ∀j = 1, 2 . . .m : tj > 0. Úloha, ktorú chceme rie²i´, je

vlastne úlohou na vo©ný extrém a má tvar :

Min

{
g (z) =

n∑
i=1

ci

m∏
j=1

t
aij
j | t ∈ Rm

+

}
, kde ci > 0 a aij ∈ R. (3)

Ke¤ºe daný zov²eobecnený polynóm vo v²eobecnosti nie je konvexná funkcia, zvo-

líme si substitúciu tj = ezj ⇔ zj = ln (tj). Po tejto substitúcii je g v premenných zj

konvexná. To moºno ©ahko vidie´ z toho, ºe e
∑m

j=1 aijzj je zloºenie rastúcej konvexnej

funkcie a konvexnej funkcie, £o je konvexná funkcia a sú£et konvexých funkcií je tieº

konvexná funkcia. De�ni£ným oborom g je celé Rm.

Min

{
g (t) =

n∑
i=1

cie
∑m

j=1 aijzj | z ∈ Rm

}
, kde ci > 0 a aij ∈ R. (4)

�alej ozna£íme xi :=
∑m

j=1 aijzj pre ∀i = 1 . . . n. Ku funkcii g pridáme e²te vonkaj²iu

transformáciu a tak vytvoríme funkciu f(z) := ln (g (z)) .Dôkaz, ºe táto ú£elová funkcia
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je konvexná, je uvedený v [6, str. 110]. Takto upravená úloha má tvar:

Min

{
f (z) = ln

(
n∑
i=1

cie
xi

)
| xi =

m∑
j=1

aijzj, z ∈ Rm

}
, kde ci > 0 a aij ∈ R. (5)

K tejto úlohe vytvoríme Wolfeho duálnu úlohu, ktorú moºno zostroji´, pretoºe ú£e-

lová funkcia je konvexná. Prechod je analogický ako z (1) na (2).

Po£ítajme parciálnu deriváciu pod©a zj:

∂f

∂zj
=

1

g (z)

[
n∑
i=1

cie
xi · aij

]
= 0 pre ∀j = 1 . . .m. (6)

Zavedieme substitúciu

δi :=
cie

xi

g (z)
> 0, ∀i = 1 . . . n. (7)

Táto substitúcia zuºuje de�ni£ný obor duálnej úlohy na δ ∈ Rm
+ . Takto zúºený

de�ni£ný obor ostáva stále otvorenou mnoºinou a nemení charakter rie²enej úlohy. Po

tejto substitúcii (6) nadobúda jednoduch²í tvar :

n∑
i=1

δiaij = 0, (8)

£o vo vektorovom tvare moºno zapísa´ ako Aδ = 0m, kde A = (aij).

Zo substitúcie (7) vyplýva vz´ah:

n∑
i=1

δi = 1, (9)

£o vo vektorovom tvare moºno zapísa´ ako eT δ = 1.

Teraz sa nám podarilo upravi´ ohrani£enia úlohy duálnej k (5) na vektorový tvar :

{Aδ = 0m, e
T δ = 1, δ > 0m}. (10)

Ostáva nám len nahradi´ v ú£elovej funkcii f (z) = ln (
∑n

i=1 cie
xi) prememnnú z

novou prememnnou δ. Vychádzajme zo substitúcie (7), v tvare:

δig (z) = cie
xi , ∀i = 1 . . . n. (11)
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Pravá aj ©avá strana sú kladné. Preto moºno umocnením na δi a následným zloga-

ritmovaním vz´ahov (11) získa´ :

δiln (δi) + δif (z) = δiln (ci) + δi xi, ∀i = 1 . . . n. (12)

Teraz moºno v²etky rovnice (12) s£íta´. Pre koe�cient pri £lene f (z) moºno vyuºi´

vz´ah (9), £o po úpravách dáva:

f (z) =
n∑
i=1

δiln

(
ci
δi

)
+

n∑
i=1

δixi. (13)

Ukáºeme, ºe posledný £len je nulový. Rozvi¬me zápis pre xi. Dostávame
∑n

i=1 δixi =∑n
i=1 δi

(∑m
j=1 aijzj

)
=
∑m

j=1 (
∑n

i=1 δiaij) a v¤aka (8) je celý výraz rovný 0. A vz´ah

(13) moºno napísa´ ako :

f (z) =
n∑
i=1

δiln

(
ci
δi

)
. (14)

Spojením vz´ahov (8), (9), (14) a ozna£ením v (δ) :=
∏n

i=1

(
ci
δi

)δi
získavame duálnu

úlohu k úlohe (5):

Max

{
ln (v (δ)) =

n∑
i=1

δiln

(
ci
δi

)
|

n∑
i=1

δiaij = 0, pre ∀j = 1 . . .m. ,
n∑
i=1

δi = 1, δ ∈ Rm
+

}
.

(15)

Prípadne duálnu úlohu k úlohe (4) :

Max

{
v (δ) =

n∏
i=1

(
ci
δi

)δi
|

n∑
i=1

δiaij = 0, pre ∀j = 1 . . .m. ,
n∑
i=1

δi = 1, δ ∈ Rm
+

}
.

(16)

Získaná duálna úloha (15) má jednoduch²iu ²truktúru ako primárna úloha (5) a to

najmä v¤aka:

• Lineárnym ohrani£eniam a

• Separovate©nej a konkávnej ú£elovej funkcii.
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Zhrnutie:

1. Chceme rie²i´ úlohu (3).

2. Namiesto nej vyrie²ime jednoduch²iu úlohu (15). Získame δ̂ ∈ Rm
+ a ln

(
v
(
δ̂
))

.

3. Aplikovaním teórie triviálnej duality priamo získavame hodnotu optima úlohy

(3): f (ẑ) = ln
(
v
(
δ̂
))

.

4. Pouºitím substitu£ných vz´ahov (7) dopo£ítam hodnotu argumentu optima, teda

ẑ ∈ Rm.

5. Posledným krokom je návrat k pôvodným premenným zo vz´ahu t̂j = eẑj .

Nasleduje úprava vz´ahov (7), ktorá nás dovedie k úlohe vyrie²i´ sústavu n lineárnych

rovníc o m neznámych ẑj :

δ̂ig (ẑ) = cie
x̂i , pre ∀i = 1 . . . n

ln
(
δ̂i

)
+ f (ẑ) = ln (ci) +

m∑
j=1

aij ẑj,

ke¤ºe f (ẑ) = ln
(
v
(
δ̂
))

moºno napísa´:
m∑
j=1

aij ẑj = ln
(
v
(
δ̂
))

+ ln

(
δ̂i
ci

)
, pre ∀i = 1 . . . n.

(17)

Posledný vz´ah jasne ur£uje sústavu n lineárnych rovníc o m neznámych ẑj. Kaºdé

rie²enie danej sústavy moºno spätne transformova´ do pôvodnej premennej t, a to

vz´ahom t̂j = eẑj . To platí pre ∀j = 1 . . .m, potom kaºdý vektor t̂ je je rie²ením

pôvodnej úlohy (3).

1.2 Príklad 2

Tento príklad bude ¤al²ou ukáºkou ako sa dá pomocou transformácie a dualizácie

úlohy prís´ k jej rie²eniu. Úloha, ktorú budeme rie²i´, je v [6, str. 108] rie²ená pre

druhú mocninu. My budeme rie²i´ úlohu so ²tvrtou mocninou. Chceme zisti´ rie²enie

nekonvexnej úlohy :
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Min

g (t) =
n∑
i=1

(
ci +

m∑
j=1

aijt
1
4
j

)4

| t ∈ Rm
+ ∪ {0}

 . (18)

Danú úlohu upravíme na konvexnú pomocou substitúcie tj := z4j . Takto upravená

úloha je konvexná v premennej z :

Min

g (z) =
n∑
i=1

(
ci +

m∑
j=1

aijzj

)4

| z ∈ Rm
+ ∪ {0}

 . (19)

Zave¤me ozna£enie analogické k predchádzajúcemu príkladu, a to xi :=
∑m

j=1 aijzj.

�alej pridajme vonkaj²iu inverznú transformáciu. Takto získaná úloha má tvar :

Min

f (z) =

[
n∑
i=1

(ci + xi)
4

] 1
4

| xi =
m∑
j=1

aijzj, z ∈ Rm
+ ∪ {0}

 . (20)

De�ni£ným oborom úlohy (20) budeme chápa´ mnoºinu kde platí: ci + xi > 0 1 .

Dôvodom je zachovanie jednozna£nosti rie²enia a vylú£enie triviálneho globálneho mi-

nimna xi+ci = 0. �alej platí, ºe takto tranformovaná ú£elová funkcia ostáva konvexná.

Vyplýva to z toho, ºe pre ci +xi > 0 sa funkcia f (z) správa ako p-norma, kde p = 4. A

ke¤ºe je v²eobecne známe, ºe kaºdá norma je konvexná funkcia, aj na²a ú£elová funkcia

je teda konvexná.

V¤aka konvexnosti teraz môºme postupne zostroji´ k úlohe (20) duálnu úlohu. Rátajme

parciálne derivácie pod©a premenných zj a poloºme ich rovné 0 :

∂f (z)

∂zj
=

1

4
[g (z)]

−3
4 4

n∑
i=1

(ci + xi)
3 aij = 0, pre ∀j = 1 . . .m. (21)

Zvolíme substitúciu, ktorá nás prenesie od premenných z k duálnym premenným δ:

δi :=
(ci + xi)

3[∑n
i=1 (ci + xi)

4] 3
4

, pre ∀i = 1 . . . n. (22)

Táto substitúcia zuºuje de�ni£ný obor duálnej úlohy na δ ∈ Rm
+ . Takto zúºený

de�ni£ný obor ostáva stále otvorenou mnoºinou a nemení charakter rie²enej úlohy. Po

tejto substitúcii získal vz´ah (21) tvar :

1Táto mnoºina je otvorená, preto sa charakter úlohy nemení a ide o h©adanie vo©ného extrému.

13



n∑
i=1

δiaij = 0, (23)

£o vo vektorovom tvare moºno zapísa´ ako Aδ = 0m, kde A = (aij). Zo substitúcie

(22), vyplýva vz´ah:

n∑
i=1

δ
4
3
i = 1, (24)

£o vo vektorovom tvare moºno zapísa´ ako eT δ
4
3 = 1 Teraz sa nám podarilo upravi´

ohrani£enia úlohy duálnej k (20) na vektorový tvar:

{Aδ = 0m, e
T δ

4
3 = 1, δ > 0m}. (25)

Ostáva nám len nahradi´ v ú£elovej funkcii f (z) =
[∑n

i=1 (ci + xi)
4] 1

4 prememnnú z

novou prememnnou δ. Vychádzajme zo substitúcie (22), v tvare:

δi

(
g (z)

3
4

)
= (ci + xi)

3 . (26)

Prenásobením kaºdej rovnice postupne (ci + xi) a ich s£ítaním moºno získa´:

(g (z))
3
4

n∑
i=1

δi (ci + xi) = g (z) . (27)

Prenásobme rovnicu (g (z))−
3
4 a na pravej strane získame vyjadrenie pre f (z):

n∑
i=1

δi (ci + xi) = f (z) (28)

Ukáºeme, ºe z výrazu moºno vylú£i´ xi. Rozvi¬me zápis pre δixi. Dostávame:

n∑
i=1

δixi =
n∑
i=1

δi

(
m∑
j=1

aijzj

)
=

m∑
j=1

(
n∑
i=1

δiaij

)
(29)

a v¤aka (8) je celý výraz rovný 0. Vz´ah (28) moºno napísa´ ako :

f (z) =
n∑
i=1

ciδi. (30)

Spojením vz´ahov (23), (24), (30) a ozna£ením v (δ) := (
∑n

i=1 ciδi)
4 získavame du-

álnu úlohu k úlohe (20):
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Max

{
(v (δ))

1
4 =

n∑
i=1

ciδi |
n∑
i=1

δiaij = 0, pre ∀j = 1 . . .m. ,
n∑
i=1

δ
4
3
i = 1, δ ∈ Rm

+

}
.

(31)

Prípadne duálnu úlohu k úlohe (19) :

Max

v (δ) =

(
n∑
i=1

ciδi

)4

|
n∑
i=1

δiaij = 0, pre ∀j = 1 . . .m. ,
n∑
i=1

δ
4
3
i = 1, δ ∈ Rm

+

 .

(32)

Získaná duálna úloha (31) má jednoduch²iu ²truktúru ako primárna úloha (20), a to

najmä v¤aka:

• ohrani£eniam, ktoré sú okrem jedného lineárne

• lineárnej ú£elovej funkcii.

Zhrnutie:

1. Chceme rie²i´ úlohu (18).

2. Namiesto nej vyrie²ime jednoduch²iu úlohu (31). Získame δ̂ ∈ Rm
+ a

(
v
(
δ̂
)) 1

4
.

3. Aplikovaním teórie triviálnej duality priamo získavame hodnotu optima úlohy

(18): f (ẑ) =
(
v
(
δ̂
)) 1

4
.

4. Pouºitím substitu£ných vz´ahov (22) dopo£ítame hodnotu argumentu optima

teda ẑ ∈ Rm.

5. Posledným krokom je návrat k pôvodným premenným zo vz´ahu t̂j = ẑj
4.

Nasleduje úprava vz´ahov (22), ktorá nás dovedie k úlohe vyrie²i´ sústavu n lineár-

nych rovníc o m neznámych ẑj :

(ci + x̂i)
3 = δ̂i (g (ẑ))

3
4 ,

(ci + x̂i) = δ̂
1
3
i f (ẑ) ,

ke¤ºe f (ẑ) =
(
v
(
δ̂
)) 1

4
= cT δ̂ moºno napísa´:

m∑
j=1

aij ẑj = δ̂
1
3
i c

T δ̂ − ci, pre ∀i = 1 . . . n.

(33)
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Posledný vz´ah jasne ur£uje sústavu n lineárnych rovníc o m neznámych ẑj. Kaºdé

rie²enie danej sústavy moºno spätne transformova´ do pôvodnej premennej t, a to

vz´ahom t̂j = ẑj
4. To platí pre ∀j = 1 . . .m, potom kaºdý vektor t̂ je je rie²ením

pôvodnej úlohy (18).

1.3 Príklad 3

Tento príklad bude poslednou ukáºkou toho ako sa dá pomocou transformácie a duali-

zácie úlohy prís´ k jej rie²eniu. Úloha, ktorú budeme rie²i´, je v [6, str. 116] uvedená ako

cvi£enie 7. My si príklad podrobne rozoberieme. Chceme zisti´ rie²enie nekonvexnej

úlohy:

Min

g (t) =
n∑
i=1

(
ci +

m∑
j=1

aijt
−1
j

)−1
| t ∈ Rm

+

 . (34)

Danú úlohu upravíme na konvexnú pomocou substitúcie tj := z−1j . Takto upravená

úloha je konvexná v premennej z :

Min

g (z) =
n∑
i=1

(
ci +

m∑
j=1

aijzj

)−1
| z ∈ Rm

+

 . (35)

Zave¤me ozna£enie analogické k predchádzajúcemu príkladu, a to xi :=
∑m

j=1 aijzj.

�alej pridajme vonkaj²iu inverznú transformáciu. Ke¤ºe hyperbola je klesajúca fun-

kcia, mení sa smer extremalizácie na opa£ný. Získaná úloha má tvar :

Max

f (z) =

[
n∑
i=1

(ci + xi)
−1

]−1
| xi =

m∑
j=1

aijzj, z ∈ Rm
+

 . (36)

De�ni£ným oborom budeme chápa´ mnoºinu kde platí: ci + xi > 0 2 . Dôvodom je

zachovanie jednozna£nosti rie²enia. Taktieº sa musíme zúºi´ na oblas´, kde je hyperbola

monotónna. �alej platí, ºe zloºená funkcia f (z) =
[∑n

i=1 (ci + xi)
−1]−1 je konkávna

(dôkaz je v Prílohe A).

Ke¤ºe úloha je maximaliza£ná s konkávnou ú£elovou funkciou moºno postupne zo-

stroji´ k úlohe (36) Wolfeho duálnu úlohu. Rátajme parciálne derivácie pod©a premen-

ných zj a poloºme ich rovné 0 :

2Táto mnoºina je otvorená, preto stále ide o h©adanie vo©ného extrému.
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∂f (z)

∂zj
= − [g (z)]−2

n∑
i=1

(ci + xi)
−2 aij = 0, pre ∀j = 1 . . .m. (37)

Zvolíme substitúciu, ktorá nás prenesie od premenných z k duálnym premenným δ:

δi := [g (z)]−2 · (ci + xi)
−2 , pre ∀i = 1 . . . n. (38)

Táto substitúcia zuºuje de�ni£ný obor duálnej úlohy na δ ∈ Rm
+ . Takto zúºený

de�ni£ný obor ostáva stále otvorenou mnoºinou a nemení charakter rie²enej úlohy. Po

tejto substitúcii získal vz´ah (37) tvar:

n∑
i=1

δiaij = 0, (39)

£o vo vektorovom tvare moºno zapísa´ ako Aδ = 0m, kde A = (aij). Zo substitúcie (38)

vyplýva vz´ah:

n∑
i=1

δ
1
2
i = 1, (40)

£o vo vektorovom tvare moºno zapísa´ ako eT δ
1
2 = 1. Teraz sa nám podarilo upravi´

ohrani£enia úlohy duálnej k (36) na vektorový tvar:

{Aδ = 0m, e
T δ

1
2 = 1, δ > 0m}. (41)

Ostáva nám len nahradi´ v ú£elovej funkcii f (z) =
[∑n

i=1 (ci + xi)
−1]−1 premennú z

novou prememnnou δ. Vychádzajme zo substitúcie (38) v tvare:

δ
1
2
i = (g (z) · (ci + xi))

−1 . (42)

Postupným prenásobením kaºdej rovnice výrazom (ci + xi) δ
1
2
i moºno získa´:

(ci + xi) δi = f (z) δ
1
2
i . (43)

S£ítajme v²etky rovnice a v¤aka (40) na pravej strane získame vyjadrenie pre f (z):

n∑
i=1

δi (ci + xi) = f (z) . (44)

Ukáºeme, ºe z výrazu moºno vylú£i´ xi. Rozvi¬me zápis pre δixi. Dostávame:
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n∑
i=1

δixi =
n∑
i=1

δi

(
m∑
j=1

aijzj

)
=

m∑
j=1

(
n∑
i=1

δiaij

)
(45)

a v¤aka (39) je celý výraz rovný 0. Vz´ah (44) moºno napísa´ ako:

f (z) =
n∑
i=1

ciδi. (46)

Spojením vz´ahov (39), (40), (46) a ozna£ením v (δ) := (
∑n

i=1 ciδi)
4 získavame du-

álnu úlohu k úlohe (36):

Min

{
(v (δ))−1 =

n∑
i=1

ciδi |
n∑
i=1

δiaij = 0, pre ∀j = 1 . . .m. ,
n∑
i=1

δ
1
2
i = 1, δ ∈ Rm

+

}
,

(47)

prípadne duálnu úlohu k úlohe (35):

Max

v (δ) =

(
n∑
i=1

ciδi

)−1
|

n∑
i=1

δiaij = 0, pre ∀j = 1 . . .m. ,
n∑
i=1

δ
1
2
i = 1, δ ∈ Rm

+

 .

(48)

Získaná duálna úloha (47) má jednoduch²iu ²truktúru ako primárna úloha (36) a to

najmä v¤aka:

• ohrani£eniam, ktoré sú okrem jedného lineárne,

• lineárnej ú£elovej funkcii.

Zhrnutie:

1. Chceme rie²i´ úlohu (34).

2. Namiesto nej vyrie²ime jednoduch²iu úlohu (35). Získame δ̂ ∈ Rm
+ a

(
v
(
δ̂
))−1

.

3. Aplikovaním teórie triviálnej duality priamo získavame hodnotu optima úlohy

(34): f (ẑ) =
(
v
(
δ̂
))−1

.

4. Pouºitím substitu£ných vz´ahov (38) dopo£ítame hodnotu argumentu optima

teda ẑ ∈ Rm.
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5. Posledným krokom je návrat k pôvodným premenným zo vz´ahu t̂j = ẑj
−1.

Nasleduje úprava vz´ahov (38), ktorá nás dovedie k úlohe vyrie²i´ sústavu n lineár-

nych rovníc o m neznámych ẑj.

(ci + x̂i)
2 δ̂i = (g (ẑ))−2 ,

(ci + x̂i) δ̂
1
2
i = f (ẑ) .

Ke¤ºe f (ẑ) =
(
v
(
δ̂
))−1

= cT δ̂ moºno napísa´:

x̂i = δ̂
− 1

2
i cT δ̂ − ci

m∑
j=1

aij ẑj = δ̂
− 1

2
i cT δ̂ − ci, pre ∀i = 1 . . . n.

(49)

Posledný vz´ah jasne ur£uje sústavu n lineárnych rovníc o m neznámych ẑj. Kaºdé

rie²enie danej sústavy moºno spätne transformova´ do pôvodnej premennej t, a to

vz´ahom t̂j = ẑj
−1. To platí pre ∀j = 1 . . .m. Potom kaºdý vektor t je je rie²ením

pôvodnej úlohy (34).
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2 V²eobecný model

Na základe príkladov v predchádzajúcej kapitole sa moºno pokúsi´ o ich zov²eobecnenie

a zhrnutie v²etkých príkladov pod jeden model. Uvaºujme 2 mnoºiny:

T = {t ∈ R | t− < t < t+},

Z = {z ∈ R | z− < z < z+},
(50)

kde t−, z− môºu nadobúda´ aj nevlastnú hodnotu (−∞) a t+, z+ môºu nadobúda´

nevlastnú hodnotu (+∞). Preto T, Z sú bu¤ kone£né intervaly, polpriamky alebo celé

priamky. Zvo©me funkcie:

ϕ : T → Z , ϕ ∈ C1,

ψ : Z → T , ψ ∈ C1
(51)

tak, aby platilo, ºe sú rýdzomonotónne a vzájomne inverzné, t.j.

∀z ∈ Z ⊂ R : ϕ (ψ (z)) = z

∀t ∈ T ⊂ R : ψ(ϕ(t)) = t.
(52)

Predpokladajme ¤alej, ºe ψ je konvexná3. Potom platí, ºe ϕ ako jej inverz je konkávna.

Chceme rie²i´ úlohu :

Min

{
g (t) =

n∑
i=1

ψ

[
ci +

m∑
j=1

aijϕ (tj)

]∣∣∣∣∣ t ∈ Tm
}
, kde ci, aij ∈ R. (53)

Zavedieme substitúciu tj = ψ (zj) ⇔ zj = ϕ (tj) . Po tejto substitúcii zapí²eme úlohu

(53) v konvexnom tvare:

Min

{
g (z) =

n∑
i=1

ψ

[
ci +

m∑
j=1

aijzj

]
| z ∈ Zm

}
, kde ci, aij ∈ R. (54)

Pridáme vonkaj²iu transformáciu4 , ktorá ak je ϕ rastúca dáva:
3Tento predpoklad nie je v ¤al²om odvodení nevyhnutný a moºno sa bez neho zaobís´, av²ak ako

sa neskôr ukáºe ná² model budú sp¨¬a´ len konvexné funkcie ψ.
4Treba poveda´, ºe aby bolo moºné zavies´ vonkaj²iu trasformáciu, musí obraz funkcie g (z) leºa´ v

de�ni£om obore ϕ. Z toho dôvodu musí by´ mnoºina T tvaru 〈t+;∞〉, 〈−∞; t−〉 alebo ich zjednotením,

pri£om t+ ≥ 0 a t− ≤ 0.
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Min {f (z) = ϕ (g (z)) | z ∈ Zm, } (55)

alebo ak je ϕ klesajúca dáva:

Max {f (z) = ϕ (g (z)) | z ∈ Zm} . (56)

Ak sú úlohy (55) a (56) úlohami konvexného programovania, t.j. ak je ú£elová funkcia

v (55) konvexná, alebo ak je ú£elová funkcia v (56) konkávna, tak moºno k obom

zostroji´ Wolfeho duálne úlohy: pre úlohu (55) v tvare:

Max {f (y) | ∇f (y) = 0m} (57)

a pre úlohu (56) v tvare:

Min {f (y) | ∇f (y) = 0m} . (58)

Po£ítajme parciálnu deriváciu pod©a zj:

∂f

∂zj
= ϕ′ (g (z)) · ∂g

∂zj
= ϕ′ (g (z)) ·

n∑
i=1

ψ′ (ci + xi) aij = 0 ,j = 1, 2, . . .m, (59)

kde xi =
∑m

j=1 aijzj.

Zave¤me substitúciu :

δi := ϕ′ (g (z)) · ψ′ (ci + xi) ,i = 1, 2, . . . n. (60)

Pre premenné δi platí δi > 0, pretoºe δi je sú£inom derivácií dvoch rastúcich alebo

dvoch klesajúcich funkcií. Okrem toho po tejto subsititúcii (59) nadobúda tvar:

n∑
i=1

δiaij = 0 , j = 1, 2, . . .m. (61)

�alej potrebujeme nájs´ funkciu ω : R+ → R+, ktorá bude sp¨¬a´ vz´ah:

n∑
i=1

ω [δi] = 1. (62)
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Táto funkcia je pre príklady 1, 2, 3 z predchádzajúcej kapitoply postupne: x, x
4
3 , x

1
2 .

V uvedených prípadoch ω zabra¬uje neohrani£enosti daných problémov.

Ak uspejeme v h©adaní ω, tak zo vz´ahu (60) získame vyjadrenie :

f (z) = Ω (δ) . (63)

V tomto vyjadrení Ω reprezentuje ú£elovú funkciu vo vz´ahu (57).

Ak sa nám podarí nájs´ funkcie ω,Ω a zaisti´ konvexnos´ úlohy (55), resp. konkávnos´

úlohy (56), potom zostrojíme duálnu úlohu v tvare:

Max

{
Ω (δ) |

n∑
i=1

δiaij = 0,
n∑
i=1

ω [δi] = 1 ,j = 1, 2, . . .m,

}
, kde δ > 0. (64)

2.1 Rozbor príkladov z kapitoly 1

Pozrime sa, ako sú jedotlivé príklady z predchádzajúcej kapitoly obsiahnuté na²ím v²e-

obecným modelom.

Príklad 1.: Geometrické programovanie

T = R+

ϕ (x) = ln (x)

Z = R

ψ (x) = ex

ω (x) = x

Ω (δ) =
∑n

i=1 δi · ln
(
ci
δi

)
Príklad 2.: modi�kácia príkladu 2 z [6, str. 108]

T = R+

ϕ (x) = x
1
4

Z = R+

ψ (x) = x4

ω (x) = x
4
3

Ω (δ) =
∑n

i=1 ciδi

Príklad 3.: cvi£enie 7 z [6, str. 116]

T = R+

ϕ (x) = 1
x

Z = R+

ψ (x) = 1
x

ω (x) = x
1
2

Ω (δ) =
∑n

i=1 ciδi
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2.2 Zhrnutie modelu

V tejto kapitole sme popísali v²eobecný model, ktorý zah¯¬a v²etky tri príklady z pred-

chádzajúcej kapitoly. Tento model je charakterizovaný v²eobecnou rýdzomonotónnou

funkciou ϕ : T → Z a jej inverznou funkciou ϕ−1 = ψ : Z → T . V nasledujúcej £asti

sa budeme snaºi´ zisti´, pre aké triedy funkcií ϕ bude moºné skuto£ne zostroji´ duálnu

úlohu, t.j. explicitne skon²truova´ príslu²né funkcie ω : R+ → R+ a Ω : Rm
+ → R.

Po£as odvodenia sme sformulovali tri netriviálne vlastnosti, ktoré bude musie´ funkcia

ϕ sp¨¬a´:

1.vlastnos´: Funkcia f (z) = ϕ (g (z)) musí by´ konvexná pre rastúce ϕ. , resp.

konkávna pre klesajúce ϕ.

2.vlastnos´: Musí existova´ funkcia ω, ktorá sp¨¬a (60) a (62), t.j.
∑n

i=1 ω [δi] = 1,

kde δi := ϕ′ (g (z)) · ψ′ (ci + xi) .

3.vlastnos´: Musí sa da´ zostroji´ funkcia Ω (δ) ako výsledok nahradenia premennej

z v ú£elovej funkcii f (z) novou premennou δ zo vz´ahu (60). Takto zostrojená Ω (δ)

bude duálnou ú£elovou funkciou vo vz´ahu (57) resp. (58) .

V nasledujúcej kapitole ukáºeme, ºe zov²eobecné funkcie zah¯¬ajúce príklady 1, 2, 3

sp¨¬ajú v²etky tri uvedené vlastnosti. V kapitole 4 ukáºme, ºe tieto funkcie sú jediné, £o

sp¨¬ajú vlastnos´ 2. A ke¤ºe funkcia, £o zopovedá ná²mu modelu musí nap¨¬a´ v²etky

tri uvedené vlastnosti, zoznam rie²ení, ktorý bude uvedený v kapitole 3, je úplný.
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3 Posta£ujúce podmienky funkcií vo v²eob. modeli

V tejto kapitole ukáºeme, ºe 2 mierne zov²eobecnené funkcie z príkladov 1, 2, 3, sp¨¬ajú

v²etky tri vlastnosti spomenuté v závere predchádzajúcej kapitoly. Prvou z nich bude

logaritmická funkcia a druhou bude mocninová funkcia.

3.1 Logaritmická funkcia

V príklade 1 sme mali funkciu ϕ (x) = ln (x). Tú moºno zov²eobecni´ na tvar ϕ (x) =

b · lnx + d. Pre tento funk£ný predpis moºno explicitne vyjadri´ predpisy v²etkých

ostatných funkcií ϕ′, ψ, ψ′, ω, ktoré sa v modeli vyskytujú:

ϕ (x) = b · lnx+ d

ψ (x) = e
x−d
b

ϕ′ (x) = b · x−1

ψ′ (x) = e
x−d
b · 1

b

(65)

ω (x) = x

1.vlastnos´ je pre b > 0 splnená analogicky ako v príklade 1, pri£om dôkaz je

uvedený v [6, str.110]. Ak je b < 0, tak sa ú£elová funkcia mení na konkávnu, a ke¤ºe

trasformácia je klesajúca, minimalizácia funkcie g (z) sa mení na maximalizáciu funkcie

f (z). Potom Wolfeho duálnu úlohu moºno zostroji´ a bude to úloha maximaliza£ná.

2.vlastnos´ t.j. overenie vz´ahu (62) pre funkciu ω (x) = x, t.j.
∑n

i=1 ω [δi] = 1, kde

δi = ϕ′ (
∑n

k=1 ψ (ck + xk)) · ψ′ (ci + xi). Podrobne rozpí²me tento vz´ah :

n∑
i=1

ω

[
ϕ′

(
n∑
k=1

ψ (ck + xk)

)
· ψ′ (ci + xi)

]
= 1, (66)

�o pod©a vz´ahov (65) dáva:

n∑
i=1

b ·( n∑
k=1

(
e

ck+xk−d

b

))−1
· e

ci+xi−d

b · 1

b

 . (67)

Vo vz´ahu (67) sa b vykráti, a ke¤ºe vnútorná suma je nezávislá od vonkaj²ích indexov,

moºno ju vybra´ von. Teraz uº rovnos´ s ©avou stranou platí triviálne:

n∑
i=1

[
e

ci+xi−d

b

]
· 1∑n

k=1

(
e

ck+xk−d

b

) = 1. (68)
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Tým sme ukázali, ºe vz´ahy (65) sp¨¬ajú vlastnos´ 2.

3.vlastnos´ Postup na zostrojenie duálnej funkcie pre b = 1, d = 0 bol podrobne

urobený v kapitole 1, v príklade 1 - Geometrické programovanie. Zostrojenie funkcie s

parametrami b, d bude analogické ako v spomínanom príklade. Tvar primárnej úlohy

je :

Min

{
f (z) = b · ln

(
n∑
i=1

e
xi+ci−d

b

)
+ d

∣∣∣∣∣xi =
m∑
j=1

aijzj, z ∈ Rm

}
, kde ci > 0 a aij ∈ R.

(69)

A tvar úlohy duálnej k úlohe (69) je5:

Max

{
b

n∑
i=1

δiln

(
e

ci
b

δi

)∣∣∣∣∣
n∑
i=1

δiaij = 0, pre ∀j = 1 . . .m. ,
n∑
i=1

δi = 1, δ ∈ Rm
+

}
. (70)

Vidno, ºe v duálnej úlohe sa uº nenachádza nepodstatný parameter d, a taktieº para-

meter b nepriná²a nové moºnosti a moºno ho vynecha´. V tomto zmysle parametrizácia

nepriniesla podstatné zov²eobecnenie príkladu 1.

3.2 Mocninová funkcia

Budeme analyzova´ funkciu ϕ (x) = b
c+1
· xc+1 + d 6, ktorej ²peciálne prípady boli

analyzované v príklade 2, kde b = 1
4
, c = −3

4
, d = 0 a v príklade 3, kde b = −1, c =

−2, d = 0. Pre tento funk£ný predpis moºno explicitne vyjadri´ predpisy v²etkých

ostatných funkcií ϕ′, ψ, ψ′, ω, ktoré sa v modeli vyskytujú:

ϕ (x) =
b

c+ 1
· xc+1 + d

ψ (x) =

[
x− d
b
· (c+ 1)

] 1
c+1

ϕ′ (x) = b · xc

ψ′ (x) =

[
x− d
b
· (c+ 1)

]− c
c+1

· 1

b

(71)

ω (x) = x
−1
c , kde c 6= −1, c 6= 0.

5 Pre b < 0 primárna úloha (69) musí by´ maximaliza£ná a následne duálna úloha (70) bude

minimaliza£ná.
6 Najdôleºitej²ím parametrom je v tomto prípade c, ktorý výrazne mení charakter úlohy.
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1.vlastnos´: Pre overenie tejto vlastnosti je nutné rozdeli´ mocninové funkcie na

dve vetvy ur£ené konvexnos´ou, resp. konkávnos´ou ú£elovej funkcie :

f (z) = b
c+1
·
[∑n

i=1

(
[ci + xi − d] · c+1

b

) 1
c+1

]c+1

+ d.

Prvou vetvou sú funkcie, kde c ∈ (−1; 0) . Pre tieto hodnoty parametra c, odmys-

liac si koe�cient b
c+1

, sa ú£elová funkcia správa ako p-norma. Ke¤ºe kaºdá norma je

konvexnou funkciou, konvexnos´, resp. konkávnos´ ú£elovej funkcie závisí, len od b. Ak

je b > 0, ide o minimalizáciu konvexnej funkcie a ak je b < 0, ide o maximalizáciu

konkávnej funkcie. Teda je splnená podmienka pre vytvorenie Wolfeho duálnej úlohy.

Druhou vetvou sú funkcie, kde c < −1. Pre tieto hodnoty parametra c, odmysliac si

kladný koe�cient b
c+1

, je primárna ú£elová funkcia:

f (z) =
b

c+ 1
·

[
n∑
i=1

(
[ci + xi − d] · c+ 1

b

) 1
c+1

]c+1

+ d

konkávna (Dôkaz tohto tvrdenia sa náchádza v prílohe A). Preto konvexnos´, resp.

konkávnos´ ú£elovej funkcie, závisí len od parametra b. Ak je b > 0, ide o minimalizáciu

konvexnej funkcie a ak je b < 0, ide o maximalizáciu konkávnej funkcie. Teda je splnená

podmienka pre vytvorenie Wolfeho duálnej úlohy.

Treba poveda´, ºe triedu mocninových funkcií, kde c ∈ 〈0;∞) musíme z ¤al²ieho uva-

ºovania vylú£i´, pretoºe ich vlastnosti neumoº¬ujú zostroji´ Wolfeho duálnu úlohu.

2.vlastnos´, t.j. overenie vz´ahu (62) pre funkciu ω t.j.
∑n

i=1 ω [δi] = 1, kde δi =

ϕ′ (
∑n

k=1 ψ (ck + xk)) · ψ′ (ci + xi). Zo vz´ahov (71) dosadených do vz´ahu (66) získa-

vame: 7

n∑
i=1

[
b ·

(
n∑
k=1

[
ck + xk − d

b
· (c+ 1)

] 1
c+1

)c

·
[
ci + xi − d

b
· (c+ 1)

]− c
c+1

· 1

b

]− 1
c

. (72)

Vo vz´ahu (72) sa b vykráti, a ke¤ºe vnútorná suma je nezávislá od vonkaj²ích

indexov, moºno ju vybra´ von. Teraz uº rovnos´ s ©avou stranou platí triviálne:

n∑
i=1

[[
ci + xi − d

b
· (c+ 1)

]− c
c+1

]− 1
c
(

n∑
k=1

[
ck + xk − d

b
· (c+ 1)

] 1
c+1

)−1
. (73)

7 Toto overenie nezávisí od parametra c a prebehne pre ©ubovoné c 6= −1, c 6= 0.
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Tým sme ukázali, ºe vz´ahy (71) sp¨¬ajú vlastnos´ 2.

3.vlastnos´ Postup na zostrojenie duálnej funkcie pre b = 1
4
, c = −3

4
, d = 0, kde

c ∈ (−1; 0) , je podrobne urobený v kapitole 1, v príklade 2.

Postup na zostrojenie duálnej funkcie pre b = −1, c = −2, d = 0, kde c < −1, je

podrobne urobený v kapitole 1, v príklade 3.

Zostrojenie funkcie s parametrami b, c, d bude analogické ako v spomínaných príkla-

doch. Tvar primárnej úlohy je :

Min

 b

c+ 1

[
n∑
i=1

(
[ci + xi − d] · c+ 1

b

) 1
c+1

]c+1
∣∣∣∣∣∣xi =

m∑
j=1

aijzj, z ∈ Rm
+

 . (74)

Tvar duálnej úlohy k úlohe (74) je8:

Max

{
V (δ) =

n∑
i=1

(ci − d) δi

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

δiaij = 0, pre ∀j = 1 . . .m. ,
n∑
i=1

δ
− 1

c
i = 1, δ ∈ Rm

+

}
.

(75)

Z dvojice duálnych úloh vidno, ºe parametre b a d nie sú podstatným zov²eobecnením.

Av²ak parameter c v exponente zah¯¬a optimaliza£né úlohy pre ©ubovlnú p-normu, ako

aj pre "záporné mocninové priemery9".

8Zostrojené úlohy sú pre parameter b > 0, ak je b < 0, tak primárna úloha (74) je maximaliza£ná

a duálna úloha (75) je minimaliza£ná.
9 Ak poloºíme ci = 0, d = 0, c + 1 = 1

p , b = 1
pn

1
p , potom dostávame ú£elovú funkciu v tvare

s (x) =
(
1
n

∑n
i=1 x

p
i

) 1
p , kde p < 0.
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Uve¤me e²te raz postup, akým moºno vyuºi´ duálnu úlohu k vyrie²eniu primárnej:

Zhrnutie:

1. Chceme rie²i´ úlohu (74).

2. Namiesto nej vyrie²ime jednoduch²iu úlohu (75). Získame δ̂ ∈ Rm
+ a V

(
δ̂
)
.

3. Aplikovaním teórie triviálnej duality priamo získavame hodnotu optima úlohy

(74): f (ẑ) = V
(
δ̂
)
.

4. Pouºitím substitu£ných vz´ahov:

δi
[
(ci + xi − d)

(
c+1
b

)] c
c+1 =

[∑n
k=1

[
(ck + xk − d)

(
c+1
b

)] 1
c+1

]c
získame sústavu

n linárnych rovníc o m neznámych ẑj. Z nej dopo£ítame hodnotu argumentu

optima, teda ẑ ∈ Rm. Sústava má tvar:

m∑
j=1

aij ẑj = δ̂
− c+1

c
i ·

n∑
k=1

(ck − d) δ̂i − (ci − d) , pre ∀i = 1 . . . n. (76)
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4 Nutné podmienky funkcií vo v²eob. modeli

4.1 Vlastnosti funkcií v modeli

V tejto kapitole ukáºeme, ºe logaritmická a mocninová funkcia ϕ z kapitoly 3 sú jedi-

nými funkciami, ktoré sp¨¬ajú vlastnos´ 2. Teda je k nim moºné zostroji´ funkciu ω.

Pretoºe dané funkcie vyhovujú v²eobecnému modelu a sú jediné, £o sp¨¬ajú vlastnos´

2, sú jediným rie²ením v²eobecného modelu z kapitoly 2. Pripome¬me podmienky pre

funkcie ϕ, ψ, ω, ktoré boli uvedené v kapitole 2 - V²eobecný model:

(P1): ∀z ∈ Z ⊂ R : ϕ (ψ (z)) = z,

(P2): ∀t ∈ T ⊂ R : ψ(ϕ(t)) = t,

(P3): ϕ, ψ, sú C1 diferencovate©né,

(P4): ω : R+ → R+ je rýdzomonotónna, spojitá,

Vlastnos´ 2:
∑n

i=1 ω [δi] = 1, kde δi = ϕ′ (
∑n

k=1 ψ (ck + xk)) · ψ′ (ci + xi).

Poznámky k podmienkam na funkcie ϕ, resp. ψ :

V (P2) si moºno lineárnou transformáciou funkcie ϕ zabezpe£i´, ºe bude plati´ 〈0; 1〉 ⊆

T , £o budeme ¤alej vyuºíva´.

(P3): je jediná podmienka, ktorá priamo nepochádza z modelu, av²ak táto vlastnos´

nie je ve©mi obmedzujúca a je pomerne logická.

Vo vlastnosti 2 budeme od posunu u jednotlivých premenných xi o kon²tantu ci bez

ujmy na v²eobecnosti abstrahova´.
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4.2 Odvodenie nutných podmienok I.£as´

Prepí²me si vlastnos´ 2 s dosadenými premennými δi:

n∑
i=1

ω

[
ϕ′

(
n∑
k=1

ψ (xk)

)
· ψ′ (xi)

]
= 1. (77)

Vz´ah (77) je vlastne diferenciálnou rovnicou 1. rádu s inverznou funkciou a divokým

argumentom, pri£om neznáme sú funkcie ω a ψ. Vhodnými úpravami ju prevedieme

na funkcionálnu rovnicu. Treba si uvedomi´, ºe za�xovaním jedného alebo viacerých

parametrov n ∈ N, ∀i = 1 . . . n : xi ∈ Z, získavame nutné podmienky pre neznáme

funkcie ϕ, ψ, ω.

Vo©bou parametrov xi := x pre ∀i = 1 . . . n, vz´ah (77) zjednodu²íme na∑n
i=1 ω [ϕ′ (

∑n
k=1 ψ (x)) · ψ′ (x)] = 1, £o sa dá zapísa´ takto:

nω [ϕ′ (nψ (x)) · ψ′ (x)] = 1. (78)

Pokra£ujme úpravou vz´ahu (78) a zvo©me v ¬om za x := ϕ (t), £o je ekvivalentné

ψ (x) := t, ke¤ºe funkcie ϕ a ψ sú si na svojich de�ni£ných oboroch inverzné. Následne

moºno napísa´ vz´ah:

nω [ϕ′ (nt) · ψ′ (ϕ (t))] = 1. (79)

Derivovaním (P2) dostávame obmenu známeho vz´ahu pre deriváciu inverznej fun-

kcie v tvare ∀t ∈ T : ψ′ (ϕ (t)) · ϕ′ (t) = 1. Dosadením do rovnice (79) získame ove©a

jednoduch²í vz´ah, ktorý uº nie je diferenciánou rovnicou, ale len funkcionálnou rovni-

cou s neznámymi funkciami ω a ϕ′:

ω

[
ϕ′ (nt)

ϕ′ (t)

]
=

1

n
. (80)

Pod©a (P4) je ω rýdzomonotónna, a teda k nej existuje inverzná funkcia. To nám

umoº¬uje upravi´ (80) na tvar:

ϕ′ (nt)

ϕ′ (t)
= ω−1

[
1

n

]
. (81)

Pravú stranu ozna£me ako f (n) := ω−1
[
1
n

]
. Funkcia f je zloºením dvoch funkcií.

Prvou z nich je ω−1 (x), o nej vieme, ºe je prostá a spojitá na svojom de�ni£nom obore.
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Druhou je 1
x
, táto funkcia je pre x ∈ R+ prostá a spojitá. Preto funkcia f je tieº prostá

a spojitá. Po takomto ozna£ení má vz´ah (81) podobu:

f (n) =
ϕ′ (nt)

ϕ′ (t)
, kde t ∈ T, n ∈ N. (82)

V²imnime si, ºe vo©bou n = 1 vo vz´ahu (82) získame nutnú podmienku pre f, a to:

1 = f (1) = ω−1 (1) = ω(1). (83)

Vo vz´ahu (82) si moºno ¤alej v²imnú´, ºe podiel ϕ′(nt)
ϕ′(t)

je vºdy kladný, pretoºe je

to podiel derivácií monotónnych funkcií. Preto o f moºno poveda´, ºe posiela kaºdé

prirodzené £íslo n na kladné reálne £íslo. Upravme teraz vz´ah (82) do podoby:

ϕ′ (nt) = f (n) · ϕ′ (t) . (84)

Zvo©me t := m · v, kde m ∈ N a v ∈ 〈0; 1〉. Takto má ná² vz´ah podobu:

ϕ′ (nmv) = f (n) · ϕ′ (mv) . (85)

Teraz môºeme pouºi´ na pravú aj ©avú stranu (85) vz´ah (84), takto dostávame :

f (nm) · ϕ′ (v) = ϕ′ (nmv) = f (n) · ϕ′ (mv) = f (n) · f (m) · ϕ′ (v) . (86)

Vydelením vz´ahu (86) výrazom ϕ′ (v) dostávame :

f (nm) = f (n) · f (m) . (87)

Vz´ah (87) pripomína Cauchyho multiplikatívnu funkcionálnu rovnicu (Cauchy's

multiplicative fuctional equation), ktorá aj s jej rie²ením bola publikovaná uº v roku

1821 v knihe [2, str. 110]. Nasleduje spomínaná veta:

Veta 4.1. Nech f : R+ → R+ je spojitá funkcia, ktorá na mnoºine kladných racionál-

nych £ísel sp¨¬a vz´ah:

f (xy) = f (x) · f (y) . (88)

Potom funkcia f na mnoºine reálnych £ísel musí sp¨¬a´ vz´ah :

f (x) = xc, kde c ∈ R. (89)
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Na²a úloha sa lí²i v tom, ºe podmienka (88) je splnená len pre v²etky prirodzené

£ísla.

�alej ukáºeme, ºe rie²ením v na²om prípade bude f (n) = nc, pre v²etky prirodzené

£ísla n. Tento výsledok ur£í nutné podmienky pre funkcie :

• ω (x), ktorá je viazaná vz´ahom f (n) := ω−1
[
1
n

]
,

• ϕ′ (x), ktorá je viazaná vo vz´ahu ϕ′ (nt) = f (n) · ϕ′ (t) .

Nasledovná £as´ bude venovaná prechodu od vz´ahu (87) ku f (n) = nc.

4.3 Cauchyho multiplikatívna rovnica v prirodzených £íslach

S problematikou súvisiacou s rie²ením Cauchyho multiplikatívnej rovnice sa môºme

stretnú´ v [2], [8], [9], [11], [12], [13] a v mnohých ¤al²ích. O zúºenej verzii na prirodzené

£ísla sa moºno do£íta´ v [12, str. 82], kde sa pí²e, ºe rie²ením sú takzvané "completly

multiplicative functions". Platí, ºe rie²ením je nulová funkcia a v²etky funkcie, ktoré

sp¨¬ajú f(
∏K

i=1 p
αi
i ) =

∏K
i=1 f

αi (pi) ak f (1) = 1, kde sú£in predstavuje rozklad £ísla

na sú£in provo£inite©ov. Príkladmi funkcií s touto vlastnos´ou sú mocninové funkcie nc,

Legeandrov symbol, £i Liovillova funkcia. �al²ím príkladom je funkcia h : A→ B,A =

〈1; 70〉 ∩ N, B ⊂ R zakreslená na obrázku (1). 10

Av²ak v na²om prípade máme e²te ¤al²ie dodato£né podmienky:

• f (1) = 1 , zo vz´ahu (83),

• f : R+ → R+ , zo vz´ahu (82),

• f (n) = ω−1
[
1
n

]
, kde ω je z (P4) rýdzomonotónna a spojitá.

Prvý vz´ah vylu£uje triviálny - nulový prípad. Druhý vz´ah zuºuje obor hodnôt

nami h©adanej funkcie. Z tretieho vz´ahu vyplýva, ºe f je rýdzomonotónna a spojitá.
10 Funk£né hodnoty h(n) sme vypo£ítali tak, ºe pre kaºdé prvo£íslo h(p) nadobúda kon²tantnú

náhodne zvolenú hodnotu. Funk£ná hodnota v zloºených £íslach bola dopo£ítaná pomocou rozkladu

na sú£in prvo£ísel a roznásobením funk£ných hodnôt v nich nadobúdaných.
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Obr. 1: h : A→ B,A = 〈1; 70〉 ∩ N, B ⊂ R

S vyuºitím týchto dodato£ných podmienok môºme ukáza´, ºe jedinými vhodnými fun-

kciami budú mocninové funkcie f(n) = nc. O tom uº ale bude hovori´ nasledujúca lema

a veta.

Lema 4.2. Nech g : N0 → R sp¨¬a vz´ah :

∀r, s ∈ N0 : g (r + s) = g (r) + g (s) . (90)

Potom pre g platí :

∀n ∈ N0 : g (n) = nc ,kde c ∈ R. (91)

Dôkaz. Zvo©me r = s := 0 a dostávame g (0) = g (0) + g (0) , z toho g (0) = 0. �alej

ozna£me g (1) = c. Matematickou indukciou ukáºeme, ºe ∀n ∈ N0 : g (n) = c · n.

1. n = 1, vtedy g (1) = c, £o platí,

2. g (n+ 1) = g (n) + g (1) =IP cn+ c = (n+ 1) c, £o sme chceli dokáza´.

Tu uvádzaná lema je rie²ením Cauchyho aditívnej rovnice nad prirodzenými £ís-

lami11. Tu uvedený dôkaz odznel na predná²ke [13], ale dá sa napríklad nájs´ aj v

[8].
11Dôkaz moºno spravi´ aj nad racionálnymi £íslami, ale pre nás to nieje potrebné.
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Veta 4.3. Nech f : R+ → R+ je rýdzomonotónna funkcia, ktorá na mnoºine prirodze-

ných £ísel sp¨¬a vz´ah:

∀n,m ∈ N : f (nm) = f (n) f (m) . (92)

Potom funkcia f na mnoºine prirodzených £ísel musí sp¨¬a´ vz´ah:

∀n ∈ N : f (n) = nc, kde c ∈ R ∧ c 6= 0. (93)

Dôkaz. Zlogaritmujme vz´ah (92) logaritmom pri základe k, kde k ∈ N ∧ k 6= 1. Po-

znamenajme, ºe operácia logaritmovania je korektná, pretoºe f (n) > 0. Takto získame

vz´ah:

logk (f (nm)) = logk (f (n)) + logk (f (m)) . (94)

Pokra£ujme v úpravách a zvo©me substitúcie n := kr a m := ks. Tieto substitúcie

sú opä´ korektné, pretoºe obrazom exponenciály je celé R+, teda ∀n ∃r : kr = n.

Získavame vz´ah:

logk
(
f
(
kr+s

))
= logk (f (kr)) + logk (f (ks)) . (95)

Takto získaný vz´ah platí len pre ∀r, s ∈ {logk (n) | n ∈ N}. Ozna£me túto mnoºinu

Sk. Ak si túto mnoºinu rozpí²eme, získavame:

Sk = {logk (1) = 0, logk (2) , logk (3) , ...logk (k) = 1, ...logk (k2) = 2..., logk (k3) = 3, ...}.

V²imnime si, ºe platí inklúzia ∀k ∈ N : N0 ⊂ Sk. �alej ozna£me triedu funkcií

gk (x) := logk (f (kx)) . (96)

S ozna£ením (96) môºme prepísa´ vz´ah (95) ako

∀r, s ∈ N0 : gk (r + s) = gk (r) + gk (s) , kde k ∈ N ∧ k 6= 1. (97)

Vz´ah (97), sp¨¬a pre ∀k ∈ N, k 6= 1 podmienky lemy (4.2). Jej aplikáciou získavame:

∀n ∈ N0 : gk (n) = ckn, (98)

kde k ∈ N ∧ k 6= 1 a ck je pre kaºdé k ©ubovolná reálna kon²tanta.
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Vz´ah (98) prevedieme pomocou (96) na funkciu f. Platí:

∀n ∈ N0 : nck = logk (f (kn)) . (99)

Odlogaritmovaním (99) získavame f (kn) = (kn)ck . To znamená, ºe f sa správa ako

mocninová funkcia pre kaºdú postupnos´ mocnín ©ubovoného prirodzeného £ísla. �alej

ukáºeme, ºe kon²tanta ck pre kaºdé k ∈ N okrem 1 rovnaká. Ak by nebola rovnaká

pre v²etky prirodzené £ísla, viedlo by to k sporu s monotónnos´ou funkcie f. Túto £as´

tvrdenia ukáºeme sporom. Nech platí nasledovné: ∃k, l ∈ N : 1 < k < l ∧0 < ck < cl.

Funkcia f potom musí by´ ostro rastúca. Ukáºeme, ºe moºno zvoli´ £ísla m,n ∈ N, tak

aby sp¨¬ali ln < km a zárove¬ f (ln) > f (km) . Ak také m,n budú existova´, nastáva

spor s monotonnos´ou f. Musia plati´ vz´ahy:

ln < km,

lncl > kmcm .
(100)

Zlogaritmovaním rovníc (100) dostávame

n < logl (k)m,

ncl > logl (k)mck.
(101)

Oba vz´ahy moºno zre´azi´ do vz´ahu:

ck
cl
logl (k) <

n

m
< logl (k) . (102)

Platí, ºe 0 < ck
cl
< 1 a logl (k) > 0. To znamená, ºe v danom intervale ∃r ∈ Q+ . Podie-

lom n
m
moºno vyjadri´ ©ubovolné kladné racionálne £íslo. Zvo©me n

m
:= r. Nastáva spor

s predpokladom monotónnosti. Teda moºno poveda´, ºe ∀k, l ∈ N, 1 < k < l : ck ≥ cl.

Analogicky budeme postupova´ opa£ným smerom a opä´ dostame spor. Nech ∃k, l ∈

N : 1 < k < l,∧ck > cl > 0. Potom platí, ºe funkcia f musí by´ ostro rastúca.Teda sta£í

ukáza´, ºe ∃m,n ∈ N, £o sp¨¬ajú km < ln ∧ f (km) > f (ln) . Zopakovaním postupu z

minula získavame :
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cl
ck
logk (l) <

m

n
< logk (l) . (103)

Pri£om platí, ºe 0 < cl
ck
< 1 a logk (l) > 1. Teda opä´ moºno zvoli´ racionálne £íslo

m
n
tak, aby sme dostali spor s predpokladom monotónnosti. Preto platí ∀k, l ∈ N, k <

l, ck ≤ cl.

�alej si moºno uvedomi´, ºe prípad, kedy platí ck < 0 < cl okamºite vedie k sporu

s monotónnos´ou a prípady, kedy platí ck < cl < 0 ∨ 0 > ck > cl, sú analogické

dvom, £o sme poriadne dokázali. Ak teda zhrnieme získané vz´ahy pre ck, cl, získame:

∀k, l ∈ N : ck = cl. Rie²enie funkcionálnej rovnice má tvar:

∀n ∈ N : f (n) = nc , kde c ∈ R a c 6= 0. (104)

4.4 Odvodenie nutných podmienok II.£as´

Pokra£ujme ¤alej teraz uº s explicitným predpisom pre f , ktorý sme získali v¤aka vete

(4.3). Dosa¤me teda do vz´ahu (84), ktorý viaºe f a ϕ′, predpis pre f zo vz´ahu (104):

∀n ∈ N, t ∈ T : ϕ′ (nt) = ncϕ′ (t) . (105)

V (105) zvolíme t := 1, získavame tak vz´ah, ktorý hovorí, ºe pre kaºdé prirodzené

£íslo sa ϕ′ musí správa´ ako násobok mocninovej funkcie:

ϕ′ (n) = ncϕ′ (1) . (106)

Zo vz´ahu (105) moºno e²te zvolením t := m
n
a n := n, tak aby m,n ∈ N, získa´

nasledovné:

ϕ′ (m) = ncϕ′
(m
n

)
. (107)

Na vz´ah (107) pouºijeme vz´ah (106) v premennej m a upravíme ho do podoby:

ϕ′
(m
n

)
=
(m
n

)c
ϕ′ (1) . (108)

36



Vo vz´ahu (108) zvo©me za m
n

:= r, potom r ∈ Q+∩T. �alej zvo©me ϕ′ (1) = b a ná²

vz´ah získa podobu ∀r ∈ Q+ ∩ T : ϕ′ (r) = brc. Vzh©adom k tomu, ºe od ϕ′ o£akávame

spojitos´, moºno ©ahko urobi´ limitný prechod k reálnym £íslam, pretoºe k ©ubovolnému

reálnemu £íslu moºno zostroji´ konvergentnú postupnos´ £ísel racionálnych. Následne

môºme zapísa´ nutnú podmienku pre ϕ′ v tvare:

∀r ∈ R+ ∩ T : ϕ′ (r) = brc, kde b, c ∈ R. (109)

K podmienke na funkciu ϕ sa dostaneme integrovaním vz´ahu (109). Integrovanie

ale musíme rozdeli´ na dve vetvy, a to c = −1 a vetvu c 6= −1.

Prvá vetva:

c = −1∫
ϕ′dx =

∫
bx−1dx

ϕ (x) = bln (x) + d,

(110)

kde d je integra£ná kon²tanta a platí: b, d ∈ R.

Druhá vetva:

c 6= −1∫
ϕ′dx =

∫
bxcdx

ϕ (x) =
b

c+ 1
xc+1 + d,

(111)

kde d je integra£ná kon²tanta a platí: b, c, d ∈ R.

Vz´ahy (110) , (111) jasne vymedzujú nutné podmienky pre funkciu ϕ. Prvá vetva

ur£uje Geometrické programovanie a druhá mocninové funkcie. �alej ur£íme tvar fun-

kcie ω pre obe vetvy.

Nutnú podmienku pre ω môºme získa´, ak sa pozrieme na vz´ah (80) a nutnú pod-

mienku pre funkciu ϕ′ zo vz´ahu (109). Kombináciou dvoch uvedených získvame:

∀t ∈ R+ ∩ T,∀n ∈ N : ω

(
b(nt)c

btc

)
= ω (nc) =

1

n
. (112)
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Pravú stranu moºno prepísa´ do tvaru 1
n

= (nc)
−1
c . To nás opráv¬uje k nasledujúcej

formulácii nutnej podmienky:

∀x ∈ Hc : ω (x) = x
−1
c , kde Hc = {x | x = nc, n ∈ N}. (113)

Vz´ah (113), predstavuje nutnú podmienku, ktorú musí funkcia ω sp¨¬a´. Táto pod-

mienka nie je tak silná ako pre funkciu ϕ ale predstavuje dobrý návod pre vo©bu funkcie

ω.

Zhrnutie: Ukázali sme, ºe posta£ujúce podmienky pre funkcie ϕ, resp. ψ, z kapitoly

3 sú totoºné12 ako nutné podmienky odvodené v tejto kapitole. To znamená, ºe sme

plne popísali mnoºinu funkcií vyhovujúcich v²eobecnému modelu v kapitole 2. Okrem

toho sme v závislosti od parametra c ur£ili aj tvar funkcie ω pre jednotlivé funkcie ϕ,

resp. ψ.

12 Aº na triedu mocninových funkcií s parametrom c>0.
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Záver

Teória duality konvexného programovania je uºito£ný nástroj praktického rie²enia opti-

maliza£ných úloh, pretoºe v mnohých prípadoch je duálna úloha oproti primárnej jed-

noduch²ia.

Názorným príkladom jednoduchosti duálnej úlohy je geometrické programovanie.

Geometrické programovanie je tieº výnimo£né tým, ºe umoº¬uje zostroji´ duálnu úlohu

k optimaliza£nej úlohe bez ohrani£ení. Tento fakt bol dôvodom k zavedeniu pojmu

triviálna dvojica duálnych úloh konvexného programovania. V [6] sa uvádzajú dva

analogické príklady triviálnej duality.

V na²ej práci sme sa zamerali na zov²eobecnenie uvedených príkladov. V kapitole

1 sme urobili podrobný rozbor troch optimaliza£ných úloh - geometrického programo-

vania bez ohrani£ení, minimalizácie p-normy, pre p = 4 a minimalizácie harmonického

priemeru. �alej sme urobili prechod od primárnej úlohy k duálnej a popísali sme, ako

zo získaného rie²enia duálnej úlohy získa´ rie²enie primárnej úlohy. Tieto príklady sme

v kapitole 2 spojili pod jeden model, ktorý vytvoril priestor na h©adanie nových tried

optimaliza£ných úloh. V kapitole 3 sme ukázali, ºe príklad 2 a príklad 3 sa dajú roz²íri´

pre rôzne mocninové funkcie. V poslednej kapitole sme ukázali, ºe toto roz²írenie je

maximálne, £o spadá pod v²eobecný model z kapitoly 2.

Ciele práce sme naplnili popísaním príkladov vyuºitia Wolfeho duality na zjednodu-

²enie optimaliza£nej úlohy. Príklady sme pozorne rozobrali a navrhli sme model, ktorý

ich spája a podarilo sa nám ur£i´ v²etky jeho rie²enia. Na²e výsledky, £o sa týka úlohy

bez ohrani£ení, sa dajú porovna´ s [3], kde sa v závere ukáºe, ako odvodi´ duálne úlohy

pre p-normy pomocou zov²eobecnenej nerovnosti medzi aritmetickým a geometrickým

priemerom.

Táto práca ma obohatila v mnohých smeroch. Zlep²il som sa v práci s LaTeXom, ako

aj s Matlabom. Pokrok u m¬a nastal i po jazykovej stránke, v t.j. slovenskej ²tylistike a

anglickej slovnej zásobe. Taktieº sa ²túdiom literatúry výrazne preh¨bili moje znalosti

duality nelineárneho programovania, schopnosti rie²enia funkcionálnych rovníc, ako aj

vedomosti o konvexných funkciách.

39



Zoznam pouºitej literatúry

[1] Avriel, M.: Nonlinear programming analysis and methods, Dover publications, New

York, 1976

[2] Cauchy, L. A.: Cours d'analyse de l'École royale polytechnique, Imprimerie royale,

Paris, 1821, dostupné na internete (17.5.2013):

http://archive.org/details/coursdanalysede00caucgoog

[3] Du�n, L. J., Peterson, E. L., Zener, C.: Geometric Programming - Theory and

Application, John Wiley & sons, New York, 1967

[4] Castilo, E., Iglesias, A., Ruíz-Cobo, R.: Functional Equations in Applied Sciences,

Elsevier, Amsterdam, 2005

[5] Hamala, M.: Nelineárne programovanie, predná²ky, FMFI UK, Bratislava 2012

[6] Hamala, M.: Nelineárne programovanie, Vydavate©stvo technickej a ekonomickej

literatúry, Bratislava, 1972

[7] Hamala, M., Trnovská, M.: Nelineárne programovanie, teória a algoritmy, EPOS,

Bratislava, 2013

[8] Jakobsen, S. K.: Cauchy's functional equation, blog, 2010, dostupné na internete

(2.3.2013):

http://sunejakobsen.�les.wordpress.com/2010/12/cauchy_eng4.pdf

[9] Kannappan, P.: Functional Equations an Inequalities with Applications, Springer,

New York 2009

[10] Kuczma, M.: An Introduction to the theory of Functional Equations and Inequali-

ties, Cauchy's Equation and Jensen's Inequality, Birkhäuser, Berlin 2009

[11] Radovanovic, M.: Functional equations, Olympiad training materials, IMO com-

pendium group, 2007, dostupné na internete (6.12.2012):

http://www-bcf.usc.edu/ lototsky/PiMuEp/FunctionalEquations.pdf

40



[12] Small, Ch.S.: Functional Equations and How to Solve Them, Springer, New York

2007

[13] �ev£ovi£, D.: Matematická analýza 4, predná²ky, FMFI UK, Bratislava 2011

41



Príloha A (Dôkaz tvrdenia zo str. 17 a 27)

Veta A.4

Funkcia f : Rn
+ → R+ s predpisom :

f(x) =

[
n∑
i=1

xpi

] 1
p

je pre p < 0 konkávna.

Dôkaz. Po£ítajme druhé parciálne derivácie funkcie f . Nediagonálne £leny Hessovej

matice majú tvar:

∂2f

∂xj∂xk
=

(
1

p
− 1

)
·

[
n∑
i=1

xpi

] 1
p
−2

· xp−1j · xp−1k .

Diagonálne £leny Hessovej matice majú tvar:

∂2f

∂x2j
=

(
1

p
− 1

)
·

[
n∑
i=1

xpi

] 1
p
−2

· xp−1j · xp−1j + (p− 1) ·

[
n∑
i=1

xpi

] 1
p
−1

· xp−2j .

Ozna£me vektor zloºený, z xp−1i ako xp−1, a vektor zloºený, z xp−2i ako xp−2. Teraz

moºno Hessovu maticu H zapísa´ v tvare :

H =

(
1

p
− 1

)
·

[
n∑
i=1

xpi

] 1
p
−2 (

xp−1
) (
xp−1

)T
+ (p− 1) ·

[
n∑
i=1

xpi

] 1
p
−1

· diag
(
xp−2

)
.

Podmienkou pre konkávnos´ je, aby jej Hessova matica funkcie bola záporne semi-

de�ntná. Matica H je sú£tnom 2 matíc, prvá z nich je:

H1 =

(
1

p
− 1

)
·

[
n∑
i=1

xpi

] 1
p
−2 (

xp−1
) (
xp−1

)T
.

Táto matica je záporne semide�nitná, pretoºe (xp−1) (xp−1)
T je kladne de�nitná

matica, kon²tanta pred ¬ou je záporná. Druhá matica je:

H2 = (p− 1) ·

[
n∑
i=1

xpi

] 1
p
−1

· diag
(
xp−2

)
.
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Táto matica je záporne de�nitná, a to preto, ºe je to záporným £íslom prenásobená

kladne de�nitná matica diag (xp−2). Hessova matica H je teda sú£tom záporne de�nitnej

a záporne semide�nitnej matice, teda je záporne de�nitná.
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