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Abstrakt v statnom jazyku

JABLONICKA, Kristina: Gambler’s fallacy ako matematicky problém [Bakalarska
praca|, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informa-
tiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: Mgr. Barbora Kamrlova,
PhD., Bratislava, 2013, 42 s.

Gambler’s fallacy (GF) je klamné oc¢akavanie, ze pravdepodobnost nezévislych po
sebe nasledujicich udalosti vykazuje tzv. negativnu recenciu. Napriklad, ak padla pat-
krat hlava, gambler’s fallacy hovori, Zze pravdepodobnost, Ze padne teraz znak je vacsia.
GF vedie Tudi, ktori tymto klamom trpia, aj k tomu, aby sa spoliehali na systémy
upravovania stavok podla vysledkov predchédzajucich udalosti. Tieto systémy vSak
pri dlhodobom pouzivani vedu k problémovému hazardnému spréavaniu a k strate vset-
kych vlozenych prostriedkov. GF patri do prieniku medzi psycholégiou a matematikou
a v tejto praci ju rozoberame z matematickej a didaktickej stranky. Stustredime sa na
to, z ¢oho vyplyva rozdiel medzi GF a skuto¢nostou. Poniikame névrhy, ako pouzit
GF vo vyucovani matematiky buducich ucitelov a gymnazistov pre rozvoj finan¢nej

gramotnosti.

Krluacové slova: gambler’s fallacy, pravdepodobnost, hazard



Abstract

JABLONICKA, Kristina: Gambler’s fallacy ako matematicky problém [Bachelor The-
sis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Infor-
matics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr. Barbora
Kamrlovéa, PhD., Bratislava, 2013, 42 p.

Gambler’s fallacy (GF) is an erroneous belief that probability of independent events
occuring one after another shows the so-called negative recency. For example, if a coin
toss resulted in head five consequent times, GF' tells us that probability of a tail is
now greater than before. GF leads the people who believe it also towards systems of
betting according to previous results. In long term use, these systems lead to problem
gambling and cause loss of all money used for betting. GF is a part of intersection
between psychology and mathematics. In this thesis we approach it from mathematical
and didactical side. The stressed aspect is the relationship between GF and reality. We
also propose solutions how to use GF in context of existing curricula in the education of
future teachers of mathematics and high school students in order to enhance financial

competency.

Keywords: gambler’s fallacy, probability, gambling
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UVOD UVOD

Uvod

Jednym z predpokladov matematickych modelov klasickej ekonomickej teorie je, Ze ¢lo-
vek sa rozhoduje raciondlne. Kognitivna psycholégia vsak ukazuje, ze Iudia sa ¢asto
spravaju iracionélne a podliehaja roznym klamom (fallacies [18]). Jedna skupina tychto
klamov sa tyka pouzivania matematiky. Z nej sme vybrali na blizSie preskimanie gam-
bler’s fallacy (hracov klam, GF). Objavuje sa v situaciach, kde vystupuje riziko a
pravdepodobnost. Tymi sa matematika zacala zaoberat v 15. - 17. storo¢i. Historickou
analyzou pociatkov tychto konceptov sa zaobera napriklad Cooper [4] a Minto [14].

GF sa tyka nespravneho vnimania pravdepodobnosti v redlnych situaciach ([13] [21]
[23]). Napriklad pri hddzani mincou ¢lovek podliehajuci tomuto klamu oc¢akava, ze ked
pred chvilou padol viackrat znak (napr. 5 krét), je teraz vicsia pravdepodobnost, Ze
padne hlava. Vychédza zo spravneho predpokladu, ze pravdepodobnost, Ze padne hlava
je jedna polovica, no nespravne si mysli, Ze ked teraz sa minca iiespravala podla prav-
depodobnosti; tak sa pravdepodobnost musi v najblizSej dobe musi vyrovnat. Tento
klam sa prejavuje napriklad v hazardnych hrach ale aj v beznom Zivote a rozhodovani
o investiciach.

Opakom GF je tzv. hot hand fallacy. Pri tomto klame si ¢lovek mysli, Ze ked hadze
mincou a vela krat mu padol znak, tak to znamené, Ze méa vynimocné stastie a ocakéva,
ze s velkou pravdepodobnostou znova hodi znak. Zaujimavé je, Ze tieto opacné klamy
sa mozu vyskytovat na zéklade rovnakého rozdelenia pravdepodonosti, ¢omu sa venoval
vyskum Aytona a Fishera [1].

Sme presvedceni, ze k finan¢nej gramotnosti patri aj vedomost o klamoch, ktorym
maju udia sklony podliehat. GF méze mat negativny vplyv napriklad na rozhodovanie
pri hazardnych hrach, podnikani a obchodoch s cennymi papiermi. Preto je cielom
nasej prace spracovat problematiku pre stredoskolskych studentov, ktori zac¢inaju robit
svoje prvé finan¢né rozhodnutia. Vychéadzame pri tom hlavne zo Statneho vzdelavacieho
programu matematiky pre gymnézia [25].

Praca je rozdelena do styroch kapitol. V prvej kapitole pontikame doévody, preco je
GF zaujimavy problém a preco sa nim zaoberat. V druhej kapitole spominame oblasti
zivota a hazardnych hier, v ktorych sa GF vyskytuje. V tretej kapitole rozoberame
GF z matematickej stranky a uvadzame zéklady pravdepodobnosti, potrebné k mate-
matickému vyvrateniu tohto klamu. V stvrtej kapitole opisujeme pedagogické vyuzitie
problému GF na dvoch trovniach: v ramci vysokogkolského $tudia ucitel'stva a stre-
doskolskej matematiky. Ponukame navrhy, ako zapojit GF do vyucovania na oboch

arovniach.
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1 CO JE GF A PRECO SA NIM ZAOBERAT?

1 Co je GF a prefo sa nim zaoberat?

Pravdepodobnost, Ze na minci padne znak, je jedna polovica. Je to tak, pretoze minca
je z oboch stran priblizne rovnaka a spodsob, akym dopadne, zévisi od faktorov, ktoré
nevie Clovek dostato¢ne presne odhadnit. Nevieme dopredu, ktora strana bude na
vrchu mince, ked dopadne. Vediet pravdepodobnost tejto jednoduchej udalosti patri
k najzékladnejsim vedomostiam o matematike pravdepodobnosti. Kazdy, kto sa nevie
rozhodnut a hodi si mincou, oc¢akéva, Ze Sanca hlavy a znaku je priblizne rovnaka.

Je prekvapujice, Ze aj v takomto jednoduchom vypocte sa [udia ¢asto mylia. V ne-
malej miere sa tieto omyly tykaju rizikovych ¢innosti: hazardnych hier (osobitne rulety
a stavkovania na dostihoch) a obchodovania s finanénymi derivatmi (opcie, futurity).
Takyto omyl, nasa gambler’s fallacy (hrac¢ov klam, GF) nastava vtedy, ked zazname-
name nahodny vysledok, ktory sa nezhoduje s nasou (¢iastoéne mylnou) predstavou
o ndhode. Ked vidime, Ze uz siedmy krat padla hlava, intuitivne sa nam teraz zda
pravdepodobnejsi znak. Je lahké zabudnut vo vire nec¢akaného, ze jednotlivé hody su
nezavislé udalosti, pretoze minca si nepamété, ako padla naposledy. Pravdepodobnost
jednej polovice sme nestanovili kvoli akejsi férovosti a spravodlivosti, ale jednoducho
preto, ze z toho, ¢o o minci vieme, nemame dovod tvrdit, Zze je niektory vysledok
pravdepodobnejsi.

Fenoménom GF sa ako prvi osobitne zaoberali Kahneman a Tversky 8], no priklady
vyskytu takéhoto uvazovania boli zdokumentované uz skor (napr. u Laplaca [10]). Velka
¢ast clankov o GF skima, nakolko je tento klam rozsireny, v akych kontextoch sa ¢asto
vyskytuje a ako mu mozno predchadzat.

Studie ako napriklad Numerical Reasoning Ability and Irrational Beliefs in Problem
Gambling z roku 2007 [3] poukazujt na spojitost medzi GF, podobnymi klammi a prob-
lémovym hranim hazardnych hier (problem gambling). Tieto studie celkovo zamietaji
moznost, ze by osoby trpiace tymito klammi mali vécsie problémy s poc¢itanim skutoc-
nych pravdepodobnosti v hazardnych hrach. Vediet vypocitat vysledok a skuto¢ne ho
vziat do uvahy v realnej situécii st totiz dve rozne stranky matematickej gramotnosti.

Preco sa v takych otézkach, ako je urc¢ovanie pravdepodobnosti, treba spoliehat na
matematiku? Teoretické pravdepodobnosti sa predsa pri jednotlivej udalosti takmer ni-
kdy nezhoduji s o¢akavanou hodnotou. Padne hlava, alebo padne znak, nepadne nejaka
kombinécia polohlava, poloznak. K pochopeniu ndm méze pomoct analogia s geomet-
riou. Objekty ako trojuholnik, Stvorec v redlnom Zivote tieZ neexistuju. Pri uvazovani
o nich v8ak vieme vyvodit dosledky pre celé triedy objektov, ktoré sa im dostato¢ne

podobaju. Podobne, pocitanie teoretickych pravdepodobnosti pracuje s modelmi na-
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1 CO JE GF A PRECO SA NIM ZAOBERAT?

Sich vedomosti o realnych udalostiach (pocetnosti ich vyskytu v minulosti, fyzikalnych
vlastnosti experimentu a pod.) a vyvodzuje z nich, ¢o méZeme oc¢akavat v budicnosti,
ak st nase vedomosti (predpoklady) pravdiveé.

Moznost zaradit GF do stredoskolskej matematiky rozoberal kolektiv Harvardske;j
univerzity v dokumente Facing the Odds [2| v ramci Studijného celku, tykajiceho sa
matematického pohladu na hazard. Priblizuje problém GF pomocou jednoduchych,
Studentom blizkych prikladov, nevenuje sa vSak pri tomto probléme hlbsiemu pohladu
na pocitanie pravdepodobnosti.

Zéamerom naSej prace bolo spojit vyvratenie GF s pohladom do teoretickych zéa-
kladov pravdepodobnosti. Tento pohlad méa aj didakticky rozmer: preskiimanie moz-
nosti zapojenia GF do stredoskolského u¢iva ako motivaény prvok k dalsiemu studiu
matematiky a zaroven prevenciu hazardného spravania mladistvych. Vedomosti o ne-
bezpecenstve hazardu si sucastou financnej gramotnosti. Hoci problémy s hazardnymi
hrami sa tykaju len asi 5% mladych Tudi [3], prevencia v mladom veku ma potenciél

ovplyvnit finan¢né rozhodnutia pocas celého Zivota.
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2 VYSKYT GF

2 Vyskyt GF

V 14. kapitole knihy Osudy dobrého vojaka Svejka [6] sa spomina pripad, kedy mal
zamoc¢nik Vejvoda Stastie v kartach, ktoré sa pre neho neskoncilo dobre. Zacalo to
nevinne: Hral s priatelmi maria$ a darilo sa mu. No ¢im dlhsie mu chodili dobré karty,
a teda v kazdej hre vyhréaval, tym sa stavala situédcia absurdnejSou. Coskoro sa kartarom
minula hotovost a zacali vypisovat dlzobné tpisy. Vejvoda tizil len po tom, aby hra uz
konec¢ne skoncila, no nemohol odist ako vyherca. Napokon zasiel na policajnt straznicu
a udal svojich kamaratov za nepovoleny hazard. Policia vSak rozhodla, Ze mu ponecha
tretinu vyhry - miliény v dlznych dpisoch a pét tisic vo vtedajsej mene. Chudék Vejvoda
sa do rana zblaznil. Trocha absurdnym sposobom sa aj na tomto priklade ukazuje
GF. Hoci historka ako celok je velmi nepravdepodobna, v kazdej jednotlivej hre tejto
historky bola rovnaké Sanca, Ze Vejvoda bude mat dobré karty, kedZe balicek sa miesal
vzdy nanovo. Kartéari si véak vdaka GF znova a znova namyslali, Ze teraz uz “musi’
dostat Vejvoda zlé karty a musi prehrat.

GF sa vyskytuje pri ndhodnych procesoch, ktoré sa tykaji binomického rozdelenia.
Vo svete hazardnych hier je to napriklad pri rulete, hracich automatoch, hadzani min-
cou a lotériach. Pri rulete je mozné stavit na rozne vlastnosti ¢isla, na ktoré dopadne
gulicka. Je to farba, parita, prislusnost k uréitému riadku alebo stIpcu, konkrétne ¢slo a
podobne. Vel'mi rozsirené je aj stavkovanie cez internet na poc¢itacovi simulaciu rulety.
Na internete su tisicky stranok, kltoré pontukaju zarucené stratégie vyhry, zalozené na
GF a takisto stranky, ktoré sa venuju vyvracaniu tychto stratégii. Podl'a studii ako Cro-
son a Sundali[5| je GF pritomny u malého percenta hracov tychto hier ako Statisticky
signifikantny klam.

V nasledujicich odstavcoch ponikame vyber z mnozstva stadii, ktoré sa zaoberali
preukazanim, Ze niektori ludia sa naozaj riadia podla GF. Tieto a podobné studie za-
roven poniikaju realne scenare, ktoré mozno pouzit pri priprave zaujimavych prikladov
zameranych na GF.

V Terrellovej studii [26] bolo preukazané, 7ze GF sa vyskytuje aj v pripade pari-
mutuel games. Su to hry, v ktorych sa hra¢ deli o vyhru so vSetkymi ostatnymi, ktori
vsadili na dané zviera alebo ¢islo. Okrem stavkovania na preteky koni a psov moze mat
pari-mutuel pravidla aj lotéria (v niekolkych americkych statoch, napr. New Jersey).
Preukazalo sa, Ze menej T'udi tipovalo ¢isla, ktoré boli vitazné v lotérii den a dva dni
predtym.

Mladi problémovo sa spravajuci hraci (problem gamblers), mali podla australske;

studie Delfabbra a Lambosa podobné znalosti o pravdepodobnosti ako ostatni mladi
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2 VYSKYT GF

zo vzorky, ale CastejSie sa u nich prejavili pomylené nazory, napriklad Ze ,niektoré
vysledky, ¢isla, alebo sekvencie udalosti umoznuja predvidat, kedy je vyhra pravdepo-
dobnejsia.“[3]

Stadia Piquara a Podolského [17] preukazuje, ze GF sa prejavuje u trestanych kri-
minalnikov. Myslia si, Ze po tom, ¢o ich raz pristihli, maji mensiu pravdepodobnost,
ze ich pristihnt znova.

Clanok Shefrin a Statman [22] potvrdzuje existenciu GF aj u investorov, ktori pred-
pokladaji, ze po dlhom obdobi, kedy im akcia prinésala zisk, prestane byt také ziskova
ako predtym. Preto predévaju svoje akcie priskoro.

GF sa teda vyskytuje nielen v pripade hazardnych hracov, ale aj v SirSom kontexte.
Rozborom podobnosti klamov, ktoré sa objavuji u hazardnych hracov a u investorov,
sa zaoberala bakalarska praca Weustena [29]. Zistil, Ze hoci je GF potvrdené v labora-
tornych podmienkach, je treba viac studii, ktoré by sa ststredili na GF v ekonomicke;j

realite. Vyskyt GF v podmienkach hazardnych hier je vSak uz vSeobecne prijimany.
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3 MATEMATIKA A GF

3 Matematika a GF

V tejto ¢asti najprv zadefinujeme potrebné pojmy a zopakujeme si vybrané partie zo
zékladov pravdepodobnosti. Na tychto zakladoch vystaviame tvrdenia o binomickych
rozdeleniach, Bernoulliho vete, netc¢innosti systémov, ktoré vyuzivaji informécie o mi-
nulych realizacidch nahodnych premennych. Pozrieme sa aj na Statistiku ¢akania na

prvy vyskyt a tiez iné vyznamy pojmu gambler’s fallacy.

3.1 Pravdepodobnost

Pre pochopenie, pre¢o GF nemd pravdu a riadenim sa podla tohto klamu nikam ne-
dospejeme (pripadne dospejeme ku katastrofe), je potrebné skutocne porozumiet za-
kladom matematickej teérie pravdepodobnosti. Pri tejto casti prace sme vychadzali
hlavne z uéebnice Pravdepodobnost a statistika od Jankovej a Pazmana [7], z Mazu-
rovej knihy What’s luck to do with it? [13] a Packelovej The Mathematics of Games
and Gambling [16]. Existuje aj matematicky pohlad na GF zalozeny na tzv. nomickej
pravdepodobnosti, ktorou sa zaoberé kniha Nomic Probability and the Foundations of
Induction [19]. Klasicka definicia pravdepodobnosti je vSak intuitivnejsia, spracovana
v mnozstve dostupnej literattury a lepsie sa hodi pre nase ucely. Takisto by sme mohli
GF skamat z hl'adiska rozhodovania sa na zéaklade rizika s pouzitim uzitkovych funkeii,
ako napriklad Machina v ¢lanku [11] Choice under Uncertainty: Problems Solved and
Unsolved. Je to mozné rozsirenie do dalsich préc.

GF je sposob, akym Tudia niekedy vnimaji pravdepodobnost roznych vysledkov
procesu, ktory vnimaju ako ndhodny. Preto nas prvy pojem bude matematicky opisovat

pravdepodobnost roznych vysledkov urcitého experimentu.

Definicia 3.1. Ndhodnd premennd (typicky X) je premennd, ktora nadobuda svoju

hodnotu podla vysledku zadaného experimentu.

Definicia 3.2. Realizdcia ndhodnej premennej je konkrétny namerany vysledok zada-

ného experimentu.

Napriklad pri hode kockou moze byt ndhodnou premennou B = sicet bodiek, ktoré
su vysledkom tohto hodu. V konkrétnom experimente tato premenné nadobudne re-
alizaciu napr. 5 alebo 2. Inou nahodnou premennou by mohla byt D = stcet bodiek
z dvoch hodov kockou. Realizaciou bude opét konkrétny vysledok: konkrétne &islo z
intervalu (2,12). Dalsim prikladom nédhodnej premennej by bola P = parita jedného
hodu kockou. Pre ticely tejto prace sa zameriame na tzv. diskrétnu nahodnu premenni,

ktora ma spocitatelny pocet moznych vysledkov.
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3.1 Pravdepodobnost 3 MATEMATIKA A GF

Je dolezité si uvedomit, ze vysledky diskrétnej nahodnej premennej nemusia byt
rovnako pravdepodobné. Napriklad ndhodné premenna U, ktora hovori o tspechu bas-
ketbalistu pri jednej strelbe na koés, moze mat dva mozné vysledky: kos trafi alebo ho
netrafi. Ak je hrac slaby, tak bude zrejme pravdepodobnejsie, ze kds netrafi.

Pri préci s vysledkami experimentov tykajucich sa GF, ako je napriklad vysledok
stavky v lotérii, nés ¢asto zaujimaju aj rézne kombinacie vysledkov: ak by sme na-
priklad zakupili viac nez jeden tiket do lotérie alebo by sme zaciarkli viac nez jedno
¢islo, zaujima nas teoretickd pocetnost vysledkov. Pre pracu s takymito kombinaciami
je vhodné zaviest do tedrie pouzivanie mnozin vysledkov. V tejto praci predpokladéame
u citatela znalost zédkladov tedrie mnozin.

Najprv si zadefinujeme mnozinu, ktora popisuje nas experiment ako celok:

Definicia 3.3. Mnozina moznijch vysledkov €2 je mnozinou vsetkych moznych vysled-

kov experimentu.

Ak ako experiment chdpeme hod mincou a ndhodna premennéd X oznacuje, ktory

symbol skonéil na vrchu mince, 2 = {hlava znak}.

Definicia 3.4. Vybrand mnoZina vijsledkov oznacovana ako A, B, ... je mnoZinou vy-

sledkov experimentu, ktorej pravdepodobnost chceme zistit.

Takouto mnozinou moze byt napriklad v pripade hadzania kockou A = {123} alebo

v pripade rulety B ={¢ervené policka}

Definicia 3.5. Absolitna pocetnost vysledku(mnoziny) je pocet vyskytu daného vy-

sledku (vysledku patriaceho do danej mnoziny) poc¢as trvania experimentu.

Absolitna pocetnost zavisi od poctu pokusov. Pre ucely porovnavania experimentov

s roznym poc¢tom pokusov (dat) je vhodna nasledujuca definicia:
Definicia 3.6. Relativna pocetnost je podielom absoltutnej po¢etnosti a poctu pokusov.

Napriklad pri hode mincou je relativna pocetnost vysledku hlava podielom zazna-

menaného poc¢tu hlav a poc¢tu hodov, ktoré boli stic¢astou experimentu.

Definicia 3.7. Teoretickd pocetnost (pravdepodobnost) je pocetnost, ktoru ¢asto vieme

urcit na zaklade predpokladanych vlastnosti procesu matematickou tvahou.

Napriklad, kocka mé Sest stran a jej hmotnost je natolko rovnomerne rozloZzena,
ze nemame dovod predpokladat, Ze by padala na jednu stranu castejSie ako na iné.

Preto je toretickid pocetnost, Ze na hornej stane kocky bude po hode 6 bodiek %. Ina
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3.2 Vlastnosti pravdepodobnosti 3 MATEMATIKA A GF

situécia nastava pri chlebe s maslom, ktory podla $tudii pada na maslova stranu cas-
tejsie (¢o mozeme ocakavat aj podla toho, ze neméa rovnomernd hustotu). Teoreticka
pravdepodobnost méze vychadzat vzdy len z toho, ¢o o procese vieme. Ak sa da kazdy
mozny vysledok rozdelit na konecny pocet rovnako pravdepodobnych jednoduchych
vysledkov (ako pri hadzani kockou, kde sa kazdy vysledok moze rozloZit na mozné vy-

sledky jednotlivého hodu), mézeme pravdepodobnost jednoduchého vysledku uréit ako

1 ’ v - . N .
potet jednoduchyeh vysledkov Pravdepodobnost zlozenych vysledkov ur¢ime ako podiel

poctu moznych jednoduchych vysledkov, ktoré spliajt nase podmienky(parnost &isla,

farba,...) a celkového poc¢tu jednoduchych vysledkov.

3.2 Vlastnosti pravdepodobnosti

Pre pravdepodobnost platia okrem inych aj nasledujice vlastnosti, ktoré budu neskor

witoéné:
PQ) =1, (1)

(Pretoze plati P(Q) = £icy)
P(A) + P(A%) = P(Q) = 1, 2)
0<P<I, (3)
P(AUB) = P(A)+ P(B)+ P(AN B). (4)

Posledni vlastnost mozeme overit napriklad pomocou Vennovych diagramov.

3.3 Ocakavana hodnota a disperzia

Aby sa s ndhodnymi premennymi ahSie pracovalo, existuje pojem o¢akéavanej hodnoty,

ktora nam hovori, okolo akej hodnoty sa da oc¢akavat vysledok experimentu.

Definicia 3.8. Ocakdvand hodnota E(X): Ak méame spocitatelny pocet ¢iselnych hod-
not x;, ktoré ndhodnéa premenna X nadobuda s pravdepodobnostami p; a zaroven rad
> 2o xip; absolutne konverguje, hovorime tomuto radu oc¢akavana hodnota nahodnej

premennej X.

Napriklad, o¢akavané hodnota jedného hodu kockou je

6
1 1 21 7
i~ = -(14+24+34+44+54+6)="=_ =35 5
;x66(+++++)62 (5)

Ocakéavana hodnota je uzito¢na, no je casto uzitoéné vediet aj, aky je rozptyl hodnot

okolo nej. Nasledujtci pojem je matematickym vyjadrenim tohto rozptylu.
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3.4 Podmienena pravdepodobnost 3 MATEMATIKA A GF

Definicia 3.9. Disperzia D(X): Ak stredna hodnota E[(X — E(X))?] existuje, potom

sa nazyva disperziou nahodnej premennej X.

Tieto dve funkcie st pri Studiu pravdepodobnosti nevyhnutne pritomné a matema-
tickd podstata GF s nimi tzko suvisi. Prave ocakavand hodnota stavky pre nas neskor
bude mat kltucovy vyznam. Ocakivand hodnota a disperzia patria do $irSej skupiny
Statistik. gtatistiky su ¢isla, ktoré umoznuju skimat ndhodna premennt na zéklade
jej realizacii alebo si lepsie predstavit mozné realizicie na zaklade teoretického popisu

nédhodnej premenne;j.

3.4 Podmienena pravdepodobnost

Podmienend pravdpodobnost P(A|B)je pravdepodobnost vysledku A ak vieme, Ze na-
stal vysledok B.

O podmienenej pravdepodobnosti vieme, Ze
P(A&B
P(A&LB) (6)

P(B)

Napriklad, ak sme hodili kockou a vieme, Ze padlo parne ¢&islo, pravdepodobnost, Ze

P(A|B) =

padne Sestka bude

. ) .. P(Sestka&pérne ¢islo
P(3estka|parne ¢islo) = ( P(parne Gslo) ) (7)

1
= 1
- 8- 0
s 3
Ak sa vysledky A a B navzajom vylucuji, teda
P(A|B) =0A P(B|A) =0, (9)
respektive nemaju prienik
P(BNA)=0, (10)
potom
P(AUB) = P(A) + P(B). (11)

3.5 Nezavislé javy

Definicia 3.10. Za nezdvislé udalosti povazujeme také udalosti, ktoré navzajom ne-
maji vplyv na pravdepodobnost svojich vysledkov. Inymi slovami, ak si A a B neza-

vislé udalosti, potom pre podmienené pravdepodobnosti P(A|B) a P(B|A) plati:
P(A|B) = P(A), (12)
P(B|A) = P(B). (13)
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3.6 Pravdepodobnost nezavislych javov 3 MATEMATIKA A GF

Priklad nezavislych udalosti m6zu byt dva hody mincou, hody kockou, kola rulety
ale aj dve rozne udalosti ako napriklad hod mincou voéi hodnote karty vytiahnutej z
balicka kariet. Typickym prikladom prisudzovania zavislosti udalostiam, ktoré zavislé

nie s, moze byt napriklad nosenie talizmanu pre Stastie v hre.

3.6 Pravdepodobnost nezavislych javov

P(A&B

) . e
26 dosadime nezavislé

Ked do vztahu pre podmienent pravdepodobnost P(A|B) =
udalosti A a B, dostaneme

pia) - PALD)

) = PALB) = P(4) - P(B) (14)

3.7 Rozdelenia nahodnych premennych

Rozdelenie ndahodnej premennej X je (pre nase ucely) postupnost p(x;), ktora kazdému
vysledku x; ndhodnej premennej X priradi jeho pravdepodobnost p;.

X je z alternativneho rozdelenia (X ~ Alt(p)) ak mé ndhodna premennd len dva
vysledky 1 a 0 s korespondujicimi pravdepodobnostami p a 1 — p.

Takéto rozdelenie je obzvlast vhodné pri skimani hazardnych hier, kde méa kazda
jednotliva stavka dva mozné vysledky: vyhra alebo prehra. Ocakavana hodnota pre-

mennej s takymto rozdelenim je
E(X)=pir1 +pax2. =p-1+(1—p)-0=p. (15)

X md binomické rozdelenie (X ~ Bin(n,p) kde n € N,p € (0,1)) ak je X sac¢tom n
nezavislych, rovnako rozdelenych nahodnych premennych z alternativneho rozdelenia.
X=X

Prikladom premennej s binomickym rozdelenim méze byt napriklad X = pocet hlav

z troch hodov mincou. V tomto pripade X ~ Bin(3,0.5).

Veta 3.11. Bernoulliho schéma Nech X ~ Bin(n,p). Potom plati, Ze:

P(X = ) = (Z)p'fu ek (16)
Doékaz. Pravdepodobnost jednej z n-tic vysledkov, v ktorej bude k-krat sledovany vy-
sledok A (napriklad takej, ze prvych k bude sledovany vysledok A a dalsich n — k
bude opa¢ny vysledok AY) vyrdtame za pouZitia vlastnosti nezavislych premennych
ako sucin

P(jedna zo sledovanych n-tic) = p*(1 — p)"~*. (17)
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3.8 Preco GF neplati 3 MATEMATIKA A GF

Takychto n-tic bude (Z) podla vedomosti zo zédkladov kombinatoriky a teda

PX =)= ()= (18)

3.8 Preco GF neplati

Na ilustraciu principov, vdaka ktorym je GF skutocne klam, si vezmeme pripad s
haddzanim mince. X; oznac¢ime ako 1 ak padla hlava v i-tom hode a 0 ak padol znak.
Pre i-ty hod plati, Ze je realizaciou ndhodnej premennej X; ~ Alt(0.5). Za normélnych
okolnosti je nam celkom jasné, ze P(X; = 1) = 0.5 pre v8etky i. Zmeni sa nieco, ak
realizdciami X; ;. az X;_; boli samé jednotky?

GF hovori, Ze 4no, Ze teraz uz nebude platit P(X; = 1) = 0.5, ale pravdepodobnost
bude nejaké mensie ¢islo. Dévody, pre ktoré sme urcili pravdepodobnost ako 0.5, sa

vsak nezmenili a preto je GF klam.
PX;,=1X;5=1N---NX;,_1=1) (19)

sa z dovodu nezavislosti X; stale rovna P(X; = 1). Ni¢ na tom nezmeni fakt, Ze sme

sa stali svedkami nepravdepodobnej udalosti
(Xis=DAN-- AN (X1 =1), (20)
ktorej pravdepodobnost bola len
P(X =5) = (2)0.55(1 —0.5)°7" (21)

= 0.5° = 0.03125=3.12%. (22)

3.9 Pocitacie systémy

Ak je u hraca GF pevne zakorenené, moze sa uchylit aj k roznym schémam, zaloze-
nym na sledovani vysledkov predoslych hier, ktoré mu ,zarucia vyhru“. Tieto schémy
budeme v dalsom texte nazyvat pocitacie systémy. V literatire sa pocitacie systémy
nazyvaji aj martingaleské hazardné stratégie, no slovo martingala ma v matematike
aj iny vyznam. V tejto Casti si ukazeme, preco sii vSetky pocitacie systémy neuzitocné.
Dokonca, ak je hra nastavena proti hracovi (napr. ruleta, lotéria), ¢im dlhsie bude hrat,
tym viac bude prehravat. Tato ¢ast je spracovana podla Thorpovych knih Elementary
probability [27] a The Mathematics of Gambling [28]. Tyka sa rulety, pripadne hadza-
nia mincou alebo inych vyberov z alternativneho rozdelenia. Okrem Thorpa sa tomuto

problému podobnym spésobom venuje aj Proctor [21] a Packel [16].
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3.9 Pocitacie systémy 3 MATEMATIKA A GF

3.9.1 Stavka, hodnota stavky, ocakdvana hodnota stavky

Definicia 3.12. Stdvka B; je finanéna suma, ktord vlozime do i-teho kola hry. Plati,

ze B; je vzdy kladné c¢islo.
Definicia 3.13. Akcia B je dana postupnost stavok By, --- , B,.

Definicia 3.14. Hodnota stdvky H; je finanéna suma, ktorta ziskame alebo stratime z

i-teho kola hry.

H; je ndhodné premenné so strednou hodnotou zavisiacou od B; a od konkrétne;j
hry. Ak vezmeme alternativne rozdelenie A; ~ Alt(p) (vyhru budeme reprezentovat ako
1, prehru ako 0, pravdepodobnost vyhry bude p), potom H; = A;-v - B; — B;, kde v je
pomer, v akom sa vyplaca vyhra v danej hre (napriklad v rulete pri stavke na cerveni
je to dvojnasobok vloZenej stavky) a je to konstanta. Na rozdiel od B;, ktora je vzdy
kladna, H; moze byt Tubovolna. Navyse, pri hazardnych hrach je o¢akavana hodnota
E(H;) typicky zaporna. Vyplyva to z toho, ze pri hazarde organizatori pouzivaju také
hry, ktoré maja pre nich kladni ocakavani hodnotu. Za tento prirastok ocakavanej

hodnoty banku platia hraci zapornostou svojej o¢akévanej hodnoty.

3.9.2 Pocitacie systémy

Definicia 3.15. Pocitaci systém je systém, ktory je zalozeny na dvoch druhoch infor-

macie:
e zdznam o predchddzajicich stavkach
e zdznam o predchddzajicich cislach

Dolezité predpoklady:

1. Ruleta alebo minca nie je falo$na, teda kazda jednotliva udalost je rovnako prav-

depodobna.

2. Je stanovené obmedzenie na najmensiu a najvacsiu stavku.

3.9.3 Priklad

Jednym zo systémov je tzv. zdvojovanie stavok. Ak hra¢ v rulete stavia na jednu z
dvoch farieb, pravdepodobnost jeho vyhry pri eurépskej rulete je :1,)—3 a teda ocakévana

hodnota jedného staveného eura je

18 19
2-—=+4+0-==0,973€. 23
37 * 37 ’ (23)
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3.9 Pocitacie systémy 3 MATEMATIKA A GF

V tejto hre sa teda z dlhodobého hladiska ocakéva, ze % vSetkych hier hra¢ prehra. V
dalsom vypocte budeme predpokladat, Ze miniméalny vklad je 1€a maximalny 1000€.
Hrac veri, ze zdvojovanie stadvok mu pomdze zvratit ocakdvani hodnotu jednotlivych
stavok na vyhru 1€. Ak v nejakom kole vyhra, prestane hrat a odnesie si vyhru. Ak
vSak prehra, v nasledujiucom kole zdvojnasobi svoju stavku. Ak teda zac¢ne s 1€, hra sa
moze vyvijat tak, Ze v prvom kole vyhra 1€alebo ho prehra. V dalsom kole stavi 2€a
ak vyhra, 4 — 3 = 1 znova mu ostane 1€. Ak prehra, tentokrat vsadi 4€, a tak bude
pokracovat exponenciélne: 8, 16,32, 64,128,256, 512.To by uz musela prehra nastat 10
krat za sebou a hracovi sa nieco také zda velmi nepravdepodobné, takze ma pocit,
ze systém je dost dobry. Ak by vSak prehra trvala este dlhsie, hra¢ uz nemoze pouzit
zdvojovanie a maximéalna stavka bude 1000. Na obrazku 1 je zobrazena tato stratégia

formou grafu.

vyhra 1€

vyhra 1€

1€/
N,
\4

2€ vyhra 1€

-
\8€

vyhra 1€

7

512€ strata 23€

.

1000€

N

strata 2023€

Obr. 1: obrazok stromového grafu stratégie

Vieme vSak ukézat, ze tato stratégia nemoze zmenit ocakédvani hodnotu %.

Predpokladame, Ze kedZe od 11.kola uz hra¢ nie je schopny zdvojovat stavky, skondi s

hrou aj keby musel prehrat.
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3.9 Pocitacie systémy 3 MATEMATIKA A GF

Vypocet ocakavanej vyhry jednej hry:
18+1 18 19+1 18 192
37 37 37 37 37

18 193 18 19%
= +1-

1

+1-

37 37 37 37
1 18 195+1 18 196
37 37 37 37
1 18 197+1 18 198
37 37 37 37
o 18 199 5 18 191
37 37 37 37
1911
—2023 - = = —0.3400859€.

3.9.4 Matematické zdovodnenie netispesnosti pocitacich systémov

Takyto vypoctovy dokaz je presvedCivy, no vieme ukazat, Ze existuje nekonecne vela
moznych pocitacich systémov a nekonecne vela vypoc¢tov nie je mozné previest ani
precitat:

Ak vezmeme za prvy systém taky, ktory kize stavit az potom, ako zaznamename v
predchadzajicom kole “prehru”, druhy kéze stavit az po dvoch “prehrach”; ... n-ty kaze
stavit po n prehrach po sebe, vieme ist Tubovolne daleko a stale sme nevycerpali vSetky
mozné systémy. Preto treba hlbsi dokaz, ktory sa postara o celé nekoneé¢né mnozstvo
systémov naraz.

K tomuto dokazu si najprv pripravime potrebni vSeobecnt teériu pravdepodobnosti:
Zadefinujeme potrebné pojmy a dokdZzeme potrebné lemy a vety. Potom pomocou tychto
nastrojov dokdZzeme neuspesnost pocitacich systémov.

Nasledujuca nerovnost je v teérii pravdepodobnosti vel mi znama a pochédza z Ruska
z 19. storocia. Bude pre nas uzitocna, pretoze pontuka horné ohranicenie pre prav-
depodobnost netypickych vysledkov kladnej ndhodnej premennej. Takouto ndhodnou
premennou je aj disperzia: je kladné, pretoze predstavuje vzdialenost vysledku od oca-

kédvanej hodnoty.

Veta 3.16. Markovova nerovnost

(podla [7])

Predpoklady

X(w) > 0 je kladnd diskrétna ndhodnd premennd, existuje p = FE(X).
Tvrdenie

pre lubovolné kladné \(WVA > 0) plati:

P(X > \-p) < (24)

> =
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3.9 Pocitacie systémy 3 MATEMATIKA A GF

Doékaz. Diskrétna nahodna premenna X nadobuda hodnoty x; s pravdepodobnostami
Di.

Ozna¢ime S ={i € N : z; > X - pu} mnozinu indexov v8etkych moznych vysledkov,
ktoré svojou hodnotou presahuji zvoleny nasobok ocakavanej hodnoty.

Pouzijeme rovnost, ktorou je zadefinovana ocakavana hodnota F(X) a rozdelime jej

pravi stranu podla toho, ¢i indexy patria alebo nepatria do S.

BE(X) = Zw (25)
E(X) = Z(ml “pi) + Z(wZ ;). (26)
S e

KedZe pravdepodobnosti p; aj hodnoty naSej premennej x; st kladné, odstranenim

¢lena ) q.(z; - p;) sa prava strana zmensi, preto mozeme pisat:
E(X) = Y (@ p). (27)
S
Vyuzijeme, ¢o sme si oznacili ako S

E(X)>X-p-> p (28)
S

Znova pouzijeme definiciu S (A je vdaka nasmu predpokladu kladné a preto niou mo-
zeme predelit nerovnicu):

E(X)

— 2 HPX ZA-p). (29)
Vyuzijeme, ze p = E(X) a kedze X je kladna, tak aj E(X) je kladna a moézeme fiou
nésobit nerovnicu:

> P(X > \-p), (30)

> =

¢o sme chceli dokazat. O

Prichadzame k dalSej vyznamnej nerovnosti, ktoré je dosledkom Markovovej nerov-

nosti a vznikla v tom istom obdobi.

Veta 3.17. C’eby§evova nerovnost

Predpoklady

Pre ndhodni velicinu X ezistuje E(X), D(X).

Tvrdenie Pre kaZdé ¢ > 0

D(X)

P(X - B(X)| 2 2) < =

(31)
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Doékaz. Y = (E(X) — X)? splha predpoklady Markovovej vety. Preto pre Iubovolné
A > 0 plati:

P((X = E(X))* 2 A E(X — E(X))*) < (32)

>

Potrebujeme dostat podobny tvar ako ma tvrdenie. Preto za A vyberieme A\ = D?;)‘

g2 D(X)
P(X — E(X))?> E((X —E(X))?) <
(X = B > o - B(X = BXP) < 25 (33)
Dosadime D(X) podla definicie disperzie.
g D(X)
P(X —E(X))*> -D(X)) < 4
(X = B(X))* 2 - DIX)) < 25 (34)
Vykratime D(X) zo zlomku.
D(X
P((X — B(x))* 2 22 < P00 (35)
Vyuzijeme, Ze (X — F(X))? > €% je to isté ako | X — E(X)| > e.
D(X
P(X — B(X) 2 ) < 22 (36)
O
Lema 3.18. Ak su splnené podmienky:
lim E(0,) = 9, (37)
tm D) = 0 39
potom pre lubovolné ¢ > 0
lim P(|6, — 6, >¢) = 0. (39)
n—oo
Dékaz. Dosadime do éebyéevovej nerovnosti a zlimitujeme. O

Tato lema sa da preformulovat aj za pouzitia pojmu konzistentny odhad, nie je to

vSak nutné pre tuto pracu.

Veta 3.19. Slaby zdkon velkych cisiel
Predpoklady

X1, ..., Xn st nezdvislé nahodné premenné.
E(X;) a D(X;) st definované pre vietky i.
Ezistuje M také, Ze D(Xi) < M pre vsetky i.
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Oznacenia:

Sp=X14+..4+ Xn.

Priemernd vyjhra v n koldch = %

Ocakdvand priemernd vijhra v n koldch = E(%)
Tvrdenie

Ak zvacsujeme n, pre dané a > 0 sa

P(\% - E(%)\ > a) blizi nule.

Va > 0 : lim, o0 P(|22 — E(52)| > a) = 0

Dékaz. Pouzijeme lemu 1:
ako ¢ dosadime a, ako 0, dosadime 52 a ako 6, dosadime E(52).

Ukazeme, 7e nada situacia splha predpoklady lemy 3.18:

Sn

E(0,) = B(~%) =0, — 6,0 — oo, (40)
D) = D) (41)

PouZijeme vlastnost D(aX) = a?D(X)
D) = L D(s,) (42)

D(;) <5 nM (44)

a teda S u
D(—) < — — 0,n — oo. (45)

n n

Splnili sme predpoklady lemy 3.18, moézeme do jej tvrdenia dosadit nasSe premenné,

¢im sme dokazali vetu 3.19. O

O GF sa vo vSeobecnosti predpoklada, ze vychadza z tzv. zdkona malych ¢isel.
Zéakon malych ¢isel tvrdi to isté, ako slaby zakon velkych ¢isiel no pre malé n. Zakon
malych ¢isel v8ak vo vSeobecnosti neplati, ¢o si mozno overit jednoducho hadzanim

kocky alebo mince.

Veta 3.20 (Veta o netcinnosti pocitacich systémov). Predpoklady
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3.9 Pocitacie systémy 3 MATEMATIKA A GF

A Pre kazdi jednotlivi stavku B; je prislusnd ocakdvand hodnota E(H;) zdpornd. Plat-

nost predpokladu vyplyva z toho, Ze A; - v < 1.
B Je dany mazimdlny limit mnoZstva peniazi v hre P
C Vysledok ktorejkolvek hry neovplyvnuje vijsledky ostatnijch hier.
D Je dand minimdlna velkost jednotlivej stavky B;.
Tvrdenia

1. Existuje konstanta M ohranicujica zhora vsetky disperzie jednotlivijch premen-
nych. D(B;) < M pre vietky i

2. Nech S, = Hy + ---+ H,. Akejkolvek akcii B kde Hy,--- H, su hodnoty pri-
sliuchajice stavkam By, - - - B, prislicha zdpornd ocakdvand hodnota siuctu hodnot
E(S,), t.j. pre lubovolni akciu B plati E(S,) < 0.

3. Tato ocakavand hodnota je zdpornd a je to sucet ocakdvaniyich hodnot jednotlivych

stavok E(>_ H;) =Y E(H;).

4. Plati lim,,_,, P(S, < 0) =1 a teda je takmer isté, Ze ¢im dlhsie hrdc pokracuje
v hre, tym vdcsia je pravdepodobnost, Ze:
a) prehrd,
b) nikdy nevyhrd naspdt peniaze, ktoré prehral.

5. Navyse, plati aj silnejsie tvrdenie lim,,_,o, P(S, < L) =1 z coho vyplyva, Ze hrdc

nakoniec pride o celyj svoj rozpocet vyhradeny na hru bez ohladu na to, aky bol

velkyj.

Névod na dokaz tejto vety mozno najst v knihe [27], v ktorej st spisané ¢iastkové

tvrdenia, ktoré treba dokéazat. Toto je hlavny vysledok matematickej Casti prace.

Dékaz. Vdaka predpokladom A a D moézeme tvrdit, ze existuje také K, ze 0 < |B;| <
K pre vsetky i. A; x v — 1 je tiez ohrani¢itelné konstantou a preto moZzeme ohranicit
aj ich nasobok, teda H;. Vdaka predpokladu C' mézeme povedat, ze H; st nezavislé

nadhodné premenné.

1 Ukéazeme, Ze existuje konstanta M: D(H;) < M pre vSetky i:
|H;| < K pre vetky i — E|H;| < K — aj E(H;) < K

(D(H;) = E(H) — E*(H;) (46)
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Tento sucet si rozlozime na jednotlivé séitance. Najskor pouzijeme vlastnost

umochovania na druhi v spojeni s absolutnou hodnotou.
BE(H?) = E(|Hi|*) < K* < 2K? (47)
Nerovnost ohranic¢enosti F|H;| umocnime na druhi.
E*(H;)) < K*? (48)
Spojenim sc¢itancov teda dostavame:

=>D(H,) < K?:=M (49)

2., 3.: Ukazeme, Ze o¢akivana hodnota suctu stavok moéze byt ohrani¢enad zapornym
¢islom:
Vdaka predpokladom A a D mozeme povedat, ze E(H;) je zhora ohranicené
zapornou konstantou m, ktoréd je rovnaka pre vsetky i.
Chceme ukazat: E(S,) < m.

B(S,) = E(H, +..+H,) (50)
— E(H)+ ...+ E(H,). (51)

Toto plati kvoli linearite o¢akavanej hodnoty.

E(H;) < m pre vSetky i => Z E(H;)) <n-m<m. (52)
i=1
4. a), b): Z 1.,2., 3. a slabého zékona velkych ¢isel ukazeme, ze lim,_,, P(S, < 0) =
1.
Podl'a tvrdenia 1 a slabého zakona velkych ¢isel ak zvicSujeme n, tak % sa
bude priblizovat k E (%) Pravdepodobnost, ze % bude pre velké n v intervale

(E(%2) + 2, E(%2) — 2), sa bude bliZit 1. Zaroveii vieme z b), Ze

E(—) < 53
() <m (5)
a teda horné ohranicenie pre S—r? bude %
S, ~m
“no I 54
n 2 (54)
Z rovnice vyjadrime vztah pre S,,:
S, < % <0. (55)
A teda
lim P(S, <0)=1, (56)

n—oo

¢o sme cheeli ukazat.
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3.10 Waiting time 3 MATEMATIKA A GF

5. Ukazeme, ze ak je dana strata L < 0, tak

lim P(S, <L)=1. (57)
n—oo
Vratme sa k nerovnosti 55:
S, < % <0. (56)

KedZe n mozeme byt Tubovolne velké, tak pre dané zaporné hodnoty L a m
urc¢ite najdeme také ng, aby
mno

- <L (58)

Konkrétne to bude pre ng > %
Bude platit
mn ’ 0.
Sy < - < L pre I'ubovolné n > ny, (59)

z ¢oho uz vyplyva vztah 57.

Teda, ukazali sme, Ze matematické systémy nemozu zmenit oc¢akavani hodnotu
stavky a ze ¢im dlhsia je hra, tym je pravdepodobnejSie, ze hra¢ prehra a pride o
vSetky peniaze, ktoré na hru vyhradil.

Este poznamename, Ze v pripade kartovych hier je situacia zlozitejsia nez pri ru-
lete. V ramci jednej kartovej hry vytiahnutia jednotlivych kariet totiz nie su reali-
zaciami nezavislych ndhodnych premennych. Ak napriklad vytiahneme ¢ervené eso, v
d'alsom tahu ho uz nemoézeme vytiahnut a teda neplati, ze P(X; =¢.eso|X;_; =¢.es0) =
P(X; =¢.es0). Preto v pripade kartovych hier nemozno pouzit avahy v takej podobe,

ako uvadzame.

3.10 Waiting time

Waiting time je ¢as ¢akania na konkrétnu kombinaciu vysledkov (napriklad, pri hadzani
mincou HHHHH alebo HZHHZ). Zatial ¢o pravdepodobnost vyskytu kazdej kom-
binécie je rovnaka, ak hddZeme mincou postupne, niektoré kombinacie sa v priemere
objavia skor. Je to vyvazené tym, ze kombinacie, ktoré sa objavia v priemere neskor
maji vacsiu Sancu, Ze sa budu samy so sebou prekryvat. Je to zaujimavy pohlad na
trochu int Statistiku nez sme v elementarnej pravdepodobnosti zvyknuti. Podrobnejsie
sa waiting time venuju Sun a Wang v ¢lanku Gambler’s fallacy, hot hand belief, and the
time of patterns [23] a Nickerson v ¢lanku Penney Ante: Counterintuitive probabilities
in coin tossing [15]. Statistika waiting time pomaha ukézat raciondlny dévod, preco sa

Tudom zdaju kombinécie ako HHHH H H také podozrivé a naznacuje, Ze ¢as ¢akania
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3.11 Iny vyznam GF 3 MATEMATIKA A GF

¢lovek vnima niekedy aj silnejsie ako oc¢akavani hodnotu. Je to urcité zdévodnenie GF'

ako konfliktu vnimania réznych Statistik.

3.11 Iny vyznam GF

Pojem gambler’s fallacy niektori autori pouzivaju aj v odlisnych vyznamoch ako ten,
ktory sme rozoberali v nasej praci. Napriklad Kaul pouziva v svojom ¢lanku [9] tento
pojem vo vyzname odlisného narabania s peniazmi na zaklade sposobu ich ziskania.
Napriklad ak hra¢ vsadi jedno €, vyhra 100 €a nasledne o ne pride, hoci prisiel o 100
€, kedZe tieto peniaze predtym vyhral, v jeho predstave prisiel len o 1 €, ktoré si
zarobil predtym, ako vosiel do kasina. Lenze ak by po vyhre 100 €z kasina odisiel, uz
by ich zacal naozaj povazovat za svoje. Autor predpoklada, Ze tento fenomén existuje

aj pri obchodnikoch na burze a dava ho do stvislosti s ekonomickou krizou.
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4 PEDAGOGICKE VYUZITIE GF

4 Pedagogické vyuzitie GF

GF je zaujimavé v spojitosti s behavioralnou ekonémiou ako Statisticky skiimany fe-
nomén, ktory ukazuje iracionalitu Iudského konania. Tato téma ma vSak aj potencial
ozivit vyucovanie pravdepodobnosti a $tatistiky v dvoch oblastiach: pri §tudiu ucitel-
stva matematiky a na strednych Skolach. Preto je tato kapitola rozdelena na cast o

ucitelstve matematiky a na cast o vyuziti GF v ramci matematiky na gymnaziu.

4.1 Ucitel'stvo matematiky a GF

Predmet zo stuc¢asného studijného planu ucitel'stva matematiky na FMFI UK, v kto-
rom je najvhodnejsie zaradit rozbor GF, sa nazyva Pravdepodobnost a matematicka
Statistika (1—-UMA-302) [24]. Po konzultécii s cvi¢iacou tohto predmetu sme prisli k
zaveru, ze tento predmet je pomerne naro¢ny a obsahuje velké mnozstvo uciva. Preto
je velmi tazké v nom robit podstatné zmeny. Zaradenie matematického pohladu na
GF vsak nevyzaduje radikidlne zmeny tohto predmetu. Potrebné pojmy a nerovnosti st
uz v nejakej podobe obsiahnuté v predmete v jeho sucasnej naplni. Do cvic¢eni tohto
predmetu je mozné doplnit priklad o vyvrateni GF a priklad o systéme zdvojovania
stavok s naslednym teoretickym vyvratenim pocitacich systémov.

Taktiez je uzito¢né budicim ucitelom vytvorit pevné spojenie vysokogkolskych po-
znatkov so stredogkolskou praxou. Casto sa vyucujtci snazia dat motiva¢ny priklad
vychéadzajuci zo stredoskolskej matematiky a potom prejdu k vysokoskolskému rozsire-
niu pohladu na dany problém. Zaujimavé by vSak bolo pontknut tam, kde je to mozné,
aj spatny prechod do reci strednej skoly, na ktory pri vyucbe ani praxi novych ucite-
Tov Casto uz nezostava cas. Je to sposob, akym vylepsit pouZitelnost a relevantnost
vysokoskolskych poznatkov pre buducich uéitelov.

Napriklad Markovovej a éeby%evovej nerovnosti sa venuje za celé studium ucitela
matematiky patnast minit z prednasky. U¢itel napiSe na tabulu tvrdenie a dokaze ho,
nan nadvéizuje dalsie tvrdenie, ktoré sa dokdZe a napokon tymto postupom prejde aj
zakon velkych ¢isel. Pre mnohych Studentov je takyto pristup nevhodny. Abstraktne
podané nerovnosti a ich dokazy sa naucia naspaméat na skisku, no nevidia v nich Zziadne
spojenie s realnym svetom alebo vyucovanim matematiky na nizsej ako vysokoskolskej
trovni. Na zaklade diskusii so Studentmi viem, Ze o par tyzdihov uz tieto nerovnosti ani
nerozoznaji po mene.

Jednou z pri¢in tohto stavu je nutnost prejst pocas studia velkym mnozstvom pre-
beranej latky. Ak by sa venovalo viac pozornosti tymto nerovnostiam, ostalo by menej

Casu na iné, ddlezitejsie ¢asti uciva. U¢itel aj Student Statistiky st pod tlakom stihnat
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vSetko prebrat a vSetkému porozumiet.

Problematické je aj vyuzitie tychto matematickych vedomosti. Ak idu ucitelia ucit
na zakladné alebo stredné skoly, budu ucit pravdepodobnost a Statistiku na celkom
inej trovni. Zda sa, ze nie je jasné, ako, ak vobec, prepajat vysokoskolskt matematiku
s ucitelskou praxou. Tu prichadza didakticka stranka naSej prace. Je to snaha prelozit
vysokoskolské poznatky do rec¢i stredoskolskej matematiky, aby u¢itel mohol prepojit
konkrétny priklad, zrozumitelny aj na stredoskolskej trovni, so svojimi vysokoskol-
skymi poznatkami.

Prinos je dvojaky: z jednej strany zvySenie zaujimavosti preberaného matematického
obsahu pre uditela aj Ziaka a zaroven je mozné uz stredoskolakovi ukézat, aka celkom
ind matematika ho moze neskor zaujat na vysokej skole. Koncept matematiky ako vedy
umoznuje zahrnat velké mnozstvo réznych prikladov pod jeden koncept. Preto treba
robit v8etko pre to, aby sa sposob myslenia, ktory maja Studenti uc¢itel stva nadobudnut,
nestratil v nutnosti vSetko stihnut a prebrat. Je to vztah medzi kvalitou a kvantitou

vedomosti. Cielom kazdého vzdelavania je v prvom rade kvalita.

4.2 GF a vyucovanie na gymnaziu
4.2.1 Statny vzdelavaci program a GF

V Statnom vzdelavacom programe (dalej gVP) [25] st mnohé myslienky, ktoré savi-
sia s problémom GF. Zac¢lenenie tohto propblému do vyucovania moze pomoct roz-
voju tychto myslienok. Kedze sa tento problém dotyka matematiky, etiky aj psycho-
logie, podporuje medzipredmetovy pristup k tvorbe obsahu vzdelania. Umoznuje totiz
upevnit a preverit v prikladoch matematické koncepty a zaroven upozornit na eticko-
spolo¢ensky problém a nebezpecenstva hazardnych hier. GF je téma tykajica sa su-
¢asného problému prevencie hazardu. Ukazuje sa, ze v roznych krajinach (Australia,
USA) tvoria nezanedbatelnt ¢ast problémovych hazardnych hracov prave mladi Tudia.

Otézka uzitocnosti GF ako nastroja na rozhodovanie poméha tiez rozvijat zru¢nost
kritického myslenia a taktiez “presného myslenia a formovania argumentacie v réznych
prostrediach”. Ziaci maju Sancu prekonat predsudky tykajice sa pravdepodobnosti a
vyskusat si overenie vlastnych jednoduchych statistickych hypotéz a predpovedi pomo-
cou experimentovania.

V SVP sa nachadzaju aj tieto ciele: “aby ziak ziskal schopnost pouzivat matematiku

29

v svojom budiicom Zivote.” “aby $tudent spoznal v matematike stucast Iudskej kultury a
silny a nevyhnutny nastroj pre spolo¢nost.” Otazky rozhodovania sa v pripade neistoty

st sucastou Tudského zivota. Matematika pontka rozumoviu alternativu k spoliehaniu sa
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na “Stastie” alebo na GF. Prikladmi, ktoré sa tykajua realneho zivota, alebo samostatnym
a vedomym overenim si platnosti matematickych poznatkov v podmienkach skuto¢ného
hadzania kockou ¢i mincou, si mozu ziaci zvnitornit opravnent tlohu matematiky v
zivote Cloveka.

Z piatich tematickych okruhov SVP sa GF tyka najméa dvoch: Kombinatorika, prav-
depodobnost, statistika a Logika, dévodenie, dokazy. Ich obsahy st formulované nasle-
dujicim spésobom:

, Dalsou sicastou matematického vzdeldvania Fiakov strednej skoly je Kombinatorika,
pravdepodobnost a Statistika, v ktorej sa Ziaci naucia pouZivat rozne stratégie zistovania
poctu moznosti, riesit ilohy na pravdepodobnost. DéleZitd je aj vijucba elementov Statis-
tiky, nagmda schopnost spravnej interpretdacie statistickych ddt, porozumenie Statistickym
vyjadreniam, realizdicia a posudzovanie jednoduchijch statistickiyjch prieskumov

Tematicky okruh Logika, dovodenie, dokazy sa prelina celjm matematickym ucivom
a rozvija schopnost Ziakov logicky argumentovat, usudzovat, hladat chyby v usudzovani
a argumentdcii, presne sa vyjadrovat a formulovat otdzky. Ziaci rozumeji podstate do-
kazov a vedia ich aplikovat aj v beZnom Zivote“

Pri skiimani GF na stredoskolskej tirovni je mozné riesit tlohy na pocitanie prav-
depodobnosti a takisto ziskat a vyhodnotit jednoduché Statistické data. Skisenost s
vlastnym experimentom moéze pomodct Studentom lepSie porozumiet Statistickym vy-
jadreniam, s ktorymi sa neskor stretnu.

Ci wz budu ziaci nachylni verit GF alebo matematickej pravdepodobnosti, blizsi
pohl'ad na konkrétne priklady rozvija schopnost a ochotu logicky argumentova a hladat
chyby v argumentacii. Je vSak doélezité sa sustredit na skutocéné pochopenie a nie len
naucenie sa algoritmov dokazovania, ktoré vSak samotnému ziakovi ni¢ nedokazuja,

pretoZe im nerozumie.

4.2.2 UCcivo jednotlivych ro¢nikov a GF

V prvom roé¢niku Ziaci nadobudaju dolezité poznatky z hladiska pravdepodobnosti a
Statistiky. V oblasti ¢isel a poéitania s ¢islami figuruje vypliianie formularov s ¢iselnymi
udajmi a praca s idajmi uvedenymi v percentach. Tieto zruc¢nosti st neskor zakladom
pre pracu s po¢itanim pravdepodobnosti a ¢itatelny zapis vysledkov Statistickych expe-
rimentov. Takisto, rozhodovanie o vyhodnosti nakupu alebo zlavy, ktoré je sucastou
finan¢nej matematiky, dava neskor zéklad pre rozhodovanie o vyhodnosti jednotlivych
stratégii v pripade rozne pravdepodobnych moznych vysledkov. Pre porozumenie GF
st potrebné aj zaklady algebraizacie a modelovania kvantitativnych vztahov. V prvom

ro¢niku sa tiez prebera kombinatorika, ktora umoznuje efektivnejsie skiimat pocet roz-
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nych moznosti, ktoré moézu nastat.

V druhom ro¢niku je na zékladoch vybudovanych v prvom ro¢niku mozné zaradit
GF priamo do uciva. Na konkrétnych prikladoch hazardnych hier je mozné precvicit a
prehibit a takpovediac zazif tematické celky Sanca a porovnéavanie Sanci, pravdepodob-
nost a niektoré jej vlastnosti, a takisto pravdepodobnost okolo nés. Porovnanim mate-
matickej pravdepodobnosti, mozného klamu GF a vlastného experimentu s hadzanim
mince alebo kocky mozu Ziaci viac zapojit kritické myslenie vyvratenim nespravneho
pohladu na pravdepodobnost. Priklady GF mozu byt tiez prilezitostou si uvedomit
odlisné vyjadrovanie v réznych prostrediach matematiky a bezného Zivota.

V trefom a Stvrtom ro¢niku ma Statistika znova svoje zastipenie v tematickych
celkoch. GF sa teda aj v tychto ro¢nikoch da pouzit ako zopakovanie a precvicenie
tém druhého ro¢nika a zaujimavé spestrenie. Hazard je tiez téma, o ktorej je lepSie
vzdelavat nez o nej v Skole mlcat a sposobit, Ze Student bude neskor niest nésledky
klamov akym je aj GF.

SVP tiez pripomina: V priebehu celého $tidia je potrebné zaradovat:
e problémové ulohy,
e historické poznamky,

e rozne malé projekty podporujice medzipredmetové vztahy, napr. Matematika a
umenie, Fuklides, Matematika a vesmir, Matematika a taZisko, Matematika a

biliard,
e informdcie dokumentujice sucasné a historické pouzitie matematiky.

Problém GF poniika problémové tlohy jednotlivych vyskytov tohto klamu. Histo-
rické poznamky sa mozu tykat samotného vyskytu GF alebo matematikov Markova,
éebyéeva, Laplaca, Bernoulliho. Tento klam by mohol byt suc¢astou projektu podporu-
juceho medzipredmetové vztahy Matematika a hazardné hry podobne ako v americkom
dokumente Facing the Odds. Po jednoduchom prieskume sa da najst stucasné pouzi-
tie vstupujucej matematiky pri novom a novom vyvracani nespravnych a pomylenych
pohladov na pravdepodobnost a na hazardné hry. Zda sa teda, ze GF je z pohladu
duchu a litery SVP vitanym doplnenim vyucovania pravdepodobnosti a Statistiky na

gymnéziach.

4.2.3 Prinos GF k vykonovému Standardu ziaka

Okrem uZ uvedeného prinosu GF z hladiska pouZivania a porozumenia matematickej

pravdepodobnosti s aj dalsie kompetencie, ktoré zavedenie tohto problému do vyuco-
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vania moze rozvijat. Z hl'adiska socialnych komunika¢nych kompetencii moze umoznuje
rozvijat pisomny aj dstny prejav adekvétne situécii, v pripade zapojenia Statistického
experimentu nabéda prezentovat vysledky svojej prace na verejnosti a pouziteie od-
borného jazyka. Z hladiska socidlnych a personalnych kompetencii skimanie tohto
problému moéze umoznit lepsie odhadnit a korigovat désledky vlastného konania pri
hazardnych hrach a tiez navadza ziaka si stanovovat svoje priority v stulade so svojimi

redlnymi potrebami a zaujmami: pdsobi preventivne vo¢i hazardnému spravaniu.

4.2.4 Skusenosti s prednaskou o GF

Matematicka ¢ast préace som odprednasala na podujati Klub trojstenu, ktoré orga-
nizuju Studenti FMFI pre stredoskoldkov so zdujmom o matematiku, fyziku a infor-
matiku. Prednasky sa zucastnilo 12 — 15 prvakov a druhdkov na strednej skole. Na
prednasku bolo vyhradenych 60 mintt. Za tento ¢as sme stihli prebrat zédkladné vlast-
nosti pravdepodobnosti, potrebné pojmy, vyvratenie GF a priklad o zdvojovani stavok.
Pre nedostatok ¢asu boli dalie nerovnosti a vety formulované bez dékazu s dérazom na
vysvetlenie sivisu jednotlivych viet a neic¢innosti matematickych systémov. Zaradena
bola tiez jednoduché prezentéicia s portrétmi slavnych matematikov, ktori sa podielali
na jednotlivych nerovnostiach, s kratkou historickou kuriozitou alebo poznamkou ku
kazdému z nich.

Ziakom pri pochopeni prednésky branili limity, kedZe ich v 8kole eSte nepreberali.
Markovova a éebyéevova nerovnost, ako aj slaby zakon velkych ¢isel su v8ak na tychto
pojmoch postavené. Pre ziakov bol najzaujimavejsi priklad o zdvojovani stavok, ktory
si vedeli aj sami prepocitat. Dalej ich zaujala formulédcia vety o netcinnosti matema-

tickych systémov s jednotlivymi tvrdeniami prelozenymi do beznej reci.

4.2.5 Vyucovanie GF na gymnaziu

Konzultovali sme otdzku mozného zaradenia GF ako spestrenie vyucovania na gym-
naziu s ucitelom matematiky A. Belanom. V zhode s nasimi skiisenostami s prednés-
kou poukézal na to, Ze pre pochopenie konceptov pravdepodobnosti st nenahraditelné
konkrétne, dostatocne zlozité priklady. Napriklad vetu o netcinnosti matematickych
systémov by sme mohli obmedzit na konkrétny priklad rulety alebo hry s kockami.
Otéazka limit, ktoré ziaci nepoznaji, by mohla byt nahradena tam, kde je to mozné v
konkrétnom priklade nekoneénym radom, s ktorymi uz Ziaci maji vicsie skusenosti.
Atraktivne z hladiska oZzivenia hodiny a overenia si nakolko sa moZzeme spoliehat na
matematicku teériu pravdepodobnosti sa v priebehu rozhovoru ukazali experimenty so

zapisovanim vysledkov hadzania kockou alebo mincou. Takéto experimenty mozu byt
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ponaté aj ako skupinova praca. Zaujimavym javom, ktory moézu Ziaci zapisovat, je na-
priklad: ako dlho museli ¢akat, kym padla Sestka, ako dopadol dalsi hod mincou, ked
uz trikrat padla hlava a podobne. Na experiment by malo nésledne nadvézovat rozo-
bratie experimentu z matematickej stranky, vyratanie predpovedaného vysledku podla
matematickej pravdepodobnosti. Zaverom by bolo zujimavé porovnanie matematickej

predpovede, predpovede podla GF a skuto¢nosti.

4.2.6 Navrh zapojenia témy GF na strednej Skole

Hodina by mohla zacat prikladom, napriklad tymto, prebranym z dokumentu Facing
the Odds [2]:

Sasa md troch bratov. Jej mama cakd dalSie dieta. Sasa sa s bratmi stavila, Ze
tentokrdt to bude dievcatko. Ak predpokladdme, Ze Sanca, Ze sa narodi chlapec a Sanca,
Ze sa narodi dievca, je rovnakd, akd je pravdepodobnost, Ze Sasa stavku vyhrd?

Pri diskusii o spravnom vysledku, ze pravdepodobnost je stale 0.5 aj napriek tomu,
ze sa mame uz narodili traja chlapci, je vhodné poukézat na nezavislost pohlavi jed-
notlivych deti.

Nadviazeme prikladom s hadzanim minci. Ak by sme hodili styri krat za sebou znak,
¢o modzeme predpokladat o dalsom hode? Je to naozaj tak, Ze pravdepodobnost je 0.57
Vieme overit, Ze matematika pravdepodobnosti stvisi so skutoénym svetom? Mo6zeme
Studentov rozdelit do skupin po dvoch alebo po troch a dat im za tlohu stokrat hodit
mincou a zapisat si vysledky hodu. Dalsia tloha bude spracovat vysledky: Kolkokréat
padla hlava a kolkokrat znak? Moézme dat Ziakom za tulohu vyplnit nasledujicu ta-
bulku:

Predtym | Hlava | Znak | Predtym | Hlava | Znak
H 1x 7 1x
H 2x 7 2x
H 3x 7 3x
H 4x 7 4x
H 5x 7 5x

Tabulka 1: experiment s hiddzanim mince

Ked su ziaci hotovi, mézeme dat tabulky dohromady a spravit spolo¢ni tabulku.
Mozeme vidiet, nakolko sa na§ matematicky vysledok zhodoval alebo nezhodoval so
skutoénymi hodmi. Ziaci mozu porovnat, & data viac suhlasia s matematickym mo-

delom alebo s GF. Mézeme tiez vyratat pravdepodobnost, s akou sa da dosiahnut
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najdlhsi namerany retazec znakov alebo hlav a zistit, ¢i sa teoretickd pravdepodobnost
priblizuje relativnej pocetnosti.

Moze sa zdat jednoduchsie na testovanie naSich hypotéz pouzit pocitacovy generator
pseudonahodnych ¢isel, no hodit fyzickou mincou je prirodzend nédhodnost a pocita-
¢om vygenerované ¢isla st len dosledkom teérie pravdepodobnosti, preto ma hédzanie
mincou pre ziakov vac¢siu vypovednt hodnotu.

Na experimente vieme ziakom priblizit pojmy absolutnej a relativnej pocetnosti,
rozdiel medzi ocakdvanou a nameranou hodnotou, disperziu. To, ¢o sme overili experi-
mentélne, je mozné prepocitat aj viac do detailov. Ak ucitel vidi, Ze Ziakov problema-
tika zaujala, moze vyskusat, ¢i nemaju sami ziaci nejaké otézky, pripadne ¢i nie je este
nieco iné, ¢o by sme vedeli vypocitat.

Dalst priklad, ktory mézeme pouzit, je otazka opodstatnenosti nosenia bomby do
lietadla, kedZe pravdepodobnost, Ze v lietadle budia dve bomby naraz, je velmi mal4.

Nadviazat mozeme prikladom o systéme zdvojovania stavok uvedenom v matema-
tickej casti préace (3.9.3), pripadne spomenit bez dokazu aj tvrdenie vety o neu¢innosti

matematickych systémov (3.20).

37



ZAVER ZAVER

Zaver

Pocas pisania bakalarskej préace sa ukéazalo, ze GF je zaujimavy fenomén nielen z hla-
diska narocnych matematickych konceptov, ale aj z hladiska zakladnych konceptov
matematickej pravdepodobnosti. V pedagogickej praxi moze byt pouzity na stredos-
kolskej alebo vysokoskolskej tirovni.

V tejto praci sme priblizili mladym ITudom zéaklady matematického pohladu na
pravdepodobnost zameriavajic sa na zlepSenie ich finan¢nej gramotnosti za pouzitia
zaujimavého fenoménu GF.

Ponukli sme motivaciu, preco sa zaoberat GF, ukazali sme spojitost medzi GF a
problémovym hranim hazardnych hier. Poukézali sme na uzito¢nost matematického
sposobu uvazovania v otazkach pravdepodobnosti.

Zozbierali sme priklady vyskytu GF z roznych oblasti Zivota, aby sme ukézali po-
mocou roznych stidii, ze GF je redlny a relevantny fenomén. Tieto Stidie zaroven
ponukaju material pre zadania Skolskych prikladov o GF, vychadzajucich z empiric-
kych poznatkov. GF suvisi aj s finanénymi otazkami, ¢i uz ¢o sa tyka prehodnotenia
svojich vydavkov na hazardné hry alebo vydavkov na iné neisté investicie.

Uviedli sme, aké matematické koncepty vstupuju do matematického vyvratenia GF
a toto vyvratenie sme aj zrealizovali. Sustredili sme sa pritom na vztah jednotlivych
konceptov pravdepodobnosti a Statistiky ku GF. Matematicky sme ukazali, Ze systémy,
zalozené na GF vedu z dlhodobého hladiska vzdy k prehre. Nie je to teda racionalny
spdsob uvazovania. V priebehu pisania sa ukéazalo, Ze pre dokaz vety o neucinnosti
pocitacich systémov je kltucové presne zadefinovat pojem stavka, ocakavani hodnota
stavky a odlisit ndhodné premenné od premennych, o ktorych hodnote rozhoduje hrac.

Venovali sme sa dvom pedagogickym oblastiam: moznosti vyuzitia GF vo vzdela-
vani budtucich ué¢itelov matematiky a vo vyucovani na gymnéziach. Nasli sme konkrétne
moznosti, ako GF zapojit a vyuzit v oboch pripadoch. Preskimali sme na zaklade SVP,
na ktoré aspekty problému ako napriklad nezéavislost javov, podmienené pravdepodob-
nost, limity a zakon velkych ¢isel st alebo nie st Studenti gymnazii pripraveni a na
zaklade toho sme pripravili navrh vyuzitia GF vo vyucovani matematiky. Inspirovali
sme sa pritom pristupom Polyu v knihe How To Solve It [20] a tiez Maresovou kniz-
kou Slova, ktera se hodi [12]. Spracovali sme skusenosti a pohlady $tudentov, ktorym
bola latka odprednasanéd. Okrem naStudovania literattiry sme vyuzili aj konzultéacie s
ucitelmi z praxe, ktori vedeli posudit moZnosti konkrétnej pedagogickej aplikacie.

Prinosov prace je viacero: Z hladiska studentov uéitelstva praca poniika zaujimava

aplikaciu Slabého zékona velkych ¢isel a moznost prepojit abstraktné nerovnosti zo
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zékladov pravdepodobnosti s prikladom z napinavého prostredia hazardnych hier, ktory
je mozné zadat aj Studentom gymnézia.

Pre cviciacich predmetu Pravdepodobnost a matematicka Statistika sme pripravili
konkrétny priklad, ktory mozu zaradit do cviceni tohto predmetu a bez velkych ¢i
zasadnych uprav predmetu povedat Studentom ucitelstva o GF a zaroven aplikovat
abstraktné koncepty, ktoré by uz inak vo vicsine pripadov priamo nepouzili.

7 hladiska prinosu pre Studentov gymnézia praca ponika v prvom rade zlepSenie
povedomia Studentov o iracionalnom rozhodovani ¢loveka, ktoré vstupuje aj do roz-
hodovania o financiach. Dalej sprostredkuje blizSie zozndmenie sa s definiciou pravde-
podobnosti a pojmami zo zakladov pravdepodobnosti, precvicenie doterajsich mate-
matickych znalosti a pripomenutie si rizik hazardnych hier. Pri spravnom prevedeni
nasho navrhu je tiez mozné, zZe si Studenti plnsie osvoja koncepty pravdepodobnosti a
Statistiky ako nezavislé udalosti a podmienené pravdepodobnost, pretoze si ich prepoja
s vlastnym experimentovanim s hadzanim kociek a so zaujimavymi prikladmi.

Praca moze byt uzitoéna aj pre vedicich matematickych krizkov a seminédrov z
pre nadSencov pre spojenie matematiky a psychologie ako prehl'ad zaujimavej literatury
o GF a suvisiacich témach. Mohla by byt prinosna aj pre tych, ktori si ju precitaju
a rozhodni sa, Ze sa nebudi puastat do ,,zarucene uspesnych® stratégii vyhry v rulete
alebo inej hazardnej hre, ktora je nastavené v prospech kasina.

Prinosom pre autorku préce bolo nastudovanie a hlbsie pochopenie problematiky
pravdepodobnosti a jej dosledkov.

Nadviazanim na tato pracu by mohlo byt spracovanie viacerych dalsich klamov,
napriklad klamu dostupnich prikladov, klamu tijch, ktori prezili alebo iluzie zhlukov
(podla zoznamu klamov v bakalarskej préaci Polonského [18]). TaktieZ je sTubny pohl'ad
na stuvis GF a Statistiky ¢asu ¢akania na prvy vyskyt, pripadne pohlad na GF z hladiska

rozhodovania sa na zaklade rizika a pouzitych uzitkovych funkcii.
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