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Abstrakt v statnom jazyku

KURINEC, Lukas: Postupnosti a rady funkcii, priklady [Bakalarska pracal, Univerzita
Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky,

Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: RNDr. Lubica Kossaczka, CSc.,
Bratislava, 2013, 46 s.

V nasej préaci sa zaoberdme rovnomernou konvergenciou radov a postupnosti funkcii
v redlnom priestore. Analyzujeme pripady, kedy nesplnenie predpokladov moéze viest
k zlym zaverom a ked splnenie predpokladov umoziuje prechod medzi operaciami pri
rovnomernej konvergencii. Predvedieme si zékladné vety o zdmene poradia limity s
derivéciou, integraciou alebo limitou. Rozoberieme si vplyv kompaktnosti mnoziny na
rovnomerni konvergenciu. Predstavime si triedu rovnomocne spojitych funkcii. Nagim
ciefom je prehlbenie poznatkov v oblasti rovnomernej konvergencie, ktorych hlavna
Cast prichadza pri Stone - Weierstrassovej vete a Ascoli - Arzevalovej leme o rovnomer-
nej konvergencii pre triedu rovnomocne spojitych funkcii. Citatelovi to poskytuje iny
nahlad k tejto problematike. Aplikovanie vSetkych poznatkov vyuZijeme na samostatné

rieSenie problémov venovanych tejto oblasti.

Krlacové slova: rovnomerné konvergencia, Weierstrass, Cauchy, rovnomocne spojité



Abstract

KURINEC, Lukas: Sequences and series of functions, examples [Bachelor Thesis],
Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,
Department of Applied Mathematics and Statistics;

Supervisor: RNDr. Lubica Kossaczka, CSc., Bratislava, 2013, 46 p.

In our work we deal with uniform convergence of sequences and series of functions
in real space. We analyze the cases, where failure of assumptions may lead to wrong
conclusions and when compliance of assumptions enable interchange between opera-
tions at a uniform convergence. We present a basic sentences of confusion of order of
limits with the derivation, integration or limits. We discuss the impact on the compact
set to uniform convergence. We introduce a class of equicontinuous functions. Our aim
is the advancement of knowledge in the field of uniform convergence, whose major part
comes with Stone - Weierstrass theorem and Arzela - Ascoli lemma of uniform con-
vergence for a class of equicontinuous functions. It gives to the reader a different view
on this issue. Application of all the knowledge we use to individual troubleshooting

devoted to this area.

Keywords: Uniform convergence, Weierstrass, Cauchy, equicontinuous
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UVOD UVOD

Uvod

Cielom tejto préce je prehlbenie poznatkov v oblasti rovnomernej konvergencie. Praca

je zamerané na teoriu, priklady a aplikacie spracovanych z knihy [5,kapitola 7].

Na zaciatku si vysvetlime zakladné pojmy, ktoré budi nevyhnutné pocas celej prace.
Ukazeme si, ako je to s predpokladmi rovnomernej konvergencie v zavislosti od pre-
chodu medzi limitnymi operdciami pri sumovani, diferencovatelnosti, spojitosti alebo
integrovatel nosti. Predvedieme si priklady, na ktorych prechod zlyha z dévodu nedodr-
zania stanovenych predpokladov a tak isto priklady, kedy zamena poradia bude moct

byt zrealizovateIna. Budeme sa zaoberat aj pripadom kompaktnosti mnoziny.

Predstavime triedu rovnomocne spojitych funkcii. Dalsimi dolezitymi aspektmi tejto
témy bude Stone - Weierstrassova veta a Ascoli - Arzevalova lema, ktoré pojednavaja
aproximéciu spojitych funkcii na kompaktnej mnozine s predpokladom rovnomernej
konvergencie. Prvy uvedeny aspekt pracuje naviac s postupnostou polynémov, pomo-
cou ktorych rovnomerne aproximujeme spojité funkcie. Druhy uvedeny aspekt posky-
tuje nutné a postacujice podmienky, ¢i kazda postupnost spojitych funkcii za urcitych

podmienok konverguje rovnomerne.

Posledna kapitola pojednava o aplikovani poznatkov na rieSenie prikladov na konci
kapitoly. Prepoklada sa vsak znalost zakladov matematickej analyzy, ktoré st vyuzi-

vané v celej praci.



1 ROVNOMERNA KONVERGENCIA

1 Rovnomerna konvergencia

V tejto kapitole si uvedieme zakladné pojmy o rovnomernej konvergencii. Na ukazku
si predvedieme, ako sa nespravne riesia priklady prechodu medzi matematickymi ope-
raciami pri nesplnenych predpokladoch. Doélezité buda vety o Cauchyho konvergencii

a Weierstrassovo majorantné kritérium.

1.1 Zakladné pojmy

Definicia 1. (podla [5])
Nech {f,}5°, je postupnost funkcii na mnozine M a konverguje pre vsetky = € M.

Potom pre funkciu f(x) plati

f(z) = lim fo(x) (Yo e M),

n—oo
kde f(x) nazyvame limitou alebo limitnou funkciou postupnosti {f,}>°,, ¢o zna-
mené, ze {f,}°°; konverguje na mnozine M. Presnejsia a viac zauZivana terminologia
hovort, ze { f,,}°2, bodovo konverguje k funkcii f(z) na mnozine M. Zapisané pomocou

kvantifikdtorov dostavame

Ve e M :¥Ye>03dng € NVn >ng: |fulz) — f(2)] <e

Definicia 2. (podla [2])
Nech {f.}>2, je postupnost funkcii na mnozine M. Symbolom Z fn
n=1

oznac¢ujeme rad funkcii alebo aj funkciondlny rad. Funkciu f; nazyvame

s-ty ¢len a  postupnost  {s,}°°,  nazyvame  postupnost ciastocnych suctov
oo

alebo s-ty ciastocny siucet radu Z fn- Ak postupnost ¢iastoénych suctov {s,}>°; kon-

n=1
)

verguje bodovo k funkcii f(z) na mnozine M, tak hovorime, ze rad funkcii Z I

n=1
o0
konverguje bodovo k funkcii f(x). Oznacujeme s, — f, respektive Z fn— f.
n=1
Tu vsak nastava mensi problém. Ktoré su hlavné vlastnosti funkcii, ak pracujeme s
limitnymi operaciami? Vieme povedat, ze ak s postupnosti {f,}°°, spojité, diferen-

covatelné alebo integrovatelné, ¢i to plati aj pre limitu postupnosti f(x)? Budeme sa

9



1.2 Priklady bez splnenych predpokladov 1 ROVNOMERNA KONVERGENCIA

zaoberat vztahmi medzi f) a f’integralmi z f, a f a aj spojitostou medzi f, a f.

Pripomenieme si definiciu spojitosti.

Definicia 3. (podla [2])

Funkciu f(x) na mnozine M nazyvame spojitou, ak
VedoVe € D2(f),|lx —al <d:|f(x) — fla)| <e.

Najcastejsie sa pouziva skrateny zéapis lim f(z) = f(a). V pripade limity postupnosti
Tr—a

spojitych funkcii plati rovnost:

lim lim f,(z) = lim lim f,(z),
T—a n—>00 n—o0 r—a

kde poradie vykonavania limit je nepodstatné. Teraz si ukdzeme par prikladov, kde st

vlastnosti funkcii dolezité a pri ich zanedbavani vznikaji chyby.

1.2 Priklady bez splnenych predpokladov

Priklad 1.
Takzvana dvojitda postupnost ndm bude sluzit ako priklad, kedy poradie limitovania

nemozno brat ako nepodstatné. Nech prem = 1,2,3...,n = 1,2,3... mame postupnost

f _m2+2mn+n
T 9m2 4+ n2

Ako prva zistime limitu pre zafixované m pri posielajicom n-ku do nekone¢na. Mame

teda

m2+2mn+n_0

lim s,,, = lim
nooo " n—00 2m?2 + n?

z dovodu velkosti mocniny v menovateli pri premennej n, ktory prebija vSetky ¢itate-

Tové mocniny pri n-ku. Tym padom celkovo plati, Ze

lim lim s,,, = lim 0=0.
M—00 N—+00 ’ m—00

Ak teraz zafixujeme n a posleme m-ko do nekonecna, dostavame ¢iselne iny vysledok.

Lahko si ukdZeme prvu limitu.

. . mi+2mn+n 1+
lim s,,, = lim = lim m M =
m—oo ’ m—oo 2m2 + n2 m—00 24+ % 2

10



1.2 Priklady bez splnenych predpokladov 1 ROVNOMERNA KONVERGENCIA

Teraz uz len staci spravit limitu pre premennu n:

lim lim s,,, = lim - = -,
n—00 M—>00 ’ n—oo 2 2

kde vidime, ze

lim lim s,,, # lim lim s,,,
n—00 M—$00 ’ M—00 N—00 ’

1
5 #0.

7 toho nam vyplyva, Ze zamena poradia limitovania nie je mozné.
Dalsi priklad ukaze, Ze rad spojitych funkcii d& nespojiti sumu.

Priklad 2. (podla [5])

Nech
2

fn(a:):m (reR,n=0,1,2...)

a uvazujme
F@) = 3 Iule) = 3 oy (P ER).
n=0 n=0

Teraz sa nam naskytuji dve moznosti. Prva, ak polozime x = 0, tak z toho vyplyva,
ze fn(0) = 0. Druha moznost, Vx # 0, naim udéva geometricky rad s kvocientom ﬁ
Doratanim toho radu ziskavame sumu rovnt 1+ 22 pomocou vzorca pre uréovanie sumy
geometrického radu s kvocientom ¢, ktory je
= 1
;:O Inl@) = 1= 7
¢im dostéavame

1 2
— =14z

> fala) = 2%
n=0 T T4a?

a naozaj suma geometrického radu je 1 + 2. Teda

0 (pre x = 0),

fz) =
1+2* (prexz #0),

kde vidime, ze f(z) je nespojita v okoli bodu 0.

11



1.2 Priklady bez splnenych predpokladov 1 ROVNOMERNA KONVERGENCIA

Nasledujtuce dva priklady buda venované nespravnej zamene poradia limity a deri-

vacie a zamene poradia limity a integracie.

Priklad 3. (podla [5])

Polozime
_ sin(nx)
fn(.ilﬁ) - \/ﬁ

Ozna¢me f(z) bodovou limitou a jej velkost je

(Vz € R,n € N).

kde sme pouzili ohranic¢enost funkcie sin(nz) < 1. Je samozrejmé, ze f'(z) = 0. Ostava

nam uz len spoé¢itat bodovi limitu pre f!(z). Ako prvé zistime, omu sa rovna f(x)

podla premennej x.

kde vidime, Ze neplati zamena poradia limity a derivacie.

Priklad 4. (podla [5])

Zoberme postupnost
fo(z) =n*2(1 —2*)" (0<x<1,neN).
Bodovu limitu ziskdme na zaklade definicie a plati

f(z) = lim f,(z) = lim n*z(1 —2*)" =0,

n=»00 n=00
kde uvedené rovnost plati z dovodu rychlejsieho rastu, respektive klesania exponen-
cidlnej funkcie, ¢o v nasom pripade je funkcia (1 — 2?)", ktora z dévodu, 7e 0 < z < 1
klesa do 0 ovela rychlejsie, ako rastie n? do nekonec¢na. Toto tvrdenie dokazuje veta,

ktorej znenie je

nOé

lim — =0

ktora popisuje ten isty logicky postup.

)

Teraz vyratame integral na < 0,1 > pre uvedeni postupnost. Dostavame
n2(1 N x2)n+1 1 n2

/0n2$(1—$2)"da:: Ty :2(n+1)n—>§:oo.

0

12



1.3 Kritéria rovnomernej konvergencie 1 ROVNOMERNA KONVERGENCIA

Zaroven Tahko vidime, Ze
b

[ i s = [ @ =0

Na zéaklade ziskanych vypocétov dostavame, Zze rovnost

[ i@ = i [ )

n—oo
nie je platna, kedze 0 # oo a celkovo vidime, Ze limita integralu nie je rovna integralu
z limity a teda nie je mozna zamena poradia limitovania a integrovania.
Tieto priklady ndm ukézali, Ze zamena poriada limitnych operécii je velmi dolezita
vlastnost, ktora plati iba pri urcitych vlastnostiach, preto si definujeme novy, silnejsi

typ konvergencie, ako je bodova konvergencia.

Definicia 4. (podla [2])
Nech {f,}5°, je postupnost funkcii na mnozine M. Hovorime, Ze postupnost

rovnomerne konverguje na mnozine M k bodovej limite f ak:
Vedng € NVn > noVe € M : | f.(x) — f(z)| <.

Poznamka 1. (podla [4])

Tak isto plati, ze f,(z) rovnomerne konverguje na M k f plati ak

lim sup [ f, () — f(2)| =0

n—o0 zEM

Rovnomernu konvergenciu oznac¢ujeme ako f,(z)=f(x).
Hovorime, ze rad ) f,(z) konverguje rovnomerne na mnozine M k funkcii f(z), ak

postupnost {s,} ¢astoénych siuctov definovanych ako

sule) = 3 Jule)

konverguje rovnomerne na mnozine M.

1.3 Kritéria rovnomernej konvergencie

Veta 1. (Cauchyho kritérium rovnomernej konvergencie) (podla [5])
Nech {f,}5°, je postupnost funkcii definovanych na mnozine M. Potom f,, ()

konverguje rovnomerne na mnozine M prave vtedy, ak
Ve > 03ng € NVm > ngVn > ng : | fu(x) — fin(2)| < e

13



1.3 Kritéria rovnomernej konvergencie 1 ROVNOMERNA KONVERGENCIA

Doékaz: Musime to ukizat oboma smermi.
smer =: Nech f,(x) konverguje rovnomerne na mnozine M a f(z) je bodovou limitou,
teda nh_)rgo fu(z) = f(z). Tym padom z definicie rovnomernej konvergencie existuje ng €
N,ze Vn > ng Vo € M plati:

[Fal) = fl@)| < 5.

Na zaklade uvedenej nerovnosti plati:

€

2

= €.

Prvy smer sme tym padom dokazali.

smer <: Nech plati Cauchyho kritérium rovnomernej konvergencie. Na zaklade vety
3.11 z [6], ktora hovori, Ze kazd4 Cauchyho postupnost konverguje, vieme, ze f,(x)
konverguje k f(z) na mnozine M. Ostava nam ukazat, ze konverguje rovnomerne na

mnozine M k funkcii f(x).Nech € > 0. Zvolime ny tak, Ze plati
Vm,n > ng: | fm() — fu(z)| <€

Teraz postupne fixujeme kazdu premenni, zatial ¢o zvy$ni posleme limitne do neko-

necna. Najprv fixneme m a n posleme limitne do nekonec¢na,

T | () — fule)] < €= | funlz) — f(2)] < e

Kedze plati, Ze kazda Cauchyho postupnost konverguje, plati, ze

fn(z) = f(x) a dostavame
Ve Ing Vm > ng Ve € M : | fi () — f(2)| <,

a teda plati rovnomerna konvergencia a dokaz je hotovy. B

UkéaZeme si priklad na rovnomernt konvergenciu.

Priklad 5.
Nech

14



1.3 Kritéria rovnomernej konvergencie 1 ROVNOMERNA KONVERGENCIA

Bodov limitu oznac¢ime f(z) a jej velkost ziskame ako

n+l+x Y 1+%+%_

lim f,(z) = lim 1.
Uz nam ostéava zistit velkost supréma na danej mnozine. Plati
n+x+1 1 1
sup | fn — f(x)| = su — 1| =su = —

a Tahko sa méZeme presvedéit o tom, Ze limita poslednej postupnosti je 0 a na zéklade

platnosti definicie dostdvame rovnomernii konvergenciu.

Veta 2. (Weierstrassovo majorantné kritérium) (podla [2])
Nech {f,}22, je postupnost funkcii definovanych na mnozine M. Predpokladajme, Ze

existuje postupnost nezépornych ¢isel { K, }5°, taka, ze plati
|fu(@)| < Ky (v € M).

Potom plati, ze > f, konverguje rovnomerne ak > K,, konverguje.
Doékaz: 7 ¢iselného majoratného kritéria nam jednoducho vyplyva, ze Vo € M ¢&iselny

o oo
rad Z fn(z) konverguje a oznacime si Z fn = f(x)Vx € M. Oznacime ¢astocny
n=1

n=1
o0
sucet b,, = Z My, a s, ako Ciasto¢ny sucet f,. Pre ¢iastocny sucet s, plati
k=n+1
o (o0 [e.¢]
sn(@) —g(@)| = | Y fl@)] < D @) < D My(a) =b, Vo € M.

k=n+1 k=n+1 k=n+1

Preto plati aj supls,(z) — f(z)| < b,. Na zéklade konvergencie raduz M, plati
zeM n=1

lim b, = 0. Dostavame, ze plati aj lim sup |s,(z) — f(z)| = 0, ¢im je potvrdené rov-

nomernd konvergencia. W

15



2 ZAMENA PORADIA MATEMATICKYCH OPERACII

2 Zamena poradia matematickych operacii

V tejto kapitole si ukdZeme spravne pouzivanie zdmeny matematickych operacii na
zéklade definovania si predpokladov, ktoré nam zémenu povolia. Zameny sa budu tykat

limitovania, integrovatelnosti a tak isto aj diferencovatelnosti.

2.1 Limitovanie

Veta 3. (zamena poradia limitovania) (podla [2])

Nech f,(x) konverguje rovnomerne na mnozine M. Nech a je hromadny bod mnoziny

M. Nech pre vSetky n € N existuje kone¢na lim f,(z) = A,,. Potom existuje kone¢na
Tr—a

lim A, a plati lim A, = lim f(x). Inak povedané, je dovolena zamena poradia limit:
n—o0 n—o00 r—a

lim lim f,(x) = lim lim f,(z).

n—,oo r—a T—ra N—00
Dokaz: Najprv ukdzeme, ze A, je Cauchyovska.

Nech € > 0.Potom existuje ng také, ze Vn > ng plati nasledujtica nerovnost

sup | fal2) — f(2)] < =,

zeM 4

ktora vyplyva z rovnomernej konvergencie postupnosti f,(z). Dalej nech
c,d > ng. Pre § existuje okolie bodu a, 0(a), kde Vael'(a) N M plati, ze
fule) = A <
|fa(x) — Ad| <
Zvolime bod t € (0(a) N % (a) N M). Teraz moézeme zapisat sériu odhadov ako

. Tiez pre § existuje % (a) také, Ze pre Vo€ (a) N M taktiez plati, ze

NN )

[Ae — Aal = [Ac = fe(t) + o) = F(t) + f () = fa(t) + fa(t) — Ad| <
< JAe = fe@] + 1fe(t) = FO + [£(#) = fa(®)] + [fa(t) — Ad|
<§+i+i+§:e

Postupnost A, je teda Cauchyovska a vdaka tejto vlastnosti méa konecénu lim A, = A.
n—oo

Teraz uz nam staci ukazat, ze :}SILI; f(x) = A, teda chceme, aby platilo
Ve>030 >0V e M0 < |z —a| <d:|f(x) — Al <e.
Upravime si vyraz, ktory chceme dokézat na sériu odhadov ako
[f(x) = Al = [f(x) = fulz) + fu(z) — An + Ap — A
< [f(@) = fal)| + [fa(z) = Al + [An — A] <€

16



2.1 Limitovanie 2 ZAMENA PORADIA MATEMATICKYCH OPERACII

Prvy vyraz f(r) — f.(x) < § plati z dovodu rovnomernej konvergencie postupnosti

fu(x). Tak isto aj vyraz |A, — A| < £ plati na zdklade rovnomernej konvergencie
€
g.
Dalej pre § > 0 existuje také ny € N, ze Vn > ny : sup|A4, —A| < g Teraz zvolime T >
zeM
maz{ni,na}. Pre § > 0 plati lim fr(z) = Az, teda existuje 0(a), kde Vo € O(a) " M
T—a

postupnosti. Teraz pre § > 0 existuje také n; € N,Ze Vn > ny : sup|fu(2) — f(2)| <
zeM

plati, ze |fr(z) — Ar| < §. Potom Vo € M N O(a) plati

() = Al < |f(@) = fr(@)] + |fr(@) = Ar| +]Ar = Al < g+ 5+ 5 =c

¢im je dokaz skonceny. B

Désledok (zachovanie spojitosti) (podla [2])
Ak {fn}>2, je postupnost spojitych funkcii na mnozine M a f,3f, tak potom aj bo-

dova limita f(z) je spojitda na mnozine M.

Veta 4. (rastiica rovnomerna konvergencia) (podla [5])

00
n=1

Nech mnozina M je kompaktna a {f, je postupnost spojitych funkcii, ktora kon-
verguje k spojitej f(x) na mnozine M. Ak f,(z) > fn.i1(z) pre vSetky n € N a pre
vsetky © € M, potom postupnost f, konverguje rovnomerne k f na mnozine M.
Dékaz: Zoberme postupnost g,(x) = fu(x) — f(x). Je zrejmé, ze g,11(x) < gu(z), pri-
¢om g, () je spojita a bodovo konverguje k 0. Musime ukézat, ze g, 0.

Nech € > 0. Uvazujme teraz len otvorené mnoziny, kvoli spojitosti a monoténnosti
gn(z), oznaéme ich P, = {x € M : g,(z) < €}. Na zaklade platnosti g,(z) > gni1(x)
nam plati aj, ze P, C P,y1. Nech z € M, potom existuje n také, ze g,(z) < €, tym péa-

dom U P, = M. Z dovodu kompaktnosti mnoziny M potom existuje kone¢na mnozina
neN

K ={1,2,...,m} taka, ze UP”k = M. Na zéklade P, C P,,1 pre najvacsi element
k=1
z mnoziny K, ozna¢me ho Y plati, ze Py = M. Teda pre Vn > Y : g,(z) < €, ¢im je

dokazané rovnomerna konvergencia. ll
Priklad 6. (ukazka vety 6)
Nech f,(z) = Hﬁ’ x > 0. Postupnost {f,}22, konverguje rovnomerne na intervale

< a,0), kde 0 < a < oo je pevne zvolené a nekonverguje rovnomerne na intervale

(0,a). RieSenie je uvedené v [1, str 287|.

17



2.2 Integrovatelnost 2 ZAMENA PORADIA MATEMATICKYCH OPERACII

2.2 Integrovatelnost

Veta 5. (zdmena poradia limity a integralu) (podla [2])
Nech postupnost f,, konverguje rovnomerne k f na intervale < a,b > a funkcie f,
st Riemannovsky integrovatelné na < a,b >. Potom aj funkcia f je Riemannovsky

integrovatelna na < a,b > a plati

b b
fle)dr = lim | fu(e)da

n—oo

teda plati limitny prechod

/b lim f,(z)dr = lim bfn(x)dx.

n—o0 n—o0

Doékaz: Oznacme A,, = fab fn(z). UkdZeme najprv Cauchyovskost A,, pre vsetky n € N.

Nech € > 0. Chceme ukézat, ze

Ve > OElno‘v’l,k > ng : |Al — Ak‘ < €.

Oznaéme si dlzku intervalu ako w = b — a. Pre 1o > 0 existuje také ng € N, Ze z

rovnomernej konvergencie

€

Yn > ng : jg]\[}|fn(x) — f(z)] < ..

Potom pre kazdé delenie & intervalu < a,b > a pre [ubovolny vyber bodov V', Vn > ng
v nom plati

|S(fn,9,V)—S<f,_@,V)| Sia

kde S ozna¢uje Cauchyho (integralny) stcet funkcie prislichajici k deleniu bodov.

Uvedena nerovnost plati, lebo pri dokladnom rozpisani dostavame

n

Z(fn@])( — a50) — Fo5) s — 5 a)\s

> ) = F03)| (25 — 250) Z%, i) = T

j=1 j=1

— X

Nech I,k > ng. Pre { existuje také delenie &, na intervale < a,b >, Ze pre vSetky

9 < D, a pre Tubovolny vyber bodov V' v deleni & plati
1S(fns 2.V) = Au| < 7.
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2.2 Integrovatelnost 2 ZAMENA PORADIA MATEMATICKYCH OPERACII

Pre k to plati obdobne, teda pre { existuje delenie & intervalu < a,b > takeé, Ze pre

vietky 2 < 9 a pre Tubovolny vyber bodov V' v deleni Z plati
€
‘S(fk, .@, V) — Ak‘ < Z

Pre spolo¢né zjemnenie %y = %, U %, a Tubovolny vyber bodov P v deleni %, plati

nerovnost

|Al_Ak‘| :|Al_S(fm7907P)+S(fma907P)_S(f7907P)+S(f7907P)
= S(fis Do, P) + S(fi: 20, P) — A| < |A1 = S(fm, %o, P)|+
1S(fm, Do, P) = S(f, Do, P)| + |S(f, Do, P) = S(fr, Do, P)|+

€ € € €
s Py A< S+S4548—¢
’ (fk,@o, ) k’< 4+4+4+4 €

Na zaklade Cauchyovskosti ma limitu. Nech je ta limita rovné

b
lim A,=J. Ukazeme, ze / f(z)dx = J.
n— o0 a

Nech € > 0. Pre 3 existuje také n; € N, Ze pre vSetky n > n; plati

€

fgﬂg!fn(x) — f(2)] < 30"

Dalej pre § existuje ny take, ze pre vietky n > ny plati |A, —J| < 5. Teraz zvolime jedno
pevné prirodzené ¢islo p > max{n;,ny} a tym zarucime platnost oboch nerovnosti
zaroven. Potom pre g existuje delenie bodov Z, intervalu < a,b >, Ze pre vSetky
delenia 7, ktoré st zjemnenim delenia Z,, teda

2 < 9, a pre [ubovolny vyber bodov Z v deleni Z plati [S(f,, Z,7) — A,|<5. Tym

padom pre Iubovolné delenie ¥ < %, a lubovolny vyber bodov Z v deleni Z plati:
‘S<f7@72) _J| < S<f7~@>Z) _S(fpa-@az)‘ + |S(fp7‘@7Z) _Ap’ + ’Ap_‘]‘?

kde kazdy ¢len je mensi ako £ a dokopy dostdvame pozadovant nerovnost |S(f, 2, Z) —

J<e

Désledok vety 5. (podla [2])

Nech f,, () je postupnost Riemannovsky integrovatel nych funkcii na intervale < a, b >.Ak
rad Z fn konverguje rovnomerne na < a,b >, tak aj funkcia f(z) je Riemannovsky

n=1
integrovatelna na < a,b > a plati

(/ab f(x)de = ) /abifn(:c)dx = i bfn@)dx.

n=17%
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2.2 Integrovatelnost 2 ZAMENA PORADIA MATEMATICKYCH OPERACII

Hovorime, Ze rad mozno integrovat na < a,b > ¢len po ¢lene a je opravnend zémena

sumy a integralu.

Priklad 7. (ukadZka pouZzitia vety 5.) Nech f,(z) = % (0 <z < 2m). Ukazeme,

ze plati zdmena limity a integralu.

Najprv vyriesime rovnomerni konvergenciu radu f,(x), bez ktorej by to nebolo mozné
sin(nx)

ukazat. Oznac¢me bodovi limitu ako f(z). Jej hodnota bude lim n = 0. Teda
n—oo n
nésledne plati
sin(nz) 1
sup = —.
o<e<an| VN vn
Vidime, 7e lim — = 0 a postupnost f, rovnomerne konverguje. Zamena limity a

n—o0 \/_

integralu je teda opravnena a dostavame

. Q”M:/Q“ 1imM:/2”0:0_
neo oo /n o n=e /n 0

Pre overenie vypocitame postupne najprv intergral a potom limitu. Dostédvame

OZW sz'ri%m) _ [—cosgmg)r 0

a limita uz vysledok nezmeni a plati zdmena limity a integralu na zaklade nutnych

n
podmienok.

Priklad 8. (ukazka dosledku vety 5.)

n

T
Na zéklade zdmeny poradia ukidzeme, Ze E — = —1In(1 — x) pre vietky x € (—1,1).
n
n=1

Pre vietky z z intervalu (—1,1) definujeme f,(s) = s"~! pre vietky s €< —|z|, |z| >,

n € N. Postupnost f,(s) sme zvolili na zéklade derivacie funkcie vo vnutri sumy. Vy-

o0 n

“ . , . z . .
Setrime rovnomernu konvergenciu radu E — pomocou Weierstrassovho pravidla ako
n

n=1

I T
- n - 1—|z|
n=1 n=1

kde posledna uvedené postupnost konverguje rovnomerne na < —|z|, |z| >.

Podla dosledku plati
|| o t”) o |z 4n
— |dt = / —dt.
/—lz (; n ; —|z| T
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2.3 Diferencovatelnost 2 ZAMENA PORADIA MATEMATICKYCH OPERACII

oo

Pre z € (—1,1) plati Zt”’l =13
n=1

< —|z|, |z| > podla Weierstrassovho kritéria uvedeného vyssie a teda mozeme pouzit

/: <it"‘1)dt:i/xt”_ldt
| T H

Hm—m:Z%

o0
xn
—In(1—x) —
n

a to rovnomerne konverguje na

Désledok 5. Dostéavame

¢im sme ukézali pozadovana rovnost.

2.3 Diferencovatelnost

Veta 6. (zamena poradia limity a derivacie) (podla [2])
Nech f,(x) je postupnost funkcii a nech pre Vn € N ma f,(z) prva deriviciu na
intervale < a,b >= M. Ak postupnost {f,}>2, konverguje aspon v jednom bode
xo € M a postupnost { f/,}>°, konverguje rovnomerne na M, potom { f, }>°, konverguje
rovnomerne na M a plati

Fla) = lm fi(z) = € M,
kde f(x) je bodova limita postupnosti f,(x) a je teda opravnené zamena poradia limity
a derivovania.

Doékaz: Nech e > 0. Potom existuje také ng € N, Ze pre vSetky [,k > ng

| fi(wo) — f(wo)| < %

a existuje n; € N, 7e pre vietky [,k > n; a pre dlzku intervalu w = b — a plati

€

(z) = fi(z)] < =— (a <z <D).
(@)~ )] < o= (@< <)
Polozme ng = maxz{ny,ny}. Potom pre vietky I, m > ng plati pre g(z) = fi(x) — f.(x)
z Lagrangeovej vety o strednej hodnote, Ze existuje p medzi x a ¢ a plati

’—9@2 - i(()xo) =9'(p)
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2.3 Diferencovatelnost 2 ZAMENA PORADIA MATEMATICKYCH OPERACII

Po uprave dostavame

fn(@) = fm(x0) = filx) + filwo)

T — 2

= [n(p) = f(p).

Kedze p € M, platia odhady

(b—a)e
2w

1f1(@) = fn (@) < [fi(20) = frn(@o)| + |2 = w0l (fi (p) = fru(p) < 5 +

= €

DN ™

a teda pre pevné xz € M je f,(z) Cauchyovskid. Tym padom je aj konvergentna a
existuje limita f(z) = lim f,(x). Teraz treba ukazat, ze f,=f.
n—oo

Nech € > 0. Potom existuje n3 € N, Ze pre vSetky [, k > ng plati

|fi(z) = fr(x)] < ex € M.

Aplikovanim operéacie limity, ktoré zachovava nerovnost, plati

7() = fel)| = Jim |fu() = fi(o)

z Cauchyovskosti, kde si zafixujeme premennt k£ > n3 a teda rovhomerna konvergencia

je ukézana. Teraz uz stadi ukazat, ze f je diferencovatelna a plati f/ = lim f (=
n—oo
r—c r—c
M,z # c. Vidime, ze Vx,c € M,x # c plati lim y,, =y. Zvolme za ¢ = a. Podla
n—oo

g). Definujeme si funkcie y,(x) Va,c €

predpokladu vety ohladom diferencialnosti plati

lim y,(x) = fI(a) Vn € N.

Tr—a

Zoberme x € M,z # a. Z Lagrangeovej vety o strednej hodnote existuje d € [z, al
takeé, ze plati
fil@) — fr(z) — fila) + fr(a)

r—a

= fi(d) = fi(d).

yi(r) — yu(z) =

Analogicky sa dokaze, ze y,—~y na intervale M — {a}. S pouzitim vety o zadmene limit
dostavame
g(a) = lim f/(a) = lim lim y,(z) = lim lim y,(z) = lim y(z) = f'(a),

n—o0 n—oo rT—a T—a N—r00 T—ra

¢im je dokaz splneny. B
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Priklad 9. (ukazka pouzitia vety 6.)

Nech f,(x) = 1 + £ na mnozine [0,1]. Bodové limita, ozna¢me ju f(z), bude rovna

1 =z
lim — + — = —. To, ze f, konverguje rovnomerne k f plati, lebo
n—oo n T

n

sup |fn(x) — f(z)| = sup %n—>§0

z€0,1] z€(0,1]

!/
Teraz sa pozrieme na derivaciu f,, a porovname | lim f, | s lim f/.
n—oo n—oo

1 1
Pre prvy pripad dostavame lim — = ——

n—oo I l‘2 ’
L . : 1z 1 . L
Pre druhy pripad dostdvame lim —— 4+ — = —— ateda { lim f, | =lim f,.
n—oo I n €x n—o0o n—oo

Ukazali sme, Ze pri splnenom predpoklade rovnomernej konvergencie je mozna zémena

poradia limity a derivacie.

Veta 7 (podla [5])
Existuje redlna spojita funkcia na realnej osi, ktora nie je nikde diferencovatelna.

Dékaz: Definujme h(x) ako

T x € |0,1],
2—x x€]0,2].
Rozsirime h(z) pre vetky realne z ako: h(z+2) = h(z). Teraz je h(z) spojitd na R', z

o0 3 n
dovodu odstranenia problému v bode z = 0. Zvolime f(z) = Z (Z) h(4"z). Kedze
n=0

h(x) € [0,1], potom podla Weierstrassovej vety mame rovnomerni konvergenciu nasho
radu. Na zaklade dosledku vety 3 je f(z) spojitd. Zvolenim pevného z € R! a pre
m € N existuje k € N také, ze k <4™x < k+ 1. Nech a,, =4 """k a b,, =4 (k+1).
Porovname ¢isla 4"b,, s 4"a,,. Ak n > m, rozdiel tychto ¢isel je celé ¢islo, konkrétne

4n=m Ak n = m tak ich rozdiel bude rovny 4"~ = 4% = 1. Ak n < m, tak nie je medzi

1

qgm—n*

nimi celé ¢islo, pretoze 4"~ = Odtial dostavame

0 n>m
|h(4"b,,) — h(4"a,)| =

4m=m n <m.

Na zaklade definovania f(z) a vyssie uvedeni rovnost dostavame, zZe

Ftm) = flan) =3 () 0"0) = ')

n=0
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a z toho mame

—_

—~ (3\" . 1/3\"
@4 >§(Z)

1
—3™.
2

£ (bm) = Flam)| > G)m _

n=0

alebo

‘f(bm) — flam)

bm_am

Pokym a,, < x < b, a b,, — a,, — 0 pri m — oo vidime, Ze f nie je diferencovatelna

v z na zaklade vety 5.19 v [5]. H
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3 ROVNOMOCNA SPOJITOST

3 Rovnomocné spojitost

V matematickej analyze je trieda funkcii rovnomocne spojitd, ak st vSetky funkcie
spojité a maji rovnakid zmenu v urc¢itom okoli. V pravom slova zmysle to je popisané v
nasledujucej kapitole. Pojem sa tyka najma spocitatelnych tried a postupnosti funkeii.

Téato kapitola je spracovana podla [5, str. 154 - 161].

3.1 Zakladné pojmy

Definicia 5.

Nech {f,}o2, je postupnost funkcii definovanych na mnozine M. Hovorime, Ze postup-
nost { f,,}°°, je bodovo ohranicend na mnozine M, ak postupnost { f,}°2, je ohrani¢ena
pre vietky x € M, to je v takom pripade, ak existuje funkcia g s konecnymi hodnotami

na mnozine M ako

|fu(z)] < q(z) (x € M,neN).

Hovorime, 7e {f,}2, je rovnomerne ohranicend na mnozine M, ak existuje ¢islo L
také, ze plati
|fu(x)] < L (x€ M,neN).

Ak {f.}2, je bodovo ohrani¢ena na mnozine M a M; je spocitalna podmnozina mno-
ziny M, je mozné najst konvergentni podpostupnost {f,,, }o°, pre vietky x € M;. Na
vytvorenie takejto podpostupnosti vieme pouzit diagonalny princip, ktory pouzijeme
aj v dokaze Vety 8.

Akokol'vek, dokonca ani vtedy, ked {f,,}5°°, je rovnomerne ohrani¢ena postupnost spo-
jitych funkcii na kompaktnej mnozine M, nemusi existovat podpostupnost bodovo kon-
vergujuca na M.

Nasledujuci priklad bude obtiazne dokazat pomocou nastrojov, ktoré méame doteraz,

ale dokaz bude celkom jednoduchy ak pouZzijeme vetu z Kapitoly 10 v [5].

Priklad 10.
Nech

fo(z) =sin(nz) (0 <z <2m,neN).
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3.1 Zskladné pojmy 3 ROVNOMOCNA SPOJITOST

Predpokladajme, Ze existuje postupnost {n;} taka, ze {sinn,x} konverguje pre vSetky

x € [0, 27]. Z tohoto dévodu musi platit, ze
lim (sinngz — sinngz) =0 (0 <z < 27).
k—o0

Preto dostavame, ze

lim (sinngz — sinngyz)? =0 (0 <z < 2m).
k—ro0

Na zéklade Lebesgueovej vety tykajicej sa integrécie ohranic¢enych konvergentnych

postupnosti (veta 10.32 v [5]) dostavame
2w

lim (sin ngr — sinny17)* = 0.
k—oo J

Ale dopoc¢itanim méame

27
/ (sin ngr — sinny,2)? = 27,
0

¢im dostédvame spor pri zadmene poradia limity a integralu.
Dalej budeme skumat, ¢i kazda konvergentné postupnost obsahuje rovnomerne konver-

gentnu podpostupnost. Ako ukazka bude sluzit nasledujuci priklad.

Priklad 11.
Nech

1,2

fa(z) = P —r (0<z<1lneN).

Kedze (1 — nz)* > 0Vz € [0,1],Vn € N, tak potom vidime, Ze |f,(z)] < 1 a tym

padom {f,} je rovhomerne ohrani¢ena na mnozine [0, 1]. Taktiez
lim f,(z) =0 Va € [0,1],
n—oo

ale pre podpostupnost

n

fn<l) =1 (neN)

a teda ziadna podpostupnost nemoéze konvergovat rovnomerne na [0, 1].
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Nasledujuca definicia slizi pre priklady podobného typu.

Definicia 6.
Trieda .# funkcii f definovanej na mnozine M v metrickom priestore X sa nazyva

rovnomocne spojitd na mnozine M, ak
Ve>030>0VfeF je—y|l<d=|flx)— fy)| <e,

pricom x € M a y € M. Je taktiez zrejmé, Ze kazdy ¢len triedy rovnomocne spojitych
funkcii je rovnomerne spojity. V priklade 11 postupnost nie je rovhomerne spojita. Vo
vetach 8 a 9 ukdzeme, Ze existuje velmi blizky vztah medzi na jednej strane rovnomoc-
nou spojitostou, a na druhej rovnomernou konvergenciou postupnosti spojitych funkeii.

Najprv si vSak opiSeme vyberovy proces, ktory priamo nestvisi so spojitostou.

3.2 Ascoli - Arzevalova lema

Veta 8. (Rovnomocna spojitost a konvergencia: Ascoli - Arzevalova lema)
Nech M je kompaktna mnozina. (1.) Ak {f,}>>, je rovnomerne konvergetna postupnost
spojitych funkcii na mnozine M, potom {f,}:°, je rovhomocne spojitd na mnozine
M.(2.) Ak {f,.}>2; je bodovo ohranifena a rovnomocne spojita na mnozine M, potom
{fn}>2, obsahuje rovnomerne konvergentni podpostupnost a {f,}o>; je rovnomerne
ohrani¢ena na mnozine M.

Dékaz: Nech e > 0. Z predpokladov ¢asti (1.) existuje ny € N a d > 0 z Cauchyovskosti
také, ze

Ve e MVn>ng:|fu(z) — fn,(2)| < %

a 7o spojitosti mame

fie) = fi) < 5 (1 <i < md(e.y) <0). 1)

Pouzijeme fakt, Zze spojité funkcie sii rovnomerne spojité na kompaktnej mnozine. Ak

reMyeM,dx,y) <dan>n;, mame

|fn<x> - fn(y)| < |fn(x) - fn1(x)| + |fn1(x) - fn1<y>| + ’fm(y) - fn<y>| <€

Spojenim s (1) sme dokazali (1.).
Predpokladajme, Ze hypotéza (2.) plati.
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Najprv vyberieme spocitatelnia podmnozinu M; mnoziny M taka, Ze M je uzéaver
mnoziny M;. Aby sme ukazali existenciu mnoziny M;, budeme postupovat néasledovne:
Nech J(z,r) je mnozina vSetkych bodov y € M takych, ze d(z,y) < r. Pre kazdé pevné
r > 0, kompaktnost mnoziny M sa vztahuje na kone¢ny pocet ¢isel v otvorenych mno-
zinach J(zy,7),...,J(zpm,r). Ak T =1, %, %, ..., ziskavame spocitatelna bazu mnoziny
K.

Nech {z;}$2, st body mnoZiny M; zoradené v postupnosti.

PretoZe {f,(x1)} je ohranicena, potom existuje podpostupnost, ktorta oznacime { fx},
ze { fix(x)} konverguje pre k — oc.

Teraz porovname postupnosti Si, Sz, S3, ..., ktoré mozeme poukladat do matice

Si: fir fhie fis
S2t far faz o fas
Szt faa1 fa2 [
Sit far Jaz2 Jas

a mé nasledujice vlastnosti:

(a) S, je podpostupnost pre S, pren=1,2,3....

(b) {fux(x,)} konverguje pre k — oo

. (¢) Poradie, v ktorom su funkcie, je rovnaké v kazdej postupnosti, teda ak jedna fun-
kcia predchadza ina v Sp, tak st v rovnakom vztahu v kazdej S,,, az pokial jedna alebo
ostatné nie st vymazané. Teraz porovname diagonélne zlozky matice a teda budeme

porovnavat postupnosti

S fir fa2 f33 faa-...

Na zéklade (c¢), postupnost S (okrem jej moznych n — 1 élenov) je podpostupnost z S,
pre n = 1,2,3,.... Preto b implikuje, ze {f,.(z;)} konverguje, ak n — oo pre vsetky
x; € M;.

Nech € > 0. Pokial {f,} je rovnomocne spojité, existuje § > 0 taka, ze d(x,y) < § nadm
dava

|fu(@) = faly)| < % (n € N).
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Nech J(z, ) mé rovnaky vyznam ako na zac¢iatku dokazu. Pokial M je husta v mnozine
M a M je kompaktna, potom mame kone¢ny pocet bodov z1,...,x, v mnozine M;
takych, ze

M C J(z1,0)U--- U J(z},9).

Nech n; je dané tak, ze
€ .
|fnn(xl) _fmm(xz)‘ < 5 (Z: 1,2,...,]))

pre n > ni, m > ny. Potom pre akékolvek x € M existuje bod x;, kde 1 <7 < p je

také, ze x € J(x;,0). Preto pre n > ny, m > ny plati

Preto {f..} konverguje rovnhomerne na mnozine M.

Aby sme ukazali rovnomerni ohranicenost {f,}, na mnozine M si definujeme
U(x) =sup |fu(z)| (n€N).
Nech € > 0, § > 0 su také, ze d(X,y) < d implikuje
Ve>03 >0V, y e M : |z —y| <d=|fulx) — fuly)] <€ (n€N).

Ak zafixujeme dva body z a y, |x — y| < 4. Potom nerovnica

[fa@)] < [fu(2)] + €

implikuje
U(y) < ¥(@) +e
zatial ¢o
[fu(@)| < |fuly)| + €
implikuje

() < Y(y) +e
Celkovo teda vidime, ze
[W(y) —v(z)] <€
pri d(z,y) <, teda 9 je spojita na mnozine M. Kedze M je kompaktné, ¢ je ohrani-

¢end a teda plati zadanie vety. B
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3.3 Stone - Weierstrassova veta

Veta 9. (Stone-Weiersrass)
Ak f(x) je spojitd komplexna funkcia na intervale [a,b], potom existuje postupnost
polynémov P,, Ze

lim P,(x) = f(x)

n—o0
konverguje rovnomerne na intervale [a,b]. Ak f je redlna, P, by mala byt tiez redlna.
Dékaz: Predpokladajme, Ze [a,b] = [0,1]. Taktiez mozeme predpokladat, ze f(0) =

f(1) = 0. Pretoze ak je veta dokédzana pre tento pripad, uvazujme

g9(x) = f(x) = f(0) = z[f(1) = f(O)] (0<z<1T).

Vidime, ze ¢g(0) = g(1) = 0. Ak g vieme ziskat ako limitu rovnomerne konvergentnej
postupnosti polynémov, tak je zrejmé, ze to isté plati pre f, na zaklade, ze f — g je
polyném.

Definujeme f(z) = 0 mimo intervalu [0, 1]. Potom f je rovnomerne spojita. Zoberme
Qu(r) = cp(1 — 23" (n €N),

kde ¢, je také, aby platilo, ze

/_1 On(x)dz =1 (n€N).

Potrebujeme viac informacii ohladom ¢,,. Pokial

1 1 v
/ (1 —2*)"dr = 2/ (1 —2*)"dx > 2/ (1 —2*)"dx
_ 0 0

1
1

vn 4 1
> 2/ (1-— na?)dr =
0

—_— > —_
3vn = /n’
kde vidime, ze ¢, < /n.

Nerovnicu (1 — 22)" > 1 — na?, ktort sme pouZili, je Tahké odvodit z rovnice
(1 —2*)" —1+n2? =2on —2on(l —2)" ' >0 (Vz €[0,1]),

teda je rastica a v bode x = 0 je nulova, teda tprava plati. Pre akékolvek § > 0, z

dovodu ¢, < y/n dostavame

Qu(2) < Vn(l—6%)" (6 < |z < 1),
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a teda @, — 0 rovnomerne pre § < |z| < 1. Definujme

P@)= [ rla+0Qu0dt 0<a<1)

Jednoduchou transforméciou dostaneme

P = [ rer Qi = [ f0Qu (- o

kde kone¢ny integral je polynémom v x. Preto P, je postupnost polynémov, ktora je
realna, ak f je realna.

Nech € > 0. Zoberme taka § > 0, Ze |z — y| < ¢ a potom
€
)~ f@)] < 5.

1

Zoberme K = sup{ f(z)}. Z dovodu, ze / Qn(z)dr =1, ¢, < +/n a faktu,
-1

ze Qn(x) >0, plati pre 0 <z < 1,

Pue) — 1@l = | [ 1o+ - s@lQua] < [ 1+ 0 - rolunar

)
< 2K Qn(t)dt~|—§/ Qn(t)dt+2K/1 Qn(t)dt
-0 19

-1

< 4K /(1 —52)“+§ <e

pre dostato¢ne velké n, ¢im je dokaz skonceny. B

Dosledok vety 9.
Pre kazdy interval [—a, a] existuje postupnost realnych polynémov takych, ze P,(0) =0
a zaroven plati, ze

lim P,(x) = |z|

n—c0
rovnomerne konverguje na [—a, aj.
Dékaz: Na zaklade vety 9. existuje postupnost realnych polynémov {P:}, ktora rov-
nomerne konverguje k |z| na mnozine [—a,a]. Vidime, ze P(0) — 0 pre n — oo. Pre
polynémy tvaru

Vn e N: P,(z) = P(x) — P;(0)

st splnené vlastnosti potrebné pre platnost vety 9.
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4 RieSenie prikladov

Zadanie prikladu 1:
Dokazte, ze kazda rovnomerne konvergentné postupnost ohrani¢enych funkcii je rov-

nomerne ohranicena.

RieSenie:
Ozna¢me {f,}>°, postupnostou, ktora rovnomerne konverguje k f na mnozine A. Z
toho vyplyva, Ze pre vietky n existuje M, ze plati |f,(z)| < M,, M,, € R pre vsetky

x € A. Nech ng € N také, ze
Vni,ng > ng, Vo € M : | fn,(2) — fu,(2)] < 1

¢o plati na zéklade Cauchyho kritéria rovnomernej konvergencie. Zo spojenia predpo-

kladov a trojuholnikovej nerovnosti vyplyva

Vn2no:| fo(2)|=[fa(2) = foo(2) 4 foo (2) | S| Fn(2) = fo ()] 4 [ frg (2)] <14 My,

Pre M = max{M,..., M,,} tiez plati | f,(x) < M| pre vetky n < ng,xz € A.
Spojenim oboch pripadov nam vyplyva, ze |f,(z)| < maz{l + M,,, M} pre vietky

n € N,z € A apreto {f,}oo, je rovhomerne ohrani¢ena.
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Zadanie prikladu 2:

[e.e]

Ak {fu}o2) a {gn}ro konverguji rovnomerne na mnozine M, dokazte, ze { f, + gn}o2

konverguji rovnomerne na mnozine M. Ak navyse {f,}o2, , {gn}or, s
postupnosti ohrani¢enych funkcii, tak potom dokazte, ze { f,g,}>2; konverguje rovno-

merne na M.

RieSenie:
1. Rovnomerna konvergencia { f,, + gn}o2 ;.

Za predpokladu, ze {f,}22, a {g,}>2, konverguju rovnomerne na M, z definicie plati:

Ve > 0,3ng,Yny > ng : | fu, () — f(x)] <

Ve > 0,3ng, Yng > ng : |gn, (2) — g(2)| <

[N e N NN e

Zvolime m tak, ze plati m > max{ni,ny}. Preto Ye > 03Iny = max{ny,n}Vm > ng
plati

&) + g (2)=LF () + g@)]| < fn(2)=F ()] + lgm(2) — g(2)] <545 = €.

Ukazali sme, ze {f, + gn}oo, rovnomerne konverguji na mnozine M.

2. Rovnomerné konvergencia { f,,g,}22 ;.

Podla prikladu 1 v kapitole 4 vieme, Ze ak st postupnosti ohrani¢ené = rovnomerne
ohrani¢ené. To znamené , Ze existuje &islo A také, ktoré spliia | f,(z)] < A a |gn(z)| < A
pre vsetky x € M an=1,2,3... .
Je zrejmé, 7ze ak [g,(z)] < A a |f.(z)] < A, tak potom je aj bodova limita |g(x)| < A
a |f(z)| < A. Za predpokladu rovnomernej konvergencie plati

€
24
£

2A°

Ve > 0dngVn > ng : |fu(z) — f(2)] <
gn(2) — g(z)| <
Za uvedenych stanovenych predpokladov dokazeme, ze {f,g,} < €.

[fn(@)gn(x) = f(2)g(x)] = | ful2)(gn(2) — g(2)) + 9(2)(fn(z) — f(2))].
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4 RIESENIE PRIKLADOV

Pouzitim trojuholnikovej nerovnosti d'alej dostavame

Ve > 03novn > no ¢ [ fu(@) (ga(2) — g(2)) + g(2) (fule) — f(2))] <
Ful@)(gal2) = g(@))| + lg(@) (ful2) — fl2))] <
Fal@) ] gn(@) = 9(@)] + |g(@) | fule) = f(2)] < 2

Zadanie prikladu 3:
Zostrojte postupnosti { f,,}5°, a {g,}°°,, ktoré konverguji rovnomerne na mnozine M,

ale { fngn}>2 | nekonverguje rovnomerne na M.

RieSenie:
Zoberme postupnosti {f,,}7°, a {g,}°°, definované ako

1 =z 1 r—1
- =-+= g, = 4 M =|0,1].
f(x) r n g(x) rz—1 n [ ]

Bodoveé limity f(z) a g(z) s rovné f(x) = 1 a g(x) = -15. Obidve postupnosti f,(z),
gn () konverguji rovnomerne, ¢o sa da lahko ukézat a nechame to ako malé cvicenie.
Teraz ideme skumat rovnomernt konvergenciu f,,g,(z). Ideme zistovat, ¢omu sa rovna
lim sup | f,.(z)gn(z) — f(2)g(x)|.
n—oo zeM

Najprv si uvedent funkciu rozpiseme a pokisime sa ju rozanalyzovat.

fl@)ga(a) = T "“;;(; . Y) = g —gc(xl_ 0

Dosadenim bodovej limity do suprema dostavame

2na? — 2nx +n + 2% (x — 1)
n?(x —1)x

sup | fu(z)gn(z) — f(2)g9(7)| = sup

Horeuvedena postupnost nadobtida suprémum v bode {1},{0} a teda

2nz? — 2nx +n + 2%(z — 1)?
sup = 00

weM n?(x —1)x

pre akékolvek n, désledkom ¢oho je, Ze f,g,(r) nekonverguje rovnomerne.
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Zadanie prikladu 4:
Mame rad f(z) = > | < +n2 . Pre ktoré hodnoty x je rad absolitne konvergentny? Na
akych intervaloch konverguje rovnomerne? Na ktorych intervaloch zlyha rovnomerna

konvergencia? Je f spojita kdekolvek rad konverguje? Je f ohranic¢ena?

RieSenie:
1. Absolitna konvergencia

Ako prvé si treba vsimnut 2 veci. Po prvé, rad nie je definovany pre hodnotu —#.

Po druhé, rad diverguje pre hodnotu x = 0 lebo Zl je rad samych jednotiek a ten
n=1
diverguje.

Riesime vSetky mozné hodnoty .

Teda ak z > 0 plati

;;1+n2 DD rir PV

kde uvedeny rad konverguje Vo € R — {0} a kvoli porovnavaciemu kritériu konverguje

aj povodny rad.
Ak z < —1, potom plati

1+n2 ISUIZW 2| |93|Zn2 Hi
o . 1 1 . = .
Dalej pre n > 2 plati, ze ‘1| < ST Kedze rad ; T konverguje, tak na

zéklade porovnavacieho krlterla konverguje aj povodny rad.

Pre 0 > x > —1 existuje k € Z, Ze —k—g <z< . Potom plati, ze

_(k+1)2
2z + 1| n?lx| —1
n=k-+1 n=k+1

a rovnako ako v predoslom pripade je absoltitna konvergencia splnena.

2. Intervaly rovnomernej konvergencie:

Zvolime interval [a,b] s © > a > 0. Ozna¢me

M, = sup |fa(@)| = fula) = —

x€[a,b] 1+ n2a'
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Na zéklade Weierstassovho pravidla ukazeme, ze M, konverguje, a tym padom bude

fn konvergovat rovnomerne.

Teda
D My=d g <Y =Y
n=1 n=1 n=1 n=1
kde rad 2_2 konverguje a na zéklade porovnavacieho kritéria konverguje aj rad
n
n=1

o0

ZM”’ tym padom plati Weierstrassovo pravidlo o rovnomernej konvergencii.

n=1

1 1
Nech x < b <—1. Plati, Ze =

= <
+nlx| nz|—-1 n2b -1
Weierstrassovho pravidla o rovnomernej konvergencii rad konverguje rovnomerne na

la, b].

. Podobne na zaklade

Pre —1 < z < 0 je to podobné ako v predchadzajicom pripade. Ak je interval v tvare

( — 141_2’ —m), tak konverguje rovnomerne na intervale [a, b], ktory je podmnozinou

(- -k ).

Zhrnutim dostavame, Ze pre intervaly obsahujice body = = 0 alebo body tvaru
xr = —n1—2 bude rovnomerna konvergencia zlyhavat na zéklade divergencie alebo nedefi-
novania radu.

3. Spojitost f

Spojitost priamo vyplyva z vety 7.12.

4. Ohranicenost f

Na zistenie neohranifenia f stacf ukézaf, Ze lim f(z) = oo, ¢im dostdvame neohra-

T —
n2

nicenie.
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Zadanie prikladu 5:

)
1
0 33'<n—+1>
fulz) = { sin?z ﬁﬂgmg%)
0 l<a:>
L n

Ukazte, ze {f,}52, konverguje k spojitej funkcii, ale nie rovnomerne. Pouzite rad > f,,
aby ste ukazali, ze konverguje absolitne a tiez, ze pre vSetky x neimplikuje rovnomerna

konvergenciu.

Riesenie:
Ak =z < 0 alebo z > 1, tak f,(z) = 0 pre vSetky n a preto je zrejmé,
zZe nlggo fa(z) = 0. Pre zvy$né z staci zvolit MeN také, ze M > % Pre vsetky n > M
plati x > %, a preto f,(z) = 0 a tym padom aj nh_}rilo fn(z) = 0. To znamena, ze f,(z)
konverguje bodovo k spojitej funkeii f(x) = 0.

Este vySetrime rovnomernu konvergenciu k f(z) = 0. Aby sme ukazali, preco f,(z)

1
n—&-%'

nekonverguje rovnomerne k f(x), staci zvolit x = Potom dostavame
fa(x) = sin®(7n + %). KedZe sin® 7n =0 Vn € N, tak potom mozeme povedat,
ze sin’*(mn + %) = sin® 2 = 1. Tento vysledok nam implikuje, Ze

sup [ fu(z) = f(2)| = sup |fu(z)| =1,

z€[0,1] z€[0,1]
a teda f,(z) nekonverguje rovnomerne k spojitej funkcii f(z).
Teraz ukazeme, ze rad konverguje absolitne ale nekonverguje rovnomerne.
To sa da lahko ukazat. Rad »_ | f,,(z)| obsahuje pre pevné x len jednu alebo dve nenulové
hodnoty, ktorych stucet je ohrani¢eny hodnotou 2 a naozaj plati, ze > _ | f,,(z)| konverguje
k f(z) = sin*Z absolatne. KedZe f,(z) nekonverguje rovnomerne k f(z) = 0, tak na

zéklade prikladu 307 v [4, str.102 — 103] plati, Ze rad nekonverguje rovnomerne.

37



4 RIESENIE PRIKLADOV

Zadanie prikladu 6:

Dokézte, ze rad

nxz +n
Zl<_1) n2

konverguje rovnomerne na kazdom ohrani¢enom intervale, ale nekonverguje absolutne

pre ziadnu hodnotu x.

Riesenie:
1. Absolatna konvergencia radu f,(x).
Aplikovanim absolatnej hodnoty nam z radu vypadne ¢len (—1). Dalej pokracujeme

porovnavacim kritériom, ¢im dostavame

|22 +n = |22 1 = |1
N e MR e B

kde na konci vidime harmonicky rad, ktory je zndmy divergentny rad a tym péadom

musi divergovat aj vacsi rad.

2. Rovnomerné konvergencia radu f,(z).

Najprv si zadefinujeme ciasto¢ny stcet radu ako

CcS

372 n
foo= S (1B

n2

n=1
Podelenim ndm vzniknia 2 rady a vySetrime ich spravanie. Dostavame

cS

. 2+ cs nl cs . 1
fcs = Z(_l) a n2 " = ;(—1) 5 + 1'2;(—1) ﬁ

n=1

Prvy rad konverguje z dévodu Leibnitzovho kritéria, ktoré hovori, ze ak {a,}>2; je
Iroloonot(')nna postupnost a ma limitu pre n idace do nekone¢na rovni 0, tak potom rad
Z(—l)”“an konverguje. N4 rad spliia vietky podmienky a preto konverguje. Druhy
n=1 o 1

rad konverguje na zédklady vety, ktora hovori, ze rad Zﬁ konverguje pre p > 1. Kedze

n=1
méame konvergentné rady, tak su aj Cauchyovské. Z Cachyovskovsti ndm vyplyva

ng 1
Ve > 03ngVny, ng > ng < | Y (~1)"~| < %
n
ni
1 €

n2
Ve > 0 3dngVny, ne > myg : |Z(_1)nﬁ| < 2|d|?’
ni
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kde d = sup{|al,|b|} a [a,b] je ohrani¢eny interval.

Zvolime ny, ny > max{ng, mp}. Potom YV € [a, b] plati

! 21 . L1
ni ni
ng 1 no 1
-1 n_ 2 -1 n_—
<S5 e Sl
ni ni
€ 5 €
SRR
< € i €
-+ - =
-2 2

Poznéamka: Dalo by sa to ukézat aj cez suprémum.
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Zadanie prikladu 7:

Pren=1,2,3,...,x € R mame

oz
1+ na?

fn(2)

Ukazte, ze {f,}>2, konverguje rovnomerne k funkcii f(x) na mnozine R a dokazte, ze

f'(@) = lim f,(x)

n—oo

plati pre x # 0 a neplati pre z = 0.

Riesenie:
1. Rovnomerné konvergencia.
Najprv ukdzeme hodnotu bodovej limity f(x) a potom budeme sledovat, ¢i postupnost

k nej rovnomerne konverguje. Bodova limita f(x) je rovné 0 z dévodu

: : z . S0
) =l e = T = =0

Ukazali sme, ze bodova limita f(x) = 0.

Teraz musime zistit ¢omu sa rovna

X

SRt + na?

z€R

)

a to zistime derivaciou, ktoru polozime rovni 0. Derivovanim dostavame

T /_1+n:132—2n:p2_ 1 — na?
1+n22)  (14+nz2)?2  (14+nz2)?2 7
kde vidime, Ze jedind moznost, ako dosiahnut aby rovnica bola rovna 0, je

1
l-nr*=0 = — =2
n

Vidime, Ze mame 2 stacionarne body a to x = j:\/iﬁ. Hodnoty v tychto stacionarnych

bodoch st

T

Tym padom dostdvame hodnotu supréma ako

Sup |fu(z) — f(2)| = Sup | fa(z) — 0] = N
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Nakoniec ziskavame pozadovani rovnicu

lim
n—oo

= lim —— =0,

1
n—00 2\/ﬁ

kde vidime, Ze postupnost je rovnomerne konvergentna.

sup fn(2)
z€R

2. Dokaz prechodu derivacie.
Postupne si vy¢islime obe strany rovnice a porovname ich.
Kedze f(x) = 0, tak samozrejmostou je aj, ze f'(x) = 0. Teraz nam ostava vy¢islit
limitu derivacie. Dostavame:

1 —na? 1 —na?
lim f(z) = lim ————— = lim :
. fu() n—oo (14 nax2)?  n-oo 1+ na? + n2a

Vidime, ze limita je rovna 0 Vo # 0 z dovodu vyssieho exponentu v menovateli pri

premennej n. Jedind zmena nastéava v bode z = 0, kde f/(0) =1 a tym padom méame

lim f;(0) = ILm 1=1#0= f'(x),

n—oo

a tym sme dokazali pozadované zadanie.
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Zadanie prikladu 8:
Ak

Ia) = 0 (z<0),
1

(x >0)

a {z,} je postupnost bodov intervalu (a,b) a ked > |c,| konverguje, dokéazte, ze rad

f(w):chI(:L’—xn) (a <x <))

konverguje rovnomerne a f je spojita pre vSetky x # x,.

RieSenie:
1. Rovnomerna konvergencia.

Najprv si zadefinujeme Ciasto¢ny sicet radu ako

fes = i el (x — xy).
n=1

Dokaz rovnomernej konvergencie ukazeme pomocou Weierstrassovho pravidla. Teda

f: cnl(z — )
n=1

a kedze vieme, ze I(x — x,) nadobuda maximéalnu hodnotu 1, tak uvedena nerovnost

‘fn| =

< e (= a)]
n=1

pokracuje ako
CcS CcS
el (=) £ lenl <,
n=1 n=1

kde koniec nerovnice vyplyva zo zadania, ktoré hovori, Ze > ¢, konverguje a preto

vieme na zéklade Cauchyho kritéria konvergentnosti povedat, ze

n2
Ve > 0dngVny, ne > ng : Z len| < e

n=ni

Tym padom plati, Ze {f,} konverguje rovnomerne.
2. Spojitost f.

Nech .
fm(z) = Z cnl(x — xy).
n=1
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Pre z # x, aVn = 1,2,3...m nech plati, ze 6 < min|zr — x,,|. Ak |t — x| < d, mame
e —x,)=1(t—x,). Yn=12,....m
Teda celkovo dostavame dokaz spojitosti ako

Zm:cnl(:v —x,) — icn[(t —xy)
n=1 n=1

Vidime, Ze f,,(x) je spojita pre vietky x # x, Ym = 1,2, 3,.... Kedze f,,(z) je spojita

=0<e.

[ fm () = fin(8)] =

Vm, tak potom aj f je spojita V& # z, z dovodu, Ze f je rovnomernou limitou hore

uvedenych funkcii.

Zadanie prikladu 9:
Nech {f.} je postupnost spojitych funkeii, ktoré konverguji rovnomerne k funkcii f

na mnozine M. Dokazte, ze

lim fy(xn) = f(x)

n—o0

pre v8etky postupnosti bodov x,, € M takych, ze z, — x a x € M.

RieSenie:
Z0 zadania rovnomernej konvergencie f, plati
Ve dng Vn > ng : |fu(a) — f(a)| < % Va € M.
Ked7Ze to plati vSeobecne pre bod a, tak to plati aj pre postupnost bodov z,, teda
Ve 3ng ¥n > ng : | fulwn) — fla,)] < %
Dalej z definicie spojitosti plati
Vedd > 0Va € M : |on — 2| < 8 = |f(zn) — f(z)] < g

Spojenim oboch definicii a trojuholnikovej nerovnosti dostéavame

() = f(@)] = [ fulwn) = fan) + f2n) = f(2)] <

€

< | falan) = fl@a)l + | f(z0) = f(2)] < g +5=c
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Zadanie prikladu 10:
Nech {f.}5, {gn}22, st definované na mnozine M a
(a) > fn, mé rovnomerne ohranic¢ené ¢iastocné sucty;
(b) ¢n — 0 rovnomerne na mnozine M;
() g1(z) = ga(x) = g3(x) > ... pre vietky x € M.

Dokazte, ze > fn(x)gn(z) konverguje rovnomerne na mnozine M.

Pomécka:Veta 3.42 v [5].

RieSenie:
Nech ¢ > 0. Kedze podla predpokladu mé > f, rovnomerne ohranic¢ené ¢iastoéné
sucty, tak nech K oznacuje horna hranicu ¢iastoénych suctov |>° f,|. Kedze g, — 0

konverguje rovnomerne, vieme néjst ng také, ze

€
n>n0—>gn(x)<ﬁ‘v’$€M

n
Z dovodu zachovania znacenia s vetou 3.42, nech A,, oznacuje ¢iastoény sicet Z fr(z)gr(x).

k=1
Ukazeme, 7e A, splita podmienky Cauchyho kritéria konvergencie.
Zvolime m > h > ng. Podla postupu doékazu vety 3.42 dostavame
m h—1
‘Am - Ah71| - Z fkgk = An(gn - 9n+1) + Amgm - Amflgm S
k=h k=m
m—1
< K| (g0 = Gusr) + g + 90| < 2K gy, < 2K gy, = €.
k=h
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Zaver

V tejto praci sme ukézali dolezity pohlad na rovnomernt konvergenciu, ktorad v minu-
losti viedla k réznym sporom medzi vyznamnymi matematikmi. Bez ohladu na vedo-
mosti ¢itatela z oblasti rovnomernej konvergencie by mal ¢itatel po precitani zvladnut
problematiku tejto témy a vediet ju vyuzit na zadaniach vyskutujucich sa v praci.
Praca je vhodna na prehlbenie poznatkov z postupnosti radov a funkcii, osvojenie si

vedomosti pre Statnicové skusky alebo vyuzitie pre neskorsie ro¢niky.

Prinosom prace bolo ukazat, ako efektivne sa déa spracovat oblast rovnomernej konver-
gencie a ukazat jej aplikovanie na rieSenie problémov, ale aj doélezitost predpokladov

oproti tomu, ako postupovat pri rieseni prikladov.
Prinosom pre autora prace bolo nastudovanie a hlbsie pochopenie problematiky rov-

nomernej konvergencie ako aj jej dosledkov. Nadviazanim tejto prace by mohlo byt
A g J J€) JLO P Yy y

pokrac¢ovanie danej témy v oblasti komplexného priestoru.
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