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Abstrakt

MÉSZÁROSOVÁ, Mária: Motiva£né príklady zaloºené na ukáºkach z �lmov a románov

[Bakalárska práca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky

a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky; ²kolite©: RNDr. Beáta

Stehlíková, PhD., Bratislava, 2013, 66s.

Práca nadväzuje na bakalárske práce z predchádzajúcich rokov, ktoré sa zaoberali

témou matematiky v románoch a �lmoch. Obsahuje matematické úlohy ur£ené pre prvé

ro£níky vysokých ²kôl a posledné ro£níky stredných ²kôl. Cie©om tejto práce je pro-

stredníctvom ukáºok z románov a �lmov spopularizova´ matematiku medzi ²tudentami

a motivova´ ich k vyrie²eniu uvedených príkladov, prípadne prebudi´ záujem o ¤al²ie

úlohy týkajúce sa matematiky.

K©ú£ové slová: nekone£né rady, teória £ísel, integrálny a diferenciálny po£et,

pravdepodobnos´, teória hier, �nan£ná matematika



Abstract

MÉSZÁROSOVÁ, Mária: Motivational problems based on snippets from �lms and no-

vels [Bachelor Thesis], Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics,

Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervi-

sor: RNDr. Beáta Stehlíková, PhD., Bratislava, 2013, 66p.

This thesis follows the bachelor theses from previous years which dealt with the topic

of mathematics in novels and �lms. It contains various mathematical problems designed

for �rst years of college study and last years of secondary schools. The purpose of this

thesis is to popularize mathematics through problems from novels and �lms among

students, to motivate them to solve the problems or to awaken interest in other tasks

related to mathematics.

Keywords: in�nite series, number theory, integral and di�erential calculus,

probability, game theory, �nancial mathematics
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ÚVOD ÚVOD

Úvod

Kto nemá rád �lmy? Ich pútavý dej dokáºe v £loveku vyvola´ najrôznej²ie emócie,

pobaví, pou£í, prinútia zamyslie´ sa. A kto nemá rád kniºky, ktoré svojím obsahom do-

káºu úplne pohlti´ £itate©a a prenies´ ho v mysli do sveta fantázie? Samozrejme, pokia©

nejde o u£ebnice. Ve£né nepriate©ky ²tudentov. Knihy ako také majú schopnos´ £asto

nevedomky formova´ názory svojich £itate©ov. Nenanucujúc pou£ky dokáºu nau£i´ a

takisto nenúteným spôsobom poskytujú rie²enie navonok nevyrie²ite©ných problémov -

vtipne a s nadh©adom. Nenechajú £itate©a len tak ledabolo listova´ v nich, ale prinútia

ho zamyslie´ sa, £íta´ ¤alej a spolu s hlavným hrdinom by´ svedkom ne£akaných uda-

lostí a rozlúsknutí mnohých záhad. Diev£atá sa nájdu v hlavných hrdinkách románov,

chlapci zas obdivujú schopnosti detektívov. Kaºdý si dokáºe nájs´ nie£o pre seba.

Láska k literatúre alebo k jej vizuálnej podobe, k �lmu, dokáºe £loveka privies´ k

poznaniu, aké ne£akal. A to sa ráta. Niekedy aj doslova. Táto bakalárska práca obsa-

huje ukáºky matematických problémov, ktoré sa vyskytli v románoch alebo �lmoch.

Jej cie©om je prebudi´ u £itate©a záujem o matematiku prostredníctvom nekonven£ne

podaného rie²enia úloh matematického základu a úloh týkajúcich sa teórie hier a �-

nan£nej matematiky.

Príklady sú rozdelené do piatich kapitol. Prvá kapitola je venovaná zaujímavým

£íslam v matematike, konkrétne aproximáciam £ísla π, £íslam taxíkov a spriateleným

£íslam. Druhá kapitola pojednáva najmä o integrálnom po£te a metódach integrovania,

v jej závere sa nachádza aj rie²enie problému tautochróny a diferenciálna rovnica. V

tretej kapitole sa venujeme netradi£nému rie²eniu úloh z teórie hier. �tvrtá kapitola ob-

sahuje jednoduché príklady z pravdepodobnosti a ²tatistiky. Posledná, piata kapitola,

obsahuje základy �nan£nej matematiky.
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1 TEÓRIA �ÍSEL

1 Teória £ísel

Vo �lmoch a románoch si svoje miesto na²li aj zaujímavé £ísla, ako napríklad π a

spriatelené £ísla. Ich vlastnos´ami sa zaoberá odvetvie matematiky zvané teória £ísel.

1.1 Muº, ktorý poznal nekone£no

High School Musical [63]. Stretneme sa s ním v²ade. Po£núc aktovkami, tri£kami,

kon£iac detským ²ampanským s týmto motívom. Ale kým by sme to za²katu©kovali ako

povrchnú sériu �lmov pre malé deti, zastavme sa a skúsme v ¬om nájs´ aj nie£o pre

nás, star²ích.

Ak ste nebodaj mali moºnos´ zhliadnu´ prvý zo série �lmov Muzikál zo strednej,

naskytol sa vám poh©ad na ve©mi zaujímavú vec.

Obr. 1: High School Musical [63]

Na tabuli sa objavili dva nekone£né rady:

4

π
=
∞∑
n=0

(6n+ 1)
(

1
2

)3

n

4n (n!)3 ,

8

π
=
∞∑
n=0

(42n+ 5)
(

1
2

)3

n

64n (n!)3

a teenagermi zboº¬ovaná Vanessa Anne Hudgens, stvár¬ujúca Gabrielu Montez, inte-

ligentnú spevá£ku a hlavnú postavu ná²ho �lmu, zamrmle:

�To by malo by´ 16
π
.� Za£uje ju v²ak u£ite©ka: �Prosím, sle£na Montezová?�

�Nemalo by tam by´ náhodou 16
π
?�

��estnás´ lomeno pí,� odpovedá u£ite©ka, �to je nemoºné."
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1.1 Muº, ktorý poznal nekone£no 1 TEÓRIA �ÍSEL

Potom po nieko©kých ´uknutiach do kalkula£ky nejakým spôsobom zistí,

ºe to má by´ naozaj 16
π
. ��akujem za opravu.� . Zotrie osmi£ku, napí²e

16

π
=
∞∑
n=0

(42n+ 5)
(

1
2

)3

n

64n (n!)3 (1)

a uznanlivo sa usmeje [63].

Tu, ºia©, matematika vo �lme High School Musical kon£í, ale necha´ tie sumy bez po-

v²imnutia by od nás nebolo fér. Tie sumy sú len niektoré z mnohých, ktoré aproximujú

£íslo π a ktoré zárove¬ objavil indický matematik Srinivasa Ramanujan1 (1887-1920).

Pod©a autora jeho biogra�e R. Kanigela - Muº, ktorý poznal nekone£no [21]. Po-

chádzal zo skromných pomerov, na ²tátnu ²kolu chodil len v¤aka ²tipendiu. Ke¤ mal

11 rokov, svojimi vedomos´ami sa vyrovnal dvom vysoko²kolákom, ktorí boli u Rama-

nujanovcov ubytovaní. Poºi£ali mu knihu o pokro£ilej trigonometrii, ktorú pre£ítal a

pochopil a uº ako trinás´ro£ný sám objavil nové zloºité teorémy [20]. V roku 1912 ho

priatelia nabádali, aby sa o svoje výsledky podelil s troma významnými matematikmi

vtedaj²ej doby, pôsobiacimi na Cambridgi. Dvaja z nich, H. F. Baker a E. W. Hob-

son, mu nikdy neodpovedali. Tretí, Godfrey Harold Hardy (1877-1947), mu ako jediný

odpísal. Hardy bol v tom £ase povaºovaný za najvýznamnej²ieho matematika svojej

generácie [21].

Hardy bol ve©mi zloºitá osobnos´, pre matematických géniov mal svoj vlastný reb-

rí£ek, ktorý sa po £ase stal verejne známym: 100 pre Ramanujana, 80 pre Hilberta, 30

pre Littlewooda, 25 pre seba. Niektoré z Ramanujanových vzorcov ho tak uchvátili, ºe

ako nad²ený komentár o nich napísal: �Ur£ite musia by´ pravdivé. Pretoºe keby neboli,

nikto iný by v sebe nena²iel takú predstavivos´, aby ich vymyslel.� [35]

V decembri 2012, pri príleºitosti 125. výro£ia narodenia Ramanujana sa v Dílí konala

konferencia, ktorá bola zakon£ením Národného roku matematiky v Indii. Zú£astnilo sa

na nej mnoºstvo matematikov z celého sveta, vrátane zástupcov z Ramanujan Mathe-

matical Society [48]. Indický Google (pozri obr. 2) tieº nemohol prehliadnu´ ve©kolepé

oslavy a vytvoril doodle na poctu Ramanujanovi [46].

1Tieº je to menovec Amity Ramanujan zo seriálu Numb3rs [65].
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1.1 Muº, ktorý poznal nekone£no 1 TEÓRIA �ÍSEL

Obr. 2: Pocta Ramanujanovi [46]

Ramanujan umrel ve©mi mladý, mal len 32 rokov, celý ºivot ho suºovalo zdravie.

Umrel na tuberkulózu len tri roky po tom, ako sa pres´ahoval do Londýna, aby tam

spolupracoval s Hardym. Hovorí sa, ºe ke¤ leºal v londýnskej nemocnici, Hardy ho

pri²iel nav²tívi´. Vo²iel do jeho izby a prehodil, ºe pri²iel taxíkom s poznávacou zna£kou

1729, £o je pod©a neho pekne nudné a trápne £íslo. Ramanujan, sediaci uprostred

postele, sa na neho pozrel a povedal: �Len si to nemyslite. Mne sa toto £íslo naopak

zdá ve©mi zaujímavé - je to prvé celé £íslo, ktoré je moºné zapísa´ rôznymi spôsobmi

ako sú£et dvoch tretích mocnín.� [35]

Ramanujan mal pravdu:

1729 = 13 + 123 = 93 + 103.

�al²ími takýmito £íslami sú napríklad:

4104 = 93 + 153 = 23 + 163,

20683 = 193 + 243 = 103 + 273,

39312 = 153 + 333 = 23 + 343,

40033 = 163 + 333 = 93 + 343. [35]

V tomto výroku sa £asto e²te uvádza upresnenie �sú£et dvoch kladných tretín mocnín� .

Ak by sme totiº povolili pouºívanie záporných £ísel, vedeli by sme sa dosta´ k ove©a

men²ím £íslam. Napríklad:

(−9)3 + (−15)3 = (−2)3 + (−16)3 = −4104.

Analogicky by sme získali ¤al²ie záporné £ísla: -20683, -39312, at¤.

Vrá´me sa v²ak spä´ k na²ej sume (1) a poriadne si ju prezrime. Nezvy£ajným
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1.1 Muº, ktorý poznal nekone£no 1 TEÓRIA �ÍSEL

sa nám môºe zda´ dolný index - malé písmenko n. Volá sa Pochhammerov symbol,

pod©a L.A.Pochhammera, pruského matematika [1], a v matematickej notácii nie je

jednozna£nos´2. V na²om prípade ide o rastúci faktoriál a de�nujeme ho takto [41]:

(a)0 := 1, (a)n := a (a+ 1) · · · (a+ n− 1) , n ≥ 1.

Ke¤ teda uº rozumieme zápisu Ramanujanovej sumy, ni£ nám nebráni v tom, aby sme

si zrátali jej £iasto£né sú£ty. Po¤me na to postupne. Vyjadrime si najskôr π z výrazu

(1):

π =
16∑∞

n=0

(42n+5)( 1
2)

3

n

64n(n!)3

. (2)

Po£ítajme teraz aproximácie £ísla π tak, ºe namiesto sú£tu nekone£ného radu vo výraze

(2) zoberieme jeho £iasto£né sú£ty:

π =
16∑k

n=0

(42n+5)( 1
2)

3

n

64n(n!)3

. (3)

Dostaneme hodnoty uvedené v tabu©ke 1, £o sú celkom slu²né výsledky, nako©ko sme

pouºili len nieko©ko prvých £lenov.

Tabu©ka 1: Aproximácia π pomocou £iasto£ných sú£tov nekone£ného radu

k aproximácie π

0 3.20

1 3.142309167625623

2 3.141602192745309

3 3.141592785498498

Skúsme si teraz stanovi´ £iastkový cie©, napríklad 3.141592653589793, £o je π s

presnos´ou na 15 desatinných miest [33]. Na dosiahnutie ná²ho cie©a nám bude sta£i´

2V tvare (x)n popisuje takzvaný �klesajúci� faktoriál: x (x− 1) (x− 2) · · · (x− n+ 1),

v tvare x(n) zas takzvaný �rastúci� faktoriál: x (x+ 1) (x+ 2) · · · (x+ n− 1). Samotný Pochhammer

ho v²ak pouºíval v úplne odli²ných prípadoch - a to pre zapísanie oby£ajného kombina£ného £ísla

(x)n =

(
x

n

)
. Na tabuli vo �lme High School Musical znázor¬uje horný index mocninu a dolný index

Pochhammerov symbol - napriek jeho umiesteniu popisuje rastúci faktoriál [1].

12



1.1 Muº, ktorý poznal nekone£no 1 TEÓRIA �ÍSEL

len prvých osem s£ítancov nekone£ného radu:

16∑8
n=0

(42n+5)( 1
2)

3

n

64n(n!)3

= 3.141592653589793.

Obr. 3: Poh©adnica s desatinnými miestami π [38]

Môºeme to overi´ aj poh©adom na poh©adnicu s motívom π, pozri obr. 3.

Dva výrazy z tabule vo �lme High School Musical v²ak nie sú jedinými aproxi-

máciami £ísla π od Ramanujana. Jednou z tých jednoduch²ích je odhad presný na 9

desatinných miest: 4

√
2143
22
≈ 3.1415926538 [41]. Ale napríklad

1

π
=

2
√
2

9801

∞∑
k=0

(4k)! (1103 + 26390k)

(k!)4 3964k

dokáºe kaºdou iteráciou aproximova´ π o 8 desatinných miest presnej²ie [8]. Rama-

nujanove sú£ty radov boli aº do roku 2000 (pozri [9]) najrýchlej²ími algoritmami na

výpo£et hodnoty π. Uº v roku 1989 bratia Chudnovskí (americkí matematici narodení

v Kyjeve) dokázali v¤aka Ramanujanovej sume upravenej na tvar

1

π
= 12

∞∑
k=0

(−1)k (6k)! (13591409 + 545140134k)

(3k)! (k!)3 6403203k+ 3
2

a v¤aka superpo£íta£u aproximova´ hodnotu π na miliardu desatinných miest .

Napriek existencii mnohých vzorcov, webstránok, superpo£íta£ov a kalkula£iek sa v²ak

stále darí �komoli´� £íslo π. Tak tomu bolo aj v úvodných titulkoch k �lmu s náz-

vom Pí3 [56], kde si tvorcovia nedali pozor a uviedli 3.14159265263124534 namiesto
3Film o paranoidnom matematikovi, ktorý sa za pomoci vlastnoru£ne vyrobeného prístroja snaºí

predpoveda´ cenu akcií na burze. Svet pre¬ho je zloºený z £ísel a neexistuje pre¬ho ni£ iné, len

matematika [56].
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1.2 Spriatelené £ísla 1 TEÓRIA �ÍSEL

3.1415926535897932384. Alebo len chceli otestova´ divákov a urobili to schválne?

1.2 Spriatelené £ísla

Sobota, 15. októbra 1791

Jese¬ je nádherná. Po£as týchto mesiacov tesne pred za£iatkom zimy vyzerá

denné svetlo tak jemne a mäkko, západy slnka sú farebnej²ie. Cítim náznak

melanchólie vo vzduchu, aj ke¤ moºno je to len moja nostalgia. Zanechávam

za sebou svoju mlados´.

Moja mlad²ia sestra uº tieº dospieva. Tak som bola zah¨bená do svojho ²tú-

dia, ºe som si ani nev²imla, ako ve©mi sa zmenila. Dnes ve£er pri²la do

mojej izby a spýtala sa ma: �Sophie, £o je to láska?� [34]

Aj o tomto sa pí²e sa v knihe So�in denník, alebo Sophie's Diary. Ide o matematický

román in²pirovaný ºivotom Sophie Germain. Zaznamenáva ºivot teenagerky, ktorá sa

u£í matematiku sama doma a dospieva po£as najbúrlivej²ích rokov Francúzskej revo-

lúcie. Tento román, písaný formou denníka, je od autorky Dory Musielak, profesorky

fyziky na Texaskej univerzite.

Sophie Germain sa narodila v Paríºi, v roku 1776. O jej detstve toho ve©a nevieme.

Prví autori jej ºivotopisov uvádzajú, ºe ako mladé diev£a sa prihlásila na École Poly-

technique pod chlap£enským menom, aby svoju prácu v oblasti matematiky predstavila

Lagrangeovi [36].

Sophie na otázku jej sestry neodpovedala. Ako sa neskôr sama vyjadrila, ke¤ºe vie len

matematiku, porozprávala by jej o spriatelených £íslach.

Grécki matematici de�novali dve celé £ísla ako spriatelené, ak kaºdé z nich

bolo sumou ur£itých delite©ov toho druhého £ísla [34].

Jedným z takýchto gréckych matematikov bol aj Pytagoras, ktorý vedel, ºe dvojicou

najmen²ích spriatelených £ísel sú £ísla 220 a 284. Sophie tieº vedela o tejto dvojici a

vo svojom denníku ukazuje, pre£o to tak je. Delite©mi £ísla 220 sú 1, 2, 4, 5, 10, 11,

20, 22, 44, 55, 110 a samozrejme aj 220. Ak urobíme sú£et v²etkých delite©ov £ísla 220

14



1.2 Spriatelené £ísla 1 TEÓRIA �ÍSEL

okrem najvä£²ieho z nich, teda 220, dostaneme:

1 + 2 + 4 + 5 + 10 + 11 + 20 + 22 + 44 + 55 + 110 = 284. (4)

Delite©mi £ísla 284 (okrem najvä£²ieho delite©a - 284) sú s£ítance v nasledujúcej rov-

nosti:

1 + 2 + 4 + 71 + 142 = 220. (5)

�Preto sú spriatelené,� pí²e Sophie, �lebo jedno �obsahuje� druhé.� Sophie ¤alej pí²e,

ºe spriatelené £ísla boli pouºívané v mágii a astrológii, prípadne pri varení elixírov

lásky a vyrábaní talizmanov. A £i existujú aj nejaké iné spriatelené £ísla ako 284 a

220? Áno, sú nimi napríklad £ísla 17 296 a 18 416. Tento pár bol objavený arabským

matematikom menom Ibn al-Banna v trinástom storo£í. Neskôr, René Descartes objavil

¤al²iu dvojicu: 9363584 a 9437056. Sophie sa v²ak nepodarilo objavi´ vzorec, ktorý by

dokázal ur£ova´ takéto dvojice. Vedela len, ºe isté vzorce uº objavené boli.

Staroveký matematik Thabit ibn Kurrah si v²imol, ºe ak je n > 1 a £ísla p, q, r sú

prvo£ísla v tvare:

p = 3× 2n−1 − 1, q = 3× 2n − 1ar = 9× 22n−1 − 1, (6)

potom 2npq a 2nr je dvojica spriatelených £ísel [34]. Môºeme si v²imnú´, ºe £ísla 220 a

284 sp¨¬ajú Thabit ibh Kurrahov vzorec, pre n = 2. Dosa¤me si do jeho vzorca:

p = 3× 22−1 − 1, q = 3× 22 − 1, r = 9× 22∗2−1 − 1⇒ p = 5, q = 11, r = 71. (7)

V²etky tri sú prvo£ísla, tento predpoklad je teda splnený. Po dosadení p, q a r do

predpisu pre získanie dvojice spriatelených £ísel získavame, ºe 22 × 5 × 11 = 220 a

22 × 71 = 284, £o je pre nás uº známa dvojica spriatelených £ísel.

Thabit ibn Kurrahova teoréma bola znovuobjavená Fermatom (1636), Descartesom

(1638) a Euler ju zov²eobecnil na tvar: 2npq a 2nr sú spriatelené, ak tri prirodzené £ísla

p = 2n−mf−1, q = 2nf−1 a r = 22n−mf 2−1 sú prvo£ísla, kde n > m ≥ 1 a f = 2m+1

[10].

Thabitov vzorec nám dáva dvojice spriatelených £ísel pre n = 2, 4, 7, ale pre n < 200

takéto £ísla nevieme nájs´. Naopak, Eulerovo zov²eobecnenie priná²a e²te dvojicu pre

m = 7, n = 8. [10]
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1.2 Spriatelené £ísla 1 TEÓRIA �ÍSEL

Obr. 4: Spriatelené £ísla známe uº Pytagorejcom - 220 a 284 [32]

Eulerovi sa podarilo nájs´ dohromady 59 párov spriatelených £ísel, medzi nimi je aj 6232

a 6368 a dvojica 10744 a 10856. Jednému 16-ro£nému talianskemu mladíkovi menom

N. Paganini4 sa v roku 1866 podarilo nájs´ men²iu, slávnymi matematikmi prehliadanú

dvojicu 1184 a 1210 [45]. Matematik E.Escott sa pý²i objavom 390 spriatelených párov,

P. Pouletovi sa podarilo nájs´ ¤al²ích 43, medzi nimi napríklad 122368 a 135536 [3].

�o sa spriatelených £ísel týka, existuje nieko©ko nezodpovedaných otázok, napríklad:

Existuje nekone£ne ve©a dvojíc spriatelených £ísel? Existujú dvojice, v ktorých jedno

£íslo je párne a druhé nepárne?[3] Sophie kon£í zápis vo svojom denníku slovami:

�Och, kam som sa to aº dostala? Za£ala som pri láske a skon£ila som pri matematike.

Ani nebudem o£akáva´, ºe mi sestra porozumie.� [34]

4N. Paganini - matematik a N. Paganini - huslista neboli v príbuzenskom vz´ahu [45].
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2 DIFERENCIÁLNY A INTEGRÁLNY PO�ET

2 Diferenciálny a integrálny po£et

V tejto kapitole si ukáºeme príklady týkajúce sa rôznych metód integrovania, ktoré sa

vyskytli v románoch a �lmoch.

2.1 Poison vs. Poisson

Tajomne znejúci názov kniºky a obal s potkanmi a integrálmi nám ponúka autor Erik

Rosenthal. Jeho kniºka The Calculus of Murder [42] uº tým svojím názvom nazna-

£uje dve veci: ºe zrejme pôjde o vraºdu a ºe ju nebude rie²i´ hocikto. Hlavnou postavou

je totiº detektív Dan Brodsky, ktorý je zárove¬ u£ite©om matematiky. A tie potkany?

Jed ur£ený pre ne je smrte©ný aj pre £loveka...

Obr. 5: Obálka knihy The Calculus of Murder [42]

Navy²e, ak sa pozrieme trochu na autorovu minulos´, zistíme, ºe má blízky vz´ah k

matematike. Erik Rosenthal má doktorát z Univerzity v Berkeley a dnes je profesorom

na katedre matematiky na Univerzite v New Haven [49]. Ak za£neme od neho, v¤aka

projektu Mathematics Genealogy Project [23] sa môºme dosta´ cez Rosenthalovho
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2.1 Poison vs. Poisson 2 DIFERENCIÁLNY A INTEGRÁLNY PO�ET

²kolite©a a ²kolite©a jeho ²kolite©a, at¤. aº k menám Poisson, Laplace a Lagrange,

Euler, Bernoulli, ktorí si boli ²kolite©mi dizerta£ných prác.

V skriptách z druhej polovice 19. storo£ia s názvom Cours d'analyse de l'école poly-

technique [47], autor knihy J. C. F. Sturm pí²e, ºe rie²enie integrálu, ktorý sa vyskytol

aj na obale The Calculus of Murder, patrí pôvodom Poissonovi. Od tvaru, v akom je

uvedený, sa ná² integrál lí²i len hranicami integrovania a kon²tantami, resp. ich zna-

mienkami, ktoré v²ak výpo£et nekomplikujú. Výpo£et teraz budeme robi´ spôsobom,

akým sme zvyknutí, ukáºku historického výpo£tu si nechávame na neskôr.

Máme teda funkciu P (x) = ce
x2

a , ktorú máme zintegrova´. Tento integrál ozna£me

K =
∫∞
−∞ P (x)dx. Potom K2 vyzerá nasledovne:

K2 =

∫ ∞
−∞

P (x) dx

∫ ∞
−∞

P (y) dy.

Pomocou Fubiniho vety [25] môºeme tento sú£in napísa´ ako dvojný integrál

K2 =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ce
(x2+y2)

a dxdy. (8)

Na tento dvojný integrál pouºime polárnu transformáciu, pozri napr. [25]. Výraz

x2 + y2 ≤ r2 reprezentuje v karteziánskych súradniciach kruh so stredom v po£iatku a

polomerom r. Z obrázka 6 vidíme, ºe po transformácii na polárne súradnice sa oblas´, po

ktorej integrujeme, zmení z kruhu na obd¨ºnik so stranami zodpovedajúcimi ve©kosti

polomeru kruhu r a, ke¤ºe ide o celý kruh zodpovedajúci ve©kosti celého uhla, 2π.

V na²om prípade je polomer kruhu nekone£ne ve©ký, strana obd¨ºnika zodpovedajúca

d¨ºke polomeru bude takisto rovná nekone£nu. Integrova´ teda budeme po oblasti tvaru

nekone£ne dlhého pásu ²írky 2π.

Pod©a [25], ak Ig(y) je determinant Jacobiho matice prvých derivácií zobrazenia g(y)

a Ig(y) 6= 0, potom platí vz´ah substitúcie x=g(y) pre integrál vypo£ítaný pomocou

novej premennej y: ∫
Ω

f (x) dx =

∫
Ω′
f (g (y)) |Ig (y)| dy. (9)

Ak teda chceme pouºi´ substitúciu na polárne súradnice

x = rcosϕ,

y = rsinϕ,
(10)

18



2.1 Poison vs. Poisson 2 DIFERENCIÁLNY A INTEGRÁLNY PO�ET

Obr. 6: Z karteziánskych na polárne

je potrebné zisti´, ako vyzerá determinant Jacobiho matice, tzv. Jacobián:

|J | =

∣∣∣∣∣∣
∂rcosϕ
∂r

∂rcosϕ
∂ϕ

∂rsinϕ
∂r

∂rsinϕ
∂ϕ

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ cosϕ −rsinϕ

sinϕ rcosϕ

∣∣∣∣∣∣ = r
(
cos2ϕ+ sin2ϕ

)
= r. (11)

Vidíme, ºe |J | 6= 0, môºeme teda pokra£ova´ vo výpo£te s novými premennými. Ako

sme si uº vysvetlili, r ∈ 〈0;∞), ϕ ∈ 〈0; 2π〉.

Takto dostávame:∫ 2π

0

∫ ∞
0

c2e
r2

a |J | drdϕ =

∫ 2π

0

∫ ∞
0

c2e
r2

a rdrdϕ = 2π

∫ ∞
0

c2re
r2

a dr. (12)

Pouºijeme substitúciu:

u =
r2

a
⇒ du =

2rdr

a
⇒ dr =

a · du
2

, (13)

£ím dostaneme:

2π

∫ ∞
0

c2eu
a

2
du =

2πac2

2
[eu]∞0 =∞. (14)

Samostatne sme teda rie²ili integrál. Pod©a v²etkého by malo vyjs´ nekone£no. Po-

zrieme sa na obal knihy, aby sme si skontrolovali výsledok, a tam je nie£o úplne iné!

A za£neme rozmý²©a´. Pre£o to máme zle? A £o to vlastne rátame? Ako vyzerá graf

funkcie, ktorú integrujeme? [obr.7]
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2.1 Poison vs. Poisson 2 DIFERENCIÁLNY A INTEGRÁLNY PO�ET

Ke¤ si najskôr vezmeme pôvodný jednorozmerný prípad, kde pre jednoduchos´ bu-

deme kon²tanty c aj a rovné 1,
∫∞
−∞ e

x2 , znamenalo by to, ºe chceme zráta´ plochu

od mínus nekone£na do plus nekone£na medzi osou x a grafom ex
2
, pozri obr. 7a. Ale

pre£o by to nemalo by´ nekone£no?

Pozrime sa ¤alej, £o vyjadruje dvojrozmerný integrál. Graf funkcie ex
2+y2 (obr. 7b)

by nám mal pomôc´.

(a) Graf funkcie ex
2

(b) Graf funkcie ex
2+y2

Obr. 7: Grafy integrovaných funkcií

V tomto prípade máme zráta´ objem telesa, ktoré je zdola ohrani£ené rovinou x, zhora

priestorovým grafom na²ej funkcie a zboku ni£ím, pretoºe ná² integrál máme zráta´

opä´ od mínus nekone£na do plus nekone£na. Tento objem je znovu nekone£ný, teda

ná² výpo£et, ktorým sme dostali hodnotu nekone£no, by mal by´ správny.

Skúsme ale v danom integráli zmeni´ znamienko v exponente Eulerovej kon²tanty,

a tak ho zráta´! H©adiac na grafy na obrázku 8 by to uº nemalo vychádza´ nekone£no.

Ozna£me si teda integrál L =
∫∞
−∞ ce

−(x)
a dx. Jeho druhá mocnina L2 sa dá previes´

na dvojný integrál:

L2 =

∫ ∞
−∞

ce
−x
a dx

∫ ∞
−∞

ce
−y
a dy =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

c2e
−(x2+y2)

a dxdy.

Postupujeme rovnako ako predtým - aplikujeme polárnu transformáciu (10):∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

c2e
−(x2+y2)

a dxdy =

∫ 2π

0

∫ ∞
0

c2e−
r2

a rdrdϕ = 2πc2

∫ ∞
0

e−
r2

a rdr.
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(a) Graf funkcie e−x
2

(b) Graf funkcie e−(x
2+y2)

Obr. 8: Grafy integrovaných funkcií po úprave znamienka exponentu

Pouºime substitúciu (13):

L2 = −πc2a

∫ −∞
0

esds = πc2a

∫ 0

−∞
esds = πc2a [es]0−∞ = πc2a [1− 0] = πc2a.

Poh©ad na obálku knihy nás tentoraz uº neprekvapí a môºme si poveda´, ºe sme navy²e

²ikovnej²í ako autor obálky, lebo sa nám podarilo aj vykráti´ dvojku.

Neprestávajme sa v²ak zamý²©a´ nad týmto integrálom, pretoºe v matematike patrí

medzi najznámej²ie. Jeho jednoduch²ia verzia
∫∞
−∞ e

−x2dx sa nazýva Gaussov, alebo

aj Euler-Poissonov integrál [55] a má ²irokú ²kálu pouºití, od pravdepodobnosti aº po

fyziku [19]. Existuje mnoho dôkazov, pre£o je hodnota integrálu rovná práve
√
π.

Jedným z nich je aj dôkaz Simeona Dennisa Poissona (1781-1840), francúzskeho ma-

tematika a fyzika, ktorý sa objavil na obálke knihy The Calculus of Murder, aj ke¤ bez

mínuska. Ako môºeme vidie´ na obrázku 9, kde je ukáºka kapitoly Integrálny po£et z

knihy [47], Poisson nepouºil presne ná² postup pomocou polárnych súradníc. Namiesto

toho získaný dvojný integrál
∫∞

0

∫∞
0
e−x

2−y2dxdy po£ítal geometricky. Tento integrál

predstavuje ²tvrtinu objemu telesa pod plochou ur£enou grafom funkcie e−x
2−y2 . Pois-

son ho spo£ítal ako sú£et objemov telies, ktoré majú ako základ¬u medzikruºie medzi

kruºnicami so stredom v nule a polomermi r a dr a vý²ku rovnú funk£nej hodnote

integrovanej funkcie na kruºnici s polomerom r (v²imnime si, ºe táto hodnota je kon-

²tantná pre kaºdý bod kruºnice). Obsah podstavy je teda 2πrdr, vý²ka je e−r
2
, a preto

objem takéhoto telesa je 2πe−r
2
rdr. Ak s£ítame v²etky takéto objemy pre r ∈ (0,∞),

21



2.1 Poison vs. Poisson 2 DIFERENCIÁLNY A INTEGRÁLNY PO�ET

Obr. 9: Ukáºka Poissonovej my²lienky výpo£tu integrálu [47]

dostaneme integrál 1
4

∫∞
0
e−r

2
2πrdr, ktorý uº vieme vypo£íta´.

Ak by sme trochu viac pátrali po pôvode tohto integrálu, pravdepodobne by sme

natra�li aj na meno Pierre Simon Laplace (1749-1827). Bol to matematik opä´ fran-

cúzskeho pôvodu, ktorého vedecká £innos´ zasiahla nielen do matematickej analýzy, ale

i do pravdepodobnosti [26]. Mimochodom, Laplace, spolu s Lagrangeom boli Poisso-

novými ²kolite©mi jeho dizerta£nej práce, ako môºeme zisti´ na uº spomínanej stránke

[23]. Laplaceovi sa ako prvému, uº v roku 1774 v £lánku Mémoire sur la probabilité des

causes par les évenments podarilo explicitne spo£íta´ hodnotu Gaussovho integrálu,

dokonca dvoma spôsobmi [27]. V prvom z nich vychádza z Eulerovej formuly:∫ 1

0

xrdx√
1− x2s

∫
0

1
xs+rdx√
1− x2s

=
1

s (r + 1)

π

2
.

Druhý z nich pôsobí priate©skej²ie a vzh©adom na jeho nenáro£nos´ si ho dovolíme

uvies´. Gaussov integrál, tentokrát znovu od nuly do nekone£na, si ozna£me J a vy-

chádzajme z umocneného tvaru:

J2 =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−(x
2+y2)dxdy,

ale namiesto polárnej transformácie pouºime substitúciu x = yt, potom dx = ydt a
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dostávame:

J2 =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−y
2(t2+1)ydtdy =

∫ ∞
0

(∫ ∞
0

ye−y
2(t2+1)dy

)
dt.

Teraz na �vnútorný integrál� pouºime substitúciu y2 (t2 + 1) = s, z £oho postupnými

úpravami vieme vyjadri´ dy = 1
2y

ds
t2+1

. Po dosadení máme

1

2

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−s
1

t2 + 1
dsdt =

1

2

∫ ∞
0

1

t2 + 1

[
−e−s

]s=∞
s=0

dt =
1

2
[arctgt]t=∞t=0 =

π

4
.

A ke¤ºe sme vychádzali z umocneného tvaru J2, po odmocnení získavame J =
√
π

2
. O

Laplacovi, autorovi predchádzajúcich výpo£tov, kolovala v Paríºi na za£iatku minulého

storo£ia anekdota, ktorú v knihe Budget of Paradoxes [15] popisuje matematik De

Morgan:

Laplace raz, za ú£elom prezentova´ vydanie svojej knihy Systéme du Monde,

²iel nav²tívi´ cisára Napoleona. Ten zas po tom, ako sa dozvedel, ºe v Lap-

lacovej knihe nie je ani zmienka o Boºom mene, u²tipa£ne poznamenal:

�Pán Laplace, povedali mi, ºe ste napísali túto ve©kú knihu o vesmíre, ale

nikde ste ani len nespomenuli jeho Stvorite©a.� Laplace, verný svojej �lozo-

�i, bez obalu odvetil: �Túto hypotézu som nepotreboval.� Pobavený Napoleon

jeho odpove¤ interpretoval Lagrangeovi, ktorý si neodpustil poznámku: �Ach,

skvelá hypotéza. Ve©a vecí vysvet©uje.� [15]
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2.2 Zahulíme, uvidíme

Matematiku nájdeme aj vo �lme Harold and Kumar [60]. Ke¤ v²ak zistíme, ºe

o�ciálny slovenský preklad �lmu znie Zahulíme, uvidíme, nejeden z nás neveriacky

zdvihne obo£ie. Ako sa sem dostala?

Po sp¯²ke na nadávok sa z úst ²armantej sle£ny dozvieme, ºe ide umrie´ z tej ²ialenej

závere£nej písomky z matiky, pekne povedané. Na²´astie, Kumar má v oblasti mate-

matiky celkom jasno a o£arený poh©adom na ¬u jej pomôºe s plo²ným integrálom.

�Nevadilo by ti, ak by som sa na to pozrel?�

�Uhm.�

�Uº si ve©mi blízko výsledku. Môºem ti s tým pomôc´?�

�Jasné!� [60]

Obr. 10: Integrál z �lmu Harold and Kumar [60]

Ke¤ºe pre £itate©a môºe by´ problém pochopi´, £o je vlastne napísané na obrázku

(obr 10), dovolíme si uvies´ veci na správnu mieru: To, £o vyzerá ako malé tla£ené a

alebo znak pre parciálnu deriváciu ∂, je vlastne £íslo 2 a tie ve©ké tla£ené písmená

S predstavujú symbol integrálu
∫
. Takto to uº dáva zmysel a dokáºeme aj my zráta´

minimálne to, £o sle£na a pokúsime sa to dotiahnu´ do konca, ako to spravil aj Kumar.

Na²ou úlohou je teda zráta´ integrál
∫∫
R

yx2 dA, kde R je plocha medzi grafmi funkcií

y = x a y = 2−x2. �ahko sa môºeme presved£i´, ºe integra£né hranice premennej x sú

x-ové súradnice priese£níkov grafov týchto dvoch funkcií. Plocha R je znázornená na

obrázku 11.
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Obr. 11: Plocha

Na zadaný integrál aplikujeme Fubiniho vetu [25]

1∫
−2

2−x2∫
x

yx2 dxdy =

1∫
−2

(∫ 2−x2

x

yx2dy

)
dx

a upravujeme ¤alej. Môºme si najskôr spo£íta´ �vnútorný integrál� :∫ 2−x2

x

yx2 dy =

[
x2y

2

2

]2−x2

x

=
x2

2

[(
2− x2

)2 − x2
]
,

výsledok dosadi´ a následne doráta´ ako klasický ur£itý integrál.

1

2

∫ 1

−2

x2
[(
2− x2

)2 − x2
]
=

1

2

∫ 1

−2

4x2 + x6 − 5x4 dx =
1

2

[
4x3

3
+
x7

7
− 5x5

5

]1

−2

= −9

7
.

O£arená Vanessa nenechá Kumara bez pochvaly:

�Wow, si v tom dobrý! �tudoval si matiku, alebo £o?�

�No, v skuto£nosti ma to nau£il môj tatko, ke¤ som e²te chodil do ²iestej.�

Vanessa je mierne zhrozená, zis´ujúc, ºe pred ¬ou stojí trochu divný chlap, ktorý sa jej

prizná, ºe jeho ob©úbeným seriálom je Doogie Howser. Seriál o chlapcovi ²tudujúcom

fyziku a £eliacom problémom dospievania.

Tak sa teda snaºí zmeni´ tému:

�Na £om to pracuje²?�
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�Je to len báse¬. Na hodiny kreatívneho písania.�

Vanessa mu vytrhne papier z ruky a za£ne sa smia´:

�Odmocnina z troch?! Boºe!�

Zahanbený Kumar jej vezme papier, ale ona sa nedá:

�Hej, nechaj ma pre£íta´ si to!�

�Nie, nie, nie.�

�Pre£o?�

�Pretoºe je to trápne!�

�Tak mi to pre£ítaj!�

�Neexistuje, aby som ti dovolil vidie´ ma v tomto svetle. Ve©a ²´astia s matikou.�

A odoberie sa pre£ [60].

Aby v²ak diváci neboli ukrátení ani o záºitok z vypo£utia si básne o odmocnine z

troch, majú moºnos´ po£u´ ju na konci �lmu. Tomu v²ak predchádza ve©ké mnoºstvo

udalostí. Kumara letiaceho do Amsterdamu zatknú e²te v lietadle, pretoºe si ho pomýlia

s h©adaným teroristom. Po £ase sa mu v²ak podarí utiec´ z väzenia a zistí, ºe jeho

bývalá láska, ktorá sa tieº volá Vanessa, sa ide vydáva´ za niekoho iného. Film kon£í

²´astným stretnutím Kumara a Vanessy na jej vlastnej svadbe, kde sa po vypo£utí básne

napísanej pre ¬u, rozhodne necha´ ºenícha samého pri oltári a odíde s Kumarom.

Obr. 12: Vanessa a Kumar [60]
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I'm sure that I will always be

A lonely number like root three

The three is all that's good and right,

Why must my three keep out of sight

Beneath the vicious square root sign,

I wish instead I were a nine.

For nine could thwart this evil trick,

with just some quick arithmetic

I know I'll never see the sun

As 1.7321.

Such is my reality,

A sad irrationality

When hark! What is this I see,

Another square root of a three

As quietly co-waltzing by,

Together now we multiply

To form a number we prefer,

Rejoicing as an integer

We break free from our mortal bonds

With the wave of magic wands

Our square root signs become unglued

Your love for me has been renewed. [60]
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2.3 Nevzdáva´ sa!

To, ºe matematik v detektívke je v¤a£nou témou, sme si mohli v²imnú´ uº v diele The

Calculus of Murder [42]. Av²ak nie len ako detektív, ale aj ako obe´. Túto stranu

mince si zvolila autorka pí²uca pod pseudonymom Miriam Webster v jej detektívke

After Math [51]. Miriam Webster, vlastným menom Amy Babich, získala doktorát

z matematiky na University of Texas, a áno, aj jej �pra²kolite©mi� boli Lagrange a

Laplace [23]. V jej knihe nenájdeme násilnú aplikáciu matematiky v rie²ení prípadu,

ale trochu realistickej²iu vec: zneuºitie ²tatistiky za ú£elom priemyselného zne£istenia

ºivotného prostredia. Príbeh ve©mi dôsledne opisuje, ako si dokáºe ²ikovný matematik

vybra´ jemu vyhovujúce dáta a metódy, v¤aka ktorým dostane výsledok, aký chce a

zárove¬ dokáºe poblázni´ kaºdého, kto nie je expert v ²tatistike. [22]

Nepotrebujeme v²ak by´ expertami v ²tatistike, ak chceme vedie´ zráta´ integrál na

obálke knihy, o ktorej práve hovoríme (obr. 13) .

Obr. 13: Obálka knihy After Math [51]

Uº na prvý poh©ad vidíme, ºe je to integrál racionálnej funkcie, teda funkcie zapísa-

te©nej v tvare podielu dvoch polynómov. Metóda integrovania racionálnych funkcií je

zaloºená na my²lienke rozloºi´ racionálnu funkciu na lineárnu kombináciu základných

racionálnych funkcií (tzv. parciálnych zlomkov) [24], ktoré uº vieme zintegrova´.

Rozpí²me si integrál z obálky knihy tak, aby sme v menovateli dostali sú£in:

I =

∫
x

x3 − 27
dx =

∫
x

(x− 3) (x2 + 3x+ 9)
dx. (15)

Vidíme, ºe metódou rozkladu na parciálne zlomky, vieme integrál (15) vieme rozloºi´
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na tvar:

I =

∫
A

x− 3
+

Bx+ C

x2 + 3x+ 9
dx. (16)

Aby táto úprava bola korektná, musia by´ splnené nasledujúce rovnosti. Získali sme ich

úpravou (16) na spolo£ného menovate©a, £ím sa menovatele v (15) a (16) teraz rovnajú.

A aby sa rovnali oba zlomky, musia by´ aj ich £itatele rovné:

Ax2 + 3Ax+ 9A+Bx2 − 3Bx+ Cx− 3C = x

x2 (A+B) + x (3A− 3B + C) + 9A− 3C = x.

Metódou porovnania koe�cientov dostaneme tri rovnice o troch neznámych, ktoré nie

je problém vyrie²i´.

A+B = 0,

3A− 3B + C = 1,

9A− 3C = 0.

Rie²ením sústavy je A = 1
9
, B = −1

9
, C = 1

3
. Sta£í uº len spätne dosadi´ za neznáme a

dorie²i´ integrál. Ná² integrál teraz vyzerá takto:

I =

∫ 1
9

x− 3
+

1
3
− 1

9
x

x2 + 3x+ 9
dx =

1

9

∫
1

x− 3
dx+

1

9

∫
3− x

x2 + 3x+ 9
dx. (17)

Vidíme, ºe prvý z integrálov vieme vypo£íta´ hne¤:

α =
1

9

∫
1

x− 3
dx =

1

9
ln (x− 3) + c. (18)

Zráta´ druhý integrál β =
∫

1
9

∫
3−x

x2+3x+9
dx v²ak nebude také jednoduché. Môºeme si

ale v²imnú´, ºe ak ho trochu upravíme, vieme z neho po zintegrovaní dosta´ logaritmus.

Budeme sa teda snaºi´, aby £itate© zlomku bol deriváciou menovate©a:

β =
1

9

∫
3− x

x2 + 3x+ 9
dx = − 1

18

∫
2x− 6

x2 + 3x+ 9
dx

= − 1

18

∫
2x+ 3

x2 + 3x+ 9
dx+

1

18

∫
9

x2 + 3x+ 9
dx.

(19)

Vieme, ºe

− 1

18

∫
2x+ 3

x2 + 3x+ 9
dx = ln

(
x2 + 3x+ 9

)
+ c. (20)

Ostáva nám uº len spo£íta´ integrál 1
2

∫
1

x2+3x+9
dx. V¤aka substitúcii ho budeme vedie´

upravi´ na tvar, ktorý bude po zintegrovaní obsahova´ arkustangens.
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Pripome¬me si:
∫

1
t2+1

dt = arctgt + c [24]. Na²ím cie©om je teda v menovateli získa´

sú£et jednotky a druhej mocniny nejakého výrazu. Pouºime úpravu na úplný ²tvorec a

osamostatnime jednotku:

1

2

∫
1

x2 + 3x+ 9
dx =

1

2

∫
1(

x+ 3
2

)2
+ 27

4

dx =
2

27

∫
1(

2(x+ 3
2)

3
√

3

)2

+ 1

dx.

Pouºijeme substitúciu

2
(
x+ 3

2

)
3
√
3

= s⇒ dx =
3
√
3

2
ds (21)

a dosadíme:
2

27

∫
1

s2 + 1

3
√
3

2
ds =

√
3

9
arctg

2
(
x+ 3

2

)
3
√
3

+ c.

Postupne z výrazov (21), (20), (18) vieme posklada´ kone£ný výsledok spo£iatku

tak nevinne vyzerajúceho integrálu (15):∫
x

x3 − 27
dx =

1

9
ln (x− 3)− 1

18
ln
(
x2 + 3x+ 9

)
+

√
3

9
arctg

2
(
x+ 3

2

)
3
√
3

+ c.

Na konci devätnásteho storo£ia objavil teenager Marcel Proust5 v knihe jednej svojej

priate©ky test, ktorý neskôr vo²iel do dejín ako �Proustov dotazník� . V tom období bol

tento spôsob zábavy - vyp¨¬anie testov - ve©mi ob©úbený. Proust bol zástancom názoru,

ºe ©udia musia spozna´ sami seba pred tým, ako spoznajú iných. Vytvoril preto zoznam

otázok, ktoré pod©a neho odha©ovali pravú identitu respondentov pre ich okolie [40].

Boli medzi nimi napríklad takéto otázky: �o je pre vás predstava dokonalého ²´astia? Z

£oho máte najvä£²í strach? Ktorá postava z histórie by vás najlep²ie charakterizovala?

Talianska spolo£nos´ pre aplikovanú a priemyselnú matematiku modi�kovala otázky z

Proustovho dotazníka �v matematickom zmysle slova� a kládla ich dne²ným matema-

tikom. [29]

Prezident talianskej matematickej únie, Franco Brezzi, na otázku: �Aké typy výpo£tov

vás najmenej bavia?� odpovedal práve �Integrály racionálnych fukcií.� , ktorými sme

sa teraz zaoberali.

�A aké je va²e motto?�

�Nevzdáva´ sa!� [30]
5Valentin Louis Georges Eugéne Marcel Proust (1871 - 1922), francúzsky spisovate© a kritik, známy

najmä v¤aka dielu H©adanie strateného £asu [39].
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2.4 Mám problém

Ako sme si uº mohli v²imnú´, Sophie sa vo svojom denníku [34] nezamý²©a len nad kaº-

dodennými staros´ami a problémami. Ve©ká £as´ jej my²lienok je venovaná matematike.

V niektorých prípadoch v²ak ide ruka v ruke s fyzikou, tak ako je to aj s problémom

tautochróny.

Piatok, 3. októbra 1794 Slovo tautochróna je gréckeho pôvodu. Tauto

znamená identický a chromos znamená £as. Tautochróna, alebo inokedy

zvaná aj izochróna6, je taká krivka, po ktorej sa objekty zosunú do jej naj-

niº²ieho bodu za rovnaký £as, bez oh©adu na ich ²tartovaciu pozíciu. [34]

Problém tautochróny je v skuto£nosti úlohou, alebo výzvou - nájs´ takúto krivku. Ako

prvému sa to podarilo holandskému matematikovi Christiaanovi Huygensovi, ktorý

tento fakt, ºe rie²ením je cykloida, hrdo publikoval aj s dôkazom vo svojom diele Horo-

logium oscillatorium (1673). Na tento poznatok naráºa aj pasáº zo známeho literárneho

diela Moby Dick , v sloven£ine známeho pod názvom Biela ve©ryba :

�Prvýkrát som £elil tejto pozoruhodnej skuto£nosti. �e £o sa geometrie týka,

v²etky telesá k¨zajúce sa pozd¨º cykloidy, napríklad môj mastenec, sk¨znu z

akéhoko©vek miesta v rovnakom £ase. [31]�

V¤aka frekvencii, s akou sa cykloide darilo vyvoláva´ spory medzi matematikmi v 17.

storo£í, sa stala známou ako �Helena geometrov� [12].

A £o je cykloida? Intuícia by nám mohla napoveda´, ºe medzi ¬ou a bicyklom by

mohla existova´ istá spojitos´. A je to pravda. Vysvetlíme si to pomocou obr. 14.

Predstavme si, ºe by sme Sophie na koleso bicykla (na jeho obvod) umiestnili svietiaci

bod. V²ade okolo nás by bola tma a Sophie by nasko£ila na bicykel a vydala by sa po

rovinke. Nevideli by sme teda ni£, len tú svietiacu bodku na jej kolese, ako by opisovala

- áno - cykloidu. Jednoducho povedané, cykloida je krivka, ktorú vytvára pevne zvolený

bod na kruºnici kotú©ajúcej sa po priamke.

Parametricky sa dá vyjadri´ nasledujúcim spôsobom (pozri [53]):

x = r (θ − sin θ) ,

y = r (1− cos θ)
(22)

6Z gré£tiny, iso- je predpona znamenajúca rovnaký, chromos znamená £as.
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Obr. 14: Ako vzniká cykloida [53]

Obr. 15: Parametrizácia cykloidy [18]

kde r je polomer a θ je uhol oto£enia kotú©ajúcej sa kruºnice (pozri obr. 15). Jeden

oblúk cykloidy vznikne oto£ením kruºnice o uhol 2π.

Napríklad aj v seriáli Numb3rs [65], v ktorom sa matematika vyuºíva na rie²enie

skuto£ných zlo£inov, si na²la cykloida svoje miesto. V epizóde �pión pomáha Charlie

Epps rie²i´ prípad, pri ktorom auto zrazilo ºenu. V¤aka nemu sa podarilo zisti´, ºe

i²lo o vraºdu a nie nehodu. Vo svojej analýze za pevný bod na kruºnici zvolil pätu a

poukázal na to, ako jej pohyb smerom zozadu aº pred koleno opisuje cykloidu [54].

Overme, ºe cykloida je rie²ením problému tautochróny. Budeme postupova´ pod©a [34].
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Zderivujme x a y:

dx = r (1− cos θ) ,

dy = r sin θ.

Teraz vytvorme sú£et druhých mocnín derivácií a ozna£me ho ds2:

ds2 = dx2 + dy2 = r2
[(
1− 2cos θ + cos2θ

)
+ sin2θ

]
= 2r2 (1− cos θ) . (23)

Vyjadriac si zo vz´ahu (23) ds, dostali by sme d¨ºku nekone£ne malého úseku cykloidy,

získanú pomocou Pytagorovej vety (obr. 16). Vychádzajme zo zákona o zachovaní me-

Obr. 16: D¨ºka krivky [43]

chanickej energie, nech m znamená hmotnos´, g gravita£né zrýchlenie (∼= 9.81ms−2),

v rýchlos´ a y vý²ku, z ktorej bude pada´ predmet z najvy²²ieho bodu cykloidy po

najniº²í.
1

2
mv2 = mg y (24)

Z (24) si vieme vyjadri´ rýchlos´:

v =
√

2gy. (25)

Vieme, ºe rýchlos´ sa dá popísa´ ako zmena polohy za zmenu £asu: v = ds
dt
. �iastkovú

d¨ºku krivky, ktorú pre²iel bod za krátky £as dt, reprezentuje ds. Ke¤ºe nás bude

zaujíma´ práve ten £as, za ktorý sa mu to podarilo, vyjadríme dt z rovnice (25):

dt =
ds√
2gy

(26)

Zo vz´ahov (22) a (23) vieme vyjadri´ y a ds, ktoré následne dosadíme a získame:

dt =

√
dx2 + dy2

√
2gy

=
r
√
2 (1− cosθ) dθ√
2gr (1− cosθ)

=

√
r

g
dθ.
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Aplikovaním ur£itého integrálu v hraniciach od t = 0 po t = T , kde t = 0 ozna£uje

po£iato£ný £as a t = T zna£í £as, kedy uº bod dorazil do najniº²ej £asti tautochróny,

a ur£itého integrálu v hraniciach od θ = 0 po θ = π, kde θ = 0 znamená, ºe sme v

najvy²²om bode cykloidy a θ = π, ºe sme v najniº²om bode, dostávame∫ T

0

dt =

∫ π

0

√
r

g
dθ

T =

√
r

g
π.

(27)

Vidíme, ºe T , ozna£ujúce £as potrebný na skotú©anie sa bodu z najvy²²ieho bodu

cykloidy po jej najniº²í, závisí len od kon²tánt: od ve©kosti polomeru kruºnice, od

gravita£ného zrýchlenia a od kon²tanty π. Vý²ka, z akej padal ná² bod, vo vz´ahu

nevystupuje.

Zvo©me si teraz ©ubovo©ný iný bod θ0 na cykloide, ktorý bude od najvy²²ieho bodu y

o y0 niº²ie, teda v parametrickom vyjadrení sa bude kruºnica opisujúca cykloidu otá£a´

o θ0 menej. Vz´ah (25) vyzerá po úprave nasledovne:

v =
ds

dt
= 2g (y − y0) .

Rovnakým postupom sa tieº dostaneme aº k rovnici:

T =

∫ π

θ0

√
2r2 (1− cosθ)

2rg (cosθ0 − cosθ)
dθ =

=

√
r

g

∫ π

θ0

√
1− cosθ

cosθ0 − cosθ
dθ.

Po¤me si pomôc´ substitúciou, pri ktorej pouºijeme vz´ahy pre polovi£ný uhol. Vo

v²eobecnosti vyzerajú takto [52]:

sin

(
1

2
x

)
=

√
1− cosx

2
,

cos

(
1

2
x

)
=

√
1 + cos x

2
.

Vieme si prepísa´ cosθ na tvar cosθ = 2cos2
(

1
2
θ
)
− 1 [52]. Dosadením a rovnakým

postupom ako v predo²lom prípade získame

T =

√
r

g

∫ π

θ0

sin
(

1
2
θ
)
dθ√

cos2
(

1
2
θ0

)
− cos2

(
1
2
θ
) . (28)
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Pouºime substitúciu v tvare

u =
cos
(

1
2
θ
)

cos
(

1
2
θ0

) ,
du = −

sin
(

1
2
θ
)
dθ

2cos
(

1
2
θ0

) ,
dθ = −

2cos
(

1
2
θ0

)
sin
(

1
2
θ
) .

Dosa¤me do (28) a upravme menovate© [52].

T =− 2

√
r

g

∫ 0

1

cos
(

1
2
θ0

)√
cos2

(
1
2
θ0

)(
1− cos2( 1

2
θ)

cos2( 1
2
θ0)

) =

=2

√
r

g

∫ 1

0

du√
1− u2

=

=2

√
r

g
[arcsinu]10 =

=π

√
r

g
.

Vy²iel rovnaký výsledok ako v (27). Znamená to, ºe £as, za ktorý sa predmet skotú©a

po cykloide z ktoréhoko©vek miesta na nej do jej najniº²ieho bodu, je kon²tantný pre

©ubovo©ný ²tartovací bod. Práve toto je vlastnos´, ktorú ma sp¨¬a´ tautochróna a tým

na²li sme rie²enie jej problému. Dokázali sme, tým rie²ením je cykloida.
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3 Teória hier

Za ú£elom vytvori´ zaujímavý �lm, ktorý dokáºe diváka prinúti´ aj zamyslie´ sa, sa

tvorcovia �lmov £asto (aj nechtiac) uchy©ujú k problémom teórie hier. Skúsme nieko©ko

z nich vyrie²i´.

3.1 Záchranca

Film Temný rytier [62] má viacero pasáºí nepriamo venovaných teórii hier. Jednou

z nich je aj £as´ o dvoch trajektoch. Joker (predstavite© inteligentného kriminálnika a

zarytého nihilistu, snaºiaceho sa dokáza´, ºe Gotham city je plné ©udí typu Homo eco-

nomicus), si vyberie dva trajekty. Prvý z nich je naplnený radovými ob£anmi, zatia©£o

druhý preváºa väz¬ov. Bez vedomia pasaºierov a policajtov sa mu podarilo umiestni´

na oba trajekty silné výbu²niny, ktoré by v prípade výbuchu dokázali zni£i´ celú lo¤ aj

s posádkou. Odrazu sa trajekty zastavia a mechanici na oboch lodiach idú skontrolova´

do podpalubia, £o sa stalo. Nájdu tam sudy s výbu²ninami a rozbu²ku. Z ampliónu na

lodiach sa ozve:

Dnes sa kaºdý z vás stane sú£as´ou sociálneho experimentu. V¤aka £arovnej

kombinácii motorovej nafty a dusi£nanu amónneho som pripravený vystreli´

vás aº do neba. Ak by sa niekomu nebodaj chcelo utiec´, v²etci umriete. Na

kaºdej lodi máte rozbu²ku, ktorou dokáºete odpáli´ tú druhú lo¤. O polnoci

vás, samozrejme, odpálim v²etkých. Ak v²ak na jeden z vás stla£í gombík

na rozbu²ke, nechám ºi´ v²etkých, £o sú s ním na lodi. Takºe, kto to bude?

Ukáºková zbierka odpadlíkov, alebo sladkí nevinní ob£ania? Vy si vyberáte.

Och, a asi by ste sa mali chcie´ rozhodnú´ £o najrýchlej²ie. Pretoºe ©udia

na tej druhej lodi nemusia by´ tak ²©achetní. [62]

�udia za£nú panikári´. Na lodi s radovými ob£anmi sa za£ne hlasova´, väzni sa búria.

Stla£i´ gombík a zachráni´ sa, ale zárove¬ necha´ vybuchnú´ trajekt plný ©udí? Alebo

nestla£i´ a umrie´ ako ²©achetný £lovek? Celá situácia je zapísate©ná v tvare tabu©ky

výplat. Majme dvoch hrá£ov - Ob£ania a Väzni, ktorí môºu ma´ dve stratégie - stla£i´

alebo nestla£i´ spú²´.

• Ak sa ob£ania rozhodnú nestla£i´ spú²´, väz¬om sa oplatí stla£i´ a preºijú. Ak sa
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Obr. 17: Vystra²ení radoví ob£ania [62]

Tabu©ka 2: Tabu©ka výplat: Stla£i´ alebo nestla£i´?

Ob£ania \Väzni Nestla£i´ Stla£i´

Nestla£i´ 0, 0 0,1

Stla£i´ 1, 0 0,0

v²ak ob£ania rozhodnú stla£i´ spú²´, väzni zahrajú rovnako pravdepodobne obe

stratégie.

• Ak sa väzni rozhodnú nestla£i´ spú²´, ob£anom je výhodnej²ie stla£i´ spú²´ a tak

preºi´. Ak v²ak väzni stla£ia spú²´, ob£ania sú indiferentní vo£i obom stratégiám.

Táto hra má teda tri equilibriá. Mala by sa pod©a v²etkého sta´ jedna z troch si-

tuácií farebne vyzna£ených v tabu©ke, malo by dojs´ k výbuchu aspo¬ jednej lode.

�Budeme vidie´ oh¬ostroje!� , povedal Joker. Ako sa v²ak ukázalo, ©udí netreba podce-

¬ova´. Ob£ania Gothamu neuvaºovali len takto jednoducho. Ich uvaºovnie si môºeme

e²te rozvetvi´ na dva prípady. Budeme predpoklada´, ºe sa rozhodovali na základe

svojho vz´ahu k morálke a k preºitiu.

SMR� < MORÁLKA < PRE�ITIE

Gotham£ania chcú preºi´ viac, ako by´ ²©achetní. To znamená, ºe najvä£²iu cenu má

pre nich ich vlastný ºivot. �ivoty ©udí na druhej lodi si váºia menej, teda by radi preºili,

aj za cenu, ºe vyhodia do vzduchu druhú lo¤ plnú ©udí. V tomto prípade priradíme

jednotlivým aspektom rozhodovania hodnoty: smr´ 0, morálka 1, preºitie 2.

Táto hra má dve equilibriá. Jedni stla£ia, druhí nie. Jedni preºijú, druhí si v²ak budú

musie´ vysta£i´ �len� so ²©achetnos´ou.
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Tabu©ka 3: Tabu©ka výplat: Preºitie nad Morálkou

Ob£ania \Väzni Nestla£i´ Stla£i´

Nestla£i´ 1, 1 1,2

Stla£i´ 2,1 0, 0

SMR� < PRE�ITIE < MORÁLKA

Gotham£ania sú ²©achetní, ale nechcú umrie´. Ak by v²ak do²lo k tomu, ºe majú niekoho

zabi´, rad²ej umrú sami. Rozhodujú sa na základe týchto hodnôt: Smr´ 0, Preºitie 1,

Morálka 2.

Tabu©ka 4: Tabu©ka výplat: Morálka nad Preºitím

Ob£ania \Väzni Nestla£i´ Stla£i´

Nestla£i´ 2, 2 2, 1

Stla£i´ 1, 2 0, 0

Tentoraz sme dostali hru s jedným equilibriom - ani jedna z lodí nestla£í spú²´. Ne-

smieme v²ak zabudnú´ na Jokerovu hrozbu: o polnoci odpáli obe lode, ak sa ni£ dovtedy

ni£ nestane.

Gotham£ania spolu s väz¬ami zvolili práve túto stratégiu, aj ke¤ bola na prvý po-

h©ad nepredstavite©ná. Ani jeden z nich nestla£il spú²´, a tak Joker márne £akal na

oh¬ostroj. Medzitým ho stihol nájs´ Batman, ktorý ho zbavil rozbu²ky, a tým zachrá-

nil ²©achetných pasaºierov oboch trajektov. ��o si sa snaºil dokáza´? �e hlboko vnútri

je kaºdý tak ²karedý ako ty? Nie. Si v tom sám.� [62]

3.2 Bitka dôvtipu

Dobro ví´azí nad zlom. V kaºdej dobrej rozprávke by to tak malo by´ a ani Prin-

cezná nevesta [64] sa z tohto ²tandardu nevymyká. Táto klasická rozprávka, £ítaná

starým otcom, ponúka ²irokú paletu rozprávkových bytostí - obrov, princezné, pirátov,

drakov... Nás v²ak budú zaujíma´ len traja z nich: princezná, Sicíl£an Vizzini a pirát

Wesley. Sicíl£an Vizzini uniesol princeznú a pirát Wesley sa ju snaºí zachráni´. Porazil

najlep²ieho ²ermiara a najsilnej²ieho obra, teraz mu v²ak jeho sila nepomôºe. Na rade
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je bitka dôvtipu. Dvaja muºi a dva poháre.

Obr. 18: Wesley za£ína Bitku dôvtipu [64]

Wesley: �Tvojou úlohou je zisti´, v ktorom z pohárov je jed. Bitka dôvtipu

sa za£ala. Skon£í sa, ke¤ sa ty rozhodne², ktorý pohár si zvolí² a obaja sa

napijeme. Jeden z nás bude m¯tvy.�

Vizzini: �Ale to je predsa jednoduché. Budem vychádza´ z toho, £o o tebe

viem. Si teda typ £loveka, ktorý by dal jed do svojej £a²e alebo do súperovej?

Takºe, múdry £lovek by dal jed do svojej £a²e, lebo by vedel, ºe len blázon

by sa chcel napi´ z £a²e, ktorú mu ponúkli. A ke¤ºe ja blázon nie som, roz-

hodnem sa, ºe ani tvoju £a²u nechcem. Ale ty si musel vedie´, ºe ja nie som

blázon, rátal by si s tým, takºe je jasné, ºe £a²u pred sebou si nemôºem

zvoli´.�

Wesley: �Vraví² teda, ºe si sa rozhodol?�

Vizzini: �E²te nie. Ako kaºdý vie, jed iocane pochádza z Austrálie7. A Aus-

trália je plná kriminálnikov. Kriminálnici sú zvyknutí na to, ºe im ©udia

nedôverujú. Tak, ako ja nedôverujem tebe. Takºe si nemôºem zvoli´ £a²u,

£o má² pred sebou ty.�

Wesley: �Má² vskutku obdivuhodný intelekt!�

Vizzini: �Áno, z Austrálie. A ty si musel tu²i´, ºe ja budem vedie´ odkia©

prá²ok pochádza a teda si nezvolím víno oproti mne.�

Wesley: �Myslím, ºe za£ína² tápa´.�
7Prá²ok iocane patrí medzi �ktívne jedy. Pochádza z Austrálie a dá sa vo£i nemu vytvori´ imunita,

pokia© doty£ný uºíva pravidelne malé mnoºstvá. Názov je pravdepodobne odvodený od slova kokaín,

£o v £ase napísania knihy a vzniku �lmu Princezná Nevesta (1973, resp 1987), bola pomerne roz²írená

droga.
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Vizzini: �To by si chcel, £o? Porazil si môjho obra, £o znamená, ºe si

výnimo£ne silný, takºe by si dal jed do svojej £ase veriac, ºe tvoja sila ´a

zachráni, teda by som si nemal zvoli´ £a²u pred tebou. Ale taktieº si porazil

môjho ²ermiara, £o znamená, ºe si musel ²tudova´ ²ermiarstvo a ²túdion

si získal dôleºitý poznatok: ºe £lovek je smrte©ný. Tým pádom by si mal

umiestni´ jed £o naj¤alej od seba. �iºe si nemám zvoli´ £a²u pred sebou.�

Wesley: �Snaºí² sa ma uº len obalamuti´, aby som ti nie£o nazna£il.�

Vizzini:�A funguje to! Nazna£il si toho aº aº. Ja viem kde sa jed nachá-

dza!�

Wesley:�Tak teda urob svoje rozhodnutie.�

Vizzini: �Urobím a rozhodnem sa. �o pre pána krá©a to má by´?!�

Wesley:��o? Kde? Ja ni£ nevidím�

Pirát sa obzrie a Vizzini medzitým vymení svoju £a²u s Wesleyho £a²ou.

[64]

Po¤me sa na túto situáciu pozrie´ z poh©adu teórie hier. Budeme analyzova´ moºnosti

rozhodnutí jednotlivých hrá£ov, ktorými sú v na²om prípade Wesley a Vizzini. H©a-

dáme rie²enie, ktoré by bolo optimálne pre oboch hrá£ov. Situáciu nám v²ak môºe

komplikova´ fakt, ºe hrá£i majú asymetrickú informáciu, £o znamená, ºe jeden z nich

vie viac. Pristupujme teda k tomuto problému najprv tak, ako to vidí Vizzini. Vizzini

chce preºi´, preto si chce zvoli´ £a²u v ktorej nie je jed. Ak je vo Wesleyho £a²i, chce sa

napi´ zo svojej a ak je jed v jeho £a²i, chce sa napi´ z Wesleyho £a²e. Zapí²uc si túto

situáciu do tabuliek výplat, dostávame:

Tabu©ka 5: Jed má v pohári Wesley

Wesley\Vizzini Wesleyho £a²a Vizziniho £a²a

Wesleyho £a²a - -1,1

Vizziniho £a²a 1, -1 -

Dve výplatné tabu©ky máme z dôvodu, ºe Vizzini nevie, v ktorej £a²i sa iocane nachá-

dza. Preto sa v dvoch rôznych situáciách musí rozhodova´ rôzne. Navy²e, situácia, ºe

sa obaja hrá£i napijú z rovnakej £a²e, nemôºe nasta´. Tento jav sa v terminológii teórie
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Tabu©ka 6: Jed má v pohári Vizzini

Wesley\Vizzini Wesleyho £a²a Vizziniho £a²a

Wesleyho £a²a - 1, -1

Vizziniho £a²a -1,1 -

hier nazýva opa£né stratégie a preto výplaty v niektorých bunkách nie sú uvedené. A

práve z dôvodu, ºe Vizzini nevie, v ktorej £a²i je jed, neexistuje pre¬ho jednozna£ne

optimálna vo©ba.

Inak je to ale v prípade piráta Wesleyho. Ten má smolu, ºe nemôºe vyuºi´ svoju vý-

hodu asymetrickej informácie v tom, ºe vie, kde sa jed nachádza. Po £ase v²ak zistíme,

ºe to aº taká nevýhoda nebola. Pozrime sa, ako to dopadlo v rozprávke.

Vizzini: �Dal by som ruku do oh¬a za to, ºe som nie£o videl! No, ale to je

uº jedno. Napime sa. Ja z mojej £a²e a ty zo svojej.�

Wesley: �Zle si sa rozhodol.�

Vizzini: �To si len myslí², ºe som sa zle rozhodol! To je na tom to smie²ne!

Vymenil som poháre, ke¤ si sa oto£il! Haha, ty blázon! Stal si obe´ou jed-

ného z menej známych prísloví: nikdy necho¤ proti Sicíl£anovi, pokia© je v

hre smr´! Ha ha ha ha ha! Ha ha ha ha ha!�

A e²te stále sa smejúci Vizzini padne na zem m¯tvy. Wesley rozviaºe putá

princeznej.

Princezná: Celý £as som si myslela, ºe tvoja £a²a bola otrávená.

Wesley: Obe £a²e boli. Ja som len posledné roky strávil vytváraním si imu-

nity proti iocanovému prá²ku.

Vizzini bol teda od za£iatku hry odsúdený na smr´ a Wesleyho zachránil jeho dôvtip.

Vedel vybra´ hru, ktorú mohol vyhra´ len on. Jeho tabu©ka výplat má v sebe naozaj

len výplaty.

Bez oh©adu na to, ako sa rozhodol Vizzini, Wesley preºil. Princezná bola zachránená a

dobro zví´azilo nad zlom.
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Tabu©ka 7: Jed je v oboch pohároch a Wesley je imúnny

Wesley\Vizzini Wesleyho £a²a Vizziniho £a²a

Wesleyho £a²a - 1, -1

Vizziniho £a²a 1,-1 -

3.3 Ako teória hier vyrie²ila záhadu z Talmudu

�idovské náboºenstvo je v spolo£nosti známe okrem iného aj svojimi knihami - Talmu-

dom a Tórou. Talmud je �synonymom ºidovstva� a základom ortodoxného ºidovstva. Je

súhrnom ºidovského poznania a pojednáva o v²etkých oblastiach ©udského ºivota [17].

V knihe slovenského autora, Jaroslava Franeka8 - Judaizmus, nájdeme zrozumite©né

odpovede na otázky týkajúce sa ºidovskej problematiky.

Aº dodnes ostáva Talmud knihou, v ktorej nájdeme základy ortodoxného

�idovstva. Nové interpretácie Talmudu ukázali jeho zlú£ite©nos´ so ºivotom

v modernej spolo£nosti. Pochopite©ne sa v²eli£o zmenilo, ale Talmud ako

celok ostáva obrovským rezervoárom poznania, v ktorom sa aj dnes h©adajú

odpovede na najrozli£nej²ie otázky. [17]

Tak napríklad: muº dlºí trom rôznym ©u¤om 100, 200 a 300 korún. Nane²´astie umrie

a nemá dostato£ne ve©a pe¬azí na to, aby svoj dlh splatil. Ako sa má jeho majetok

rozdeli´? Ako isto vieme, nemusí existova´ jediná správna odpove¤. Férové rozdele-

nie nezávisí len od logiky, ale aj od spolo£enských zvyklostí. Pozrime sa na tri rôzne

situácie:

• Rodi£ s©úbi svojim de´om hra£ky, ale nakoniec im nemôºe kúpi´ tie s©úbené, lebo

dostal men²í plat, ako o£akával.

• Partia kamarátov si objedná jedlo v re²taurácii, ale ke¤ príde ú£et, nevedia sa

dohodnú´, kto má ko©ko zaplati´.

• Spolo£nos´ vydá dlhopisy a akcie, ale skrachuje.

8Autor je hovorca Ústredného zväzu ºidovských náboºenských obcí. Je vedeckým pracovníkom a

pedagógom na Katedre teoretickej a experimentálnej elektrotechniky FEI STU [13].
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Ako vidíme, neexistuje overený postup, ktorým by sa dali vyrie²i´ tieto problémy. Nie-

ktorí ©udia preferujú proporcionálne/pomerové rozdelenie závisiace na ve©kosti dlhu.

Napríklad, môºeme uvies´ klasické �zapla´ za to, £o si si objednal� . A aj ke¤ to vy-

znieva ve©mi logicky, nie kaºdému je táto metóda sympatická. Iní zas uprednost¬ujú

rovnomerné delenie. Ohá¬ajú sa argumentom, ºe nezáleºí na ve©kosti dlhu, ale na po£te

osôb. Rovnomerné vidíme £asto v rodinách s malými de´mi - kaºdý dostane rovnaký

po£et kociek £okolády, rovnako ve©a gumených medvedíkov. To, ktoré delenie nakoniec

bude vykonané, záleºí od spolo£enských zvykov.

Jedno z najskor²ích rie²ení týkajúcich sa spravodlivého delenia pochádza práve z

Talmudu.

Obr. 19: Ako vyplati´ tri manºelky? [32]

Ide o problém muºa - dlºníka, dlhujúceho svojim trom manºelkám. Rie²enie z Talmudu

vôbec nie je o£ividné a jasné.

Talmud ponúka odpove¤ prostredníctvom troch príkladov. Text neobsahuje v²e-

obecné pravidlo, pod©a ktorého by sa dalo postupova´.

V prvom riadku muº vlastní dokopy 100 ²ekelov. Kaºdá jeho manºelka dostane po jeho

smrti rovnko ve©ký diel - tretinu jeho majetku. Ide teda o rovnomerné relenie. Tretí
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Tabu©ka 8: Ako delí Talmud

vlastní \dlhuje 100 200 300

100 33 1
3

33 1
3

33 1
3

200 50 75 75

300 50 100 150

riadok nazna£uje, ºe pôjde o delenie v pomere k ve©kosti dlhu. Pre£o sa to ale nemohlo

rozdeli´ rovnako ako v prvom prípade?

Jednozna£ne najmenej jasným je druhý riadok. Nielenºe nejde o rovnomerné delenie

a ani o delenie v pomere k ve©kosti dlhu, ale ponúka sa nám aj otázka: pre£o má druhá

a tretia ºena dosta´ rovnako ve©a? A vôbec, odkia© pochádzajú tie £ísla?

Tieto otázky £akali na svoju odpove¤ skoro 2000 rokov [5]. Niektorí u£enci sa po

£ase vzdali nádeje na vyrie²enie problému a dokonca nazna£ovali, ºe prípad, ke¤ muº

dlhuje 200 korún, je zle prepísaný [5].

A potom sa k slovu dostala teória hier. V 80. rokoch 20. storo£ia profesori Robert

Aumann a Michael Maschler napísali £lánok, v ktorom tvrdili, ºe záhadu vyrie²ili.

Trvali na tom, ºe na odpovedi z Talmudu nie je ni£ zlé a ºe môºe by´ vnímaná ako apli-

kácia princípu teórie hier. Ako sa ukázalo, rie²enie z Talmudu je ukáºkou rie²enia dobre

de�novanej kooperatívnej hry. Teda hry, ktorá prebieha skôr medzi koalíciami hrá£ov,

ako medzi jednotlivými hrá£mi a je tým ovplyvnené aj správanie hrá£ov. Aumann a

Maschler posilnili toto svoje tvrdenie aj tým, ºe analyzovali viaceré pasáºe z Talmudu,

v ktorých bol tento princíp tieº pouºitý. Jedným z nich bol aj princíp delenia odevu.

Práve na tomto princípe je zaloºené aj rie²enie problému týkajúceho sa muºa a jeho

troch ºien.

Po¤me si ná² problém preloºi´ do jazyka teórie kooperatívnych hier a zjednodu²me si

situáciu pre muºa a jeho dve ºeny. Prvej nech dlºí d1, druhej d2. Jeho celkový majetok je

E, pri£om platí, ºe d1 ≤ d2 a d1 + d2 ≥ E. Tento problém sa vyrie²i pomocou princípu

s názvom spor o odev, ktorý je príkladom hry s rovnomerným rozdelením sporného

majetku:

Dvaja drºia odev. Jeden ho chce celý, druhý poºaduje polovicu. Potom prvý
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z nich dostane z neho 3
4
a druhý 1

4
[14].

Princíp je jasný: ten, £o vyºaduje polovicu, prepustí druhú polovicu druhému £loveku.

Zvy²ok sa rozdelí na rovnaké diely. Vo v²eobecnosti to znamená, ºe nami nepoºadovanú

£as´ prepú²´ame druhej strane a druhá strana nám prepú²´a ¬ou nepoºadovanú £as´.

Pokia© nebol rozdelený celý majetok, zvy²ok sa rozdelí rovnomerne. Pre prípad muºa

a dvoch ºien to vyzerá nasledovne: prvá ºena vyºaduje d1, tým pádom prepú²´a druhej

ºene max(E − d1, 0). Druhá ºena poºaduje d2 a vzdá sa v prospech druhej ºeny sumy

max(E−d2, 0). Hrá sa teda uº len o E−max(E−d1, 0)−max(E−d2, 0). Táto zvy²ná

suma sa rovnomerne rozdelí medzi obe ºeny. Po manºelovej smrti teda dostanú:

prvá ºena: E−max(E−d1,0)−max(E−d2,0)
2

+max(E − d2, 0),

druhá ºena: E−max(E−d1,0)−max(E−d2,0)
2

+max(E − d1, 0).

Pod©a [4] môºe by´ táto metóda delenia roz²írená, £i je to pre troch, tisíc, alebo

milión ©udí, ktorým dlºíme. Musí by´ splnená podmienka - ºe majetok je rozdelený

tak, ºe mnoºstvo, ktoré dostanú ©ubovo©ní dvaja, odráºa princíp rovnomerného delenia

sporného majetku, o ktorý sa �hrá� . A navy²e, Aumann a Maschler ukázali, ºe v

skuto£nosti len jedno rie²enie je konzistentné. Zade�novali si hru o muºovi a troch

ºenách ako dvojicu majetok a dlhy: E a d, kde d = (d1, · · · , dn) a 0 ≤ d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤

dn a E ≤ d1 + d2 + · · · + dn. Rie²enie takejto hry je n-tica x = (x1, ..., xn) reálnych

£ísel a platí, ºe E = x1 + ...+ xn. Toto rie²enie nazvali CG-konzistenté9, ak pre v²etky

i 6= j je rozdelenie majetku ve©kosti xj +xi medzi verite©ov poºadujúcich di, dj v tvare

(xi, xj).

Dôkaz o tom, ºe je CG konzistentné môºeme nájs´ napríklad v [5]. Ukáºeme si, ºe

takéto rie²enie je len jedno. Ak by ich bolo viac, vedeli by sme nájs´ rie²enia x a y a

verite©ov i a j takých, ºe yi > xi a yj < xj a yi + yj ≥ xi + xj. Ak by sme mali len

verite©ov i a j, tak princípom delenia odevu by j dostal sumu yj, ak by celková ve©kos´

majetku bola yi+ yj a xj by dostal, ak by celková ve©kos´ majetku bola xi+xj. Ke¤ºe

yi+ yj ≥ xi+xj, monotónnos´ princípu delenia plá²´a, ktorá v tomto prípade tvrdí, ºe

yj ≥ xj, je v spore s tým, ºe yj < xj.

Postup, ako toto jediné rie²enie nájdeme, si ukáºeme v nasledujúcich siedmich kro-

koch:
9Konzistentné v zmysle princípu delenia sporného odevu, tzv. Contested Garment Principle
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1. Zora¤me si ©udí, ktorým dlhujeme pod©a ve©kosti ná²ho dlhu - od najmen²ieho

po najvä£²ieho.

2. Za£nime deli´ majetok rovnomerne medzi v²etkých, aº kým £lovek, ktorému dl-

hujeme najmenej, nedostane polovicu sumy, ktorú mu dlhujeme.

3. Opä´ za£nime deli´ majetok rovnomerne medzi v²etkých (okrem £loveka, kto-

rému dlhujeme najmenej), aº kým £lovek, ktorému dlhujeme 2. najniº²iu sumu,

nedostane polovicu sumy, ktorú mu dlhujeme

4. Pokra£ujeme rovnakým postupom, aº kým v²etci nezískajú polovicu sumy, ktorú

im dlhujeme

5. Teraz, pokra£ujeme opa£ne. Budeme sa pozera´ na rozdiel medzi na²ím dlhom a

tým, £o sme verite©om vyplatili. Zo zvy²ku pe¬azí pridávame najvy²²iemu veri-

te©ovi aº dovtedy, kým sa jeho strata (dlh - vyplatené peniaze) nerovná strate

druhého najvy²²ieho verite©a.

6. Potom rozdelíme majetok rovnomerne medzi verite©ov, aº kým strata najvy²²ieho

verite©a nebude rovná strate druhého najvy²²ieho verite©a, at¤.

7. Pokra£ujeme, aº kým nerozdelíme v²etok majetok.

Skúsme si toto delenie ukáza´ na príklade:

Muº dlºí svojim ²tyrom bratom postupne 300, 200, 100 a 50 ²ekelov. Po smrti mu v²ak

ostalo len 600 ²ekelov. Ako sa bratia podelia?

Budeme postupova´ pod©a algoritmu Almanna a Maschlera. Za£neme rovnomerne roz-

de©ova´ majetok. Máme dostato£ne ve©a na to, aby sa kaºdému u²la polovica poºado-

vanej sumy. V druhom riadku tab. 9 sa budeme zaobera´ stratou. Ke¤ºe 300 ²ekelový

verite© dostal len 150 a 200 ²ekelový 100, 300 ²ekelovému musíme prida´ 50, aby mali

rovnakú stratu. Posunieme sa ¤alej a pridávame aj ¤al²ím bratom. V ¤al²om riadku

vidíme, ºe 300 ²ekelový má stratu 100, zatia©£o 200 ²ekelový má stratu 50. Pridáme

300 ²ekelovému 50 a posunieme sa ¤alej. V ²tvrtom riadku vidíme, ºe uº len ná² naj-

vä£²í verite© má stratu 50, zatia©£o ostatní majú 25. Pridáme mu preto 25 ²ekelov.

Nastala teda situácia, ºe kaºdému z verite©ov dlºíme rovnako ve©a. Pokra£ujeme akoby
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Tabu©ka 9: Muº dlºí ²tyrom bratom

300 200 100 50

1. 150 100 50 25

2. 50 50 25 -

3. 50 25 - -

4. 25 - - -

5. 12,5 12,5 12,5 12,5

287,5 187,5 87,5 37,5

prvým krokom - rovnomerne rozde©ujeme majetok, aº kým najmen²í verite© nedosiahne

polovicu svojej poºadovanej sumy. A ke¤ºe máme uº situáciu s rovnakými verite©mi,

zvy²né peniaze (50 ²ekelov) rozdelíme jednoducho na 4 £asti a pripo£ítame ich k zís-

kaným sumám. Na²i bratia teda dostanú sumy uvedené v poslednom riadku tabu©ky

9.

Záhada je vyrie²ená. Nielenºe odpove¤ Talmudu sleduje konzistentný princíp, ale

takisto sa opiera o ideu, ktorá bola zrejme v období jeho vzniku zvykom. V tomto

prípade je teda nepochybne zaujímavá skuto£nos´, ºe nástroj logiky a racionality -

teória hier - bol potrebný na dekódovanie rie²enia z Talmudu, ktoré primárne záviselo

na spolo£enských a náboºenských zvyklostiach.
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4 Pravdepodobnos´ a ²tatistika

4.1 Ni£ nie je nemoºné

Aká je pravdepodobnos´, ºe krátkometráºny �lm, netrvajúci ani 20 minút, bude v sebe

obsahova´ £oko©vek súvisiace s pravdepodobnos´ou? Pokia© sme si náhodným výberom

zvolili práve �lm The Black Shell [61], máme ²´astie. Tak, ako malo ²´astie malé

diev£atko, ktoré si z nádoby vy²e tristo kusov mu²li£kových cestovín vytiahlo práve

tú jednu, ktorú jej mama zafarbila na£ierno. Chcela jej tým ukáza´, ºe vyhra´ lotériu,

ktorú diev£atko tak rado sleduje v televízii, je ve©mi, ve©mi nepravdepodobné. Malej

Abby sa to v²ak podarilo na prvý raz.

Moºno táto udalos´, pod©a ktorej bol aj �lm pomenovaný, ju pozna£ila nato©ko, ºe

sa za£ala venova´ pravdepodobnosti a ²tatistike. Predná²ala ju na univerzite a aj vo

vo©nom £ase sa jej venovala.

�Takºe. Najjednoduch²ie po£íta£e majú rozlí²enie obrazovky 640 × 480 pi-

xelov. Po 256 farieb. A £o je úºasné, týmto kone£ným po£tom pixelov do-

káºe² zobrazi´ £oko©vek. �oko©vek vo vesmíre. Napísala som program, ktorý

je navrhnutý tak, aby náhodne zobrazoval kombinácie farieb rozmiestných

pixelov. Teraz je to vlastne prístroj, ktorý, ak by bol spustený dostato£ne

dlho, by dokázal zobrazi´ kaºdú snímku, fotku, kaºdú jednu stranu vytla£e-

ného textu, tvoju tvár, moje palce na nohách, Taj Mahal...�

�Ko©ko takých kombinácii vôbec existuje?�

�Ak by si kaºdému atómu vo vesmíre priradil jeden obraz, vytvorený týmto

po£íta£om... tak by si nemal dostato£ne ve©a atómov. A vä£²ina z tých ob-

rázkov by bol len náhodný ²um.�

�Ale tak, ur£ite vieme získa´ aj nejaké úchvatné obrazy!�

�No, £as´ programu je navrhnutá tak, aby skúmala aj zhodu s obrázkami,

ktoré mám uloºené v zloºke. H©adá £oko©vek, £o vyzerá nenáhodne. Farby,

tvary. Kaºdý de¬ to kontrolujem a zatia© ni£.� [61]

Vyjadrime si teda, ko©ko rôznych obrázkov môºe vzniknú´: Na ²írku máme teda 640

pixelov, na vý²ku 480. To je spolu 640 × 480 = 307200 pixelov. Kaºdý z nich môºe

ma´ jednu z 256 farieb. Teda prvý z nich môºe ma´ 256, druhý z nich tieº, at¤. �ahko
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zistíme, ºe v²etkých moºností je 256640×480.

Ako sa Abby neskôr priznala, jej program je spustený uº dva roky v kuse. Kaºdú se-

kundu vygeneruje nový obrázok. Ak predpokladáme, ºe sa obrázky doteraz neopakovali

a rok má 365 dní, mohlo sa ich vygenerova´ maximálne

60× 60× 24× 365× 2× = 63072000, (29)

£o je oproti celkovému mnoºstvu moºných obrázkov zanedbate©ne malé £íslo. Naviac,

ak napríklad po£et atómov v pozorovate©nom vesmíre10 porovnáme s po£tom moºných

obrázkov, ktoré dokáºe Abbin program vytvori´, dostaneme zlomok 1082

256640×480 , ktorý je

rovný pribliºne 4.82× 10−739730.

A aká je pravdepodobnos´, ºe Abbin program vygeneruje práve obrázok 20?

Obr. 20: Obrázok s rozlí²ením 640 x 480 pixelov [32]

Jeho autorka môºe právom prehlási´, ºe je to jej originál, ke¤ºe pravdepodobnos´,

ºe by ho vytvoril program pri jednom konkrétnom generovaní, je naozaj ve©mi malá:
1

256640×480
∼= 4.2× 10−739812. O Abby sa ve©mi trefne vyjadril jej manºel:

10Pod©a [50] je odhadované mnoºstvo atómov v pozorovate©nom vesmíre 1078 aº 1082.
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�Jednoducho povedané: predstav si milión písacích strojov, milón opíc a ona

je Shakespeare.� [61]

Obr. 21: A £o moja báse¬? [2]

Toto prirovnanie, popisujúce takmer aº absurditu jej konania, v²ak nevymyslel on.

V roku 1913 predstavil francúzsky matematik Émile Borel takzvanú Opi£iu teorému.

Nekone£né mnoºstvo opíc ´ukajúce do písacieho stroja nekone£ne dlho,

skoro iste dokáºe napísa´ celú zbierku diel od Williama Shakespearea [28].

Znie to neuverite©ne, ale z matematického h©adiska sa to dokonca dá dokáza´. Vy-

berme si akéko©vek slovo, nech je to napríklad opica. Majme písací stroj s pä´desiatimi

klávesami. Potom pravdepodobnos´, ºe stla£íme písmeno o je 1
50
, to isté platí aj pre

ostatné písmená. A ke¤ºe do stroja ´ukáme náhodne, stla£enia jednotlivých písmen sú

nezávislé. Preto môºeme tvrdi´, ºe pravdepodobnos´, ºe napí²eme slovo opica je

P (o)× P (p)× P (i)× P (c)× P (a) = 1

50
× 1

50
× 1

50
× 1

50
× 1

50
=

1

312500000
. (30)

Teraz predpokladajme, ºe nastane opa£ná udalos´ - opica napí²e pä´písmenové slovo a

nebude to slovo opica.

1− P (o)× P (p)× P (i)× P (c)× P (a) = 1− 1

312500000
(31)

Predstavme si n takýchto pä´písmenkových blokov. Ke¤ºe sú navzájom nezávislé, po-

tom ²anca Pn, ºe opica ani v jednom nenapí²e slovo opica bude

Pn =

(
1− 1

505

)n
. (32)

A uº teraz je to jasné: £ím vä£²ie bude n, tým men²ie bude Pn. �ím viac pä´písmenových

re´azcov opice napí²u, tým men²ia je pravdepodobnos´, ºe slovo opica nebude ani v

jednom z re´azcov. A ak si to zapí²eme v limitnom tvare, dostaneme

lim
n→∞

Pn =

(
1− 1

505

)n
= 0, (33)
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tým pádom limn→∞(1−Pn) = 1. Vo©ne povedané, pravdepodobnos´, ºe v nekone£nom

mnoºstve pä´písmenových slov sa nachádza slovo opica, je rovná jednej. A to sme e²te

nespomenuli pä´písmenové bloky v tvare abcop-icaxh, ktoré by nám túto pravdepo-

dobnos´, uº aj tak rovnú jednej, mohli len zvy²ova´.

Na tento fakt, ºe opice sú schopné v²etkého, pokia© ich je dos´ ve©a a dáme im dos´

£asu, sa spoliehal aj pán Burns zo seriálu Simpsonovci. V epizóde Homer - Spása

Spring�eldu ukazuje Homerovi miestnos´ plnú opíc:

Pozri, tu pracuje 1000 opíc na 1000 strojoch. �oskoro napí²u najvä£²í

román na svete. Ukáº to! �It was the best of times, it was the blurst of

times�?! 11 Ty hlúpa opica!

Obr. 22: Opice pí²u román [59]

Aby sme v²ak neostali len pri teoretizovaní, treba spomenú´, ºe skupina ²tudentov a ich

u£ite©ov z Plymouth University v Anglicku, sa podujala na experiment. Chceli overi´,

£i sa opiciam podarí napísa´ Shakespeara. Do klietky so ²iestimi primátmi umiestnili

jeden po£íta£, aby sledoval ich literárne za£iatky. Av²ak po mesiaci sa makakom Elmo,

Gum, Heather, Holly, Mistletoe a Rowanovi podarilo len £iasto£ne zdemolova´ po£íta£,

pouºíva´ ho ako toaletu a vä£²inu £asu stlá£a´ písmeno s. Mierne sa ale zlep²ili na

konci experimentu, ke¤ sa v ich textovom výstupe za£ali objavova´ aj písmená a, j, l,

m. �ia©, nenapísali ani jedno slovo, ktoré by dávalo zmysel. Ako sa ²tudenti s u£ite©mi

vyjadrili, práca na experimente bola zaujímavá, ale vedeckú hodnotu mala len malú.

Moºno aº na to, ºe sa im podarilo ukáza´, ºe opi£ia teoréma funguje len teoreticky [6].

11 Odkaz na knihu Ch.Dickensa Príbeh z dvoch miest, kde úvodná veta znie: It was the best of times,

it was the worst of times. [16]
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V skuto£nosti, predpoklady opi£ej teorémy ani neboli splnené. Tá totiº predpokladá,

ºe opíc je nekone£ne ve©a a majú aj nekone£ne ve©a £asu. Je teda pochopite©né, ºe ²es´

opíc za mesiac nestihne napísa´ ani slovo.

4.2 V²etko najlep²ie!

Kto by nepoznal Alicu v Krajine zázrakov? Na motív kniºky od autora L. Carrola

vzniklo uº nieko©ko �lmových adaptácií. Jednou z prvých bola �disneyovka� Alice in

Wonderland [58] z pä´desiatych rokov.

Obr. 23: Alica na nenarodeninovej párty [58]

Ke¤ sa Alice prechádza po Krajine zázrakov, natrafí aj na ²ialeného Klobú£nika, so

svojím Zajacom, ako oslavujú.

Alica: �Ach, prepá£te, ºe som preru²ila va²u narodeninovú oslavu!�

Zajac: �Narodeninovú? Drahé die´a, toto NIE JE narodeninová oslava.�

Klobú£nik: �Samozrejme, ºe nie! Toto je NEnarodeninová oslava!�

Alica: �Nenarodeninová? Prepá£te, ale nie celkom vám rozumiem.�

Klobú£nik: �Je to ve©mi jednoduché. Narodeniny má² len jeden de¬ v roku.

A zvy²ných 364 má² nenarodeniny. Pre£o by sme ich nemali oslávi´? � [58]

Presne tak! Aká je pravdepodobnos´, ºe máme dnes narodeniny? Ako povedal Klobú£-

nik, sú len raz v roku. Teda ak berieme nepriestupný rok, tak ²anca, ºe je to práve

dnes, je 1
365

, £o je ove©a menej ako 364
365

, £o reprezentuje pravdepodobnos´, ºe by sme

tieº oslavovali s Klobú£nikom a Alicou.

Medzi matematikmi je známy takzvaný narodeninový paradox, (pozri napr. [11])
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Zaoberá sa pravdepodobnos´ou, ºe dvaja ©udia v skupine n ©udí budú ma´ narodeniny

v rovnaký de¬. Slovo paradox nazna£uje aj pre niektorých prekvapujúci fakt: ak sú dá-

tumy narodení rovnako rozdelené, teda ºe pravdepodobnos´ narodenia sa v ©ubovo©ný

de¬ nepriestupného roku je rovná 1
365

, potom pravdepodobnos´, ºe dvaja ©udia majú

narodeniny v ten istý de¬ v skupine 23 osôb, je vä£²ia ako 50%. Môºeme si to overi´

jendoduchým dôkazom.

Ozna£me si P(A)=pravdepodobnos´, ºe aspo¬ dvaja majú narodeniny v rovnaký

de¬, P(B)=pravdepodobnos´, ºe v²etci majú narodeniny v rôzne dni. Platí teda:

P (A) = 1− P (B). (34)

Pravdepodobnos´ P(B) si vieme vyjadri´ nasledovne. Máme 23 ©udí, vyberieme si ©u-

bovo©ného jedného z nich. Ten môºe ma´ narodeniny 365 dní v roku z 365, teda 365
365

.

Ak sa ºiadne dva dátumy narodení nemajú rovna´, potom nasledujúci £lovek, �smie�

ma´ narodeniny hocikedy inokedy, to jest má na výber 364 dní v roku. �anca, ºe sa na-

rodil inokedy ako prvý vybraný £lovek je 364
365

. Ke¤ºe narodeniny rôznych ©udí budeme

povaºova´ za nazávislé udalosti, môºeme napísa´

P (B) =
365

365
× 364

365
× 363

365
× · · · × 343

365
. (35)

Dosadením do (34) dostávame:

P (A) = 1− P (B) = 1− 0.4927 = 0.5073. (36)

Ako vidíme, za predpokladu rovnomerne rozdelených narodenín, naozaj sta£í 23 ©udí

na to, aby sme mohli poveda´, ºe ²anca �dvojitej� oslavy narodenín je 50%.

Av²ak to, ºe dátumy narodenín sú rovnomerne rozdelené, v skuto£nosti nie je pravda.

Ukáºme si grafy závislostí po£tu narodených detí od mesiaca v roku z Anglicka a Walesu

pre roky 1979 a 200512. Na obrázku 24 vidíme, ºe nie je pravda, ºe deti sa rodia s

rovnakou pravdepodobnos´ou pre kaºdý de¬. Grafy na obrázku 24 ukazujú prechod v

roku 1979 z tzv. európskeho trendu na tzv. americký trend v roku 2005.

Európsky trend predstavuje viac pôrodov na jar a po£as skor²ích letných mesiacov, s

druhým vrcholom v septembri, americký trend vyjadruje najviac pôrodov v septembri.
12Dáta sú získané z O�ce for National Statistics. Údaje boli upravené tak, aby zoh©ad¬ovali rôzne

po£ty dní v mesiacoch a aby boli normalizované ako pomer po£tu narodení v danom mesiaci k celko-

vému po£tu pôrodov v danom roku.
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Obr. 24: Po£et narodených v roku 1979(•) a 2005(N) v závislosti od mesiaca v roku. Vodo-

rovná £iara reprezentuje graf hustoty rovnomerného rozdelenia [11]

Napríklad, v rokoch 2001 aº 2005 sa najviac detí narodilo medzi 23. aº 27. septembrom.

Ako vidíme, tieto dátumy sú najviac ovplyvnené sviatkami a dovolenkami. Zvý²ená

pôrodnos´ po£as jari a v septembri poukazuje na pribliºnú dobu po£atia po£as letných

dovoleniek a po£as viano£ných sviatkov. Naopak, nízka pôrodnos´ po£as dní vo©na

odráºa zníºenú £innos´ nemocníc a pôrodníc po£as sviatkov. Napríklad, 26. december

(Boxing Day vo Ve©kej Británii) bol 25-krát d¬om s najniº²ím po£tom pôrodov po£as

rokov 1979-2005. Obrázok 25 ukazuje 17517192 pôrodov v Anglicku a Walese po£as

rokov 1979-2005 (okrem 12311 pôrodov 29. februára) [11].

Obr. 25: Po£et pôrodov na de¬ po£as rokov 1979 aº 2005. Vodorovná £iara zodpovedá rov-

nomernému rozdeleniu [11]
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Tabu©ka 10: Údaje o po£te narodených detí v USA pod©a mesiacov v roku 2010 [7]

mesiac po£et narodených detí v mesiaci

január 323249

február 301994

marec 338613

apríl 325028

máj 328273

jún 334535

júl 345199

august 349747

september 350745

október 336809

november 326220

december 338974

Obr. 26: Po£et pôrodov za mesiac v roku 2010 v USA [7]

Ako vidíme, myslie´ si, ºe dátumy narodenín sú rovnomerne rozdelené, nie je správne.

Nakoniec, vidíme to aj na obrázku 26 ukazujúcom graf zodpovedajúci údajom z ta-

bu©ky 10. Ako nerovnomerné rozdelenie zmení potrebný po£et ©udí, na pä´desiat per-

centnú pravdepodobnos´ dvojitých narodenín? Existuje ve©a spôsobov [11], ktorými

sa dá ukáza´, ºe akáko©vek odchýlka od rovnomerného rozdelenia má tendenciu zvý²i´

pravdepodobnos´, ºe v skupine r ©udí budú ma´ aspo¬ dvaja narodeniny v rovnaký

de¬. To znamená, ºe ke¤ 23 ©udí sta£ilo na 365 rovnako pravdepodobných dní, ur£ite

budú sta£i´ aj vtedy, ke¤ niektoré z dní budú ma´ vä£²iu pravdepodobnos´ výskytu

narodenín.
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5 Finan£ná matematika

Sophie je spä´. A nezaujíma ju len teoretická matematika a vlastnosti £ísel. Svoje

poznatky dokáºe aplikova´ aj do reálneho sveta, ke¤ vo svojom denníku Sophies's

Diary pí²e o tom, ako sa rozhodla matematikou pomôc´ otcovi.

Utorok, 2. marca 1790

Otec sa ma spýtal ako sa po£íta zloºené úrokovanie. Poºi£iava penize a

na to, aby spo£ítal úrok, pouºíva jednoduchú formulu: I = P × R, kde

I=úrok, P=poºi£iavaná suma a R=úroková miera. Ocko teraz chce zavies´

zloºené úrokovanie, aby získal peniaze nielen za pôvodnú pôºi£ku, ale taktieº

za úroky, ktoré mu dlºia. Chce zúro£i´ aj úroky, pretoºe niektorým ©u¤om

trvá príli² dlho, kým mu splatia v²etky dlhy. [34]

Tento spôsob úro£enia, ktoré pouºíva Sophiin otec, sa volá jednoduché úrokovanie.

Zave¤me si jednotné zna£enie, ktoré budeme v tejto kapitole pouºíva´. Navy²e budeme

r úroková miera

t £as úro£enia

FV future value, budúca hodnota pe¬azí (ko©ko majú otcovi splati´)

PV present value, sú£asná hodnota pe¬azí (ko©ko poºi£al otec)

pracova´ so zjednodu²eným modelom, ºe dlh splatia dlºníci naraz. Teda, ºe nebudú

spláca´ svoje dlhy postupne.

Napríklad, ak Sophiin otec poºi£al 100 toliarov a jeho úroková miera bola 10%, potom

ak úro£il raz ro£ne, dlh vo£i nemu po piatich rokoch sa môºe vypo£íta´ takto:

FV = PV (1 + t× r) = 100 ∗ (1 + 5× 0.1) = 150. (37)

Teda by mu dlºili 150 toliarov. Túto sumu sme vypo£ítali jednoduchým úrokovaním.

Sophie sa v²ak vyjadrila, ºe jej otec by chcel získa´ viac.

Na²la som vzorec A = P (1 + R
n
)nt na výpo£et zloºeného úrokovania, kde

A znamená suma, ktorú by mali vyplati´ môjmu otcovi, t je £as uplynutý

od pôºi£ky a n znamená ko©ko razy do roka sa suma dlhovaná otcovi úro£í.

Chce vedie´, ako £asto by mal úro£i´, aby dostal £o najviac pe¬azí.[34]
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Skúsme overi´, £i je táto forma úrokovania - zloºené úrokovanie - výhodnej²ia, ako

pôvodné jednoduché úrokovanie. Majme opä´ rovnaké predpoklady. Dlh vo£i Sophiinmu

otcovi sa tentoraz spo£íta takto:

FV = PV (1 + r)t = 100(1 + 0.1)5 ∼= 161.05. (38)

Tabu©ka 11: Ve©kos´ dlhu v závislosti od po£tu úro£ení za rok, r=10%, t=5, PV=100

po£et úro£ení do roka - n FV = PV (1 + r
n
)nt

2 162,89

3 163,53

4 163,86

5 164,06

Sophie sa teda nemýlila a na²la lep²í spôsob úro£enia. Jej otec sa v²ak vyjadril, ºe

uvaºuje nad moºnos´ou úro£i´ viackrát do roka. Pozrime sa na tabu©ku 11, v ktorej sú

vypo£ítané dlhované sumy pre rôzny po£et úro£ení ro£ne.

Môºeme si v²imnú´, ºe so zvy²ujúcou sa frekvenciou úro£enia sa zvy²uje aj mnoºstvo

pe¬azí, ktoré môºeme získa´. Bu¤me trochu �nenásytní� a skúsme úro£i´ nekone£ne

ve©akrát za rok. Potom mnoºstvo pe¬azí, ktoré môºme získa´, sa dá vyjadri´ nasledovne:

lim
n→∞

PV (1 +
r

n
)tn = lim

n→∞
PV (1 +

r

n
)tn

r
r = lim

n→∞
PV (1 +

r

n
)
n
r
rt = lim

n→∞
PV etr (39)

Získali sme vzorec pre spojité úrokovanie. Ak by Sophiin otec poºi£al 100 toliarov a

úro£il by spojitým úrokovaním s úrokovou mierou 10% po dobu 5 rokov, zarobil by si:

FV = PV etr = PV e5×0.1 = 164.87 toliarov. (40)

Film The Bank svojím názvom nazna£uje, ºe by mohol ma´ £osi spolo£né s peniazmi.

E²te pred úvodnými titulkami, po£as prvých troch minút �lmu sa stretneme so za-

mestnancom banky, s pánom Johnssonom, ktorý pri²iel na besedu do ²koly predná²a´

o dôleºitosti bánk. Za£ne kresli´ na tabu©u. �Sú tri veci, na ktoré budete potrebova´

peniaze uloºené v banke. Prvou je auto. Druhou je dom, £ím vä£²í, tým lep²í. A tretia

vec?� spýta sa, ke¤ nakreslí na tabu©u star£eka s bradou. Prihlási sa nesmelo jeden

chlapec: �Santa Claus?� Trieda sa zasmeje a prihlási sa jedno diev£a: �Tak na to, ke¤

57



5 FINAN�NÁ MATEMATIKA

budeme starí?�

Pán Johnsson súhlasne prikývne a pokra£uje príkladom: �Ak by ste sa rozhodli, ºe

kaºdý týºde¬ uloºíte do banky 50 centov, zdvojnásobiac vkladanú týºdennú sumu kaºdé

tri roky, tak o 25 rokov bude kaºdý jeden z vás ma´ na ú£te 727 000 amerických dolá-

rov.� Ozve sa jeden chlapec: �To nie je moºné. Rok má len 52 týºd¬ov.� Pán Johnsson

odpovie: �Áno, to je pravda,� a napí²e na tabu©u 52× 25 = 1300 týºd¬ov. �Ale dovo©

mi ukáza´, ako to funguje!� A pí²e na hovoriac pri tom: �Zloºené úrokovanie. Zúro£uje

sa vám úrok. Chápete? Tak a teraz v mene banky mesta St. Victoria kaºdému z vás

darujem vá² prvý depozit - 50 centov.� [57]

Obr. 27: Pán Johnsson vysvet©uje, ako funguje zloºené úrokovanie [57]

Skúsme najprv zisti´, ko©ko by sme dostali, keby banky neúro£ili na²e vklady. Vkladali

by sme teda týºdenne ur£itú sumu, ktorú by sme vºdy po troch rokoch zdvojnásobili.

Rok má 52 týºd¬ov. Prvé tri roky by sme vkladali 0.5 = 2−1 dolára, ¤al²ie tri roky

1 = 20 dolár, potom tri roky 2 = 21 doláre. Ke¤ºe 25 rokov je 3 × 8 rokov + 1 rok,

celkové mnoºstvo vloºených pe¬azí si vieme zapísa´ takto:

52× 0.5×

(
3

6∑
i=−1

2i + 27

)
= 13 273. (41)

Johnsson v²ak hovoril o ove©a vä£²ej sume. Pozrime sa do tabu©ky 12, ako by to vyzeralo

v prípade zloºeného úrokovania po£as prvých ²tyroch rokov, kde nám budú sumu úro£i´

úrokovou mierou r.

Ak si podobným postupom ako v tabu©ke 12 dopo£ítame hodnoty aº po 25. rok, do-

staneme sa k nasledujúcej rovnosti:

FV =52× [2−1

25∑
i=23

(1 + r)i + 20

22∑
i=20

(1 + r)i + 21

19∑
i=17

(1 + r)i + 22

16∑
i=14

(1 + r)i+

+23

13∑
11

(1 + r)i + 24

10∑
i=8

(1 + r)i + 25

7∑
i=5

(1 + r)i + 26

4∑
i=2

(1 + r)i + 27 (1 + r)]

(42)
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Tabu©ka 12: Ve©kos´ vkladu na konci prvých ²tyroch rokov

1. rok 52× 2−1 × (1 + r)1

2. rok (52× 21 + 52× 2−1)(1 + r) = 52× 2−1[(1 + r)2 + (1 + r)]

3. rok 52× 2−1[(1 + r)2 + (1 + r)] + 52× 2−1 × (1 + r) = 52× [(1 + r)3 + (1 + r)2 + (1 + r)]

4. rok 52× [(1 + r)3 + (1 + r)2 + (1 + r)] + 52× 20(1 + r) =

= 52× [2−1
∑3

i=1(1 + r)i + 20(1 + r)]

Pod©a pána Johnssona by sme mali o 25 rokov ma´ okolo 727 000. Ak si teda zvolíme

FV = 727000 potom ak si vypo£ítame r, vyjde nám r ∼= 0.38396. Pán Johnsson

s©uboval neuverite©ne vysoký úrok: 38%. V skuto£nosti banky vklady úro£ia ove©a

niº²ím úrokom [37]. Keby sme si za r zvolili 2%, £o je pod©a [37] jedna z vy²²ích

úrokových mier úro£iaciach sporiace vklady, za predpokladu, ºe by sa úroky pripisovali

raz, a to na konci roka, potom na konci 25. roku sporenia by sme mali:

52× [2−1

25∑
i=23

(1, 02)i + 20

22∑
i=20

(1, 02)i + 21

19∑
i=17

(1, 02)i + 22

16∑
i=14

(1, 02)i+

+23

13∑
11

(1, 02)i + 24

10∑
i=8

(1, 02)i + 25

7∑
i=5

(1, 02)i + 26

4∑
i=2

(1, 02)i + 27 (1, 02)] ∼= 29222, 009.

(43)

Síce by sme nezarobili to©ko ako s©uboval pán Johnsson, bolo by to v²ak viac, ako by

sme mali, kebyºe si spomínané sumy vhadzujeme len tak, do prasiatka.
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Záver

Cie©om tejto bakalárskej práce bola motivácia ²tudentov posledných ro£níkov stredných

²kôl, respektíve ²tudentov prvých ro£níkov vysokých ²kôl k rie²eniu úloh z matematiky.

Netradi£né prostredie, do ktorého sú príklady z rôznych oblastí matematiky zasadené,

môºe vzbudi´ záujem aj u tých najzarytej²ích odporcov matematiky. Okrem príkla-

dov uvedených v tejto bakalárskej práci, aj internete existuje ve©ké mnoºstvo blogov

venovaných príkladom z matematiky, ktoré sa vyskytli vo �lmoch alebo v románoch.

Nechýbajú podrobné analýzy jednotlivých javov a rie²enia teoretických situácií, ktoré

nenastali, ale mohli nasta´.

Na záver si e²te dovolíme uvies´ úryvok z knihy Sophie's Diary, ktorý môºme

bezpochyby povaºova´ za jedno z najkraj²ích vyznaní lásky k matematike.

Dnes ve£er sa ma Monsieur de Maillard spýtal, pre£o ²tudujem matematiku.

Zasko£il ma touto otázkou, tak som len vyh¯kla: �Matematika je najkraj²ia

veda!� Tak zvlá²tne sa na m¬a pozrel, usmial a odi²iel. Chcela som mu k

tomu viac poveda´. Chcela som mu vysvetli´, ºe mám rada matematiku, lebo

sa mi pá£i rie²i´ rovnice a ºe ma baví odkrýva´ záhady ukrývajúce sa za kaº-

dou teorémou. Som uchvátená £íslami a ich harmóniou v rovniciach, úplne

ako v akejsi nádhernej symfónii. Áno, matematika je aj prísna veda. Vyºa-

duje logiku a pravdivos´, pretoºe jej úlohou jej rie²i´ problémy vesmíru. Rie²i

problémy, ktoré sa kaºdodenne vyskytujú okolo nás, ale aj tie pre nás nedo-

siahnute©né. Mám rada matematiku, pretoºe v matematike je pravda! [34]
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